
 Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓: [1,2] → 𝑅 για τη οποία ισχύουν 

𝑓(𝑥) > 0, ∀𝑥 ∈ [1,2],   (1) 

𝑥𝑓′(𝑥) > 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ [1,2],  (2) 

𝑓(1). 𝑓(2) = 2   (3)  

Nα αποδείξετε ότι : 

α. Η συνάρτηση 𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)−𝑥

𝑥
, 𝑥 ∈ {1,2]  είναι γνησίως αύξουσα 

β. Υπάρχει μοναδικό 𝑥𝑜 ∈ (1,2) τέτοιο ώστε 𝑓(𝑥𝑜) = 𝑥𝑜 

γ. 
3
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δ. Yπάρχει μοναδικό 𝜉 ∈ (1,2) τέτοιο ώστε 𝑓(𝜉) =
2

3
𝜉 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
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Λύση 

α. Η 𝑔 είναι παραγωγίσιμη στο [1,2] με  

𝑔′(𝑥) =
(𝑓′(𝑥) − 1)𝑥 − (𝑓(𝑥) − 𝑥)

𝑥2
=
𝑥𝑓′(𝑥) − 𝑓(𝑥)

𝑥2
> 0 

Άρα η 𝑔  είναι γνησίως αύξουσα στο [1,2] 

 

β. Η 𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)−𝑥

𝑥
 είναι συνεχής στο [1,2] με  

𝑔(1) = 𝑓(1) − 1 

και  

𝑔(2) =
𝑓(2) − 2

2

(3)
⇔𝑔(2) =

2
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− 2

2
=
1 − 𝑓(1)

𝑓(1)
 

έτσι 

𝑔(1). 𝑔(2) = −
(𝑓(1)−1)2

𝑓(1)
< 0  διότι η 𝑓(1) > 0 λόγω της (1) και  

1 < 2
𝑔 ↗
⇔  𝑔(1) < 𝑔(2) ⇔ 𝑓(1) − 1 <

𝑓(2)−2
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𝑓(1)
⇔ 𝑓2(1) <

𝑓(1).𝑓(2)

2
=1 

⇔ 𝑓2(1) < 1 ⇔ 𝑓(1) < 1   επομένως 𝑓(1) ≠ 1 



Άρα από το θεώρημα του Bolzano υπάρχει  𝑥𝑜 ∈ (1,2) μοναδικό αφού η 𝑔  είναι 

γνησίως αύξουσα στο [1,2] ώστε 𝑔(𝑥𝑜) = 0 ⇔ 𝑓(𝑥𝑜) = 𝑥𝑜 

γ. H 𝑔  είναι γνησίως αύξουσα στο [1,2] και συνεχής άρα 𝑔([1,2]) = [𝑔(1), 𝑔(2)] 

Επομένως για κάθε 𝑥 ∈ [1,2] ισχύει: 

𝑔(1) ≤ 𝑔(𝑥) ≤ 𝑔(2) 
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𝑓(1)𝑥 ≤ 𝑓(𝑥) ≤
𝑓(𝑥)

2
𝑥   το ‘ = ’ μόνο για  𝑥 = 1 και 𝑥 = 2 

Άρα  
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δ. Από το γ. ερώτημα  
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H 𝑔 είναι συνεχής στο [1,2] 

𝑔(1) ≠ 𝑔(2) 

Ο αριθμός   
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1
 είναι μεταξύ των 𝑔(1) και 𝑔(2)  άρα από το ΘΕΤ θα 

υπάρχει μοναδικό 𝜉 ∈ (1,2)αφού η 𝑔  είναι γνησίως αύξουσα ώστε  
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