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ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο 

Αν οι συναρτήσεις  gf ,  έχουν όριο στο  0x  και ισχύει  )()( xgxf   κοντά στο  0x , 

τότε 
)(lim)(lim

00

xgxf
xxxx 

  

 O

 (a)

 Cg

 Cf

 β α  x0  x

 y

                   

O

 (β)

 Cg

 Cf

 β α  x0  x

y
49

 
 
 
Το αντίστροφο δεν ισχύει 
Aν f(x)>0 κοντά στο x0 ,τότε 

0x x
lim f (x) 0


  

 
Aν οι συναρτήσεις f,g έχουν όριο στο x0 και ισχύει f(x) g(x) κοντά στο x0 ,τότε 

0 0x x x x
lim f (x) lim g(x)
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  H  f(x)>0 κοντά στο 0 όμως  2
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Προφανώς  
Aν οι συναρτήσεις f,g έχουν όριο στο x0 και ισχύει f(x) g(x) κοντά στο x0 ,τότε 

0 0x x x x
lim f (x) lim g(x)
 

  

 
Ασκήσεις  
 

Έστω  συνάρτηση f RR τέτοια ώστε 
2

lim ( ) 3 8
x

f x


   

Να υπολογίσετε το όριο 
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Λύση  

Επειδη 
2

lim ( ) 3 8
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  =√9 √8 0 , η 𝑓 𝑥 0 κοντά στο 2 οπότε 
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Να υπολογίσετε το  
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Το lim

→
𝑥 𝑥 1 1 0  άρα  𝑥 𝑥 1 0 κοντά στο 1 
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Tι γίνεται αν μηδενίζεται η απόλυτη τιμή; 
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Έστω 𝑓 𝑥
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Θα εργαστούμε με πλευρικά όρια: 
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Επειδή   lim

→
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𝑓 𝑥  δεν υπάρχει το όριο 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑥  ‐¥                        2                            +¥ 

𝑥 2                 ‐             0               + 



Μαθηματικά Προσανατολισμού Γ Λυκείου 

Χρίστος Τριανταφύλλου   4 

Κριτήριο Παρεμβολής  
 

1. κριτήριο παρεμβολής (Για τρεις συναρτήσεις ) 

Αν ισχύει     h(x)  f(x) g(x)  κοντά στο x0  και   

0x x
lim h(x)



0x x

lim g(x)


    ,  

 τότε  και 



0x x

lim f (x)   

Δηλαδή αν μία συνάρτηση είναι «φραγμένη» σε 
ένα διάστημα (α,β) από άλλες δύο με κοινό όριο    
στο σημείο x0, τότε και αυτή στο σημείο x0 έχει το 
ίδιο όριο    
 
Παραδείγματα  
 

1) Έστω f RR με |f(x)|£|x|, για x κοντά στο 0. Υπολογίστε το 
0

lim ( )
x

f x


 

Λύση:  

Έχουμε ‐|x|£f(x)£|x| για x κοντά στο 0 και   
0 0

lim | | 0 lim | |
x x

x x
 

    άρα από το 

κριτήριο παραβολής 
0

lim ( )
x

f x


=0 

 

2) Έστω f RR με |f(x)‐1|£x2‐4x+4, για x κοντά στο 2. Nα υπολογίσετε το 
2

lim ( )
x

f x


  

Λύση: Έχουμε  |f(x)‐1|£(x‐2)2 ‐(x‐2)2 £f(x)‐1£ (x‐2)2 για x κοντά στο 2 .  
2 2

2 2
lim( 2) 0 lim ( 2)
x x

x x
 

        , άρα από το κριτήριο παρεμβολής 
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lim ( ) 1 0 lim ( ) 1
x x

f x f x
 

     

 

3) Αν για τη συνάρτηση f RR ισχύει 
21 ( ) 1,x f x x x x R          (1) 

τότε: 

α. Υπολογίστε το 
0

lim ( )
x

f x


 

β. Nα βρείτε την τιμή f(0) 

γ. Nα βρείτε το 
0

( ) (0)
lim
x

f x f

x

  

 
Λύση 

α.  

 lim
→

𝑥 1 1 

 lim
→

𝑥 𝑥 1 1 

Σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής  
0
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β. Για x=0 στην (1) 1 𝑓 0 1 ⇔ 𝑓 0 1 
γ. Έχουμε  

𝑥 1 𝑓 𝑥 𝑥 𝑥 1 ⇔ 𝑥 1 𝑓 0 𝑓 𝑥 𝑓 0
𝑥 𝑥 1 𝑓 0  

𝑥 𝑓 𝑥 𝑓 0 𝑥 𝑥 
Για 𝑥 0 
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𝑥
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→

𝑥 1 1 
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Σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής   lim
→

1    (2) 

 
 

Για 𝑥 0 
 

   
𝑥
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𝑥

𝑥 𝑥
𝑥

 

1
𝑓 𝑥 𝑓 0

𝑥
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 lim
→

1 1 

 lim
→

𝑥 1 1 

 

Σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής   lim
→

1    (3) 

 

Από τις (2), (3) lim
→

1 

 

Μηδενική . φραγμένη  
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4)  Να δείξετε ότι το 

lim
→

𝑥. 𝜂𝜇 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Λύση 
 
Για 𝑥 κοντά στο 0 
 

𝑥. 𝜂𝜇
1
𝑥

|𝑥| 𝜂𝜇
1
𝑥

|𝑥| 

Άρα  
 

|𝑥| 𝑥. 𝜂𝜇
1
𝑥

|𝑥| 

 
Eπειδή 
 

 lim
→

|𝑥| 0 

 lim
→

|𝑥| 0 

 

Σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής  lim
→

𝑥. 𝜂𝜇 0 

 
 
 
 
5) Να υπολογίσετε τα όρια : 

 

α. 
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1
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Λύση  
α. Για 𝑥 κοντά στο 0 
 

𝑥 . 𝜂𝜇
1
𝑥

|𝑥 | 𝜂𝜇
1
𝑥

|𝑥 | 

Άρα  
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|𝑥 | 𝑥 . 𝜂𝜇
1
𝑥

|𝑥 | 

 
Eπειδή 
 

 lim
→

|𝑥 | 0 

 lim
→

|𝑥 | 0 

 

Σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής  lim
→

𝑥 . 𝜂𝜇 0 

 
 
 α. Για 𝑥 κοντά στο 0 
 

𝑥 . 𝜎𝜐𝜈
𝛼
𝑥

|𝑥 | 𝜎𝜐𝜈
𝛼
𝑥

|𝑥 | 

Άρα  
 

|𝑥 | 𝑥 . 𝜎𝜐𝜈
𝛼
𝑥

|𝑥 | 

 
Eπειδή 
 

 lim
→

|𝑥 | 0 

 lim
→

|𝑥 | 0 

 

Σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής  lim
→

𝑥 . 𝜎𝜐𝜈 0 

 
γ. Για 𝑥 κοντά στο 0  
 

1 𝜂𝜇
𝜋
𝑥

1 ⇔ 𝑒 𝑒 𝑒 ⇔
√𝑥
𝑒

√𝑥𝑒 𝑒√𝑥 

 

 lim
→

√ 0 

 lim
→

𝑒√𝑥 0 

Σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής  lim
→

√𝑥𝑒 0 

 


