
ΘΕΜΑ  

Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓𝑓,𝑔𝑔  με 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 , 

  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥
𝑥𝑥

, 𝑥𝑥 > 0  και το σημείο 𝛢𝛢(2 + 𝑙𝑙𝑙𝑙2, 1) 

α. Nα βρείτε τη συνάρτηση ℎ(𝑥𝑥) = (𝑓𝑓𝑓𝑓𝑔𝑔)(𝑥𝑥)  και να υπολογίσετε το lim
𝑥𝑥→0+

ℎ(𝑥𝑥) 

 
β. Nα λύσετε την εξίσωση 𝑓𝑓(2𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(3𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(4𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(5𝑥𝑥) 
 
γ. Nα βρείτε σημείο Μ της Cf  που απέχει από το 𝛢𝛢 την ελάχιστη απόσταση την οποία και να 
υπολογίσετε 
 
δ. Να αποδείξετε ότι η ευθεία 𝛭𝛭𝛢𝛢 είναι κάθετη στην εφαπτομένη  της Cf στο σημείο Μ 
 
ε. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥 − 4 = 𝑙𝑙𝑙𝑙2 έχει μοναδική ρίζα στο R  

 

Λύση: 

α. Η 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑔𝑔 έχει πεδίο ορισμού το 𝛢𝛢 = {𝑥𝑥 ∈ (0, +∞) /  𝑔𝑔(𝑥𝑥) ∈ 𝑅𝑅} = (0, +∞) 

∀𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴  είναι ℎ(𝑥𝑥) = (𝑓𝑓𝑓𝑓𝑔𝑔)(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓�𝑔𝑔(𝑥𝑥)� = 𝑒𝑒
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑙𝑙  

lim
𝑥𝑥→0+

ℎ(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→0+

𝑒𝑒
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑙𝑙            (1) 

 
Θέτουμε 𝑢𝑢 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥

𝑥𝑥
, 𝑥𝑥 > 0 

lim
𝑥𝑥→0+

𝑢𝑢 = lim
𝑥𝑥→0+

�
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥
𝑥𝑥
� = lim

𝑥𝑥→0+
�

1
𝑥𝑥

. 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥� = +∞. (−∞) = −∞  

 

Έτσι στην (1) lim
𝑥𝑥→0+

ℎ(𝑥𝑥) = 0. 

 

β.  Η 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 είναι γνησίως αύξουσα στο R 
H  εξίσωση  𝑓𝑓(2𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(3𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(4𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(5𝑥𝑥) έχει προφανή ρίζα την 𝑥𝑥 = 0 

Οι  συναρτήσεις  �2
4
�
𝑥𝑥

 και �3
5
�
𝑥𝑥

 είναι γνησίως φθίνουσες στο R, επομένως : 

αν 𝑥𝑥 > 0 ⟺ �2
4
�
𝑥𝑥

< �2
4
�
0
⇔ 2𝑥𝑥 < 4𝑥𝑥 ⇔ 𝑓𝑓(2𝑥𝑥) < 𝑓𝑓(4𝑥𝑥)      (2) 

όμοια  

𝑥𝑥 > 0 ⟺ �3
5
�
𝑥𝑥

< �3
5
�
0
⇔ 3𝑥𝑥 < 5𝑥𝑥 ⇔ 𝑓𝑓(3𝑥𝑥) < 𝑓𝑓(5𝑥𝑥)      (3) 

 
Προσθέτοντας κατά μέλη τις (2), (3) έχουμε  
𝑓𝑓(2𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(3𝑥𝑥) < 𝑓𝑓(4𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(5𝑥𝑥),∀𝑥𝑥 > 0       (4) 
 



αν 𝑥𝑥 < 0 ⟺ �2
4
�
𝑥𝑥

> �2
4
�
0
⇔ 2𝑥𝑥 > 4𝑥𝑥 ⇔ 𝑓𝑓(2𝑥𝑥) > 𝑓𝑓(4𝑥𝑥)      (5) 

όμοια  

𝑥𝑥 < 0 ⟺ �3
5
�
𝑥𝑥

> �3
5
�
0
⇔ 3𝑥𝑥 > 5𝑥𝑥 ⇔ 𝑓𝑓(3𝑥𝑥) > 𝑓𝑓(5𝑥𝑥)      (6) 

 
Προσθέτοντας κατά μέλη τις (5), (6) έχουμε  
𝑓𝑓(2𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(3𝑥𝑥) > 𝑓𝑓(4𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(5𝑥𝑥),∀𝑥𝑥 < 0       (7) 
 
Από τις (4), (7) συμπεραίνουμε ότι μοναδική λύση είναι η x=0. 
 

γ. Έστω 𝛭𝛭(𝑥𝑥, 𝑒𝑒𝑥𝑥),𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅  τυχαίο σημείο της Cf. Η απόσταση ΑΜ δίνεται από τη σχέση 
(𝛢𝛢𝛭𝛭) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = �(𝑥𝑥 − 2 − 𝑙𝑙𝑙𝑙2)2 + (𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1)2 

Eπειδή η συνάρτηση αυτή είναι θετική ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅,  γίνεται ελάχιστη όταν το τετράγωνό της  γίνεται 
ελάχιστο. 

Δηλαδή 

 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑑𝑑2(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 2 − 𝑙𝑙𝑙𝑙2)2 + (𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1)2, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 

𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 2(𝑥𝑥 − 2 − 𝑙𝑙𝑙𝑙2) + 2(𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1)𝑒𝑒𝑥𝑥 = 2(𝑒𝑒2𝑥𝑥 − 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 − 2 − 𝑙𝑙𝑙𝑙2) 

𝑔𝑔′(𝑙𝑙𝑙𝑙2) = 0 

 𝑔𝑔′′(𝑥𝑥) = 2(2𝑒𝑒2𝑥𝑥 − 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 1) = 2 �𝑒𝑒2𝑥𝑥 + �𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1
2
�
2

+ 3
4
� > 0 

 H 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) είναι γνησίως αύξουσα  οπότε έχουμε τον παρακάτω πίνακα. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 H απόσταση γίνεται ελάχιστη όταν 𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙2  στο σημείο 𝛭𝛭(𝑙𝑙𝑙𝑙2, 2) με ελάχιστη τιμή 

 𝑑𝑑(𝑙𝑙𝑙𝑙2) = √5 

 

δ. 𝜆𝜆𝛢𝛢𝛢𝛢 = 2−1
𝑙𝑙𝑙𝑙2−(2+𝑙𝑙𝑙𝑙2)

= −1
2
.   

x -¥                             𝑙𝑙𝑙𝑙2                        +¥       

𝑓𝑓′(𝑥𝑥)            -                 0              + 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ↘ ↗ 
min 



𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥,   𝑓𝑓′(𝑙𝑙𝑙𝑙2) = 𝑒𝑒𝑙𝑙𝑙𝑙2 = 2. Είναι 𝜆𝜆𝛢𝛢𝛢𝛢 .𝑓𝑓′(𝑙𝑙𝑙𝑙2) = −1 
H ευθεία 𝛭𝛭𝛢𝛢 είναι κάθετη στην εφαπτομένη  της Cf στο σημείο Μ 
 

ε. Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝐾𝐾(𝑥𝑥) = 2𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 − 4 − 𝑙𝑙𝑙𝑙2,𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 
𝐾𝐾(𝑙𝑙𝑙𝑙2) = 0 
𝐾𝐾′(𝑥𝑥) = 2𝑒𝑒𝑥𝑥 + 1 > 0,∀𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅.  H  𝐾𝐾 είναι γνησίως αύξουσα στο R  άρα 1-1 οπότε το 𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙2 μοναδική 
ρίζα της εξίσωσης 𝛫𝛫(𝑥𝑥) = 0 ⇔ 2𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥 − 4 = 𝑙𝑙𝑙𝑙2. 


