
Χρίστος Τριανταφύλλου     Σελίδα 1 από 7 

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ Γ ΄ ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝ. ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Έστω η συνάρτηση  f(x) εφx . Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο    {x|συνx 0}  και 

ισχύει    2
1f (x)

συν x
, δηλαδή  2

1(εφx)
συν x

            (Μονάδες 7) 

Α2. Να διατυπώσετε τι θεώρημα του Rolle και να δώσετε τη γεωμετρική του ερμηνεία. 

(Μονάδες 4) 

Α3. Πότε μια συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο κλειστό διάστημα  [ , ]α β ; 

(Μονάδες 4) 

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο 

γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, 

αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

α. Το σημείο  0 0A(x ,f(x ))  ονομάζεται σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της f, όταν η 

f είναι κυρτή στο  0( ,x )  και κοίλη στο  0(x , ) , ή αντιστρόφως. 

β. Η ευθεία   y x     λέγεται ασύμπτωτη της Cf στο   , αν 
x
lim [f(x) ( x )] 0


       

γ. Αν οι  συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιμη στο  0x , τότε η συνάρτηση  f g  είναι 

παραγωγίσιμη στο  0x  

δ. Η συνάρτηση  f(x) x ,   *  είναι παραγωγίσιμη στο R με     1f (x) x . 

ε. Αν 
0x x

lim f(x) 0


 , 
0x x

lim g(x) 0


 ,      0x { , } , g'(x) 0 σε περιοχή του  ox με εξαίρεση 

ίσως το  ox  τότε: 
0 0x x x x

f(x) f (x)lim
g(x) g (x)

lim
 





. 

(Μονάδες 10) 

 

ΘΕΜΑ B  

Έστω f RR συνεχής με ݂ଶሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1, ݔ∀ ∈ ܴ  και lim
௫→଴

ଵା௙ሺ௫ሻ

௫
ൌ െ ଵ

ଶ
.  

Β1. Nα βρείτε τον τύπο της f              (Μονάδες 10) 

Β2. Aν ݂ሺݔሻ ൌ െ√ݔଶ ൅ ݔ ൅ 1, ݔ ∈ ܴ τότε : 
i. Nα υπολογίσετε το  lim

௫→ାஶ
ሺݔ ൅ ݂ሺݔሻሻ    

(Μονάδες 5) 

ii. Nα βρείτε το πλήθος λύσεων της εξίσωσης  
ఈ

௙ሺ௫ሻ
ൌ 1 για τις διάφορες τιμές του 

αR                  (Μονάδες 10) 
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ΘΕΜΑ Γ 

Έστω f :[0,π]R με: ݂ሺ0ሻ ൌ 0, ݂ ቀగ
ଶ
ቁ ൌ గ

ଶ
  και ݂ᇱᇱሺݔሻ ൅ ݂ሺݔሻ ൌ ,ݔߥ߭ߪ2 ݔ∀ ∈ ሾ0,  ሿ και ηߨ

συνάρτηση ݃ሺݔሻ ൌ ݂ᇱሺݔሻݔߤߟ െ ݂ሺݔሻݔߥ߭ߪ, ݔ ∈ ሾ0,  ሿߨ
Γ1. Να δείξετε ότι ݃ሺݔሻ ൌ  ݔଶߤߟ           (Μονάδες 8) 
Γ2. Nα βρείτε τον τύπο της f            (Μονάδες 9) 
Γ3. Nα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf τον x’x και την 

ευθεία x=π                (Μονάδες 8) 
 
 

ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
f : R R

 για την οποία ισχύουν   

  f(0)=0  
 

 
2x

f(x) xe  για κάθε x R . 

Δ1. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο   0x 0 .  (Μονάδες 5)   

Δ2. Να υπολογίσετε το 
x 0

2f (x)
lim

xημx
          (Μονάδες 5) 

Δ3. Αν επιπλέον ισχύει ότι 

1 -x

0
e f(x)dx 1 ,να βρείτε τον τύπο της f στο [0,1]. 

(Μονάδες 5) 

Δ4. Υπολογίστε το εμβαδόν Ε(α) του χωρίου ανάμεσα στη γραφική παράσταση της f, την εφαπτομένη 

(ε) της Cf στο Ο(0,0)  και τις ευθείες x=0  και  x=α, όπου 0<α<1. 

(Μονάδες 5) 

Δ5. Αν την χρονική στιγμή  0t  ο ρυθμός μεταβολής του α ελαττώνεται με ρυθμό 2 
m

sec  ,να 

βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του Ε(α) την χρονική στιγμή όπου α( 0t )=1   

(Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΕΙΣ 
ΘΕΜΑ Α 

Α1. Για κάθε    x {x|συνx 0}  έχουμε: 
2 2

ημx (ημx) συνx ημx(συνx) συνxσυνx ημxημx(εφx)
συνx συν x συν x

 
 
 


     

2 2

2 2
συν x ημ x 1

συν x συν x
  .  

Α2.  

Αν μια συνάρτηση  f είναι: 

 συνεχής στο κλειστό διάστημα  [ , ]   

 παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα  ( , )   και 

  f( ) f( )    

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον  ( , )    τέτοιο ώστε 

f ( ) 0   . 

 

Α3. Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα  [ , ]α β  του πεδίου ορισμού της, όταν είναι 

παραγωγίσιμη στο  ( , )   και επιπλέον ισχύει:


 


 


x

f(x) f( )lim
x

 και 


 





x

f(x) f( )lim
x

. 

 

Α4.  

α. Λάθος  

β. Σωστό  

γ. Λάθος  

δ. Λάθος  

ε. Λάθος  

ΘΕΜΑ Β 

Β1.  

 ݂ଶሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1 ൐ 0, ݔ∀ ∈ ܴ  άρα ݂ሺݔሻ ് 0 στο R και συνεχής επομένως διατηρεί 
σταθερό πρόσημο.  

Θέτω ݃ሺݔሻ ൌ ଵା௙ሺ௫ሻ

௫
  για x κοντά στο 0. Έτσι ݂ሺݔሻ ൌ െ1 ൅ ,ሻݔሺ݃ݔ lim

௫→଴
݂ሺݔሻ ൌ െ1 

H f συνεχής άρα ݂ሺ0ሻ ൌ lim
௫→଴

݂ሺݔሻ ൌ െ1. Eπειδή η f διατηρεί σταθερό πρόσημο f(x)<0, ∀ݔ ∈ ܴ 

Oπότε ݂ሺݔሻ ൌ െ√ݔଶ ൅ ݔ ൅ 1 

y

 O  x β ξ ΄ ξ α

 Μ (ξ , f (ξ ))

 Β (β , f (β ) )
 Α (α , f (α ))

18
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B2.  lim
௫→ାஶ

൫ݔ ൅ ݂ሺݔሻ൯ ൌ lim
௫→ାஶ

ሺݔ െ ଶݔ√ ൅ ݔ ൅ 1)=	 lim
௫→ାஶ

ି௫ିଵ

௫ቆଵାටଵାభ
ೣ
ା భ
ೣమ
ቇ
ൌ lim

௫→ାஶ

௫ቀିଵିభ
ೣ
ቁ

௫ቆଵାටଵାభ
ೣ
ା భ
ೣమ
ቇ
ൌ െ ଵ

ଶ
 

B3.  
ఈ

௙ሺ௫ሻ
ൌ 1 ⟺ ݂ሺݔሻ ൌ ܽ, ܽ ∈ ܴ 

 

H  f είναι παραγωγίσιμη με ݂ᇱሺݔሻ ൌ െ
௫ାభ

మ

√௫మା௫ାଵ
 

݂ᇱሺݔሻ ൒ 0 ⟺ ݔ ൑ െ
1
2
 

Άρα έχουμε τον πίνακα μονοτονίας :  

 

 

 

                       O.M. 

Η f είναι γνησίως αύξουσα στο ሺെ∞,െ ଵ

ଶ
]  και γνησίως φθίνουσα στο ሾെ ଵ

ଶ
, ൅∞ሻ 

Έχει ολικό μέγιστο το  ݂ ቀെ ଵ

ଶ
ቁ ൌ െ√ଷ

ଶ
 

To  lim
௫→ିஶ

݂ሺݔሻ ൌ െ∞  και  lim
௫→ାஶ

݂ሺݔሻ ൌ െ∞ 

Έστω ޿ଵ ൌ ቀെ∞,െ ଵ

ଶ
ቁ και ޿ଶ ൌ ሾെ ଵ

ଶ
, ൅∞ሻ H f συνεχής και γνησίως αύξουσα στο Α1 άρα  

݂ሺܣଵሻ ൌ ቀെ∞,െ √ଷ

ଶ
ቁ  και f συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο Α2 άρα ݂ሺܣଶሻ ൌ ቀെ∞,െ √ଷ

ଶ
ቃ 

Αν  ߙ ൏ െ√ଷ

ଶ
 η εξίσωση f(x)=α έχει ακριβώς 2 ρίζες μια στο Α1 και μια στο Α2 

Αν ߙ ൌ െ√ଷ

ଶ
  η εξίσωση f(x)=α έχει ακριβώς μια λύση την ݔ ൌ െଵ

ଶ
 

Aν ߙ ൐ െ√ଷ

ଶ
 η εξίσωση f(x)=α είναι αδύνατη 

x  ‐¥                                െଵ

ଶ
                                          +¥ 

f¢(x)         ൅              0                ‐ 

f(x)                <  > 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  Είναι ݃ᇱሺݔሻ ൌ ሻݔ൫݂ᇱᇱሺݔߤߟ ൅ ݂ሺݔሻ൯ ൌ ݔߥ߭ߪݔߤߟ2 ൌ  ݔ2ߤߟ

Οπότε ݃ሺݔሻ ൌ െఙజఔଶ௫

ଶ
൅ ܿ 

Για x=0 , ܿ ൌ ଵ

ଶ
   ݃ሺݔሻ ൌ െఙజఔଶ௫

ଶ
൅ ଵ

ଶ
⟺ ݃ሺݔሻ ൌ  ݔଶߤߟ

Γ2. 	݃ሺݔሻ ൌ ݔଶߤߟ ⟺ ݂ᇱሺݔሻݔߤߟ െ ݂ሺݔሻݔߥ߭ߪ ൌ ݔଶߤߟ ⟺ 

݂ᇱሺݔሻ. ݔߤߟ െ ݂ሺݔሻݔߥ߭ߪ
ݔଶߤߟ

ൌ 1 ⟺ ቆ
݂ሺݔሻ
ݔߤߟ

ቇ
ᇱ

ൌ ሺݔሻᇱ, ݔ ∈ ሺ0,  ሻߨ

௙ሺ௫ሻ

ఎఓ௫
ൌ ݔ ൅ ܿଵ ⟺ ݂ሺݔሻ ൌ ݔߤߟݔ ൅ ܿଵݔߤߟ, ݔ ∈ ሺ0,  ሻߨ

Για ݔ ൌ గ

ଶ
 ,  ܿଵ ൌ 0 άρα ݂ሺݔሻ ൌ ݔ	ݔߤߟݔ ∈ ሺ0,  ሻߨ

݂ሺ0ሻ ൌ ݂ሺߨሻ ൌ 0  έτσι ݂ሺݔሻ ൌ ,ݔߤߟݔ ݔ ∈ ሾ0,  ሿߨ

 

Γ3. Η f συνεχής ݂ሺݔሻ ൒ 0, ݔ∀ ∈ ሾ0,  ሿߨ

Ε=׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ ׬ .ݔ ݔ݀	ݔߤߟ ൌ ሾെݔߥ߭ߪݔሿ଴
గ െ ׬ െݔ݀ݔߥ߭ߪ ൌ ⋯ ൌ .߬	ߨ .ߤ

గ
଴

గ
଴

గ
଴  
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. ݂ሺݔሻ െ 2݁ଶ௫ ൒ ݔ∀ ,0 ∈ ܴ 

 

Θεωρώ τη συνάρτηση ݃ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ െ ,ଶ௫݁ݔ ݔ ∈ ܴ με ݃ሺ0ሻ ൌ 0 

Άρα έχουμε ݃ሺݔሻ ൒ ݃ሺ0ሻ ൌ 0, ݔ∀ ∈ ܴ 

To 0 εσωτερικό του R 

H g παραγωγίσιμη στο R άρα και στο 0 με ݃ᇱሺݔሻ ൌ ݂ᇱሺݔሻ െ ݁ଶ௫ െ  ଶ௫݁ݔ2

H g παρουσιάζει στο 0 τοπικό ακρότατο άρα  από το θεώρημα του Fermat ݃ᇱሺ0ሻ ൌ 0 ⟺
݂ᇱሺ0ሻ ൌ 1. 

H εφαπτομένη  ( ε ) έχει εξίσωση ݕ െ ݂ሺ0ሻ ൌ ݂ᇱሺ0ሻሺݔ െ 0ሻ ⟺ ݕ ൌ  ݔ

Δ2.  Είναι ݂ᇱሺ0ሻ ൌ lim
௫→଴

௙ሺ௫ሻି௙ሺ଴ሻ

௫ି଴
ൌ lim

௫→଴

௙ሺ௫ሻ

௫
ൌ1 

x 0 x 0 x 0

2

2

2

2

2f (x) f(x)
f (x)

lim lim lim 1xημx ημxxημx
xx

xx

  

 
 
     

Δ3.  

2x
f(x) xe ( ) 0,

x x
e f x xe x R


      Άρα 
 1

0
( ) 0x x

e f x xe dx
 

 

Παρατηρώ ότι: ׬ ݔ௫݀݁ݔ ൌ
ଵ
଴ ሾ݁ݔ௫ሿ଴

ଵ െ ׬ ݁௫݀ݔ ൌ ݁ െ 0 െ ሺ݁ െ 1ሻ ൌ 1
ଵ
଴  

Oπότε ׬ ሺ݁ି௫݂ሺݔሻ െ ݔ௫ሻ݀݁ݔ ൌ
ଵ
଴ 0 

Aν η συνάρτηση ݁ି௫݂ሺݔሻ െ ׬ ௫ δεν ήταν παντού 0 στο [0,1] τότε݁ݔ ሺ݁ି௫݂ሺݔሻ െ ݔ௫ሻ݀݁ݔ ൐
ଵ
଴ 0 

Άτοπο. ‘Αρα ݁ି௫݂ሺݔሻ െ ௫݁ݔ ൌ 0 ⟺ ݂ሺݔሻ ൌ  ଶ௫݁ݔ

Δ4. Θεωρώ τη συνάρτηση ݃ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ െ ݔ ൌ ଶ௫݁ݔ െ ݔ ൌ ሺ݁ଶ௫ݔ െ 1ሻ ൒ 0 στο [0,α] 

ሻߙሺ߃ ൌ න ሺ݁ݔଶ௫ െ ݔሻ݀ݔ ൌ
ఈ

଴

ଶ௔ࢋܽ

2
െ
ଶ௔ࢋ

4
െ
ܽଶ

2
൅
1
4
߬.  	ߤ

Δ5. ߙ΄ሺݐఖሻ ൌ െ2  m/s και ܽሺݐ௢ሻ ൌ 1  

 

ሻݐሺܧ ൌ
ܽሺݐሻ݁ଶ௔ሺ௧ሻ

2
െ
݁ଶ௔ሺ௧ሻ

4
െ
ܽଶሺݐሻ

2
൅
1
4
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ሻݐᇱሺܧ ൌ
ܽᇱሺݐሻ݁ଶ௔ሺ௧ሻ ൅ ܽሺݐሻ݁ଶ௔ሺ௧ሻ2ܽ′ሺݐሻ

2
െ
݁ଶ௔ሺ௧ሻܽᇱሺݐሻ

2
െ ܽሺݐሻܽ′ሺݐሻ 

 

௢ሻݐᇱሺܧ ൌ
െ2݁ଶ െ 2݁ଶ2ሺെ2ሻ

2
െ
݁ଶሺെ2ሻ

2
െ 1ሺെ2ሻ ൌ 3݁ଶ ൅ ݁ଶ ൅ 2 ൌ 4݁ଶ ൅ 2	݉ଶ/ܿ݁ݏ 

 

 


