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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ Γ ΄ ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝ. ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

 

ΘΕΜΑ Α  

Α1. Τι λέμε γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f  με πεδίο ορισμού το σύνολο A  ; (Μον. 3) 

Α2. Ποια λέγονται κρίσιμα σημεία μιας συνάρτησης f  σε ένα διάστημα Δ;  (Μον. 3) 

Α3. Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα ( , )  , με εξαίρεση ίσως ένα σημείο του 

0
x , στο οποίο όμως η f είναι συνεχής. Να αποδείξετε ότι : Aν η f (x)  διατηρεί πρόσημο στο 

0 0
( ,x ) (x , )   , τότε το 

0
f(x )  δεν είναι τοπικό ακρότατο και η f είναι γνησίως μονότονη στο ( , )   

           (Μον. 9)  
Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο γράμμα 
που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση 
είναι λανθασμένη.  

α. Αν για δύο συναρτήσεις f, g ορίζονται οι συναρτήσεις fog και gof, τότε ισχύει πάντοτε ότι 
fog=gof.  

 

β. Αν 
ox x

imf (x) 0


  και f(x) > 0 κοντά στο xo, τότε 
ox x

1
im

f (x)
  . 

γ. Έστω f μία συνεχή ς συνάρτηση σε ένα διάστημα [α,β]. Αν ισχύει ότι f(x)≥0 για κάθε x∈[α,β] και 

η συνάρτηση f δεν είναι παντού μηδέν στο διάστημα αυτό, τότε 
β

α
f (x)dx 0   

δ. Κάθε γνησίως μονότονη συνάρτηση είναι 1-1 

ε. Αν η f  είναι κυρτή σε ένα διάστημα Δ τότε η εφαπτομένη της Cf σε κάθε σημείο του Δ είναι 

πάνω από τη Cf 

(Μον 10)  

ΘΕΜΑ Β 

Δίνεται η συνάρτηση 
1

f (x) nx , x 0.
x

      

Β1. Να βρείτε τις οριζόντιες και κατακόρυφες ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f , εάν  

υπάρχουν.          (Μον. 6)  

Β2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα (1, e).  

(Μον. 10) 

Β3. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της   

συνάρτησης f , τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = e , x = 2e.    (Μον. 9) 
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ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται η συνάρτηση f: (0, +)R με: 
ln(x 1)

f (x)
x


  

Γ1. Να υπολογίσετε το όριο:  
x 0

f (x) 1
lim

x


          (Μον. 7) 

Γ2. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να συγκρίνετε τους αριθμούς:   

  α = 20162016,  β = 20172015 

            (Μον. 10)
     

Γ3. Να βρείτε την ελάχιστη τιμή του λ R ώστε να ισχύει:  x

x

x
f e

e

 
  για κάθε x0 

(Μον. 8) 

ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f :RR για την οποία ισχύουν: f(0) = 1 και 

 f(-x) · f  (x) = x, για κάθε xR 

Δ1. Να δείξετε ότι f (x) > 0 για κάθε xR.     (Μον. 3) 

Δ2. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g: με 
 f x

g(x) ,x R
f (x)


  είναι σταθερή. 

          (Μον. 3)
  

Δ3. Να δείξετε ότι ο τύπος της f είναι f(x) = 
2x 1     (Μον. 4)

   

Δ4. Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝜑(𝑥) =
𝑥

𝑓(𝑥) 
,   και ℎ(𝑥) μια αρχική της 

1

𝑓(𝑥)
, με 

ℎ(1) = 0 Τότε: 

α. Να βρείτε: 
x

x
lim

f (x)


       (Μον. 4) 

β. Να υπολογίσετε το  ολοκλήρωμα:  
1

0
(x)dx     (Μον. 4) 

γ. Να δείξετε ότι lim
𝑥→+∞

∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 2
𝑥+2

𝑥
     (Μον.4) 

δ. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Ch τους άξονες 
x’x, y’y και την ευθεία x=1        (Μον. 3) 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  
 

ΘΕΜΑ Α  

Α1. Γραφική παράσταση της f λέμε το σύνολο των σημείων M(x,y)  για τα οποία ισχύει 

y f(x) , δηλαδή το σύνολο των σημείων M(x,f(x)) , με x A . 

Α2. Κρίσιμα σημεία της f στο διάστημα Δ λέγονται τα ε σ ω τ ε ρ ι κ ά σημεία του Δ , στα οποία η f 

δεν παραγωγίζεται ή η παράγωγός της είναι ίση με το μηδέν. 

Α3. Έστω ότι f (x) 0  , για κάθε 
0 0

x ( ,x ) (x , )    . 

 y

 O

 f ΄>0

 f ΄>0

 β a  x0  x
                            

 y

 O

 f ΄>0

 f ΄>0

 β a  x0  x

35γ

 

Επειδή η f είναι συνεχής στο 
0

x  θα είναι γνησίως αύξουσα σε κάθε ένα από τα διαστήματα 
0

( ,x ]  

και
0

[x , ) . Επομένως, για 
1 0 2
x x x   ισχύει 

1 0 2
f(x ) f(x ) f(x )  . Άρα το 

0
f(x )  δεν είναι τοπικό 

ακρότατο της f. Θα δείξουμε, τώρα, ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο ( , )  . Πράγματι, έστω 

1 2
x ,x ( , )    με 

1 2
x x . 

— Αν 
1 2 0
x ,x ( ,x ]  , επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο 

0
( ,x ] , θα ισχύει 

1 2
f(x ) f(x ) . 

— Αν 
1 2 0
x ,x [x , )  , επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο 

0
[x , ) , θα ισχύει 

1 2
f(x ) f(x ) . 

— Τέλος, αν 
1 0 2
x x x  , τότε όπως είδαμε 

1 0 2
f(x ) f(x ) f(x )  .  

Επομένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει 
1 2

f(x ) f(x ) , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο 

( , )  . 

Ομοίως, αν f (x) 0   για κάθε 
0 0

x ( ,x ) (x , )    . 

Α4.   

α. Λάθος  

β. Λάθος  

γ. Σωστό 

δ. Σωστό 

ε. Λάθος  
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ΘΕΜΑ Β 

Β1.  lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = −∞  άρα η x =0 κατακόρυφη ασύμπτωτη της Cf 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ άρα δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη  

Β2.  Η f είναι συνεχής στο [1,e]  και 𝑓(1) = −1 < 0, 𝑓(𝑒 ) =  1 −
1

𝑒
=

𝑒−1

𝑒
> 0 

Επομένως   από το Θ Bolzano  η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (1, 𝑒).  

Επιπλέον  𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
+

1

𝑥2 > 0, ∀𝑥 > 0  άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0, +∞) οπότε η ρίζα είναι 

μοναδική  

Β3. Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο [e,2e] άρα 𝑓(𝑒) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(2𝑒).  

Οπότε: 𝑓(𝑥) ≥
𝑒−1

𝑒
> 0  

To Εμβαδόν Ε= ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥 − ∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = [𝑥𝑙𝑛𝑥]𝑒

2𝑒 − ∫ 𝑥.
1

𝑥
𝑑𝑥 −

2𝑒

𝑒

2𝑒

𝑒

2𝑒

𝑒

2𝑒

𝑒

2𝑒

𝑒

[𝑥𝑙𝑛𝑥]𝑒
2𝑒 = 2𝑒𝑙𝑛(2𝑒) − 𝑒𝑙𝑛𝑒 − [𝑥]𝑒

2𝑒 − [ln(2𝑒) − 𝑙𝑛𝑒] = 2𝑒𝑙𝑛(2𝑒) − 𝑒 − 𝑒 − 𝑙𝑛2 =  

2𝑒𝑙𝑛(2𝑒) − 2𝑒 − 𝑙𝑛2 = 2𝑒𝑙𝑛2 + 2𝑒 − 2𝑒 − 𝑙𝑛2 = (2𝑒 − 1)𝑙𝑛2 𝜏. 𝜇  

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  Με εφαρμογή του κανόνα de LõHospital ǻȌȈȋŀŴ : 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 1

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+

ln(𝑥 + 1) − 𝑥

𝑥2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+

1
𝑥 + 1

− 1

2𝑥
=  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+

−
1

(𝑥 + 1)2

𝑥
= −

1

2
 

 

Γ2. Η f είναι παραγωγίσιμη με 𝑓′(𝑥) =
𝑥−(1+𝑥)ln (1+𝑥)

𝑥2 , x>0 (1)  

Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x)=x-(x+1)ln(x+1), x≥0  

Eίναι 𝑔′(𝑥) = − ln(𝑥 + 1) < 0, ∀𝑥 > 0 

H g είναι γνησίως φθίνουσα στο  [0, +∞) 

Άρα για κάθε 𝑥 > 0 ⟺ 𝑔(𝑥) < 𝑔(0) ⟺ 𝑔(𝑥) < 0 

Έτσι από την (1) η 𝑓′(𝑥) < 0  άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, +∞) 

2015<2016 ⟺ 𝑓(2015) > 𝑓(2016) ⟺
ln(2016)

2015
>

ln(2017)

2016
⟺ 2016 ln(2016) > 2015 ln(2017) ⟺

ln(2016)2016 > ln(2017)2015 ⟺ 𝑎 > 𝛽 

Γ3. 𝑓(𝑒𝑥) ≤
𝑥+𝜆

𝑒𝑥 ⟺ ln(1 + 𝑒𝑥) − 𝑥 ≤ 𝜆, ∀𝑥 ≥ 0 

Θεωρούμε τη συνάρτηση ℎ(𝑥) = ln(1 + 𝑒𝑥) − 𝑥 , x≥0  

ℎ′(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
− 1 = −

1

𝑒𝑥 + 1
< 0 
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Άρα η h είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, +∞). Οπότε η  ℎ  έχει μέγιστο το h(0) = 𝑙𝑛2 

∀𝑥 ≥ 0, ℎ(𝑥) ≤ 𝑙𝑛2  άρα θα πρέπει 𝜆 ≥ 𝑙𝑛2, To 𝜆𝑚𝑖𝑛 = 𝑙𝑛2 

 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 𝑓(−𝑥)  ·  𝑓  (𝑥)  =  𝑥, για κάθε xR (1)  

 

‘Εχουμε  

Για 𝑥 ≠ 0, 𝑓(−𝑥) ≠ 0  άρα 𝑓(𝑥) ≠ 0 Επίσης f(0)=1≠ 0 οπότε 𝑓(𝑥) ≠ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅 

H f είναι συνεχής ως παραγωγίσιμη άρα διατηρεί σταθερό πρόσημο. Το f(0)=1>0 άρα f(x)> 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅 

Δ2. 𝑔′(𝑥) =
−𝑓′(−𝑥)𝑓(𝑥)−𝑓(−𝑥).𝑓′(𝑥)

𝑓2(𝑥)
 (2) 

Για  𝑥 → −𝑥  στην (1) έχουμε 𝑓(𝑥)  ·  𝑓  (−𝑥)  =  −𝑥 

 

Οπότε στη (2) 𝑔′(𝑥) =
−𝑥+𝑥

𝑓2(𝑥)
= 0  οπότε η g είναι σταθερή 

Δηλαδή 𝑔(𝑥) = 𝑐 ⟺
𝑓(−𝑥)

𝑓(𝑥)
= 𝑐, 𝑐 𝜎𝜏𝛼𝜃𝜀𝜌ά 

Δ3. Για x =0   
𝑓(−0)

𝑓(0)
= 𝑐 ⟺ 𝑐 = 1  άρα    𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑅 

Στην (1)     𝑓′(𝑥). 𝑓(𝑥) = 𝑥 ⟺ 2𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥) = 2𝑥 ⟺ 𝑓2(𝑥) = 𝑥2 + 𝑎, 𝑎 𝜎𝜏𝛼𝜃𝜀𝜌ά  

  Για x=0 𝑓2(0) = 0 + 𝑎 ⟺ 𝑎 = 1 

H f(x)>0  άρα 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 1, ∀𝑥 ∈ 𝑅  

Δ4.  

α.  |
𝜎𝜐𝜈𝑥

𝑓(𝑥)
| ≤

1

𝑓(𝑥)
=

1

√𝑥2+1
⟺ −

1

√𝑥2+1
≤

𝜎𝜐𝜈𝑥

𝑓(𝑥)
≤

1

√𝑥2+1
  και από το κριτήριο παρεμβολής   

x

x
lim 0

f (x)


  

β.  
1

0
(x)dx =∫

𝑥

√𝑥2+1
𝑑𝑥 =

1

0 ∫
2𝑥

2√𝑥2+1
𝑑𝑥 =

1

0
[√𝑥2 + 1]

0

1
= √2-1 

γ.  Έχουμε φ′(𝑥) =
√𝑥2+1−𝑥

𝑥

√𝑥2+1

𝑥2+1
=

𝑥2+1−𝑥2

(𝑥2+1)√𝑥2+1
=

1

(𝑥2+1)√𝑥2+1
> 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅, άρα η 𝜑 είναι γνησίως 

αύξουσα  στο R  

Για x>0   έχουμε  η 𝜑(𝑡) είναι γνησίως αύξουσα στο [𝑥, 𝑥 + 2] 
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Άρα 𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 + 2 ⟺ 𝜑(𝑥) ≤ 𝜑(𝑡) ≤ 𝜑(𝑥 + 2) 

Επομένως ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑡 ≤ ∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡 ≤ ∫ 𝜑(𝑥 + 2)𝑑𝑡
𝑥+2

𝑥

𝑥+2

𝑥

𝑥+2

𝑥
⟺ 

 

𝜑(𝑥)[𝑡]𝑥
𝑥+2 ≤ ∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝜑(𝑥 + 2)[𝑡]𝑥

𝑥+2 ⟺ 2𝜑(𝑥) ≤ ∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 2𝜑(𝑥 + 2)
𝑥+2

𝑥

𝑥+2

𝑥

 

lim
𝑥→+∞

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥

√𝑥2 + 1
= 1 

Για το lim
𝑥→+∞

𝜑(𝑥 + 2)   θέτω  𝑢 = 𝑥 + 2  με   lim
𝑥→+∞

𝑢 = lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 2) = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝜑(𝑥 + 2) = lim
𝑢→+∞

𝜑(𝑢) = 1    

 

Έτσι lim
𝑥→+∞

2𝜑(𝑥) = 2, lim
𝑥→+∞

2𝜑(𝑥 + 2) = 2  οπότε από το κριτήριο παρεμβολής 

 lim
𝑥→+∞

∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 2
𝑥+2

𝑥
 

 

δ. Η  ℎ (𝑥)  είναι συνεχής ως παραγωγίσιμη με ℎ′(𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
> 0  άρα γνησίως αύξουσα στο R 

Eίναι h(1)=0 οπότε στο [0,1]ℎ(𝑥) ≤ 0 

To εμβαδόν Ε = ∫ |ℎ(𝑥)|𝑑𝑥 =
1

0 ∫ −ℎ(𝑥)𝑑𝑥 =
1

0
− [𝑥ℎ(𝑥)]0

1 + ∫ 𝑥ℎ′(𝑥)𝑑𝑥 =
1

0
 

 

= −(ℎ(1) − 0) + ∫
𝑥

√𝑥2+1
𝑑𝑥 =

1

0 ∫
2𝑥

2√𝑥2+1
𝑑𝑥 =

1

0
[√𝑥2 + 1]

0

1
= √2-1 τ.μ  

 


