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Επιμέλεια για μη κερδοσκοπικούς διδακτικούς σκοπούς 

Αθηεξσκέλν ζηελ πξνζπάζεηα όισλ ησλ καζεηώλ πνπ αγσλίδνληαη γηα ην 

θαιύηεξν! 

Οδηγός θεωρίας  
 

 

Ο νδεγόο απηόο πεξηέρεη όιε ηε ζεσξία (Απνδείμεηο – Οξηζκνί – Δξσηή-

ζεηο ΢σζηό ή Λάζνο) κέζα από ην ζρνιηθό βηβιίν πνπ ζα πξέπεη λα γλσξί-

δεη έλαο άξηζηα πξνεηνηκαζκέλνο ππνςήθηνο. Πποσοσή όκσο! Ο νδεγόο 

απηόο έρεη θαζαξά βνεζεηηθό – ππνζηεξηθηηθό ραξαθηήξα. ΢ε θακία πεξί-

πησζε δελ πξνζπαζεί θαη δελ κπνξεί λα αληηθαηαζηήζεη ην ζρνιηθό βηβιίν 

ζην νπνίν εμεηάδεηαη ν ππνςήθηνο. Πξέπεη λα ηνληζηεί πσο νπνηαδήπνηε 

ζεσξία είλαη εληόο ύιεο θαη πεξηέρεηαη ζην ζρνιηθό βηβιίν κπνξεί λα απν-

ηειέζεη ζέκα ζεσξίαο ζηηο εμεηάζεηο.   

 

 

Πποσωπική κατάθεση: 

 

       Πξνθαλώο ν νδεγόο είλαη ειεύζεξνο γηα ρξήζε πξνο όινπο. Γελ βάδσ 

νύηε πδαηνγξάθεκα νύηε ην όλνκα κνπ ζε θακία από ηηο ζειίδεο εθηόο ηεο 

πξώηεο, ώζηε λα δηεπθνιύλσ όζνπο ζπλαδέιθνπο ζέινπλ λα κνηξαζηνύλ 

ηνλ νδεγό κε ηνπο καζεηέο ηνπο, αιιά θαη πξαθηηθά λα είλαη πην επθνιν-

δηάβαζηνο.    

      Θεσξώ πσο είλαη ζεκηηό θαη καο ηηκά λα δίλνπκε ζηνπο καζεηέο καο 

ζεκεηώζεηο άιισλ ζπλαδέιθσλ θαη πξέπεη όζν κπνξνύκε λα ην εληζρύνπ-

κε. Θα εθηηκνύζα ινηπόλ θαη ζα κε ραξνπνηνύζε ηδηαίηεξα όηαλ κνηξάδε-

ζηε ηνλ νδεγό λα παξακέλεη ζηελ θεθαιίδα θάζε ζειίδαο ην δηαθξηηηθό 

ζεκείσκα «παιαηνπσιείν καζεκαηηθώλ». 
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Όλες οι αποδείξεις μέσα από το σχολικό!                                   

ΑΝΣΙ΢ΣΡΟΥΗ  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η 

Απόδειξη 1 σχολικού ΢ελ 36 

 

Ας πάρουμε μια 11  συνάρτηση  f  και ας θε-

ωρήσουμε τις γραφικές παραστάσεις C και C   

των  f  και της 1f  στο ίδιο σύστημα αξόνων 

(διπλανό σχήμα). Επειδή 

xyfyxf   )()( 1 , 

 

αν ένα σημείο ),( βαM  ανήκει στη γραφική παράσταση C της  f , τότε το σημείο 

),( αβΜ   θα ανήκει στη γραφική παράσταση C'  της 1f  και αντιστρόφως. Σα 

σημεία, όμως, αυτά είναι συμμετρικά ως προς την ευθεία π ου διχοτομεί τις γωνίες 

xOy  και yOx  .  

ΟΡΙΟ  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢  ΢ΣΟ  
0
x '  

Απόδειξη 2 σχολικού ΢ελ 49  

Έστω το πολυώνυμο, 

λ λ 1

λ λ 1 1 0P(x) α x α x α x α

        και   
0x '  

΢ύμφωνα με τις ιδιότητες των ορίων έχουμε: 

Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις C  και C   των συναρτήσεων  f  

και 1f  είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία xy   που διχοτομεί τις γω-

νίες xOy  και yOx  . 

Έστω το πολυώνυμο, λ λ 1

λ λ 1 1 0P(x) α x α x α x α

        και   
0 x ' . 

Να αποδείξετε ότι )()(lim 0
0

xPxP
xx



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)(lim)(lim 0

1

1
00

αxαxαxP ν

ν

ν

ν
xxxx

 




  

            0
0

1

1
00

lim)(lim)(lim αxαxα
xx

ν

ν
xx

ν

ν
xx 






   

             0
0

1

0
1

0

limlimlim αxαxα
xx

ν

xx
ν

ν

xx
ν









   

            )( 00

1

010 xPαxαxα ν

ν

ν

ν  

  . 

Επομένως, )()(lim 0
0

xPxP
xx




 

Απόδειξη 3 σχολικού ΢ελ 49 

Έστω η ρητή συνάρτηση 
)(

)(
)(

xQ

xP
xf  , όπου )(xP , )(xQ  πολυώνυμα του x  και 

0 x '  με 0)( 0 xQ . Σότε,   
)(

)(

)(lim

)(lim

)(

)(
lim)(lim

0

0

0

0

00 xQ

xP

xQ

xP

xQ

xP
xf

xx

xx

xxxx







 

Επομένως, 
)(

)(

)(

)(
lim

0

0

0 xQ

xP

xQ

xP

xx



,   εφόσον   0)( 0 xQ  

Απόδειξη 4 σχολικού ΢ελ 76 

Θεώρημα ενδιαμέσων τιμών Απολυτήριες 2005,  2015 

(Προσοχή και στην διατύπωση του) 

Έστω η ρητή συνάρτηση 
)(

)(
)(

xQ

xP
xf  , όπου )(xP , )(xQ  πολυώνυμα του x  και 

0 x '  με 0)( 0 xQ . Να αποδείξετε ότι  

0

0

0

( )( )
lim

( ) ( )x x

P xP x

Q x Q x
  εθόζνλ 0)( 0 xQ  

Έστω μια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστ ημα 

],[ βα . Να αποδείξετε ότι Αν: 

 η f  είναι συνεχής στο ],[ βα  και 

 )()( βfαf   

τότε, για κάθε αριθμό η μεταξύ των )(αf  και )(βf  υπάρχει ένας, τουλάχι-

στον ),(0 βαx   τέτοιος, ώστε: 

ηxf )( 0  
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Ας υποθέσουμε ότι )()( βfαf  . Σότε θα 

ισχύει )()( βfηαf   (σχήμα). Αν θεω-

ρήσουμε τη συνάρτηση ηxfxg  )()( , 

],[ βαx , παρατηρούμε ότι: 

 η g είναι συνεχής στο ],[ βα  και   

 g(α) g(β) 0  , 

Αφού, 0)()(  ηαfαg    και 0)()(  ηβfβg  

Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano, υπάρχει ),(0 βαx   τέτοιο, ώστε 

0)()( 00  ηxfxg , οπότε ηxf )( 0   

Παράγωγος και συνέχεια 

Απόδειξη 5 σχολικού ΢ελ 99 

Απολυτήριες 2003, Επαναληπτικές 2007, Επαναληπτικές 2013, Απολυτήριες 2018 

Για 0xx   έχουμε,          )(
)()(

)()( 0

0

0

0 xx
xx

xfxf
xfxf 




  

Οπότε,                 















)(

)()(
lim)]()([lim 0

0

0

0
0

0

xx
xx

xfxf
xfxf

xxxx
 

                                                  )(lim
)()(

lim 0
0

0

0

0

xx
xx

xfxf

xxxx








00)( 0  xf , 

αφού η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 0x . Επομένως, )()(lim 0
0

xfxf
xx




, δηλαδή η  f  είναι 

συνεχής στο 0x  

Παράγωγος μερικών βασικών συναρτήσεων 

Απόδειξη 6 σχολικού ΢ελ 105 

΄Εστω η σταθερή συνάρτηση cxf )( , c ' . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι 

παραγωγίσιμη στο  '  και ισχύει 0)(  xf , δηλαδή 

0)( c  

Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο 0x , τότε 

είναι και συνεχής στο σημείο αυτό. 
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Πράγματι, αν 0x  είναι ένα σημείο του' , τότε για 0xx   ισχύει: 

0
)()(

00

0 









xx

cc

xx

xfxf
. 

Επομένως,   0
)()(

lim
0

0

0






 xx

xfxf

xx
, δηλαδή 0)( c .      

Απόδειξη 7 σχολικού ΢ελ 105 

Έστω η συνάρτηση xxf )( . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο 

'  και ισχύει 1)(  xf , δηλαδή 

1)( x  

Πράγματι, αν 0x  είναι ένα σημείο του' , τότε για 0xx   ισχύει: 

1
)()(

0

0

0

0 









xx

xx

xx

xfxf
. 

Επομένως, 11lim
)()(

lim
0

0

0

0






 xxxx xx

xfxf
, δηλαδή 1)( x .      

Απόδειξη 8 σχολικού ΢ελ 106 

Έστω η συνάρτηση νxxf )( , {0,1}  ! . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι 

παραγωγίσιμη στο '  και ισχύει 1)(  νxνxf , δηλαδή 

1)(  νν xνx  

Πράγματι, αν 0x  είναι ένα σημείο του' , τότε για 0xx   ισχύει: 

1

00

21

0

1

00

21

0

0

0

0

0 ))(()()( 
















 ννν

ννννν

xxxx
xx

xxxxxx

xx

xx

xx

xfxf


  

Οπότε, 

1

0

1

0

1

0

1

0

1

00

21

0
0

0

0

)(lim
)()(

lim 






 ννννννν

xxxx
xνxxxxxxx

xx

xfxf
 , 

δηλαδή 1)(  νν xνx .      

Απόδειξη 9 σχολικού ΢ελ 106 

Επαναληπτικές 2005, Επαναληπτικές 2009 

Έστω η συνάρτηση xxf )( . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο 

),0(   και ισχύει 
x

xf
2

1
)(  , δηλαδή 

 
x

x
2

1



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Πράγματι, αν 0x  είναι ένα σημείο του ),0(  , τότε για 0xx   ισχύει: 

  
   

0 000 0

0 0 00 0 0 0

x x x xx xf (x) f (x ) x x 1

x x x x x x(x x ) x x (x x ) x x

  
   

     

οπότε,  
00

0
0

0

0 2

11
lim

)()(
lim

xxxxx

xfxf

xxxx










,     δηλαδή  

x
x

2

1



 

ΚΑΝΟΝΕ΢  ΠΑΡΑΓΨΓΙ΢Η΢ 

Απόδειξη 1o σχολικού ΢ελ 111 

Για 0xx  , ισχύει: 

0

0

0

0

0

00

0

0 )()()()()()()()())(())((

xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xgxfxgxf

xx

xgfxgf



















. 

Επειδή οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιμες στο 0x , έχουμε: 

),()(
)()(

lim
)()(

lim
))(())((

lim 00

0

0

0
0

0

0
0

0

0

xgxf
xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xgfxgf

xxxxxx

















 

Δηλαδή, )()()()( 000 xgxfxgf   

Απόδειξη 11 σχολικού ΢ελ 112 

)()()()()()()()()())()()(( )()(])[( xhxgxfxhxgxfxhxgxfxhxgxf    

        )()()()()]()()()([ xhxgxfxhxgxfxgxf   

        )()()()()()()()()( xhxgxfxhxgxfxhxgxf  . 

Απόδειξη 12 σχολικού ΢ελ 113 - 114 

Έστω η συνάρτηση νxxf )( , * ! . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι παραγω-

γίσιμη στο *'  και ισχύει 1)(  νxνxf , δηλαδή 

1)(   νν xνx  

Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιμες στο 0x , τότε να αποδείξετε ότι η συνάρ-

τηση gf   είναι παραγωγίσιμη στο 0x  και ισχύει: 

)()()()( 000 xgxfxgf   

Για τρεις παραγωγίσιμες συναρτήσεις να αποδείξετε ότι ισχύει : 

( ( ) ( ) ( ))f x g x h x   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x h x f x g x h x f x g x h x     
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Πράγματι, για κάθε *x '  έχουμε: 

1

2

1

2)(

)(1)1(1
)( 


 

















 ν

ν

ν

ν

νν

ν

ν xν
x

xν

x

xx

x
x   

Απόδειξη 13 σχολικού ΢ελ 114 

Έστω η συνάρτήση xxf εθ)(  . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο 

1 { |ζπλ 0}  x x' '  και ισχύει 
x

xf
2ζπλ

1
)(  , δηλαδή 

x
x

2ζπλ

1
)εθ(   

Πράγματι, για κάθε 
1x '  έχουμε: 

x

xxxx

x

xxxx

x

x
x

22 ζπλ

εκεκζπλζπλ

ζπλ

)ζπλ(εκζπλ)εκ(

ζπλ

εκ
)εθ(



















xx

xx
22

22

ζπλ

1

ζπλ

εκζπλ



     

Απόδειξη 14 σχολικού ΢ελ 116 

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση αxxf )( ,   ' #  είναι παραγωγίσιμη στο ),0(   

και ισχύει 1)(  αxαxf , δηλαδή 

1)(  αα xαx     

Πράγματι, αν xαα exy ln  και θέσουμε xαu ln , τότε  έχουμε uey  . Επομένως,  

1ln 1
)(  ααxαuu xα

x

α
x

x
αeueey  

Απόδειξη 15 σχολικού ΢ελ 117 

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση xαxf )( , 0α  είναι παραγωγίσιμη στο '  και ισχύει 

ααxf x ln)(  , δηλαδή 

ααα xx ln)(   

Πράγματι, αν αxx eαy ln  και θέσουμε αxu ln , τότε έχουμε uey  . Επομένως, 

u u xlnα xy (e ) e u e ln α α lnα         

Απόδειξη 16 σχολικού ΢ελ 117 Απολυτήριες 2008 

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ||ln)( xxf  , *x '  είναι παραγωγίσιμη στο *'  και 

ισχύει 

 x
x

1
)||(ln   
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Πράγματι,  

— αν  0x ,  τότε 
x

xx
1

)(ln)||(ln  ,    ενώ  

— αν  0x ,  τότε )ln(||ln xx  , οπότε, αν θέσουμε  )ln( xy   και xu  , έχουμε 

uy ln . Επομένως, 

xx
u

u
uy

1
)1(

1
 

1
)(ln 


  

και άρα 
x

x
1

)||(ln  . 

΢ΤΝΕΠΕΙΕ΢  ΣΟΤ  ΘΕΨΡΗΜΑΣΟ΢  ΜΕ΢Η΢  ΣΙΜΗ΢ 

Απόδειξη 17 σχολικού ΢ελ 133 

Επαναληπτικές 2004, Απολυτήριες 2009, Απολυτήριες 2014 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποιαδήποτε Δxx 21 ,  ισχύει )()( 21 xfxf  . Πράγματι 

 Αν 21 xx  , τότε προφανώς )()( 21 xfxf  . 

 Αν 21 xx  , τότε στο διάστημα ],[ 21 xx  η  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρή-

ματος μέσης τιμής. Επομένως, υπάρχει ),( 21 xxξ   τέτοιο, ώστε 

        2 1

2 1

f (x ) f (x )
f (μ)

x x


 


           (1) 

Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σημείο του Δ, ισχύει 0)(  ξf , οπότε, λόγω της (1), είναι 

)()( 21 xfxf  .  

 Αν 
1 2x x , τότε ομοίως αποδεικνύεται ότι )()( 21 xfxf  .  

΢ε όλες, λοιπόν,  τις περιπτώσεις είναι )()( 21 xfxf       

Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ.  

Αν 

 η f  είναι συνεχής στο Δ  και 

 0)(  xf  για κάθε ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, 

τότε να αποδείξετε ότι η  f  είναι σταθερή σε όλο το διάστημα Δ. 
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Απόδειξη 18 σχολικού ΢ελ 133 

Η συνάρτηση gf   είναι συνεχής στο Δ και για κάθε εσωτερικό σημείο Δx  ισχύει 

(f g) (x) f (x) g (x) 0      . 

Επομένως, αφού η συνάρτηση gf   είναι συνεχής 

στο Δ και ( ) ( ) 0f g x   για κάθε εσωτερικό ση-

μείο x  του Δ τότε η συνάρτηση gf  είναι σταθερή 

στο Δ. Άρα, σύμφωνα θεώρημα του σχολικού βιβλίου  

υπάρχει σταθερά c  τέτοια, ώστε για κάθε Δx  να 

ισχύει f (x) g(x) c  , οπότε cxgxf  )()( .      

Απόδειξη 19 σχολικού ΢ελ 253 Απολυτήριες 2006, 2012, 2017 

Αποδεικνύουμε το θεώρημα στην περίπτωση που είναι 0)(  xf . Έστω Δxx 21 ,  με 

21 xx  . Θα δείξουμε ότι )()( 21 xfxf  . Πράγματι, στο διάστημα ],[ 21 xx  η  f  ικανοποιεί 

Έστω δυο συναρτήσεις gf ,  ορισμένες σε ένα διάστημα Δ. Αν 

     οι gf ,  είναι συνεχείς στο Δ και 

     )()( xgxf   για κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ,  

τότε να αποδείξετε ότι υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε για κάθε Δx  να ισχύει: 

cxgxf  )()(  

Έστω μια συνάρτηση  f,  η οποία είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε ένα διάστημα Δ. Να αποδεί-

ξετε ότι: 

 Αν 0)(  xf  σε κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, τότε η  f  είναι γνησίως 

αύξουσα σε όλο το Δ. 

 Αν 0)(  xf  σε κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σημείο x του Δ, τότε η  f  είναι γνησίως 

φθίνουσα σε όλο το Δ. 
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τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Σ. Επομένως, υπάρχει ),( 21 xxξ   τέτοιο, ώστε 

12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf




 , οπότε έχουμε ))(()()( 1212 xxξfxfxf   

Επειδή 0)(  ξf  και 012  xx , έχουμε 
2 1f (x ) f (x ) 0  , οπότε )()( 21 xfxf  . 

! ΢την περίπτωση που είναι 0)(  xf  εργαζόμαστε αναλόγως.      

Η απόδειξη δεν υπάρχει στο σχολικό, περιλαμβάνεται όμως στον οδηγό για εκπαιδευτικούς 

σκοπούς. 

Αποδεικνύουμε το θεώρημα στην περίπτωση που είναι f (x) 0  . 

Έστω Δxx 21 ,  με 21 xx  . Θα δείξουμε ότι )()( 21 xfxf  . Πράγματι, στο διάστημα 

],[ 21 xx  η  f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Σ. Επομένως, υπάρχει ),( 21 xxξ   τέ-

τοιο, ώστε 
12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf




 , οπότε έχουμε ))(()()( 1212 xxξfxfxf   

Επειδή f (μ) 0   και 012  xx , έχουμε 
2 1f (x ) f (x ) 0  , οπότε 

1 2f (x ) f (x )  

TOΠΙΚΑ  ΑΚΡΟΣΑΣΑ  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ 

Απόδειξη 20 σχολικού ΢ελ 142 – 143 

Απολυτήριες 2004,  2011 , Επαναληπτικές 2016 και 2017 

ΘΕΨΡΗΜΑ (Fermat) (Προσοχή και στη διατύπωση του) 

Ας υποθέσουμε ότι η  f  παρουσιάζει στο 0x  τοπικό μέγιστο. Επειδή το 0x  είναι εσωτερικό 

σημείο του Δ και η  f  παρουσιάζει σ’ αυτό τοπικό μέ-

γιστο, υπάρχει 0δ  τέτοιο, ώστε 

Δδxδx  ),( 00         και 

)()( 0xfxf  , για κάθε ),( 00 δxδxx       (1) 

Επειδή, επιπλέον, η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 0x , 

ισχύει:      
0

0

00

0

0

0

)()(
lim

)()(
lim)(

xx

xfxf

xx

xfxf
xf

xxxx 











          

Έστω μια συνάρτηση  f  ορισμένη σ’ ένα διάστημα Δ και 0x  ένα  εσωτερικό  σημείο 

του Δ. Αν η  f  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 0x  και είναι παραγωγίσιμη στο ση-

μείο αυτό, τότε να αποδείξετε ότι: 

0)( 0  xf  
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Επομένως, 

— αν ),( 00 xδxx  , τότε, λόγω της (1), θα είναι  0
)()(

0

0 




xx

xfxf
, οπότε θα έχουμε 

  0
)()(

lim)(
0

0

0

0 





 xx

xfxf
xf

xx

           (2) 

— αν ),( 00 δxxx  , τότε, λόγω της (1), θα είναι  0
)()(

0

0 




xx

xfxf
, οπότε θα έχουμε 

   0
)()(

lim)(
0

0

0

0 





 xx

xfxf
xf

xx

.           (3) 

Έτσι, από τις (2) και (3) έχουμε 0)( 0  xf . 

Η απόδειξη για τοπικό ελάχιστο είναι ανάλογη.  Δεν υπάρχει στο σχολικό παρόλα αυτά 

περιλαμβάνεται για εκπαιδευτικούς στόχους.  

Ας υποθέσουμε ότι η  f  παρουσιάζει στο 0x  τοπικό ελάχιστο. Επειδή το 0x  είναι εσωτερικό 

σημείο του Δ και η  f  παρουσιάζει σ’ αυτό τοπικό 

ελάχιστο, υπάρχει 0δ  τέτοιο, ώστε 

Δδxδx  ),( 00         και 

0f (x) f (x ) , για κάθε ),( 00 δxδxx  .     (1) 

Επειδή, επιπλέον, η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 0x , 

ισχύει 

0

0

00

0

0

0

)()(
lim

)()(
lim)(

xx

xfxf

xx

xfxf
xf

xxxx 











.           

Επομένως, 

—αν ),( 00 xδxx  , τότε, λόγω της (1), θα είναι  0

0

f (x) f (x )
0

x x





, οπότε θα έχουμε 

0

0
0

x x
0

f (x) f (x )
f (x ) lim 0

x x


  


           (2) 

— αν ),( 00 δxxx  , τότε, λόγω της (1), θα είναι  0

0

f (x) f (x )
0

x x





, οπότε θα έχουμε 

0

0
0

x x
0

f (x) f (x )
f (x ) lim 0

x x


  


  (3).   Έτσι, από τις (2) και (3) έχουμε 0)( 0  xf . 
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Απόδειξη 21 σχολικού ΢ελ 144 - 145 

  i) Eπειδή f (x) 0   για κάθε ),( 0xαx  και η  f  είναι συνεχής στο 0x , η  f  είναι γνη-

σίως αύξουσα στο ],( 0xα . Έτσι έχουμε 

          )()( 0xfxf  ,  για κάθε  ],( 0xαx .          (1) 

Επειδή 0)(  xf  για κάθε ),( 0 βxx  και η  f  είναι συνεχής στο 0x , η  f  είναι γνησίως 

φθίνουσα στο ),[ 0 βx . Έτσι έχουμε: 

          )()( 0xfxf  ,  για κάθε  ),[ 0 βxx .          (2) 

Επομένως, λόγω των (1) και (2), ισχύει: 

0f (x) f (x ) ,  για κάθε  ),( βαx , 

που σημαίνει ότι το )( 0xf  είναι μέγιστο της  f  στο ),( βα  και άρα τοπικό μέγιστο αυτής. 

 ii) Εργαζόμαστε αναλόγως.  Δεν υπάρχει η απόδειξη στο σχολικό μόνο το σχήμα. Παρόλα 

αυτά παρατίθεται και αυτή για εκπαιδευτικούς σκοπούς. 

Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα ),( βα , με εξαίρεση ίσως ένα ση-

μείο του 0x , στο οποίο όμως η  f  είναι συνεχής. Να αποδείξετε ότι: 

  i) Αν 0)(  xf  στο ),( 0xα  και 0)(  xf  στο ),( 0 βx , τότε το )( 0xf  είναι τοπικό 

μέγιστο της  f.   (΢χήμα. α) Επαναληπτικές 2012, Απολυτήριες 2016 

 ii) Αν 0)(  xf  στο ),( 0xα  και 0)(  xf  στο ),( 0 βx , τότε το )( 0xf  είναι τοπικό 

ελάχιστο της  f.   (΢χ. β) 

iii) Aν η )(xf   διατηρεί πρόσημο στο ),(),( 00 βxxα  , τότε το )( 0xf  δεν είναι τοπικό 

ακρότατο και η  f  είναι γνησίως μονότονη στο ),( βα . (΢χ. γ) Επαναληπτικές 2014, Επα-

ναληπτικές 2018 
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Επειδή f (x) 0   για κάθε 
0x (α,x )  και η  f  είναι συνεχής στο 

0x , η  f  είναι γνησίως 

φθίνουσα στο 
0(α,x ] . Έτσι έχουμ 

0f (x) f (x ) ,  για κάθε  
0x (α,x ]     (1)    

Επειδή f (x) 0   για κάθε 
0x (x ,β)  και η  f  είναι συνεχής στο 

0x , η  f  είναι γνησίως 

αύξουσα στο 
0[x ,β) . Έτσι έχουμε  

0f (x) f (x ) ,  για κάθε  
0x [x ,β)     (2)           

Επομένως, λόγω των (1) και (2), ισχύει: 
0f (x) f (x ) ,  για κάθε  x (α,β) , που σημαί-

νει ότι το 
0f (x )  είναι ελάχιστο της  f  στο (α,β)  και άρα τοπικό μέγιστο αυτής. 

iii) Έστω ότι 0)(  xf ,   για κάθε  ),(),( 00 βxxαx   

 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο 0x  θα είναι γνησίως αύξουσα σε κάθε ένα από τα διαστήματα 

],( 0xα  και ),[ 0 βx . Επομένως, για 201 xxx   ισχύει )()()( 201 xfxfxf  . Άρα το 

)( 0xf  δεν είναι τοπικό ακρότατο της  f.  Θα δείξουμε, τώρα, ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα 

στο ),( βα . Πράγματι, έστω 
1 2x ,x (α,β)  με 21 xx   

— Αν ],(, 021 xαxx  , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο ],( 0xα , θα ισχύει 

)()( 21 xfxf   

— Αν ),[, 021 βxxx  , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο ),[ 0 βx , θα ισχύει 

)()( 21 xfxf   

— Σέλος, αν 201 xxx  , τότε όπως είδαμε )()()( 201 xfxfxf   

Επομένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει )()( 21 xfxf  , οπότε η  f  είναι γνησίως αύξου-

σα στο ),( βα . Ομοίως, αν 0)(  xf  για κάθε ),(),( 00 βxxαx        
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ΑΟΡΙ΢ΣΟ  ΟΛΟΚΛΗΡΨΜΑ 

Απόδειξη 22 σχολικού ΢ελ 186 

Επαναληπτικές 2003,  Απολυτήριες 2010, Επαναληπτικές 2015 

! Κάθε συνάρτηση της μορφής cxFxG  )()( , όπου c ' , είναι μια παράγουσα 

της  f  στο Δ, αφού  )()())(()( xfxFcxFxG  ,  για κάθε  Δx  

! Έστω G είναι μια άλλη παράγουσα της  f  στο Δ. Σότε για κάθε Δx  ισχύουν 

)()( xfxF   και )()( xfxG  , οπότε )()( xFxG  ,  για κάθε  Δx  

Άρα, σύμφωνα με το πόρισμα τoυ σχολικού βιβλίου, υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε 

cxFxG  )()( ,  για κάθε  Δx    

 Θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού  

Απόδειξη 23 σχολικού ΢ελ 216 – 217  

Απολυτήριες 2002, Επαναληπτικές 2008, Απολυτήριες 2013 

Έστω  f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν F είναι μια παράγουσα της  

f  στο Δ, τότε να αποδείξετε ότι: 

 όλες οι συναρτήσεις της μορφής 

                            cxFxG  )()( ,    c ' , 

        είναι παράγουσες της  f  στο Δ και 

 κάθε άλλη παράγουσα G  της  f  στο Δ παίρνει τη μορφή 

cxFxG  )()( ,    c '  

Έστω  f  μια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστημα ],[ βα . Αν G είναι μια πα-

ράγουσα της  f  στο ],[ βα , να αποδείξετε ότι: 

 
β

α
αGβGdttf )()()(  
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H συνάρτηση 
x

α
dttfxF )()(  είναι μια παράγουσα της  f  στο ],[ βα . Επειδή και η 

G είναι μια παράγουσα της  f  στο ],[ βα , θα υπάρχει c '  τέτοιο, ώστε 

 cxFxG  )()( .           (1) 

Από την (1), για αx  , έχουμε α

α
G(α) F(α) c f (t)dt c c     , οπότε )(αGc  . 

Επομένως, )()()( αGxFxG   

οπότε, για βx  , έχουμε  
β

α
αGdttfαGβFβG )()()()()(  

και άρα                           
β

α
αGβGdttf )()()(      

EΜΒΑΔΟΝ  ΕΠΙΠΕΔΟΤ  ΦΨΡΙΟΤ 

Απόδειξη 24 σχολικού ΢ελ 225 

       

Παρατηρούμε ότι, 

   
β

α

β

α

β

α
dxxgxfdxxgdxxfΩΕΩΕΩΕ ))()(()()()()()( 21  

Επομένως, 

 

 

 

  
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(  

Έστω, δυο συναρτήσεις  f  και g, συνεχείς στο διάστημα ],[ βα  με 0)()(  xgxf  για 

κάθε ],[ βαx  και Ψ το χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των 

gf ,  και τις ευθείες αx   και βx   (΢χ. α). Να αποδείξετε ότι 

 
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(  
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Απόδειξη 25 σχολικού ΢ελ 226 

Πράγματι, επειδή οι συναρτήσεις gf ,  είναι συνεχείς στο ],[ βα , θα υπάρχει αριθμός 

c '  τέτοιος ώστε 0)()(  cxgcxf , για κάθε ],[ βαx . Είναι φανερό ότι το 

χωρίο Ψ (΢χ. α) έχει το ίδιο εμβαδόν με το χωρίο Ω   (΢χ. β).  

                        

Επομένως, σύμφωνα με τον τύπο  
β

α
dxxgxfΩE ))()(()( , έχουμε: 

  
β

α

β

α
dxxgxfdxcxgcxfΩΕΩΕ ))()(()])(())([()()(  

Άρα,  
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(  

Απόδειξη 26 σχολικού ΢ελ 226 

Με τη βοήθεια του τύπου  
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(  να  υπολογίσετε το εμβαδόν του χω-

ρίου Ψ  που περικλείεται από τον άξονα xx  , τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης g, με 

0)( xg  για κάθε ],[ βαx  και τις ευθείες αx   και βx   (΢χήμα). 

 

Έστω, δυο συναρτήσεις  f  και g, συνεχείς στο διάστημα ],[ βα  με ( ) ( )f x g x  για 

κάθε ],[ βαx  και Ψ  το χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των 

gf ,  και τις ευθείες αx   και βx  . Να αποδείξετε ότι  
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(  
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Πράγματι, επειδή ο άξονας xx   είναι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 0)( xf , 

έχουμε 

 
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(   

β

α

β

α
dxxgdxxg )()]([  

Επομένως, αν για μια συνάρτηση g ισχύει 0)( xg  για κάθε ],[ βαx , τότε 


β

α
dxxgΩE )()(  

Απόδειξη 27 σχολικού ΢ελ 227 

Να αποδείξετε ότι όταν η διαφορά 

)()( xgxf   δεν διατηρεί σταθερό πρό-

σημο στο ],[ βα , όπως στο διπλανό ΢χή-

μα, τότε το εμβαδόν του χωρίου Ψ που 

περικλείεται από τις γραφικές παραστά-

σεις των gf ,  και τις ευθείες αx   και 

βx   είναι ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των χωρίων 21 , ΩΩ  και 3Ω  

Έχουμε,  

)()()()( 321 ΩΕΩΕΩΕΩΕ   

                    
γ

α
dxxgxf ))()((   

δ

γ

β

δ
dxxgxfdxxfxg ))()(())()((  

                      
γ

α

δ

γ

β

δ
dxxgxfdxxgxfdxxgxf |)()(||)()(||)()(|  

                    
β

α
dxxgxf |)()(|  

Επομένως, 

 
β

α
dxxgxfΩE |)()(|)(  
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Όλοι οι ορισμοί μέσα από το σχολικό! 

΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΕΙ΢ 

Η έννοια της πραγματικής συνάρτησης 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ (Επαναληπτικές 2018) 

Πρέπει να γνωρίζεις επίσης ότι: 

— Σο γράμμα x, που παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του Α λέγεται ανεξάρτη-

τη μεταβλητή, ενώ το γράμμα y, που παριστάνει την τιμή της f στο x, λέγεται 

εξαρτημένη μεταβλητή. 

— Σο σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιμές της f σε όλα τα Ax , λέγεται 

σύνολο τιμών της f και συμβολίζεται με )(Af . Είναι δηλαδή: 

)(|{)( xfyyAf    για κάποιο  }Ax  

Γραφική παράσταση συνάρτησης 

Πρέπει να γνωρίζεις επίσης ότι: 

Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α και Oxy  ένα σύστημα συντεταγμένων 

στο επίπεδο. Σο σύνολο των σημείων ),( yxM  για τα οποία ισχύει )(xfy  , δηλα-

δή το σύνολο των σημείων ))(,( xfxM , Ax , λέγεται γραφική παράσταση της f 

και συμβολίζεται συνήθως με fC .   

Ισότητα συναρτήσεων: OΡΙ΢ΜΟ΢ Απολυτήριες 2007,2016, Επαν. 2012 

 

 

Έστω Α ένα υποσύνολο του'  . Ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση με πεδίο 

ορισμού το Α μια διαδικασία (κανόνα) f , με την οποία κάθε στοιχείο Ax  

αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο πραγματικό αριθμό y. Σο y ονομάζεται τιμή της  f  

στο x και συμβολίζεται με )(xf   

Δύο συναρτήσεις  f  και g λέγονται ίσες  όταν: 

 έχουν  το  ίδιο  πεδίο ορισμού  Α  και 

 για κάθε Ax  ισχύει )()( xgxf  . 
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Πράξεις με συναρτήσεις 

Πρέπει να γνωρίζεις επίσης ότι: 

Ορίζουμε ως άθροισμα gf  , διαφορά g-f , γινόμενο fg  και πηλίκο 
g

f  δύο συναρτή-

σεων f, g,  τις συναρτήσεις με τύπους: 
 )()())(( xgxfxgf   
 )()())(( xgxfxgf   
 (f g)(x) f (x) g(x)    

 
)(

)(
)(

xg

xf
x

g

f








  

Σο πεδίο ορισμού των gf  , gf   και f g  είναι η τομή BA  των πεδίων ορισμού Α 

και Β των συναρτήσεων f και g αντιστοίχως, ενώ το πεδίο ορισμού της 
g

f  είναι το BA , 

εξαιρουμένων των τιμών του x που μηδενίζουν τον παρονομαστή )(xg , δηλαδή το σύνολο 

Axx |{    και   Bx ,   με   }0)( xg  

΢ύνθεση συναρτήσεων 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 

 

ΜΟΝΟΣΟΝΕ΢  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΕΙ΢ -  ΑΝΣΙ΢ΣΡΟΥΗ  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η 

  

Μονοτονία 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 

Αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις με πεδίο ορισμού Α, Β αντιστοίχως, τότε ονομάζουμε 

σύνθεση της f με την g, και τη συμβολίζουμε με gof , τη συνάρτηση με τύπο 

))(())(( xfgxgof   

Μια συνάρτηση  f   λέγεται(1) : 

 γνησίως αύξουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η μ α  Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για 

οποιαδήποτε Δxx 21 ,  με 21 xx   ισχύει: 

)()( 21 xfxf         

 γνησίως φθίνουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η μ α  Δ του πεδίου ορισμού της, όταν 

για οποιαδήποτε Δxx 21 ,  με 21 xx   ισχύει: 

)()( 21 xfxf          
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Πρέπει να γνωρίζεις επίσης: 
 (1)

 Μηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη, απιώο,: 
     αύξοςσα ζ’ έλα δηάζηεκα Δ, όηαλ γηα νπνηαδήπνηε Δxx 21,  κε 21 xx   ηζρύεη 

)()( 21 xfxf  . 

     υθίνοςσα ζ’ έλα δηάζηεκα Δ, όηαλ γηα νπνηαδήπνηε Δxx 21,  κε 21 xx   ηζρύεη 

 Αν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα σ’ ένα διάστημα 

Δ του πεδίου ορισμού της, τότε λέμε ότι η  f  είναι γνησίως μονότονη στο Δ.  

Ακρότατα συνάρτησης 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 

Πρέπει να γνωρίζεις επίσης ότι: 

Σο (ολικό) μέγιστο και το (ολικό) ελάχιστο μιας συνάρτησης  f  λέγονται (ολικά) ακρότατα 

της  f. 

΢υνάρτηση 11  

ΟΡΙ΢ΜΟ΢  Επαναληπτικές 2005, 2015 

 

Επαναληπτικές 2010 , Απολυτήριες 2014 

Μια συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού Α θα λέμε ότι: 

 Παρουσιάζει στο Ax 0  (ολικό) μέγιστο, το )( 0xf , όταν 

)()( 0xfxf    για κάθε  Ax     

 Παρουσιάζει στο Ax 0  (ολικό) ελάχιστο, το )( 0xf , όταν 

)()( 0xfxf      για κάθε  Ax       

Μια συνάρτηση : f A '  λέγεται συνάρτηση 11 , όταν για οποιαδήποτε 

Axx 21 ,  ισχύει η συνεπαγωγή: 

αν   21 xx  ,    τότε    )()( 21 xfxf  . 
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Αντίστροφη συνάρτηση 

Πρέπει να γνωρίζεις επίσης ότι:  Έστω μια συνάρτηση : f A ' . Αν 

υποθέσουμε ότι αυτή είναι 11 , τότε για κάθε στοιχείο y  του συνόλου τιμών, 

)(Af , της  f  υπάρχει μοναδικό στοιχείο x του πεδίου ορισμού της Α για το οποίο 

ισχύει yxf )( . Επομένως ορίζεται μια συνάρτηση : ( )g f A '                                     

με την οποία κάθε )(Afy  αντιστοιχίζεται στο μοναδικό Ax  για το οποίο ι-

σχύει yxf )( . Από τον τρόπο που ορίστηκε η g προκύπτει ότι: 

— έχει πεδίο ορισμού το σύνολο τιμών )(Af  της  f, 

— έχει σύνολο τιμών το πεδίο ορισμού Α της  f  και  

— ισχύει η ισοδυναμία:             xygyxf  )()(  

Αυτό σημαίνει ότι, αν η  f  αντιστοιχίζει το x στο y, τότε η g αντιστοιχίζει το y 

στο x  και αντιστρόφως. Δηλαδή η g είναι η αντίστροφη διαδικασία της  f.  Για το 

λόγο αυτό η g λέγεται αντίστροφη συνάρτηση της  f  και συμβολίζεται με 1
f .  

ΟΡΙΟ  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢  ΢ΣΟ  
0
x '  

Κριτήριο παρεμβολής διατύπωση  Επαναληπτικές 2016 

 

Προσοχή επίσης στις διατυπώσεις των θεωρημάτων διάταξης ΢ελ47,48  

Πεπερασμένο όριο ακολουθίας 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ (Εντός ύλης) 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ (Εντός ύλης) 

Ακολουθία ονομάζεται κάθε πραγματική συνάρτηση    *:  ! !  

Θα λέμε ότι η ακολουθία )( να  έχει όριο το  '  και θα γράφουμε 




ν
ν

αlim , όταν για κάθε 0ε , υπάρχει *

0  !  τέτοιο, ώστε για κάθε 

0νν   να ισχύει εαν  ||   
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΢ΤΝΕΦΕΙΑ  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ 

Ορισμός της συνέχειας 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ Επαναληπτικές 2009, Απολυτήριες 2015 

Πρέπει να γνωρίζεις επίσης ότι: 

Μία συνάρτηση  f  που είναι συνεχής σε όλα τα σημεία του πεδίου ορισμού της, θα 

λέγεται, απλά, συνεχής συνάρτηση.  

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ Προαγωγικές 2017 

Πρέπει να γνωρίζεις επίσης ότι: 

ΘΕΨΡΗΜΑ Bolzano διατύπωση Επαναληπτικές 2014 

Έστω μια συνάρτηση  f , ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα ],[ βα . Αν: 

 η f είναι συνεχής στο ],[ βα  και, επιπλέον, ισχύει 

  0)()(  βfαf , 

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ),(0 βαx   τέτοιο, ώστε 0)( 0 xf  

Δηλαδή, υπάρχει μια, τουλάχιστον, ρίζα της εξίσωσης 0)( xf  στο ανοικτό διά-

στημα ),( βα .  

Έστω μια συνάρτηση  f  και 0x  ένα σημείο 0x  του πεδίου ορισμού της. Θα 

λέμε ότι η  f  είναι συνεχής στο 0x , όταν 

)()(lim 0
0

xfxf
xx




 

 Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διά-

στημα ),( βα , όταν είναι συνεχής σε κάθε σημείο του ),( βα .  

 Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διά-

στημα ],[ βα , όταν είναι συνεχής σε κάθε σημείο του ),( βα  και 

επιπλέον 

)()(lim αfxf
αx




       και       )()(lim βfxf
βx




   

Απολυτήριες 2008 - 2012 
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Θεώρημα Bolzano – Γεωμετρική ερμηνεία 

΢το διπλανό σχήμα έχουμε τη γραφική παράσταση 

μιας συνεχούς συνάρτησης  f  στο ],[ βα . Επειδή τα 

σημεία ))(,( αfαA  και ))(,( βfβB  βρίσκονται εκα-

τέρωθεν του άξονα xx  , η γραφική παράσταση της  

f  τέμνει τον άξονα σε ένα τουλάχιστον σημείο. 

Θεώρημα ενδιάμεσων τιμών – Διατύπωση 

Σο θεώρημα ενδιαμέσων τιμών αποτελεί γενίκευση του θεωρήματος του Bolzano  

ΘΕΨΡΗΜΑ (Μέγιστηρ και ελάσιστηρ τιμήρ) – Διατύπωση 

ΘΕΨΡΗΜΑ 

Έστω μια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα 

],[ βα . Αν: 

 η f  είναι συνεχής στο ],[ βα  και 
 )()( βfαf   

τότε, για κάθε αριθμό η μεταξύ των )(αf  και )(βf  υπάρχει ένας, τουλά-

χιστον ),(0 βαx   τέτοιος, ώστε ηxf )( 0  
 

Αλ  f  είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην ],[ βα , ηόηε ε  f  παίξλεη ζην ],[ βα  

κηα κέγηζηε ηηκή Μ θαη κηα ειάρηζηε ηηκή m  

Γειαδή, ππάξρνπλ ],[, 21 βαxx   ηέηνηα, ώζηε, αλ )( 1xfm   θαη 

)( 2xfM  , λα ηζρύεη  

Mxfm  )( ,    για κάθε   ],[ βαx  
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ΔΙΑΥΟΡΙΚΟ΢ ΛΟΓΙ΢ΜΟ΢ 
 

Η ΕΝΝΟΙΑ ΣΗ΢ ΠΑΡΑΓΨΓΟΤ 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 

Ορισμός παραγώγου συνάρτησης σε σημείο 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢  Απολυτήριες 2004, Απολυτήριες 2009 

Πρέπει να γνωρίζεις επίσης ότι: 

 Η στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού, τη χρονική στιγμή 0t , είναι η παράγωγος της 

συνάρτησης θέσης )(tSx   τη χρονική στιγμή 0t . Δηλαδή, είναι  

)()( 00 tStυ  . 

 Η παράγωγος )( 0tυ  λέγεται επιτάχυνση του κινητού τη χρονική στιγμή 0t  και 

συμβολίζεται με )( 0tα . Είναι δηλαδή      0 0 0α t u t s t    

Έστω  f  μια συνάρτηση και ))(,( 00 xfxA  ένα σημείο της fC . Αν υπάρχει το 

0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf

xx 




 και είναι ένας πραγματικός αριθμός λ, τότε ορίζουμε ως εφα-

πτομένη της fC  στο σημείο της Α, την ευθεία ε που διέρχεται από το Α και έχει 

συντελεστή διεύθυνσης λ. 

Μια συνάρτηση f λέμε ότι είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο 0x  του πεδίου ορισμού 

της, αν υπάρχει το 

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx 




 

και είναι πραγματικός αριθμός. 

Σο όριο αυτό ονομάζεται παράγωγος της f στο 0x  και συμβολίζεται με )( 0xf  . 

Δηλαδή: 

0

0

0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx 





. 
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 Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης ε της fC  μιας παραγωγίσιμης συ-

νάρτησης  f, στο σημείο ))(,( 00 xfxA  είναι η παράγωγος της  f  στο 0x . Δηλαδή, 

είναι  0ι f x , οπότε η εξίσωση της  ε φ α π τ ο μ έ ν η ς  ε  είναι: 

))(()( 000 xxxfxfy   

Σην κλίση )( 0xf   της εφαπτομένης ε στο ))(,( 00 xfxA  θα τη λέμε και κλίση της fC  στο 

Α  ή κλίση της  f  στο 0x . 

 ΢την οικονομία, το κόστος παραγωγής Κ, η είσπραξη Ε και το κέρδος Ρ εκφράζο-

νται συναρτήσει της ποσότητας x του παραγόμενου προϊόντος. Έτσι, η παράγωγος 

)( 0xΚ   παριστάνει το ρυθμό μεταβολής του κόστους Κ ως προς την ποσότητα x, 

όταν 0xx   και λέγεται οριακό κόστος στο 0x . Ανάλογα, ορίζονται και οι έννοιες 

οριακή είσπραξη στο 0x  και οριακό κέρδος στο 0x . 

ΠΑΡΑΓΨΓΙ΢ΙΜΕ΢  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΕΙ΢ -ΠΑΡΑΓΨΓΟ΢  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η 

Πρέπει να γνωρίζεις επίσης ότι: 

 Έστω f  μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α. Θα λέμε ότι: 

— H f είναι παραγωγίσιμη στο Α  ή απλά, παραγωγίσιμη, όταν είναι παραγωγίσιμη σε 

κάθε σημείο Ax 0 . 

— Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα ανοικτό διάστημα ),( βα  του πεδίου ορισμού της, όταν 

είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο ),(0 βαx  . 

— Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα ],[ βα  του πεδίου ορισμού της, όταν 

είναι παραγωγίσιμη στο ),( βα  και επιπλέον ισχύει 

( ) ( )
lim






x

f x f

x




'      και     ( ) ( )

lim





x

f x f

x




'  

Επαναληπτικές 2010, Απολυτήριες 2013 

 Έστω f  μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α και 1A  τo σύνολο των σημείων του Α 

στα οποία αυτή  είναι παραγωγίσιμη. Αντιστοιχίζοντας κάθε 1Ax  στο )(xf  , 

ορίζουμε τη συνάρτηση 
1f :A R x f (x),    
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η οποία ονομάζεται πρώτη παράγωγος της  f   ή απλά παράγωγος της  f.   

Αν υποθέσουμε ότι το 1Α  είναι διάστημα ή ένωση διαστημάτων, τότε η παράγωγος της f  , 

αν υπάρχει, λέγεται δεύτερη παράγωγος της  f  και συμβολίζεται με f  . 

Επαγωγικά ορίζεται η νιοστή παράγωγος της  f,  με 3ν , και συμβολίζεται με )(ν
f . Δη-

λαδή,   ][
1)()(  νν

ff ,   3ν . 

ΡΤΘΜΟ΢  ΜΕΣΑΒΟΛΗ΢ 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 

 

ΘΕΨΡΗΜΑΣΑ ROLLE -  ΜΕ΢Η΢  ΣΙΜΗ΢ 

ΘΕΨΡΗΜΑ (Rolle) – Διατύπωση Επαναληπτικές 2012 

Αν μια συνάρτηση  f  είναι: 

 συνεχής στο κλειστό διάστημα ],[ βα  

 παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα ),( βα  και 
 )()( βfαf   

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ),( βαξ   τέτοιο, ώστε: 0)(  ξf  

Θεώρημα του Rolle – Γεωμετρική ερμηνεία Επαναληπτικές 2007 

Γεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ),( βαξ   τέτοιο, ώστε η εφα-

πτομένη της fC  στο ))(,( ξfξM  να είναι παράλληλη στον άξονα των x.  

 

Αν δύο μεταβλητά μεγέθη yx,  συνδέονται με τη σχέση )(xfy  , όταν  f  είναι 

μια συνάρτηση παραγωγίσιμη στο 0x , τότε ονομάζουμε ρυθμό μεταβολής του y ως 

προς το x στο σημείο 0x  την παράγωγο )( 0xf  . 
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ΘΕΨΡΗΜΑ (Μέσης Σιμής Διαφορικού Λογισμού Θ.Μ.Σ.) – Διατύπωση Απολυτήριες 

2013, 2016 

Αν μια συνάρτηση  f  είναι: 

 συνεχής στο κλειστό διάστημα ],[ βα  και 

 παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα ),( βα  

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ),( βαξ   τέτοιο, ώστε: 

αβ

αfβf
ξf






)()(
)(  

Θεώρημα Μέσης τιμής – Γεωμετρική ερμηνεία Επαναληπτικές 2008 

Γεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα, του-

λάχιστον, ),( βαξ   τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη 

της γραφικής παράστασης της  f  στο σημείο 

))(,( ξfξM  να είναι παράλληλη της ευθείας 

ΑΒ.  

TOΠΙΚΑ  ΑΚΡΟΣΑΣΑ  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ 

Η έννοια του τοπικού ακροτάτου 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ Απολυτήριες 2012 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ Απολυτήριες 2015 
 

Μια συνάρτηση  f,  με πεδίο ορισμού Α, θα λέμε ότι παρουσιάζει στο Ax 0  τοπι-

κό μέγιστο, όταν υπάρχει 0δ , τέτοιο ώστε 

)()( 0xfxf    για κάθε  ),( 00 δxδxAx  . 

Σο 0x  λέγεται θέση  ή σημείο τοπικού μεγίστου, ενώ το )( 0xf  τοπικό μέγιστο 

της  f. 

Μία συνάρτηση  f,  με πεδίο ορισμού Α, θα λέμε ότι παρουσιάζει στο Ax 0  τοπι-

κό ελάχιστο, όταν υπάρχει 0δ , τέτοιο ώστε 

)()( 0xfxf  ,  για κάθε  ),( 00 δxδxAx  . 

Σο 0x  λέγεται θέση ή σημείο τοπικού ελαχίστου, ενώ το )( 0xf  τοπικό ελάχιστο 

της  f. 
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ΘΕΨΡΗΜΑ (Fermat) – Διατύπωση Επαναληπτικές 2013 

Έστω μια συνάρτηση  f  ορισμένη σ’ ένα διάστημα Δ και 0x  ένα  εσωτερικό  σημείο του Δ. 

Αν η  f  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 0x  και είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, 

τότε:                                                         0)( 0  xf  

Πρέπει να γνωρίζεις επίσης: 

Σα τοπικά μέγιστα και τοπικά ελάχιστα της  f  λέγονται τοπικά ακρότατα αυτής, ενώ τα 

σημεία στα οποία η  f  παρουσιάζει τοπικά ακρότατα λέγονται θέσεις τοπικών ακροτάτων. 

Σο μέγιστο και το ελάχιστο της  f  λέγονται ολικά ακρότατα ή απλά ακρότατα αυτής. 

΢ΦΟΛΙΟ 

Οι  π ι θ α ν έ ς  θ έ σ ε ι ς τ ων   τ ο π ι κ ώ ν  α κ ρ ο τ ά τ ω ν  μιας συνάρτησης  f  σ’ ένα 

διάστημα Δ είναι: 

1. Σα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η παράγωγος της  f  μηδενίζεται. 

2. Σα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η  f   δεν παραγωγίζεται. 

3. Σα άκρα του Δ (αν ανήκουν στο πεδίο ορισμού της). 

Σα  ε σ ω τ ε ρ ι κ ά  σημεία του Δ στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται ή η παράγωγός της 

είναι ίση με το μηδέν, λέγονται κρίσιμα σημεία της  f  στο διάστημα Δ. 

Επαναληπτικές 2013 

2.8  KΤΡΣΟΣΗΣΑ – ΢ΗΜΕΙΑ  ΚΑΜΠΗ΢  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ 

Κοίλα - κυρτά συνάρτησης 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ Απολυτήριες 2006, 2010, 2014  

Έστω μία συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  σ’ ένα διάστημα Δ και π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η  

στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του Δ. Θα λέμε ότι: 

 Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο Δ, αν η 

f   είναι γνησίως αύξουσα στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του Δ. 

 Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο Δ, αν η 

f   είναι γνησίως φθίνουσα στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του Δ. 
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΢ημεία καμπής 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 

Πρέπει να γνωρίζεις επίσης ότι: 

Ο ι  π ι θ α ν έ ς  θ έ σ ε ι ς  σ η μ ε ί ω ν  κ α μ π ή ς  μιας συνάρτησης  f  σ’ ένα διάστημα Δ 

είναι:  i) τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η f  μηδενίζεται, και 

ii) τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία δεν υπάρχει η  f    

 

Α΢ΤΜΠΣΨΣΕ΢ - ΚΑΝΟΝΕ΢  DE L’ HOSPITAL 

Aσύμπτωτες 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ Απολυτήριες 2010 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ Απολυτήριες 2007, Επαναληπτικές 2016 

Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα ),( βα , με εξαίρεση ίσως 

ένα σημείο του  0x . Αν 

 η  f  είναι κυρτή στο ),( 0xα  και κοίλη στο ),( 0 βx , ή αντιστρόφως, και 

 η fC  έχει εφαπτομένη στο σημείο ))(,( 00 xfxA , 

τότε το σημείο ))(,( 00 xfxA  ονομάζεται σημείο καμπής της γραφικής παράστα-

σης της  f. 

Αν 


)(lim xf
x

 (αντιστοίχως ))(lim 


xf
x

, τότε η ευθεία y  λέγεται ορι-

ζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f  στο   (αντιστοίχως στο 

 ).  

Αν ένα τουλάχιστον από τα όρια )(lim
0

xf
xx 

, )(lim
0

xf
xx 

 είναι   ή  , τότε η 

ευθεία 0xx   λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f. 



Παλαιοπωλείο Μαθηματικών                                   mathkanavis.blogspot.com 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ Απολυτήριες 2005,  2011 

Η ασύμπτωτη βxλy   είναι οριζόντια αν 0λ , ενώ αν 0λ  λέγεται πλάγια. 

Κανόνες – Θεωρήματα  De l’ Hospital (Διατύπωση)  

 

 

ΟΛΟΚΛΗΡΨΣΙΚΟ΢  ΛΟΓΙ΢ΜΟ΢ 

 

ΑΟΡΙ΢ΣΟ  ΟΛΟΚΛΗΡΨΜΑ 

Αρχική συνάρτηση 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢  Επαναληπτικές  2006 , 2011 , 2014 

Η ευθεία βxλy   λέγεται ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f  στο 

 , αντιστοίχως στο  , αν 0)]()([lim 


βxλxf
x

 

Αντιστοίχως, αν 0)]()([lim 


βxλxf
x

.  

Έστω  f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αρχική συνάρτηση ή παρά-

γουσα της  f  στο Δ  ονομάζεται κάθε συνάρτηση F  που είναι παραγωγίσιμη στο 

Δ και ισχύει 

)()( xfxF  ,  για κάθε  Δx . 
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Θεμελιώδης θεώρημα ολοκληρωτικού Λογισμού (ΘΜΣΟΛ) Διατύπωση  
Προαγωγικές  2018 

 

Πρέπει να γνωρίζεις επίσης ότι: 

Ορισμός εμβαδού 

“Σο όριο του αθροίσματος νS , δηλαδή το 












ν

κ

κ
ν

Δxξf
1

)(lim   (1) υπάρχει στο '  

και είναι ανεξάρτητο από την επιλογή των ενδιάμεσων σημείων κξ ”.  

Σο παραπάνω όριο (1) ονομάζεται ορισμένο ολοκλήρωμα της συνεχούς συνάρτησης  

f  από το α στο β, συμβολίζεται με 
β

α
dxxf )(  και διαβάζεται “ολοκλήρωμα της  f  

από το α στο β”. Δηλαδή,  

  












α

β

ν

κ

κ
ν

xΔξfdxxf
1

)(lim)(  

Σν άζξνηζκα απηό νλνκάδεηαη έλα άζξνηζκα RIEMANN. 
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Σο νέο Θέμα: Αιτιολόγηση με Αντιπαραδείγματα! 

Από το 2017 και μετά εκτός από τις αποδείξεις, τους ορισμούς και τις ερωτήσεις κλειστού τύπου 

(΢ ή Λ) υπάρχει και ένα ερώτημα αντίστοιχης ερώτησης ΢ ή Λ με επεξήγηση.  Παραθέτουμε όσα 

τέτοια θέματα θεωρούμε πως θα μπορούσαν να τεθούν μέσα στο σχολικό βιβλίο ή στις οδηγίες 

του υπουργείου! Σο θέμα αυτό διατυπώνεται κυρίως ως εξής: 

ΘΕΜΑ 1 

Θεωρείστε τον παρακάτω ισχυρισμό: 

Κάθε (συνεχής) συνάρτηση f: ' ' παρουσιάζει τουλάχιστον ένα μέγιστο και τουλάχιστον 

ένα ελάχιστο. 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 

Απάντηση: 

α) Ο ισχυρισμός είναι Χευδής. 

β) Για παράδειγμα, 

 Η συνάρτηση   2f x x 1    παρουσιάζει μόνο μέγιστο στο 0  το 

 f 0 1  αφού    f x f 0 για κάθε x'  

 Η συνάρτηση  f x x 1   παρουσιάζει μόνο ελάχιστο στο 1  το 

 f 1 0  αφού    f x f 1 για κάθε x'  

ΘΕΜΑ 2 

Κάθε (συνεχής) συνάρτηση f: ' ' παρουσιάζει ακριβώς ένα μέγιστο και ακριβώς ένα ελά-

χιστο.  

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 
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α) Ο ισχυρισμός είναι Χευδής. 

β) Για παράδειγμα, 

 Η συνάρτηση  f x εκx  παρουσιάζει μέγιστο το y 1  σε καθένα από 

τα σημεία 
π

2θπ , θ
2

 # και ελάχιστο το y 1   σε καθένα από τα 

σημεία 
π

2θπ , θ
2

 #  , αφού 1 εκx 1   για κάθε x'  

ΘΕΜΑ 3 

Κάθε (συνεχής) συνάρτηση f: ' ' παρουσιάζει  ακρότατα.  

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 

α) Ο ισχυρισμός είναι Χευδής 

β) Για παράδειγμα, 

 Η συνάρτηση   3f x x  δεν παρουσιάζει ούτε μέγιστο ούτε ελάχιστο α-

φού είναι γνησίως αύξουσα στο '  

ΘΕΜΑ 4 

Μια συνάρτηση f :A'   είναι συνάρτηση 11 , όταν για ένα τουλάχιστον Axx 21 ,  

ισχύει η συνεπαγωγή: 

αν   21 xx  ,    τότε    
1 2f (x ) f (x )  

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Δώστε ένα παράδειγμα αν θεωρείτε τον ισχυρισμό Α ή ένα αντιπαράδειγμα για να δικαιολο-

γήσετε αν είναι Χ  

α) Ο ισχυρισμός είναι Αληθής 

β) Για παράδειγμα, 
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 Η συνάρτηση  f x β  δεν είναι 11  αφού     1 2f x f x β    για 

οποιαδήποτε 
1 2x ,x '  

 Η συνάρτηση   2f x x  δεν είναι 11  αφού     f 1 f 1 1    αν και 

1 1   

ΘΕΜΑ 5 ΚΑΝΟΝΙΚΕ΢ ΕΞΕΣΑ΢ΕΙ΢ 2018 

Κάθε συνάρτηση  11  είναι και  γνησίως μονότονη. 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό 

σας το γράμμα Α, αν είναι αληθής, ή το γράμμα Χ, αν είναι 

ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 

α) Ο ισχυρισμός είναι Χευδής 

β) Για παράδειγμα,                                                         Προαιρετικά το σχήμα 

 

η συνάρτηση 












0,
1

0,
)(

x
x

xx
xg  , είναι 11  αλλά όχι γνησίως μονότονη.   

ΘΕΜΑ 6 

Κάθε συνάρτηση έχει όριο στο μηδέν.  

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 

α) Ο ισχυρισμός είναι Χευδής 

β) Για παράδειγμα, η συνάρτηση *
x

f (x) , x
x

 '    

Αφού για x 0   είναι 
x 0

x
lim 1

x
    ενώ 

για x 0   είναι 
x 0

x
lim 1

x
                                                       

Δηλαδή δεν υπάρχει το  
x 0

x
lim

x
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ΘΕΜΑ 7 

Αν μια συνάρτηση f  είναι ορισμένη σε ένα διάστημα της μορφής ),( 0 βx , αλλά δεν ορίζε-

ται σε διάστημα της μορφής ),( 0xα , τότε δεν υπάρχει το όριο  
0x x

lim f x


.  

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ,  αν είναι ψευδής.  

β) Να δικαιολογήσετε την απάντηση σας και να δώσετε ένα παράδειγμα στην περίπτωση που η 

πρόταση είναι ψευδής. 

α) Ο ισχυρισμός είναι Χευδής 

β) Τπάρχει και ισχύει )(lim)(lim
0

0

xfxf
xxxx 

 . Για παράδειγμα, 0limlim
00




xx
xx

 

στο  0,  

ΘΕΜΑ 8 

Αν μια συνάρτηση f  είναι ορισμένη σε ένα διάστημα της μορφής ),( 0xα , αλλά δεν ορίζε-

ται σε διάστημα της μορφής ),( 0 βx , τότε δεν υπάρχει το όριο  
0x x

lim f x


 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ,  αν είναι ψευδής.  

β) Να δικαιολογήσετε την απάντηση σας και να δώσετε ένα παράδειγμα στην περίπτωση που η 

πρόταση είναι ψευδής. 

α) Ο ισχυρισμός είναι Χευδής 

β) Τπάρχει και ισχύει )(lim)(lim
00

xfxf
xxxx 

 . Για παράδειγμα,  

0limlim
00




xx
xx

 στο  ,0  

ΘΕΜΑ 9 Σο )(lim
0

xf
xx

 εξαρτάται από τα άκρα βα,  των διαστημάτων ),( 0xα  και 

),( 0 βx  στα οποία θεωρούμε ότι είναι ορισμένη η  f  
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α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ,  αν είναι ψευδής.  

β) Να δικαιολογήσετε την απάντηση σας και να δώσετε ένα παράδειγμα στην περίπτωση που η 

πρόταση είναι ψευδής. 

α) Ο ισχυρισμός είναι Χευδής. 

β) Για παράδειγμα, αν θέλουμε να βρούμε το όριο της 

συνάρτησης 
1

|1|
)(






x

x
xf  στο 00 x , περιοριζόμα-

στε στο υποσύνολο  1,1 ( 1,0) (0,1)     του πε-

δίου ορισμού της, στο οποίο αυτή παίρνει τη μορφή 

1
1

)1(
)( 






x

x
xf  

Επομένως, όπως φαίνεται και από το σχήμα, το ζητούμ ενο όριο είναι 1)(lim
0




xf
x

. 

Σο ίδιο θα ίσχυε αν περιοριζόμασταν στο υποσύνολο ( 2,2) ( 2,0) (0,2)     

ΘΕΜΑ 10 

Τπάρχει το όριο της 
12

1
)(




νx
xf , λ" . 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής 

β) Για παράδειγμα για τη συνάρτηση    
1

f (x) , x ,0 0,
x

     , ( λ 0 ) 

έχουμε 
x 0 x 0

1
lim f (x) lim

x  
   , ενώ 

x 0 x 0

1
lim f (x) lim

x  
   . Άρα δεν υπάρχει 

το 
x 0
limf (x)


 

ΘΕΜΑ 11 (ΕΞΕΣΑ΢ΕΙ΢ 2018 ΕΠΑΝΑΛΗΠΣΙΚΕ΢) 

Αν για δύο συναρτήσεις f,g ισχύει 
x 0
limf (x)


   και 
x 0
limg(x)


  (αντίστοι-

χα), τότε ισχύει πάντα 
x 0
lim(f (x) g(x)) 0


   
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α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής 

β) Αν πάρουμε τις συναρτήσεις 1
1

)(
2


x
xf  και 

2

1
)(

x
xg  , τότε έχουμε: 












1

1
lim)(lim

200 x
xf

xx
,     

 200

1
lim)(lim

x
xg

xx
 

ενώ,  11lim
1

1
1

lim))()((lim
02200











 xxx xx
xgxf  

ΘΕΜΑ 12 

Μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα σημείο 0x  του πεδίου ορισμού της όταν: 

1) Δεν υπάρχει το όριό της στο 0x  ή 

2) Τπάρχει το όριό της στο 0x , αλλά είναι διαφορετικό από την τιμή της, )( 0xf , 

στο σημείο 0x . 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Οι ισχυρισμοί 1) και 2) είναι ψευδείς 

β) Για παράδειγμα: 

1) Η συνάρτηση 









0αλ,2

0αλ,1
)(

2

xx

xx
xf    δεν είναι συνεχής στο 0 , αφού 

1)1(lim)(lim 2

00




xxf
xx

,       ενώ       2)2(lim)(lim
00




xxf
xx

, 

οπότε δεν υπάρχει το όριο της  f  στο 0 . 

2) Η συνάρτηση 

















1αλ,3

1αλ,
1

1

)(

2

x

x
x

x

xf    δεν είναι συνεχής στο 1, αφού 

2)1(lim
1

)1)(1(
lim)(lim

111








x

x

xx
xf

xxx
,   ενώ   3)1( f . 
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ΘΕΜΑ 13 ΚΑΝΟΝΙΚΕ΢ ΕΞΕΣΑ΢ΕΙ΢ 2017 

Κάθε συνεχής συνάρτηση σε ένα σημείο 
0x  είναι και παραγωγίσιμη στο 

0x . 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Έστω η συνάρτηση ||)( xxf  . Η  f  είναι συνεχής στο 

00 x , αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό, αφού 

1lim
0

)0()(
lim

00






 x

x

x

fxf

xx

, ενώ 

1lim
0

)0()(
lim

00









 x

x

x

fxf

xx

                                                                                                                                                                                 

Προαιρετικά το σχήμα 

ΘΕΜΑ 14 

Σο θεώρημα  

 

ισχύει όχι μόνο σε όταν η συνάρτηση f είναι ορισμένη σε διάστημα αλλά και σε ένωση διαστημά-

των. 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Σο παραπάνω θεώρημα (καθώς και το πόρισμά του) ισχύουν σε διάστημα και όχι σε ένωση 

διαστημάτων. Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση 












0,1

0,1
)(

x

x
xf . 
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Παρατηρούμε ότι, αν και 0)(  xf  για κάθε ),0()0,( x , εντούτοις η  f   δεν εί-

ναι σταθερή στο ),0()0,(   

ΘΕΜΑ 15 

Αν η f  είναι γνησίως αύξουσα (αντιστοίχως γνησίως φθίνουσα) στο Δ, η παράγωγός της  

είναι υποχρεωτικά  θετική (αντιστοίχως αρνητική) στο εσωτερικό του Δ. 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Για παράδειγμα, η συνάρτηση 3)( xxf  , αν και είναι 

γνησίως αύξουσα στο ' , εντούτοις έχει παράγωγο 

23)( xxf   η οποία δεν είναι θετική σε όλο το ' , αφού 

0)0( f . Ισχύει όμως 0)(  xf  για κάθε x '  

(Παράδειγμα φθίνουσας η συνάρτηση 3f (x) x  ) 

         

Προαιρετικό το σχήμα 

ΘΕΜΑ 16 

1) Ένα τοπικό ελάχιστο (αντίστοιχα τοπικό μέγιστο) δεν μπορεί να είναι ολικό ελάχιστο (αντί-

στοιχα ολικό μέγιστο) 

2) Κάθε τοπικό μέγιστο (αντίστοιχα τοπικό ελάχιστο) είναι και ολικό μέγιστο (αντίστοιχα ολικό 

ελάχιστο) 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 
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α) Και οι δύο  πρότασεις είναι ψευδής. 

β) Για παράδειγμα, η συνάρτηση 














1αλ,

1

1αλ,

)(

2

x
x

xx

xf  

 παρουσιάζει:  

 

                 Προαιρετικό το σχήμα 

 1) στο 0x  τοπικό ελάχιστο, το 0)0( f , το οποίο είναι και ολικό ελάχιστο και 

2) στο 1x  τοπικό μέγιστο, το 1)1( f . Η συνάρτηση  f  αν και παρουσιάζει τοπικό μέγι-

στο, εντούτοις δεν παρουσιάζει (ολικό) μέγιστο. 

ΘΕΜΑ 17 

Όλα τα κρίσιμα σημεία μιας συνάρτησης αποτελούν θέσεις τοπικών ακροτάτων . 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση 










1,)2(

1,
)(

2

3

xx

xx
xf  

Η  f  είναι συνεχής στο  '  και παραγωγίσιμη στο 

' }1{  με  









1,)2(2

1,3
)(

2

xx

xx
xf  

Οι ρίζες της 0)(  xf  είναι οι 0  και 2. Eπειδή η f   μηδενίζεται στα σημεία 0 και 2, ενώ 

δεν υπάρχει στο 1, τα κρίσιμα σημεία της  f  είναι οι αριθμοί 0 , 1 και 2. Όμως από το σχήμα, 

τα σημεία 1 και 2 είναι θέσεις τοπικών ακροτάτων, ενώ το σημείο 0  δεν είναι θέση τοπικού 

ακροτάτου. Άρα δεν είναι όλα τα κρίσιμα σημεία θέσεις τοπικών ακροτάτων της  f.   

(΢χόλιο: Παραθέτουμε ολόκληρη την επεξήγηση μαζί με το σχήμα αλλά θεωρούμε πως στην 

περίπτωση τέτοιου θέματος θα αρκούσε μόνο ο τύπος της συνάρτησης) 
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ΘΕΜΑ 18 

Αν η f  είναι κυρτή (αντιστοίχως κοίλη),  η δεύτερη παράγωγός της  είναι υποχρεωτικά  θετική 

(αντιστοίχως αρνητική)  

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας 

ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση 4)( xxf   

                                                                                                                 Προαιρετικό το σχήμα 

Επειδή η 34)( xxf   είναι γνησίως αύξουσα στο ' , η 4)( xxf   είναι κυρτή στο ' . 

Εντούτοις, η )(xf   δεν είναι θετική στο ' , αφού 0)0( f . 

(Παράδειγμα κοίλης 4f (x) x  )         

ΘΕΜΑ 19 ΕΠΑΝΑΛΗΠΣΙΚΕ΢ ΕΞΕΣΑ΢ΕΙ΅2017 το i) 

i) όλα τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η f  μηδενίζεται , και 

ii) όλα τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία δεν υπάρχει η  f   

Αποτελούν θέσεις σημείων καμπής. 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση 










1,)2(

1,
)(

4

3

xx

xx
xf         

Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ' }1{  με 



Παλαιοπωλείο Μαθηματικών                                   mathkanavis.blogspot.com 










1,)2(12

1,6
)(

2 xx

xx
xf  

Επειδή η f   μηδενίζεται στα σημεία 0  και 2, ενώ δεν υπάρχει στο 1, οι πιθανές θέσεις των 

σημείων καμπής είναι τα σημεία 0 , 1 και 2. Όμως, όπως φαίνεται στον παραπάνω πίνακα 

και στο σχήμα, τα σημεία 1 και 2 δεν είναι θέσεις σημείων καμπής, αφού σ’ αυτά η  f  δεν 

αλλάζει κυρτότητα, ενώ το σημείο 0  είναι θέση σημείου καμπής, αφού στο ))0(,0( fO  

υπάρχει εφαπτομένη της 
fC  και η  f  στο 0 αλλάζει κυρτότητα. Παρατηρούμε λοιπόν ότι 

από τις πιθανές θέσεις σημείων καμπής, θέση σημείου καμπής είναι μόνο το 0 , εκατέρωθεν 

του οποίου η f   αλλάζει πρόσημο. 

(΢χόλιο:  Παραθέτουμε ολόκληρη την επεξήγηση μαζί με το σχήμα αλλά θεωρούμε πως 

στην περίπτωση τέτοιου θέματος θα αρκούσε μόνο ο τύπος της συνάρτησης) 

Μια ακό-

μα απά-

ντηση είναι η συνάρτηση   4f x x , x '  (βλέπε θέμα 17) όπου, 

ΘΕΜΑ 20    Ερώτηση κατανόησης 3 από τα όρια, σχολικό βιβλίο. 

Αν 1)( xf  για κάθε x'  και υπάρχει το )(lim
0

xf
x

, τότε κατ’ ανάγκη 1)(lim
0




xf
x

 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Παράδειγμα η συνάρτηση 
2x 1, x 0

f (x)
2, x 0

  
  

 
 

ΘΕΜΑ 21    Ερώτηση κατανόησης 9  από τα όρια, σχολικό βιβλίο 

Αν 1|)(|lim
0




xf
xx

, τότε κατ’ ανάγκη θα είναι 1)(lim
0




xf
xx

 ή 1)(lim
0




xf
xx

 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 
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α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Παράδειγμα η συνάρτηση  

 
x 0 x 0 x 0

x x x
f (x) , αθνύ lim f x lim lim 1

x x x  
   ,  

x 0
ελώηνlimf x δελ ππάξρεη


 

ΘΕΜΑ 22    Ερώτηση κατανόησης 7  από τις παραγώγους, σχολικό βιβλίο 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  έχουν στο 0x  σημείο καμπής, τότε και η gfh   έχει στο 0x  

σημείο καμπής. 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Παράδειγμα οι συνάρτησεις  3 5f (x) x , g x x   

 

ΘΕΜΑ 23   Ερώτηση κατανόησης 2 από τα ολοκληρώματα, σχολικό βιβλίο 

Ισχύει πάντα   
β

α

β

α

β

α

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Παράδειγμα οι συναρτήσεις  f (x) 1, g x 1   

Πράγματι,  
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 
β β

α α

f (x) g x dx 1dx β α, αιιά      

   
β β β β

2

α α α α

f (x)dx g x dx 1dx 1dx β α         

ΘΕΜΑ 24    Ερώτηση κατανόησης 4 από τα ολοκληρώματα, σχολικό βιβλίο 

Αν  



0)( dxxf , τότε κατ’ ανάγκη θα είναι 0)( xf  για κάθε ],[ x . 

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Αντιπαράδειγμα: 

 
2π2π

0 0
εκxdx ζπλx ζπλ2π ζπλ0      

Αλλά δεν ισχύει  εκx 0 γηα θάζε x α,β   

ΘΕΜΑ 25    Ερώτηση κατανόησης  6 από τα ολοκληρώματα, σχολικό βιβλίο 

Αν    




0)( dxxf ,   τότε  κατ’ ανάγκη θα είναι      0)( xf  για κάθε ],[ x  

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Αντιπαράδειγμα: 

 

3π
3π 2
2

0 0

3π
εκxdx ζπλx ζπλ ζπλ0 1 0

2
        

Αλλά 
3π

εκx 0 γηα x π,
2

 
  

 
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Προσοχή: Σις επόμενες ερωτήσεις τις αναφέρουμε προαιρετικά. Είναι ερωτήσεις βγαλμέ-

νες μέσα από τις οδηγίες – διαχείριση της ύλης του υπουργείου (βλέπε πηγή στο τέλος των 

ερωτήσεων).   

ΘΕΜΑ 26    Ερώτηση από τις οδηγίες διδασκαλίας του υπουργείου 

Εάν το γινόμενο δύο συναρτήσεων f, g είναι η σταθερή συνάρτηση μηδέν τότε μία από τις 

δύο συναρτήσεις θα είναι αναγκαστικά ίση με τη συνάρτηση μηδέν.  

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Αντιπαράδειγμα: Οι συναρτήσεις f (x) x x   και f (x) x x   

ΘΕΜΑ 27    Ερώτηση από τις οδηγίες διδασκαλίας του υπουργείου (Προαιρετική) 

Μια συνάρτηση δεν έχει όριο μόνο όταν τα πλευρικά όρια δεν είναι ίσα.  

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Τπάρχουν συναρτήσεις  που δεν υπάρχουν τα πλευρικά τους όρια. Για παράδειγμα η συ-

νάρτηση 
1

f (x) εκ
x

  
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ΘΕΜΑ 28    Ερώτηση από τις οδηγίες διδασκαλίας του υπουργείου (Προαιρετική) 

Η γραφική παράσταση κάθε συνεχής συνάρτησης δεν διακόπτεται.  

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Για παράδειγμα οι συναρτήσεις 
1

f (x)
x

  και 2g(x) x 1  , ενώ είναι συνεχείς 

συναρτήσεις στο πεδίο ορισμού τους (που είναι ένωση διαστημάτων) το γράφημα τους δια-

κόπτεται. 

 
 

ΘΕΜΑ 29    Ερώτηση από τις οδηγίες διδασκαλίας του υπουργείου (Προαιρετική) 

Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης οποιασδήποτε συνάρτησης την τέμνει σε ένα και 

μόνο σημείο.  

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Για παράδειγμα η συνάρτηση 
2x , x 0

g(x)
0, x 0

 
  

 
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Σσόλιο: 

 Μπνξεί κηα εκηεπζεία ηεο εθαπηνκέλεο κηαο θακπύιεο λα ζπκπί-

πηεη κε έλα ηκήκα ηεο θακπύιεο. 

 Δπίζεο ε εθαπηνκέλε κηαο επζείαο ζπκπίπηεη κε ηελ επζεία ζε θάζε 

ζεκείν ηεο.  

 

ΘΕΜΑ 29    Ερώτηση από τις οδηγίες διδασκαλίας του υπουργείου (Προαιρετική) 

Δεν υπάρχει  γραφική παράσταση συνάρτησης που να έχει σημεία τομής με την ασύμπτωτη 

της (πλάγια ή οριζόντια).  

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αλη-

θής, ή το γράμμα Χ, αν είναι ψευδής.  

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα. 

α) Η πρόταση είναι ψευδής. 

β) Για παράδειγμα η συνάρτηση 
1

f (x) x εκ
x

 
   

 
 που έχει ασύμπτωτη την y=x 

(αποδεικνύεται πολύ εύκολα από τον ορισμό της πλάγιας ασύμπτωτης ) η οποία 

τέμνει την γραφική παράσταση της f σε άπειρα σημεία.  
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΢ην ζεκείν απηό αλαθέξνπκε αθόκα θάπνηεο βαζηθέο παξαηεξήζεηο κέζα 

από ηηο νδεγίεο πνπ είλαη θπξίσο ζρεηηθέο κε ηε ζρνιηθή ύιε. 

1.  

 
2. 

 
3.  

 

4. 
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5.

 

6. 

 

Πηγή: 
https://www.minedu.gov.gr/aei-9/nomothesia-aei/1404-main-

grid/lykeio/didaktea-yli-lyk/30547-03-09-17-diaxeirisi-didakteas-ylis-

mathimatikon-g-imerisiou-lykeiou-kai-d-esperinoy-lykeiou-2 

 

 

 

 

 

 

https://www.minedu.gov.gr/aei-9/nomothesia-aei/1404-main-grid/lykeio/didaktea-yli-lyk/30547-03-09-17-diaxeirisi-didakteas-ylis-mathimatikon-g-imerisiou-lykeiou-kai-d-esperinoy-lykeiou-2
https://www.minedu.gov.gr/aei-9/nomothesia-aei/1404-main-grid/lykeio/didaktea-yli-lyk/30547-03-09-17-diaxeirisi-didakteas-ylis-mathimatikon-g-imerisiou-lykeiou-kai-d-esperinoy-lykeiou-2
https://www.minedu.gov.gr/aei-9/nomothesia-aei/1404-main-grid/lykeio/didaktea-yli-lyk/30547-03-09-17-diaxeirisi-didakteas-ylis-mathimatikon-g-imerisiou-lykeiou-kai-d-esperinoy-lykeiou-2
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ΘΕΜΑΣΑ ΘΕΩΡΙΑ΢ 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ 

ΚΑΣΕΤΘΤΝ΢Η΢ Γ’ 

 

ΘΕΜΑ Α1 

A) Σι ονομάζεται πραγματική συνάρτηση με πεδίο ορισμού A;  
B) Σι ονομάζεται σύνολο τιμών μιας συνάρτησης f και πως συμβολί-
ζεται; 
Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 

1. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης –f είναι συμμετρική ως προς 
τον άξονα των y. 

2. Σο πεδίο ορισμού της f είναι το σύνολο Α των τεταγμένων των ση-
μείων της γραφικής παράστασης της συνάρτησης.  

3. Κάθε κατακόρυφη ευθεία έχει με τη γραφική παράσταση της συνάρ-
τησης f το πολύ ένα κοινό σημείο. 

4. Tα κοινά σημεία της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f με 

τον άξονα των x, είναι οι λύσεις τις εξίσωσης   0f x  .  

5. Ο κύκλος αποτελεί γράφημα συνάρτησης. 
 

ΘΕΜΑ Α2 

A) Πότε δύο συναρτήσεις f,g λέγονται ίσες; 
B) Ποιο το πεδίο ορισμού της συνάρτησης fog και πότε αυτή ορίζεται; 
Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 

1. Αν f,g δυο συναρτήσεις και ορίζονται οι gof, fog, τότε είναι πάντα  
gof = fog 

2. Αν f,g,h τρεις συναρτήσεις και ορίζονται οι ho(gof),(hof)og τότε               
ισχύει πάντα  ho(gof)=(hof)og. 

3. Έστω μια συνάρτηση f  με πεδίο ορισμού fA  και τα σημεία  

1 2, fx x A  με 
1 2x x  τότε    1 2f x f x  

4. Έστω μια συνάρτηση f  με πεδίο ορισμού fA  και τα σημεία  

1 2, fx x A  με    1 2f x f x  τότε αναγκαστικά 
1 2x x  

5. Έστω μια συνάρτηση f  με πεδίο ορισμού fA  και τα σημεία  

1 2, fx x A  με 
1 2x x  τότε πάντα ια ισχύει και    1 2f x f x  

ΘΕΜΑ Α3 

A) Πότε μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ του 
πεδίου ορισμού της; 
B) Πότε μια συνάρτηση f λέγεται φθίνουσα  σε ένα διάστημα Δ του πεδίου 
ορισμού της; 
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Γ) Πότε μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού A παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 

0x A ; 

Δ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 

1. Έστω συνάρτηση f και με πεδίο ορισμού fA . Αν η εξίσωση 

 f x y  έχει λύση ως προς fx A  τότε το y ανήκει στο σύνολο 

τιμών της f.  

2. Αν    
1

ln ,
x

f x x g x
e

   τότε   *1
,gof x x R

x
   

3. Αν    
1

ln ,
x

f x x g x
e

   τότε   ,fog x x x R    

4. Η συνάρτηση fog ορίζεται όταν  f A B  , όπου Α πεδίο ορι-

σμού της f, f(A) σύνολο τιμών  της f και Β πεδίο ορισμού της g   
5. Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα σε 

ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της λέγεται γνησίως μονότονη.  
 

ΘΕΜΑ Α4 

A) Πότε μια συνάρτηση :f A R  λέγεται 1-1; 

B)  Πότε μια συνάρτηση f αντιστρέφεται; 
Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Κάθε γνησίως μονότονη συνάρτηση είναι 1-1 άρα και αντιστρέψιμη 
2. Κάθε 1-1 συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη 
3. Οι γραφικές παραστάσεις των αντίστροφων συναρτήσεων είναι συμμετρι-
κές ως προς τη διχοτόμο του δεύτερου και τέταρτου τεταρτημορίου. 
4. Αν για κάθε στοιχείο y του συνόλου τιμών μιας συνάρτησης f, η εξίσωση 

 f x y  έχει ακριβώς μια λύση ως προς x τότε η συνάρτηση f είναι 1-1. 

5. Αν κάθε ευθεία παράλληλη στον άξονα των x τέμνει τη γραφική παρά-
σταση μιας συνάρτησης f το πολύ σε ένα σημείο τότε η συνάρτηση είναι 1-1 
και αντίστροφα. 

ΘΕΜΑ Α5 

A) Πότε μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως φθίνουσα  σε ένα διάστημα Δ του 
πεδίου ορισμού της; 
B) Πότε μια συνάρτηση f λέγεται αύξουσα  σε ένα διάστημα Δ του πεδίου 
ορισμού της; 
Γ) Πότε μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού A παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 

0x A ; 

Δ) Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των αντίστροφων συναρτήσεων 
είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία y=x. 
Ε) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 

1. Αν η συνάρτηση :f A R  είναι 1-1 τότε ισχύει   1 ,f f x x   για 

κάθε x A  

2. Αν η συνάρτηση :f A R  είναι 1-1 τότε ισχύει   1 ,f f y y   για 

κάθε y A  
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3.  Η αντίστροφη μιας συνάρτησης γνησίως μονότονης συνάρτησης είναι 
γνησίως μονότονη συνάρτηση με το ίδιο είδος μονοτονίας. 
4.  Τπάρχουν συναρτήσεις όπου η γραφική παράσταση της συνάρτησης f με 
τη γραφική παράσταση της αντίστροφης της έχουν άπειρα κοινά σημεία ε-
κτός της διχοτόμου y=x 
5. Σα κοινά σημεία της γραφικής παράστασης της f με την y=x, είναι ίδια με 

τα κοινά σημεία της 1f   με την y=x. 

 

ΘΕΜΑ Α6 

A) Na διατυπώσετε το κριτήριο παρεμβολής.  

B) Να αποδείξετε ότι    
0

0lim
x x

P x P x


  

Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
 

1. Αν  
0

lim 0
x x

f x


  τότε   0f x   για κάθε 
0x  

2. Αν     
0 0

lim 0 lim
x x x x

f x l f x l
 

     

3. Αν υπάρχει το όριο της f και g στο 
0x  τότε είναι  

        
0 0 0

lim lim lim
x x x x x x

f x g x f x g x
  

    

4. Είναι 
0

lim 0
x

x

x




   

5. Είναι 
0

1
lim 0
x

x

x






  

ΘΕΜΑ Α7 

A) Nα γράψετε όσες ιδιότητες ορίων γνωρίζετε.  
B) Να διατυπώσετε το 1ο θεώρημα της διάταξης. 
Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 

1. Αν  
0

lim 0
x x

f x


  τότε   0f x   κοντά στο 
0x . 

2. Αν υπάρχει το όριο της f στο 
0x  τότε είναι 

   
0 0

*lim lim ,
x x x x

f x f x
  

 
      

3. Αν υπάρχει το όριο της f και g στο 
0x  τότε είναι  

        
0 0 0

lim lim lim
x x x x x x

f x g x f x g x
  

    

4. Είναι 
0

0lim
x x

x x 


   

ΘΕΜΑ Α8 

A) Να αποδείξετε ότι    
0

0lim
x x

P x P x


  

B) Με τι ισούνται τα όρια 
0

lim ,
x

x

x




 και 

0

1
lim
x

x

x






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Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
 

1. Αν  
0

lim 0
x x

f x


  τότε   0f x   κοντά στο 
0x  

2. Αν υπάρχει το όριο της f  στο 
0x  τότε είναι  

   
0 0

*lim lim ,
x x x x

f x f x





 

       
  

3. Αν υπάρχει το όριο της f στο 
0x  τότε είναι     

0 0

lim lim
x x x x

f x c c f x
 

   . 

4. Είναι 
0

0lim
x x

x x 


   

5. Αν    f x g x  κοντά στο 
0x  τότε    

0 0

lim lim
x x x x

f x g x
 

  κοντά στο 

0x  

ΘΕΜΑ Α9 

A) Σι ονομάζεται ακολουθία a ; 

     B) Με τι ισούνται τα όρια 
0

lim ,
x

x

x




 και 

0

1
lim
x

x

x






 

      Γ)  Να χαρακτηρίσετε με ΢ωστό ή Λάθος τα παρακάτω: 

1. Αν    
0

0
0

lim lim
x x h

f x l f x h l
 

    . 

2. Αν    
0

0
1

lim lim
x x h

f x l f x h l
 

     . 

3. Αν υπάρχει το όριο της f στο 
0x  τότε είναι     

0 0

lim lim
x x x x

f x f x
 

  

4. Σα όρια τα μελετάμε μόνο στα σημεία του πεδίου ορισμού μιας συνάρ-
τησης. 

5. Η τιμή της f στο 
0x  όταν υπάρχει ισούται με το όριο της στο 

0x . 

 

ΘΕΜΑ Α10 

A)  Ποιες απροσδιόριστες μορφές γνωρίζετε;  
  B)  Να χαρακτηρίσετε με ΢ωστό ή Λάθος τα παρακάτω: 

1. Αν μια συνάρτηση f είναι ορισμένη σε σύνολο της μορφής 

   0 0, ,a x x   τότε ισχύει η ισοδυναμία 

     
0 0 0

lim lim lim
x x x x x x

f x l f x f x l
   

    . 

2. Αν μια συνάρτηση f είναι ορισμένη σε σύνολο της μορφής 

 0,a x τότε    
0 0

lim lim
x x x x

f x f x
 

  

3. Αν  
0

lim 0
x x

f x


  και   0f x   κοντά στο 
0x  τότε 

 0

1
lim
x x f x

   

4. Είναι *

20

1
lim ,
x x 




    

5. Αν  
0

lim
x x

f x


   τότε   0f x  . 

6. Η μορφή 
0


 δεν είναι απροσδιόριστη μορφή και ισούται με 0. 
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ΘΕΜΑ Α11 

Α) Να εξηγήσετε γιατί το 
2 10

1
lim ,
x x 




  δεν υπάρχει.  

Β) Έστω   1 0.... , 0P x a x a x a a

      . Με τι ισούνται τα όρια 

   lim , lim
x x

P x P x
 

 

Γ)  Να χαρακτηρίσετε με Σωστό ή Λάθος τα παρακάτω: 

1. Για α>1 είναι  lim , lim logx

a
x x

a x
 

     

2. Είναι lim
x

x


   

3. Αν  
0

lim 0
x x

f x


  και   0f x   κοντά στο 
0x  τότε 

 0

1
lim
x x f x

   

4. Είναι 
2 1

0

1
lim ,
x x 


 


    

5. Αν  
0

lim
x x

f x


   τότε   0f x   κοντά στο 
0x . 

ΘΕΜΑ Α12 

A) Na δώσετε τον ορισμό της συνέχειας μιας συνάρτησης f σε ένα 

σημείο 
0x  του πεδίου ορισμού της. 

B) Πότε μια συνάρτηση είναι συνεχής σε ανοιχτό διάστημα (α,β); 
Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις είναι συνεχείς στο R 
2. Εξετάζουμε μια συνάρτηση ως προς τη συνέχεια μόνο στα σημεία όπου 

αυτή ορίζεται. 

3. Μια συνάρτηση δεν είναι συνεχής όταν δεν υπάρχει το όριο της στο 
0x  

4. Ισχύει ότι 
0

0lim
x x

x x 


  για κάθε 
0x R . 

5. Αν οι συναρτήσεις f,g είναι συνεχής στο  
0x  τότε η σύνθεση τους gof 

θα είναι συνεχής στο 
0x . 

 

ΘΕΜΑ Α13 

A) Na δώσετε τον ορισμό της συνέχειας μιας συνάρτησης f σε κλειστό 
διάστημα [a,β]. 
B) Να διατυπωθεί και να δοθεί η γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος Bol-
zano. 
Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 

1. Αν υπάρχει μια τουλάχιστον λύση της εξίσωσης   0f x   στο ανοιχτό 

(α,β),  τότε η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 
0x . 

2. Αν υπάρχει μια τουλάχιστον λύση της εξίσωσης   0f x   στο ανοιχτό 

(α,β),  τότε     0f a f    
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3. Μια συνάρτηση δεν είναι συνεχής όταν υπάρχει το όριο της στο 

0x  αλ-

λά είναι διαφορετικό από τη τιμή της  0f x  στο σημείο 
0x . 

4. Ισχύει ότι 
0

0lim
x x

x x 


  για κάθε 
0x R . 

5. Μια συνάρτηση λέγεται συνεχής σε ένα σημείο 
0x  του πεδίου ορισμού 

της όταν η γραφική παράσταση της δε διακόπτεται στο 
0x . 

6. Μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα (α,β) λέγεται συνεχής σε ένα 

σημείο  0 ,x    όταν η γραφική παράσταση της δε διακόπτεται στο 

0x . 

ΘΕΜΑ Α14 

Α) Να διατυπώσετε το Θεώρημα ενδιαμέσων τιμών.  
Β) Να αποδείξετε το Θεώρημα ενδιαμέσων τιμών . 
Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Η f δεν είναι συνεχής στα σημεία α και β αλλά είναι συνεχής στο [α,β]. 

2. Σο θεώρημα Bolzano εξασφαλίζει ότι η εξίσωση   0f x   έχει ακριβώς 

μια λύση στο (α,β). 
3. Έστω μια συνάρτηση :f A R , για την οποία ισχύει 

   ,f x g x ά x    . Σότε    ,f x g x ά x A     

ή    ,f x g x ά x A     . 

4. Αν μια συνάρτηση παίρνει όλες τις ενδιάμεσες τιμές τότε είναι συνε-
χής. 

5. Αν μια συνάρτηση f ορισμένη σε διάστημα Δ, δεν μηδενίζεται σε αυτό 

τότε θα είναι    0f x   για κάθε  x   ή   0f x    για κάθε x . 

6. Για κάθε 
0x R  ισχύει πάντα    

0
0lim

x x
f x f x


  

ΘΕΜΑ Α15 

Α) Να διατυπώσετε το Θεώρημα μέγιστης και ελάχιστης τιμής.  
B) Να διατυπώσετε και να αποδείξετε το Θεώρημα ενδιαμέσων τιμών. 
Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 

1. Σο θεώρημα Bolzano εξασφαλίζει ότι η εξίσωση   0f x   έχει τουλά-

χιστον μια λύση στο [α,β]. 

2. Αν 
1 2,   διαδοχικές ρίζες μιας  συνεχούς συνάρτησης f με 

1 2  , 

τότε   0f x   στο  1 2,  . 

3. Σο θεώρημα ενδιαμέσων τιμών εξασφαλίζει μια τουλάχιστον  λύση της 

εξίσωσης  f x   στο (α,β).  

4. Σο θεώρημα Ενδιαμέσων τιμών εξασφαλίζει ότι η fC  τέμνει την ευ-

θεία y   σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη  0 ,x a  . 

5. Η εικόνα  f   ενός διαστήματος Δ μέσω μιας συνεχόυς συνάρτησης 

είναι διάστημα. 
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ΘΕΜΑ Α16 

A) Σι γνωρίζετε για το σύνολο τιμών μιας γνησίως μονότονης και 
συνεχούς συνάρτησης; 

B) Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση  : ,f a R   είναι συνεχής και 

1-1 τότε είναι γνησίως μονότονη. 
   Γ)  Να χαρακτηρίσετε με ΢ωστό ή Λάθος τα παρακάτω: 
1. Αν για μια συνάρτηση f ισχύει m f M   τότε είναι m, η ελάχιστη 

τιμή και Μ η μέγιστη τιμή της συνάρτησης f. 
2. Αν μια συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ τότε το σύνολο τι-

μών της είναι μονοσύνολο ή διάστημα. 

3. Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] και     0f a f   , τότε 

η εξίσωση   0f x   έχει μια τουλάχιστον λύση στο  ,a   . 

4. Αν f συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο Α=(α,β) τότε 

      lim , lim
x x

f A f x f x
   

  

5. Αν f συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  ,A a  τότε 

      lim ,
x

f A f x f





  

ΘΕΜΑ Α17 

A) Πότε μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο 
0x  του 

πεδίου ορισμού της. 

B) Σι ονομάζεται παράγωγος της συνάρτησης f στο 
0x ; 

Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 

1. Μια συνεχής συνάρτηση σε ένα σημείο 
0x  είναι και παραγωγίσιμη 

στο σημείο αυτό. 

2. Μια συνάρτηση που δεν είναι συνεχής στο 
0x  δεν είναι και παραγωγί-

σιμη στο σημείο αυτό. 

3. Μια συνάρτηση που δεν είναι παραγωγίσιμη στο 
0x  δεν είναι και συνε-

χής στο σημείο αυτό. 

4. Η στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού τη χρονική στιγμή 
0t , είναι η πα-

ράγωγος της συνάρτησης θέσης  x S t  τη χρονική στιγμή 
0t . 

Δηλαδή    0 0u t S t  

5. Η εξίσωση εφαπτομένης της γραφικής παράστασης μιας παραγωγίσι-

μης συνάρτησης, στο σημείο   0 0,x f x  είναι 

    0 0 0y f x f x x x    όπου  0f x  ο συντελεστής διεύθυνσης 

της εφαπτομένης. 
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ΘΕΜΑ Α18 

A) Πότε μια συνάρτηση f λέγεται παραγωγίσιμη σε κλειστό διάστημα 
[a,β] 

B) Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο 
0x  τότε εί-

ναι και συνεχής στο σημείο αυτό. 
Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 

1. Μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο 
0x  αν υπάρχει το 

όριο 
   

0

0

0

lim
x x

f x f x

x x




 

2. Αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 
0x , ισχύει ότι 

 
   0 0

0
0

lim
h

f x h f x
f x

h

 
   

3. Μια συνάρτηση f λέγεται παραγωγίσιμη σε ένα ανοιχτό διάστημα (α,β) 

όταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο  0 ,x a  . 

4. Είναι   1

2
x

x


  για  0,x  . 

5. Είναι  x x     για x R . 

ΘΕΜΑ Α19 

Α) Να αποδείξετε ότι   1
, 0

2
x x

x


  . 

Β) Να αποδείξετε ότι    1, 0,1 ,x x x R  
   . 

Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 

1. Είναι  x x   ,      x R  

2. Είναι  x x   ,    x R  

3. Είναι       c f x c f x    ,   x R  

4. Είναι    2

1
x

x



  ,   x R  

5. Είναι  x xe e

 ,    x R  

ΘΕΜΑ Α20 

Α) Να αποδείξετε ότι        f g x f x g x     . 

B) Να αποδείξετε ότι    1, , 0,a ax ax a R Z x
     . 

Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 

1. Είναι    ,u ue e u f x

   

2. Είναι 
dy dz dy

dx dx dz
  (κανόνας αλυσίδας) 
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3. Αν μια συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο 
0x  και η f παραγωγίσμη 

στο  0g x  τότε η συνάρτηση fog  είναι παραγωγίσιμη στο 
0x  με   

        f g x f g x g x


  . 

4. Είναι    
1

ln ,
ln

u u u f x
u

     

5.  Όταν ένα κινητό κινείται προς τα δεξιά τότε κοντά στο 
0t  είναι 

 0 0u t  . 

ΘΕΜΑ Α21 

A) Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση f είναι άρτια και παραγωγί-
σιμη στο R τότε η f   είναι περιττή. 

B) Να αποδείξετε ότι   2

1
x

x



   , για κάθε  / 0x R x x    

   Γ)  Να χαρακτηρίσετε με ΢ωστό ή Λάθος τα παρακάτω: 

1. Είναι   2

1
x

x



  , για κάθε / ,

2
x R x x Z


 

 
     

 
. 

2. Αν μια συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ τότε το σύνολο τι-
μών της είναι μονοσύνολο ή διάστημα. 

3. Η εφαπτομένη της fC  στο σημείο   0 0,x f x  έχει συντελεστή διεύ-

θυνσης τον αριθμό  0f x   . 

4. Αν οι  συναρτήσεις 
1 2, ,...., kf f f  είναι παραγωγίσιμες στο Δ, τότε για 

κάθε x  ισχύει 

         1 2 1 1..... .....k kf f f x f x f x f x          . 

5. Ισχύει ότι     1
, 3f f

 


 
   

ΘΕΜΑ Α22 

A) Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση f είναι περιττή και παραγω-
γίσιμη στο R τότε η f   είναι άρτια. 

B) Να αποδείξετε ότι   2

1
x

x



  , για κάθε  / 0x R x x    

   Γ)  Να χαρακτηρίσετε με ΢ωστό ή Λάθος τα παρακάτω: 

1. Είναι   2

1
x

x



   , για κάθε  / ,x R x x Z     . 

2. Η στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού τη χρονική στιγμή 
0t  είναι η πα-

ράγωγος της θέσης  x S t , τη χρονική στιγμή 
0t . Δηλαδή 

   0ou t S t . 
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3. Η επιτάχυνση ενός κινητού τη χρονική στιγμή 

0t  ισούται με 

     0 0 0a t u t S t   , όπου  0u t  η ταχύτητα και  0S t  η θέση του 

κινητού τη χρονική στιγμή 
0t .  

4. Αν οι  συναρτήσεις 
1 2, ,...., kf f f  είναι παραγωγίσιμες στο Δ, τότε για 

κάθε x  ισχύει          1 2 1 1..... .....k kf f f x f x f x f x          . 

5. Σο κέρδος ισούται με τα Έσοδα μείον τα Έξοδα. 

ΘΕΜΑ Α23 

Α) Να διατυπώσετε το θεώρημα Rolle. 
B) Να δώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος Rolle. 
Γ) Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα  , εί-

ναι  συνεχής στο διάστημα   και   0f x   για κάθε εσωτερικό σημείο του 

  τότε η συνάρτηση θα είναι σταθερή σε όλο το διάστημα  . 
Δ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Σο παραπάνω θεώρημα ισχύει και σε ένωση διαστημάτων. 

2. Αν για μια συνάρτηση f  υπάρχει  ,    ώστε   0f     τότε 

αναγκαστικά θα είναι    f f  . 

3. Αν το πεδίο ορισμού μιας συνάρτησης είναι το 
1 2     όπου 

1 2,   διαστήματα και ισχύει    f x g x   για κάθε x , τότε είναι 

 
 

 

1 1

2 2

,

,

g x c x
f x

g x c x

   
  

   

.. 

4. Είναι       f x f x
e f x e


   

5. Είναι       2f x f x f x
  . 

ΘΕΜΑ Α24 

Α) Να διατυπώσετε το θεώρημα Μέσης Σιμής.  
B) Να δώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος Μέσης Σιμής . 
Γ) Έστω ,f g  ορισμένες σε ένα διάστημα  . Να αποδείξετε ότι αν οι ,f g  

είναι  συνεχείς στο διάστημα   και    f x g x c    για κάθε εσωτερικό 

σημείο του   τότε υπάρχει σταθερά c  τέτοια ώστε για κάθε x  να ισχύει 

   f x g x c   

Δ) Να αποδείξετε ότι    0 1c x    

Ε) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Σο παραπάνω πόρισμα ισχύει και σε ένωση διαστημάτων. 

2. Αν για μια συνάρτηση f  υπάρχει  ,    ώστε   0f     τότε 

αναγκαστικά θα είναι    f f  . 

3. Αν στο θεώρημα Μέσης τιμής είναι επιπλέον    f a f   τότε προ-

κύπτει το θεώρημα Rolle. 



Παλαιοπωλείο Μαθηματικών                                   mathkanavis.blogspot.com 

 

61 

4. Αν το πεδίο ορισμού μιας συνάρτησης είναι το 
1 2     όπου 

1 2,   διαστήματα και ισχύει   0f x   για κάθε x  εκτός ίσως από 

τα άκρα των 
1 2,  , τότε είναι   1 1

2 2

,

,

c x
f x

c x

 
  

 
. 

5.  Είναι       xf x f x xf x     

ΘΕΜΑ Α25 

Α) Να δώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος Rolle. 
B) Να δώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος Μέσης Σιμής . 

Γ) Να αποδείξετε ότι αν    f x f x   για κάθε x R  τότε είναι 

  xf x c e  . 

Δ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Σο παραπάνω πόρισμα ισχύει και σε ένωση διαστημάτων. 

2. Είναι    
 f x

xf x f x
x

 
    

 
 

3. Είναι 
 

 
 ln

f x
f x

f x


  

4. Είναι       f x xf x xf x      

5. Είναι        
 

 

f x
f x g x f x g x

g x

 
     

 
 

ΘΕΜΑ Α26 

Α) Έστω μια συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστημα Δ. Να αποδείξετε 

ότι αν   0f x   για κάθε εσωτερικό σημείο x  του Δ, τότε η συνάρτη-

ση f  είναι γνησίως αύξουσα στο Δ. 

B) Έστω μια συνάρτηση f  με πεδίο ορισμού Α. Πότε λέμε ότι η συ-

νάρτηση παρουσιάζει στο 
0x A  τοπικό ελάχιστο; Πότε έχουμε ολικό 

ελάχιστο;. 
Γ) Σι ονομάζουμε τοπικά και τι ολικά ακρότατα μια συνάρτησης; 
Δ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Ισχύει και το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήματος. 
2. Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα και παραγωγίσιμη στο Δ 

τότε   0f x   στο εσωτερικό του Δ. 

3. Αν μια συνάρτηση f  είναι γνησίως μονότονη τότε η εξίσωση 

  0f x   έχει μοναδική λύση 

4. Μια συνάρτηση μπορεί να παρουσιάζει τοπικό μέγιστο αλλά όχι ολικό 
μέγιστο 
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5. Σο μεγαλύτερο από τα τοπικά μέγιστα είναι ολικό μέγιστο της συνάρ-

τησης. 

 ΘΕΜΑ Α27 

Α) Έστω μια συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστημα Δ. Να αποδείξετε 

ότι αν   0f x   για κάθε εσωτερικό σημείο x  του Δ, τότε η συνάρτη-

ση f  είναι γνησίως φθίνουσα στο Δ. 

B) Έστω μια συνάρτηση f  με πεδίο ορισμού Α. Πότε λέμε ότι η συ-

νάρτηση παρουσιάζει στο 
0x A  τοπικό μέγιστο; Πότε έχουμε ολικό 

μέγιστο; 

Γ) Να αποδείξετε ότι   1 * *, ,x x x R   
      

Δ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Σο αντίστροφο του παραπάνω θεωρήματος δεν ισχύει. 
2. Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα και παραγωγίσιμη στο Δ τό-

τε   0f x   στο εσωτερικό του Δ. 

3. Μια συνάρτηση μπορεί να παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο αλλά όχι ολικό 
ελάχιστο. 

4. Ένα τοπικό μέγιστο είναι πάντα μεγαλύτερο από ένα τοπικό ελάχιστο. 
5. Σο ελάχιστο είναι πάντα μεγαλύτερο από τα τοπικά μέγιστα. 

ΘΕΜΑ Α28 

Α) Να διατυπώσετε και να αποδείξετε το θεώρημα του FERMAT. 
B) Ποια ονομάζουμε κρίσιμα σημεία μιας συνάρτησης f ; 

Γ) Να αποδείξετε ότι   ln , 0,x xa a a a x R

    . 

Δ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Ισχύει και το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήματος . 

2. Οι λύσεις της εξίσωσης   0f x   αποτελούν πιθανές θέσεις τοπικών 

ακροτάτων. 
3. Σο θεώρημα του FERMAT μιας συνάρτησης ορισμένης σε κλειστό 

διάστημα Δ ισχύει μόνο στα εσωτερικά σημεία 
ox του Δ και όχι στα ά-

κρα του διαστήματος Δ. 
4. Κάθε ολικό ακρότατο της f  είναι και τοπικό. Σο αντίστροφο δεν ισχύει. 

5. Αν μια συνάρτηση παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στη θέση 
0 3x  , ίσο με 

5 , τότε ισχύει  3 5f   και  3 0f   . 

ΘΕΜΑ Α29 

Α) Έστω μια συνάρτηση f  παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα  ,a  , με 

εξαίρεση ένα σημείο 
0x , στο οποίο όμως η συνάρτηση είναι συνεχής. Να 

αποδείξετε Α) Αν   0f x   στο  0,a x  και   0f x   στο  0 ,x   τότε 

το  0f x  είναι τοπικό μέγιστο της f . Β) Αν   0f x   στο  0,a x  και 

  0f x   στο  0 ,x   τότε το  0f x  είναι τοπικό ελάχιστο της f . Γ) 

Αν η  f x  διατηρεί πρόσημο στο    0 0, ,a x x  , τότε το  0f x  δεν 
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είναι τοπικό ακρότατο και η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο 

 ,a   

B) Να περιγράψετε πως βρίσκουμε τα ακρότατα μιας συνεχής συνάρ-

τησης σε κλειστό διάστημα  ,  ; 

Γ) Να αποδείξετε ότι   *1
ln ,x x R

x

   . 

Δ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Σα κρίσιμα σημεία είναι πάντα θέσεις τοπικών ακροτάτων. 
2. Σα άκρα κλειστού διαστήματος είναι πάντα θέσεις τοπικών ακροτάτων. 
3. Κάθε τοπικό ακρότατο είναι και ολικό. 

4. Αν μια συνάρτηση f  είναι ορισμένη και συνεχής στο  ,a  , τότε τα 

,   είναι θέσεις τοπικών ακρότατων. 

5. Έστω η συνάρτηση   ,f x c x R  . Σότε η συνάρτηση έχει ολικό 

ελάχιστο και ολικό μέγιστο σε κάθε σημείο του πεδίο ορισμού της ίσο με 
c  

ΘΕΜΑ Α30 

Α) Έστω μια συνάρτηση f  συνεχής σε ένα διάστημα Δ και παραγωγίσιμη 

στο εσωτερικό του Δ. Πότε λέμε ότι η συνάρτηση στρέφει τα κοίλα άνω ή 
είναι κυρτή στο Δ; 
Β) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Μια συνάρτηση f είναι κυρτή σε ένα διάστημα Δ όταν ένα κινητό που 

κινείται πάνω στη fC  για να διαγράψει το τόξο που αντιστοιχεί στο 

διάστημα Δ πρέπει να στραφεί κατά τη θετική φορά. 
2. Έστω f συνεχής σε ένα διάστημα Δ και δύο φορές παραγωγίσιμη στο 

εσωτερικό του Δ. Αν    0f x  για κάθε εσωτερικό σημείο x  του Δ 

τότε  η f κυρτή στο Δ. 
3. Έστω f συνεχής σε ένα διάστημα Δ και δύο φορές παραγωγίσιμη στο 

εσωτερικό του Δ. Αν  η f κοίλη στο Δ τότε   0f x  για κάθε εσωτερι-

κό σημείο x  του Δ. 
4. Αν μια συνάρτηση είναι κυρτή σε ένα διάστημα Δ τότε η εφαπτομένη 

της γραφικής παράστασης της f  σε κάθε σημείο βρίσκεται πάνω από 

τη γραφική παράσταση της με εξαίρεση το σημείο επαφής τους. 
5. Έστω η συνάρτηση f ορισμένη σε διάστημα Δ. Σότε αν η f  είναι γνη-

σίως φθίνουσα στο εσωτερικό του Δ η f είναι κοίλη. 

ΘΕΜΑ Α31 

Α) Έστω μια συνάρτηση f  συνεχής σε ένα διάστημα Δ και παραγωγίσιμη 

στο εσωτερικό του Δ. Πότε λέμε ότι η συνάρτηση στρέφει τα κοίλα κάτω ή 
είναι κοίλη στο Δ; 
Β) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
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1. Έστω f συνεχής σε ένα διάστημα Δ και δύο φορές παραγωγίσιμη στο 

εσωτερικό του Δ. Αν    0f x  για κάθε εσωτερικό σημείο x  του Δ 

τότε  η f κυρτή στο Δ. 
2. Αν μια συνάρτηση είναι κοίλη σε ένα διάστημα Δ τότε η εφαπτομένη 

της γραφικής παράστασης της f  σε κάθε σημείο βρίσκεται κάτω από 

τη γραφική παράσταση της με εξαίρεση το σημείο επαφής τους. 
3. Έστω f συνεχής σε ένα διάστημα Δ και δύο φορές παραγωγίσιμη στο 

εσωτερικό του Δ. Αν  η f κυρτή στο Δ τότε   0f x  για κάθε εσωτε-

ρικό σημείο x  του Δ. 
4. Όταν η f είναι κυρτή τότε καθώς το x αυξάνεται η εφαπτομένη της 

γραφικής παράστασης της f στρέφεται κατά τη θετική φορά. 
5. Αν η συνάρτηση f ορισμένη σε διάστημα Δ είναι κυρτή τότε η f  είναι 

γνησίως φθίνουσα στο εσωτερικό του Δ. 

ΘΕΜΑ Α32 

Α) Έστω μια συνάρτηση f  παραγωγίσιμη  σε ένα διάστημα  ,a  με ε-

ξαίρεση ίσως ένα σημείο του 
0x . Πότε λέμε ότι η συνάρτηση παρουσιάζει 

σημείο καμπής; 
Β) Ποιες είναι οι πιθανές θέσεις σημείων καμπής μιας συνάρτησης f σε ένα 
διάστημα Δ; 
Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 

1. ΢τα σημεία καμπής η εφαπτομένη της fC διαπερνά την καμπύλη. 

2. Οι λύσεις της εξίσωσης   0f x   είναι πάντα  σημεία καμπής. 

3. Αν το   0 0,x f x  είναι σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της 

f τότε   0f x  . 

4. Αν το   0 0,x f x  είναι σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της 

f και η f δυο φορές παραγωγίσιμη τότε   0f x  . 

5. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα  ,a   και 

 0 ,x a  . Αν η f   αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του 
0x , τότε το 

  0 0,A x f x , είναι σημείο καμπής. 

ΘΕΜΑ Α33 

Α) Να δώσετε τον ορισμό της κατακόρυφης ασύμπτωτης 
0x x της 

γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f με πεδίο ορισμού 

το  0R x . 

Β) Να δώσετε τον ορισμό της οριζόντιας ασύμπτωτης y l  στο   

και  στο   της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f με πεδίο 
ορισμού το R. 
Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Η ασύμπτωτη y x    είναι οριζόντια αν 0  . 

2. Η ασύμπτωτη y x    είναι πλάγια αν 0  . 

3. Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου  του 2 δεν 
έχουν ασύμπτωτες. 
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4. Οι δευτέρου βαθμού πολυωνυμικές συναρτήσεις δεν έχουν ασύμπτω-
τες. 

5. Η σταθερή συνάρτηση έχει ασύμπτωτες. 

ΘΕΜΑ Α34 

Α) Έστω η συνάρτηση f ορισμένη στο R . Πότε η ευθεία 
y x   λέγεται ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρ-

τησης f στο  ; 
Β) Που αναζητούμε ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης μιας συ-
νάρτησης f; 
 
Γ) Έστω μια συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστημα Δ. Να αποδείξετε 

ότι αν   0f x   για κάθε εσωτερικό σημείο x  του Δ, τότε η συνάρτη-

ση f  είναι γνησίως φθίνουσα στο Δ. 

Δ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 

1. Οι ρητές συναρτήσεις 
 

 

P x

Q x
, με βαθμό  P x  μικρότερο τουλάχιστον 

κατά δύο του βαθμού του παρανομαστή δεν έχουν πλάγιες ασύμπτωτες . 
2. Η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f μπορεί να έχει διαφορετική 

οριζόντια ασύμπτωτη στο   από ότι στο  . 
3. Η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f μπορεί να έχει το πολύ δύο 

οριζόντιες ασύμπτωτες, μία στο   και μία στο  . 
4. Αν η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f έχει οριζόντια ασύμπτωτη 

στο   τότε μπορεί να έχει και πλάγια στο  . 

5. Ισχύει πάντα 
 

 

 

 0 0

lim lim
x x x x

f x f x

g x g x 





. 

ΘΕΜΑ Α35 

Α) Ποιος είναι ο άξονας συμμετρίας μιας άρτιας συνάρτησης και ποιο 
το κέντρο συμμετρίας μια περιττής συνάρτησης; Ποιο είναι το όφελος 
για τη χάραξη της γραφικής τους παράστασης;  

Β) Να αποδείξετε  τις ανισότητες  ln 1, 0,x x x     και 

1,xe x x R   . Πότε ισχύουν οι ισότητες; 

Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f μπορεί να έχει στο   ορι-

ζόντια και στο    πλάγια ασύμπτωτη. 
2. Τπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις που τέμνουν την πλάγια ή την οριζό-

ντια ασυμπτωτή τους σε ένα ή περισσότερα σημεία. 
3. Ο κανόνας de l’ hospital ισχύει και για πλευρικά όρια αρκεί να πληρού-

νται οι προϋποθέσεις του. 

4. Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο 
0x . Σότε μπορούμε να 

εφαρμόσουμε τον κανόνα de l’ hospital. 
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5. ΢ύμφωνα με τον κανόνα de l’ hospital αν δεν υπάρχει το 
 

 0

lim
x x

f x

g x




, 

τότε δεν υπάρχει και το 
 

 0

lim
x x

f x

g x
. 

ΘΕΜΑ Α36 

Α) Να δώσετε τον ορισμό της αρχικής ή παράγουσας μια συνάρτησης 
f ορισμένης σε ένα διάστημα Δ. 
Β) Έστω f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν F είναι μια πα-
ράγουσα της f στο Δ τότε να αποδείξετε ότι α) όλες οι συναρτήσεις της μορ-

φής     ,G x F x c c R   είναι παράγουσες της F στο Δ και β) κάθε άλ-

λη παράγουσα G της f στο Δ παίρνει τη μορφή     ,G x F x c c R   . 

 
Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Σο παραπάνω θεώρημα ισχύει και όταν  το Δ είναι ένωση διαστημάτων. 

2. Μια αρχική συνάρτηση της    f x
e f x  είναι η  f x

e . 

3. Μια αρχική συνάρτηση της 
2

a

x
 είναι η 

a

x
. 

4. Μια αρχική συνάρτηση της xa  είναι η 
ln

xa

x
. 

5. Μια αρχική συνάρτηση της ax  είναι η 
1

, 1
1

ax
a

a



 


. 

ΘΕΜΑ Α37 

Α) Να δώσετε τον ορισμό της αρχικής ή παράγουσας  μια συνάρτησης 
f ορισμένης σε ένα διάστημα Δ. 
Β) Έστω f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν F είναι μια πα-
ράγουσα της f στο Δ τότε να αποδείξετε ότι α) της οι συναρτήσεις της μορ-

φής     ,G x F x c c R   είναι παράγουσες της F στο Δ και β) κάθε άλ-

λη παράγουσα G της f στο Δ παίρνει τη μορφή     ,G x F x c c R   . 

Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Σο ορισμένο ολοκλήρωμα είναι ένας πραγματικός αριθμός . 

2. Αν a   τότε    f x dx f x dx



 

    

3. Αν a   τότε   0f x dx





 . 

4. Αν a   τότε     0f x dx f x dx

 

 

   . 

5. Σο ολοκλήρωμα  f x dx





 δίνει το εμβαδόν του χωρίου που περικλείε-

ται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f τον άξονα x x  και τις 
ευθείες ,x a x   . 
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ΘΕΜΑ Α38 

Α) Σι εκφράζει γεωμετρικά το  f x dx





 , όταν   0f x   για κάθε 

 ,x a  ; 

Β) Να διατυπώσετε και να αποδείξετε το θεμελιώδης θεώρημα του ολοκλη-
ρωτικού λογισμού. 
Γ) Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα  , εί-

ναι  συνεχής στο διάστημα   και   0f x   για κάθε εσωτερικό σημείο του 

  τότε η συνάρτηση θα είναι σταθερή σε όλο το διάστημα  . 
Δ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
 

1. Έστω f συνεχής συνάρτηση στο  ,a  . Αν   0f x   για κάθε 

 ,x a   τότε   0f x dx





 . 

2. Αν f,g συνεχείς συναρτήσεις στο  ,a   τότε 

       f x dx g x dx f x g x dx

  

  

        . 

3. Αν f,g συνεχείς συναρτήσεις στο  ,a   και R  τότε 

   f x dx f x dx

 

 

     . 

4. Αν f,g συνεχείς συναρτήσεις στο  ,a   και , R   τότε 

       f x dx g x dx f x g x dx

  

  

          . 

5. Έστω f συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα   και , ,    , τότε 

ισχύει      f x dx f x dx f x dx

  

  

    . 

ΘΕΜΑ Α39 

Α) Να γράψετε τον τύπο της ολοκλήρωση κατά παράγοντες για το ο-
ρισμένο ολοκλήρωμα. 

Β) Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο 
0x  τότε εί-

ναι και συνεχής στο σημείο αυτό. 
Γ) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 

1. Έστω f συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα  ,a  . Αν   0f x   για 

κάθε  ,x a   τότε   0f x dx





 . 
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2. Έστω f συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα  και , ,    , τότε 

ισχύει      f x dx f x dx f x dx

  

  

     

3. Έστω f,g συνεχείς συναρτήσεις στο  ,a  . Αν     0f x g x   για 

κάθε  ,x a   τότε    f x dx g x dx

 

 

  . 

4. Έστω f  συνεχής συνάρτηση στο  ,a  και δεν αλλάζει πρόσημο στο 

 ,a  . Σότε    0 0f x dx f x





   . 

5. Έστω f  συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα Δ και α είναι ένα σημείο 

του Δ, τότε η συνάρτηση    
x

a

f x f t dt

 
  
 
  για κάθε xΔ 

ΘΕΜΑ Α40 

Α) Να γράψετε τον τύπο της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες για το 
ορισμένο ολοκλήρωμα. 
Β) Να χαρακτηρίσετε ως Σωστά ή Λάθος τα ακόλουθα: 
1. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα Δ, η g παραγωγίσιμη 

και ορίζεται η fog  τότε ισχύει ότι  
 

     ,
g x

a

f t dt f g x g x a  Δ. 

2. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο  ,  και F μια παράγουσα της, 

τότε      
a

f x dx F F a



   

3. Ισχύει ότι            
a

f x g x dx f x g x f x g x dx

 


 

          

4. Ισχύει ότι            
a

f x x f x x f x f f a

 


 

         

5. Σο  f x dx





  είναι ίσο με άθροισμα των εμβαδών των χωρίων που βρί-

σκονται πάνω από τον άξονα x x , συν το άθροισμα των εμβαδών των 
χωρίων που βρίσκονται κάτω από τον άξονα x x . 
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