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Περίληψη

Αν υπήρχε η διαίρεση διανυσμάτων, η πίεση ορισμένη ως 𝑝 = ⃗𝐹/ ⃗𝐴 θα ήταν μία

”εύκολη” έννοια. Εκεί ακριβώς μπλέκονται τα πράγματα ως προς την φύση της

πίεσης ώντας διανυσματικό ή μη μέγεθος και κυρίως πώς μπορεί να μελετηθεί και

να ερμηνευτεί από την μαθηματική της σκοπιά με σκοπό να γίνει πλήρως

κατανοητή από μαθητές και όχι μόνο.



1 Η πίεση στη Φυσική

Στο σχολικό βιβλίοΦυσικής της Β Γυμνασίου[1], η πίεση ορίζεται ως ”το πηλίκο

της δύναμης που ασκείται κάθετα σε μια επιφάνεια προς το εμβαδόν της επιφάνειας

αυτής.”, δηλαδή

𝑝 =
⃗𝐹

𝐴 (1)

Στην επόμενη παράγραφο ξεκαθαρίζει λέγοντας ότι η πίεση ”δεν είναι διανυσμα-

τικό μέγεθος”, αλλά αμέσως μετά στην επόμενη πρόταση, αναφέρει ότι ”εκφράζει

την δύναμη που ασκείται κάθετα στη μονάδα επιφάνειας”. Έχουμε λοιπόν από την

μία την δύναμη, η οποία είναι διάνυσμα και από την άλλη την επιφάνεια. Αυτό

προκαλεί μία σύγχηση ως προς τη φύση της πίεσης ως μέγεθος διανυσματικό ή

μονόμετρο. Εκεί βέβαια σταματάει και η συζήτηση στην τάξη αφού οι μαθητές δεν

φαίνεται να αναρωτιούνται τι ακριβώς συμβαίνει.

Βέβαια σε έναν μαθητή της Β Γυμνασίου δεν μπορούμε να εξηγήσουμε όλες

τις πράξεις των διανυσμάτων, γι’ αυτό και το παρόν άρθρο αναφέρεται σε μαθητές

τουλάχιστον Β Λυκείου. Στην Β Λυκείου, οι εν λόγω μαθητές στα Μαθηματικά

προσανατολισμού διδάσκονται πράξεις μεταξύ διανυσμάτων και πιο συγκεκριμένα

την πρόσθεση, την αφαίρεση, το βαθμωτό γινόμενο με πραγματικό αριθμό και το

εσωτερικό γινόμενο.

Έτσι λοιπόν στηνΦυσική ΓΛυκείου[2] με την νέα ύλη στην οποία προστέθηκαν

και τα ρευστά λογικά θα πρέπει να έχει ξεκαθαριστεί πλήρως η έννοια της πίεσης.

2 Διαισθητική Προσέγγιση

Αν βυθίσουμε ένα μανόμετρο σε υγρό σε συγκεκριμένο βάθος, θα διαπιστώ-

σουμε ότι περιστρέφοντας το, η πίεση δεν μεταβάλεται. Έτσι η λογική επιβάλει το

συμπέρασμα ότι η πίεση δεν έχει κατεύθυνση, συνεπώς είναι μονόμετρο μέγεθος[3].



3 Μαθηματική Προσέγγιση

Αν θεωρήσουμε μόνο την εξίσωση (1), η πίεση θα έπρεπε να είναι διανυσματικό

μέγεθος, αφού

𝑝 = ⃗𝐹 ⋅ 1
𝐴 (2)

και ο βαθμωτός πολλαπλασιασμός ως γνωστόν ορίζεται ως ℝ × 𝑉 → 𝑉 . Το λάθος

στον τύπο (1) είναι ότι η επιφάνεια δεν είναι μονόμετρο μέγεθος, αλλά διανυσμα-

τικό. Ο λόγος είναι ότι θέλουμε τη δύναμη που ασκείται κάθετα στην επιφάνεια,

άρα δανειζόμαστε το κάθετο διάνυσμα 𝑛⃗ σε αυτή. Με άλλα λόγια Α⃗ = 𝑛⃗Α και ο

τύπος στην πραγματικότητα είναι ο:

𝑝 =
⃗𝐹
⃗𝐴

(3)

Πλέον είναι φανερό το πρόβλημα. Ίσως είναι το πρώτο μέγεθος το οποίο ορί-

ζεται με φυσικό τρόπο ως πηλίκο δύο διανυσμάτων. Το εύκολο θα ήταν αν το πα-

ράγωγο μέγεθος ήταν η δύναμη ⃗𝐹 , όπου τότε:

⃗𝐹 = 𝑝 ⋅ ⃗𝐴 (4)

Η πίεση έτσι δεν μπορεί να είναι τίποτα διαφορετικό από έναν πραγματικό

αριθμό και η εξίσωση (4) είναι απλός βαθμωτός πολλαπλασιασμός. Η προηγού-

μενη εξίσωση εξηγεί πλήρως το μέτρο και την κατεύθυνση της δύναμης ⃗𝐹 που

ασκείται σε τοίχωμα αν από την μεριά του υλικού η πίεση είναι 𝑝.
Η προηγούμενη παρατήρηση βασικά δικαιολογεί μάλλον και το γεγονός ότι η

πίεση δεν ορίστηκε απλά ως ”το πηλίκο του μέτρου μίας κάθετης δύναμης σε μία

επιφάνεια ως προς το εμβαδό της επιφάνειας αυτής”. Αυτός ο ορισμός ενώ δικαιο-

λογεί πλήρως την φύση της πίεσης ως μονόμετρο μέγεθος, του λείπει το φυσικό

αποτέλεσμα όπως αυτό εκφράζεται από την εξίσωση (4).



4 Μια πιο Μαθηματική Προσέγγιση

Ενώ φαίνεται να έχει εγκαταληφθεί η προσέγγιση της πίεσης ως πηλίκο διανυ-

σμάτων από εκπαιδευτικούς, ίσως θα ήταν καλό να οριστεί κάτι που τουλάχιστον

θα εκφράζει αυτό το πηλίκο και παράλληλα θα είναι και κατανοητό από μαθητές

χωρίς περαιτέρω γνώσεις. Έχουμε λοιπόν διαδοχικά:

𝑝 =
⃗𝐹
⃗𝐴
⇒ ⃗𝐹 = 𝑝 ⋅ ⃗𝐴 ⇒ ⃗𝐹 ⋅ ⃗𝐴 = 𝑝 ⋅ ( ⃗𝐴 ⋅ ⃗𝐴) ⇒ ⃗𝐹 ⋅ ⃗𝐴 = 𝑝 ⋅ ∣ ⃗𝐴∣2 (5)

και έτσι θα ισχύει

𝑝 =
⃗𝐹
⃗𝐴
=

⃗𝐹 ⋅ ⃗𝐴
∣ ⃗𝐴∣2

(6)

Η εξίσωση (6) ορίζει την διαίρεση δύο διανυσμάτων ως

𝑉 × 𝑉 ∗ → 𝑅,
𝑢⃗

⃗𝑣 = 𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣
| ⃗𝑣|2 (7)

Έτσι, και διατηρείται η έννοια της δύναμης ως διάνυσμα αλλά και μπορούμε

να ορίσουμε με μαθηματικό τρόπο, εντός διδακτέας ύλης, την πίεση ως βαθμωτό

πλέον μέγεθος.

5 Ιδιότητες

Εδώ θα πρέπει να ξεκαθαριστεί ότι η διαίρεση όπως ορίστηκε δεν έχει να κά-

νει σε τίποτα με την κοινή διαίρεση. Δεν μπορεί να οριστεί ουδέτερο διάνυσμα

στον εσωτερικό πολλαπλασιασμό, συνεπώς δεν έχει νόημα να μιλήσουμε για αντί-

στροφο διάνυσμα. Από την άλλη

Πρόταση 1. Η διαίρεση διανυσμάτων επιμερίζεται από τα αριστερά ως προς την

πρόσθεση διανυσμάτων
𝑢⃗ + ⃗𝑣

𝑤⃗ = 𝑢⃗
𝑤⃗ + ⃗𝑣

𝑤⃗ (8)



Απόδειξη. Για κάθε (𝑢⃗, ⃗𝑣, 𝑤⃗) ∈ (𝑉 , 𝑉 , 𝑉 ∗) έχουμε

𝑢⃗ + ⃗𝑣
𝑤⃗ = (𝑢⃗ + ⃗𝑣)𝑤⃗

|𝑤⃗|2 = 𝑢⃗ ⋅ 𝑤⃗
|𝑤⃗|2 + ⃗𝑣 ⋅ 𝑤⃗

|𝑤⃗|2
= 𝑢⃗

𝑤⃗ + ⃗𝑣
𝑤⃗

Με την ίδια ευκολία αποδεικνύεται και ότι:

Πρόταση 2. Για την διαίρεση διανυσμάτων ισχύει:

1.
𝑎𝑢⃗

⃗𝑣 = 𝑎𝑢⃗
⃗𝑣 , 𝑎 ∈ ℝ,(𝑢⃗, ⃗𝑣) ∈ 𝑉 × 𝑉 ∗, (9)

2.
𝑢⃗
𝑢⃗ = 1, 𝑢⃗ ∈ 𝑉 ∗ (10)

Απόδειξη. Έχουμε:

1.
𝑎𝑢⃗

⃗𝑣 = (𝑎𝑢⃗) ⋅ ⃗𝑣
| ⃗𝑣|2 = 𝑎(𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣)

| ⃗𝑣|2 = 𝑎𝑢⃗
⃗𝑣 ,

2.
𝑢⃗
𝑢⃗ = 𝑢⃗ ⋅ 𝑢⃗

|𝑢⃗|2 = 1

Η προσεταιριστική και η αντιμεταθετική ιδιότητα προφανώς και δεν ισχύουν

αλλά δεν έχουν ούτε και φυσική σημασία ώστε να αξίζει να μελετηθούν. Η φυσική

σημασία της εξίσωσης (9) είναι ότι οι δυνάμεις που δρουν σε μία επιφάνεια παρά-

γουν πίεση όσο και οι επιμέρους πιέσεις της κάθε μίας δύναμης. Από την άλλη η

φυσική σημασία της (10) είναι ότι η πίεση είναι ίση με 1 μονάδα, όταν το μέτρο

της δύναμης είναι ίσο με το εμβαδό της επιφάνειας.

6 Γενίκευση Πίεσης

Μέχρι στιγμής θεωρούσαμε ότι η δύναμη που ασκείται ήταν το αίτιο και η

πίεση το αποτέλεσμα. Υπάρχουν όμως περιπτώσεις που απλά η δύναμη υφίσταται



και είναι αδύνατο να την μετρήσουμε. Από αυτές τις περιπτώσεις ξεχωρίζουν οι

υδροστατική, ατμοσφαιρική και η πίεση στα ρευστά.

Ας θεωρήσουμε έναν όγκο στο εσωτερικό ενός αερίου ή υγρού. Από εδώ και

στο εξής θα θεωρούμε αυτόν τον όγκο ως βυθισμένο σώμα στο υλικό το οποίο

βρίσκεται. Στις πλευρές αυτού του σώματος ασκούνται πιέσεις τις οποίες και θα

υπολογίσουμε. Η πίεση μπορεί να δειχθεί ότι είναι ανεξάρτητη της επιφάνειας. Για

την απόδειξη ας θεωρούμε το παρακάτω πρίσμα με γωνία κεκλιμένου επιπέδου 𝜃:

Το πρίσμα ισοροπεί, άρα θα ισχύει

𝐹1𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝐹3 και 𝐹1𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝐹3

Αντίστοιχα λοιπόν θα ισχύει 𝑝1𝑆1𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑝3𝑆3 ⇒ 𝑝1 = 𝑝3 και 𝑝1𝑆1𝑠𝑖𝑛𝜃 =
𝑝2𝑆2 ⇒ 𝑝1 = 𝑝2.

Αν μικρύνουμε απείρως τις επιφάνειες θα μπορούμε να ορίσουμε την πίεση σε

σημείο. Από τα προηγούμενα συνεπάγεται ότι η πίεση σε σημείο είναι ανεξάρτητη

της επιφάνειας που περιέχει αυτό το σημείο[4].

6.1 Υδροστατική πίεση

Ας είναι ένας στοιχειώδης όγκος υγρού. Ο όγκος βρίσκεται σε ισορροπία, άρα

όλες οι δυνάμεις που ασκούνται πάνω του έχουν συνισταμένη μηδέν. Στον οριζό-

ντιο άξονα 𝑦 θα ισχύει

∑ 𝐹𝑦 = 0 ⇒ 𝐹𝑦1 = 𝐹𝑦2 ⇒ 𝑝𝑦1𝑑 ⃗𝐴𝑦 = 𝑝𝑦2𝑑 ⃗𝐴𝑦 ⇒ 𝑝𝑦1 = 𝑝𝑦2.



Έτσι η πίεση δεν μεταβάλεται κατά τον οριζόντιο άξονα 𝑦. Όμοια δείχνεται ότι

𝑝𝑥1 = 𝑝𝑥2. Στον κατακόρυφο άξονα όμως τα πράγματα είναι διαφορετικά. Το

βάρος του στοιχειώδους όγκου υγρού θα πρέπει να ισούται με την διαφορά των

δυνάμεων χάρις τις πιέσεις στις αντίστοιχες επιφάνειες:

∑ 𝐹𝑧 = 0 ⇒

𝐹𝑧1 − 𝐹𝑧2 = 𝐵 ⇒

(𝑝𝑧0
− 𝑝𝑧0+𝑑𝑥) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∭

𝑉
𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑑𝑧 ⇒ (12)

−𝑑𝑝 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝜌𝑔 ∭
𝑉

𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑑𝑧 ⇒

−𝑑𝑝 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝜌𝑔𝑑𝑧 𝑑𝑥 𝑑𝑦

Η παραπάνω εξίσωση απλοποιήθηκε χάρις το ότι το υγρό θεωρείται ασυμπίε-

στο (𝜌 = 𝑐) και η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι σταθερή σε μεταβολή ύψους

𝑑𝑧. Έτσι ισχύει η υδροστατική εξίσωση:

𝑑𝑝
𝑑𝑧 = −𝜌𝑔 (13)

Με απλή ολοκλήρωση όταν 𝑔 = −𝐺𝑀𝛾
𝑧2

𝑑𝑝
𝑑𝑧 = −𝜌𝑔 ⇒ 𝑝 − 𝑝0 = −𝜌 ∫

𝑧2

𝑧1

𝑔 𝑑𝑧 ⇒ 𝑝 − 𝑝0 = −𝜌 ∫
𝑧2

𝑧1

−𝐺𝑀𝛾
𝑧2 𝑑𝑧 ⇒

𝑝 = 𝑝0 − 𝐺𝑀𝛾 ( 1
𝑧2

− 1
𝑧1

) = 𝑝0 + 𝐺𝑀𝛾
𝑧2 − 𝑧1

𝑧2𝑧1



Αν θεωρήσουμε ότι οτιδήποτε ύψος μελετάμε είναι από το κέντρο της Γης, τότε

𝑧2𝑧1 ≈ 𝑅2
𝛾 και 𝑧2 − 𝑧1 = ℎ. Δηλαδή

𝑝 = 𝑝0 + 𝐺𝑀𝛾
𝑅2𝛾

ℎ = 𝑝0 + 𝜌𝑔ℎ (14)

από το οποίο προκύπτει ότι η υδροστατική πίεση δεν εξαρτάται από το υλικό, παρά

μόνο από την πίεση στην ”κάτω” επιφάνεια, το είδος του υγρού, την επιτάχυνση

της βαρύτητας και το ύψος του υγρού. Με άλλα λόγια η πίεση είναι ίση σε όλα τα

σημεία που βρίσκονται στο ίδιο βάθος.

Η υδροστατική πίεση λοιπόν σε μία ”κάτω” επιφάνεια προκύπτει από το βάρος

του υλικού (ή των υλικών) που βρίσκονται από πάνω της. Η τελευταία πρόταση

είναι ίσως παρεξηγημένη, μιας και είναι το αποτέλεσμα της υδροστατικής πίεσης

και όχι ο ορισμός της. Τα σχολικά βιβλία διδάσκουν την υδροστατική πίεση ξε-

κινώντας ότι η ”άνω” επιφάνεια δέχεται δύναμη ίση με το βάρος της στήλης του

νερού που βρίσκεται από πάνω της.

6.2 Ατμοσφαιρική πίεση

Η ατμοσφαιρική πίεση μπορεί να θεωρηθεί ως επέκταση της υδροστατικής. Η

πυκνότητα όμως του αέρα αλλάζει, αφού τα αέρια συμπιέζονται. Πιο συγκεκριμένα

από την υδροστατική εξίσωση 𝑑𝑝/𝑑𝑧 = −𝜌𝑔 και από την καταστατική εξίσωση

των αερίων

𝑝𝑉 = 𝑛𝑅𝑇 ⇒ 𝑝𝑚
𝜌 = 𝑁

𝑁𝐴
𝑅𝑇 ⇒ 𝜌 = 𝑚𝑝

𝑘𝑇
όπου 𝑚 η μέση μάζα ανά mole αερίου, 𝑝 η πίεση, 𝑘 η σταθερά του Boltzman και

𝑇 η θερμοκρασία, προκύπτει ότι:

𝑑𝑝
𝑑𝑧 = −𝑚𝑝

𝑘𝑇 𝑔.



Μια περίπτωση που μπορεί να μελετηθεί στο σχολείο είναι όταν η θερμοκρασία

κατά τον άξονα 𝑧 παραμένει σταθερή. Θα ισχύει

𝑑𝑝
𝑑𝑧 = −𝑚𝑝

𝑘𝑇 𝑔 ⇒ 𝑑𝑧
𝑑𝑝 = −𝑘𝑇 𝑔

𝑚
1
𝑝 ⇒ 𝑧 = −𝑘𝑇 𝑔

𝑚 ln 𝑝
𝑝0

⇒ 𝑝 = 𝑝0𝑒− 𝑚
𝑘𝑇𝑔 𝑧 (15)

7 Πίεση Ρευστών

Ας θεωρήσουμε έναν οριζόντιο σωλήνα διατομής 𝐴 που μέσα του ρέει υγρό

ασυμπίεστο, χωρίς τριβές με τα τοιχώματα. Και μόνο με την χρήση του 2ου νόμου

του Newton μπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι 𝜌𝑣2
2 +𝑝 = 𝑐, μία από τις περιπτώσεις

που μαθαίνουν οι μαθητές στην Γ Λυκείου. Έχουμε:

𝐹 = 𝑚𝑎 ⇒ −𝐴𝑑𝑝 = 𝜌𝑉 𝑑𝑣
𝑑𝑡

−𝐴𝑑𝑝 = 𝜌𝐴𝑑𝑥𝑑𝑣
𝑑𝑡 ⇒ −𝑑𝑝 = 𝜌𝑣𝑑𝑣

𝑑𝑝
𝑑𝑣 = −𝜌𝑣 ⇒ 𝑝 = −𝜌𝑣2

2 + 𝑐
1
2𝜌𝑣2 + 𝑝 = 𝑐

Υπάρχει επίσης και η περίπτωση που ο σωλήνας δεν είναι οριζόντιος που τότε

εργαζόμαστε διαφορετικά και δεν φαίνεται να υπάρχει πιο φινετσάτη απόδειξη από

αυτή του σχολικού βιβλίου,

1
2𝜌𝑣2 + 𝑝 + 𝜌𝑔ℎ = 𝑐
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