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IΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ





1. Παράγωγος

1.1 ’Εννοια της παραγώγου
Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα ∆ και x0 ∈ ∆. Η συνάρτηση
λ με τύπο λ(x) = f (x)− f (x0)

x−x0
και πεδίο ορισμού το A = ∆ − {x0} ονομάζεται

πηλίκο διαφορών της f στο x0. Όταν υπάρχει το lim
x→x0

λ(x) και είναι πραγμα-
τικός αριθμός, τότε λέμε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0 και
το όριο ονομάζεται παράγωγος της f στο x0 και το συμβολίζουμε με f ′(x0).
Συνεπώς, έχουμε τον ακόλουθο ορισμό:
Ορισμός 1.1.1 — Παράγωγος στο x0. Έστω συνάρτηση f ορισμένη σε ένα
διάστημα Δ και x0 ∈ ∆. Θα λέμε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο

x0 ∈ ∆ όταν υπάρχει το lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
και είναι πραγματικός αριθμός.

Το όριο αυτό ονομάζεται παράγωγος της f στο x0 και συμβολίζεται f ′(x0)

ή ( d f (x)
dx |x=x0 .

Παρατήρηση 1.1.1 .

1. Όταν μια συνάρτηση f : ∆ → R είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο
του πεδίου ορισμού της Δ, τότε θα λέμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη.
Όταν αυτό συμβαίνει σε κάθε σημείο ενός υποσυνόλου Ε του Δ, τότε
λέμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο Ε.

2. Αν το x0 είναι εσωτερικό σημείο στο διάστημα Δ (το x0 δεν είναι
άκρο του διαστήματος Δ), τότε η συνάρτηση f : ∆ → R θα είναι
παραγωγίσιμη στο x0 αν και μόνο αν υπάρχουν στο R τα πλευρικά
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όρια lim
x→x−0

f (x)− f (x0)

x − x0
, lim

x→x+0

f (x)− f (x0)

x − x0
και είναι ίσα. Αν το x0 είναι

αριστερό άκρο του πεδίου ορισμού Δ, τότε ως παράγωγο της f στο

x0 θεωρούμε το f ′(x0) = lim
x→x+0

f (x)− f (x0)

x − x0
, εφόσον υπάρχει και είναι

πραγματικός αριθμός. Όμοια, αν το x0 είναι δεξιό άκρο του πεδίου

ορισμού Δ, τότε θεωρούμε f ′(x0) = lim
x→x−0

f (x)− f (x0)

x − x0
εφόσον υπάρχει

και είναι πραγματικός αριθμός.

3. Είναι φανερό ότι αν ένα τουλάχιστον από τα όρια lim
x→x−0

f (x)− f (x0)

x − x0
,

lim
x→x+0

f (x)− f (x0)

x − x0
δεν υπάρχει ή ένα τουλάχιστον από αυτά είναι +∞

ή −∞ ή αν υπάρχουν και τα δύο αλλά είναι διαφορετικά, τότε η f
δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0.

4. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0, τότε είναι f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
(1). Αν θέσουμε x − x0 = h, τότε η σχέση (1) γίνεται:

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h

Αν θέσουμε x
x0

= h, τότε η σχέση (1) γίνεται:

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

h→1

f (x0h)− f (x0)

x0(h − 1)

Θεώρημα 1.1.2 —Παραγωγισιμότητα και συνέχεια. Αν μια συνάρτηση f είναι
παραγωγίσιμη στο x0, τότε είναι και συνεχής στο x0.

Παρατήρηση 1.1.3 .

1. Το αντίστροφο της πρότασης δεν ισχύει πάντα, δηλαδή εάν μια συ-
νάρτηση είναι συνεχής σε ένα σημείο δεν σημαίνει ότι υποχρεωτικά
θα είναι και παραγωγίσιμη.

2. Αν η συνάρτηση είναι ασυνεχής στο x0, τότε η f δεν είναι παραγωγί-
σιμη στο x0.

1.1.1 Ερωτήσεις σωστού - λάθους και πολλαπλής επιλογής
A. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με σωστό (Σ) ή λάθος (Λ).

1. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0, τότε η f ′ είναι πάντοτε
συνεχής στο x0 .
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2. Αν η συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο x0, τότε η f είναι παραγωγίσιμη
στο x0.

3. Αν η συνάρτηση f έχει δεύτερη παράγωγο στο x0, τότε η f ′ είναι συνεχής
στο x0.

4. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο x0 του πεδίου ορισμού της,
τότε είναι και παραγωγίσιμη σε αυτό.

5. Αν η συνάρτηση f δεν είναι συνεχής σε ένα εσωτερικό σημείο x0 ενός
διαστήματος του πεδίου ορισμού της , τότε η f δεν είναι παραγωγίσιμη
στο x0.

6. Αν f : R → R και lim
h→0

f (h + x0)− f (x0)

h
= l ∈ R τότε f ′(x0) = l.

7. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο x0, του πεδίου
ορισμού της, τότε είναι και συνεχής στο σημείο αυτό.

8. Μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο x0 του πεδίου ορι-

σμού της, αν υπάρχει το όριο lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

9. Μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0, αν υπάρχει στο R το όριο

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

10. Για x ̸= x0 και h ̸= 0 ισχύει lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h

11. Για x ̸= x0 και h ̸= 0 ισχύει lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

h→1

f (x0h)− f (x0)

h − 1

12. Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0, τότε είναι παραγωίσιμη σε
αυτό.

13. Αν μια συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0, τότε δεν είναι συ-
νεχής σε αυτό.

14. Αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0, τότε είναι και συνεχής
στο x0.

B. Στις παρακάτω προτάσεις να επιλέξετε την σωστή απάντηση.

1. Εάν μία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0 τότε το lim
h→0

f (x0 + 3h)− f (x0)

h
ισούται με:
Α. f ′(x0)
Β. 3 f ′(x0)

Γ. f ′(x0)
3

Δ. − f ′(x0)
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2. Εάν μία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 0 τότε το lim
x→0

f (2x)− f (0)
x

ισούται με:
Α. f ′(0)
Β. 2 f ′(0)

Γ. f ′(0)
2

Δ. − f ′(0)

1.1.2 Μεθοδολογίες για την επίλυση ασκήσεων

Μέθοδος 1.1 — Εύρεση παραγώγου. Για να εξετάσουμε αν μια συνάρ-
τηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0 (με αυτά που γνωρίζουμε μέχρι τώρα)

αναζητούμε το lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
.

• Αν είναι lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= α, α ∈ R τότε η f είναι παραγωγίσιμη

στο x0 με f ′(x0) = α.

• Αν είναι lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= ±∞ τότε η f δεν είναι παραγωγίσιμη

στο x0.

• Αν δεν υπάρχει το lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
τότε η f δεν είναι παραγωγί-

σιμη στο x0.

Πρόβλημα 1.1 Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσημη στο x0
όταν:
(α) f (x) = 3x2 + 2x − 1, x0 = 1 (β) f (x) =

√
x − 3 + 1, x0 = 4

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Είναι:

lim
x→1

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1

3x2 + 2x − 1 − 4
x − 1

= lim
x→1

3x2 + 2x − 5
x − 1

= lim
x→1

3(x − 1)(x + 5
3)

x − 1
= lim

x→1
(3x + 5) = 8

Άρα η συνάρτηση f είναι παραγωγίσημη στο x0 = 1 με f ′(1) = 8.
(β) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = [3,+∞). Είναι:

lim
x→4

f (x)− f (4)
x − 4

= lim
x→4

√
x − 3 + 1 − 2

x − 4
= lim

x→4

√
x − 3 − 1
x − 4

= lim
x→4

(
√

x−3)2−1√
x−3+1

x − 4
= lim

x→4

x − 4
(x − 4)(

√
x − 3 + 1)

= lim
x→4

1√
x − 3 + 1

=
1
2
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Άρα η συνάρτηση f είναι παραγωγίσημη στο x0 = 4 με f ′(4) = 1
2

Πρόβλημα 1.2 Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0
όταν:
(α) f (x) = 3

√
(x − 1)2, x0 = 1 (β) f (x) =

√
(x − 2)3, x0 = 2

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Είναι:

lim
x→1

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1

3
√
(x − 1)2

x − 1
= lim

x→1

3
√
(x − 1)2

3
√
(x − 1)3

= lim
x→1

3

√
(x − 1)2

(x − 1)3 = lim
x→1

3

√
1

x − 1
= +∞

Επειδή lim
x→1

f (x)− f (1)
x − 1

= +∞, η συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσημη στο
x0 = 1.
(β) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = [2,+∞). Είναι:

lim
x→2

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2

√
(x − 2)3

x − 2
= lim

x→2

√
(x − 2)3√
(x − 2)2

= lim
x→2

3

√
(x − 2)3

(x − 2)2 = lim
x→2

√
x − 2 = 0

Άρα η συνάρτηση f είναι παραγωγίσημη στο x0 = 2 με f ′(2) = 0.

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f στο σημείο x0, όταν

(α) f (x) = x2 + 1, x0 = 0
(β) f (x) = 1

x2 , x0 = 1
(γ) f (x) = ηµ2x, x0 = 0
(δ)

2. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0 όταν:
(α) f (x) = x−2

x−3 , x0 = 2

(β) f (x) = x2−1
x2+1 , x0 = 1

(γ) f (x) = ηµ3x − 2x, x0 = 0

(δ) f (x) =
√

x2 + x + 2, x0 = 1
(ε) f (x) =

√
x + 2 +

√
x + 7, x0 = 2

(στ)

3. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0 όταν:
(α) f (x) =

√
x2 + x − x, x0 = 0

(β) f (x) = 3
√
|x|, x0 = 0

(γ) f (x) = 3x + ηµ
√

x, x0 = 0

(δ) f (x) =
√

9 − x2 + 4, x0 = 0
(ε) f (x) = x

√
x + 1, x0 = 0

(στ)

Μέθοδος 1.2 — Πολλαπλός τύπος. Όταν δεξιά και αριστερά του x0 αλ-
λάζει ο τύπος της συνάρτησης f τότε υπολογίζουμε τα πλευρικά όρια
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lim
x→x+0

f (x)− f (x0)

x − x0
και lim

x→x−0

f (x)− f (x0)

x − x0
για να εξετάσουμε αν η f είναι

παραγωγίσιμη στο x0

Πρόβλημα 1.3 Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0
όταν:

f (x) =

{
2x + 3 · ηµ2x x ≤ 0
5x2 + 8x x > 0

, x0 = 0

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = R. Είναι:

• lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

5x2 + 8x
x

= lim
x→0+

(5x + 8) = 8

• lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

2x + 3ηµ2x
x

= lim
x→0−

(2 + 3
ηµ2x

x
)

= lim
x→0−

(2 + 6
ηµ2x

2x
) = 2 + 6 · 1 = 8.

Επειδή lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= 8 έπεται ότι η f είναι παρα-
γωγίσιμη στο x0 = 0 με f ′(0) = 8.

Πρόβλημα 1.4 Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο
x0 = 0 όταν:

f (x) =

{
3x + ηµ2x · συν 2

x x ̸= 0
0 x = 0

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού = R. Είναι:

lim
x→0

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0

3x + ηµ2x · συν 2
x

x
= lim

x→0
(3 +

ηµx
x

ηµx · συν
2
x
)

= 3 + 1 · 0 = 3

Είναι lim
x→0

(ηµx · συν
2
x
) = 0 γιατί για κάθε x ̸= 0 ισχύει:

|ηµx · συν 2
x | = |ηµx||συν 2

x | ≤ |ηµx| και επείδη lim
x→0

|ηµx| = 0

έπεται ότι lim
x→0

(ηµx · συν
2
x
) = 0

Άρα η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 με f ′(0) = 3.
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Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε (αν υπάρχει) την παράγωγο της συνάρτησης f στο σημείο

αλλαγής του τύπου, όταν

(α) f (x) =

{
x2 + x + 1 x < 0
x + 1 x ≥ 0

(β) f (x) =

{
x2 + 1 x < 0
x3 x ≥ 0

2. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0 όταν:

(α) f (x) =

{
3x + ηµx x ≤ 0
2x2 + 4x x > 0

(β) f (x) =

{
x2ηµ x+1

x x ̸= 0
0 x = 0

(γ) f (x) =

{
5x + 2 x ≤ 1
x2 + 3x + 4 x > 1

(δ) f (x) =

{
3x2 − 5x + 6 x ≤ 1
2
√

x2 + 3 x > 1

3. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0 όταν:

(α) f (x) =

{
(x − 1)συν 3

x−1 x ̸= 1
0 x = 1

(β) f (x) =

{
x2 − x + 3 x ≤ 1
2x2 + 3x + 7 x > 1

(γ) f (x) =

{
x3ηµ π

x + x x ̸= 0
0 x = 0

(δ) f (x) =

{
1−συνx

x x ̸= 0
0 x = 0

Μέθοδος 1.3 — Τύπος με απόλυτα. Όταν ο τύπος της f περιέχει απόλυ-
τες τιμές, τότε τον «απαλλάσσουμε» από τα απόλυτα και η f γίνεται
κλαδωτή.

Πρόβλημα 1.5 Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f με τύπο f (x) = |x2 − 2x| − 1
είναι παραγωγίσιμη στα x0 = 0 και x1 = 2.

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = R.

• Αν x ∈ (−∞, 0] ∪ [2,+∞) τότε f (x) = x2 − 2x − 1

• Αν x ∈ (0, 2) τότε f (x) = −x2 + 2x − 1

Επομένως, ο τύπος της f γράφεται:

f (x) =

{
x2 − 2x − 1 x ∈ (−∞, 0] ∪ [2,+∞)

−x2 + 2x − 1 x ∈ (0, 2)

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι:

• lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

−x2 + 2x − 1 + 1
x

= lim
x→0+

−x2 + 2x
x

= lim
x→0+

−x(x − 2)
x

= lim
x→0+

(−x + 2) = 2
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• lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

x2 − 2x − 1 + 1
x

= lim
x→0−

x2 − 2x
x

= lim
x→0−

x(x − 2)
x

= lim
x→0−

(x − 2) = −2

Επειδή lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

̸= lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

, έπεται ότι η συνάρτηση f δεν
είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.
Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x1 = 2. Είναι:

• lim
x→2+

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2+

x2 − 2x − 1 + 1
x − 2

= lim
x→2+

x2 − 2x
x − 2

= lim
x→2+

x(x − 2)
x − 2

= lim
x→2+

(x) = 2

• lim
x→2−

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2−

−x2 + 2x − 1 + 1
x − 2

= lim
x→2−

−x2 + 2x
x − 2

= lim
x→2−

−x(x − 2)
x

= lim
x→2−

(−x) = −2

Επειδή lim
x→2+

f (x)− f (2)
x − 2

̸= lim
x→2−

f (x)− f (2)
x − 2

έπεται ότι η συνάρτηση f δεν
είναι παραγωγίσιμη στο x1 = 2.

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε (αν υπάρχει) την παράγωγο της συνάρτησης f στο σημείο x0,

όταν
(α) f (x) = x|x|, x0 = 0
(β) f (x) = |x − 1|, x0 = 1

(γ) f (x) = |x2 − 3x|, x0 = 1
(δ)

2. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f (x) = 2 − x + xηµ|x| στο
σημείο x0 = 0.

3. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0 όταν:
(α) f (x) = |x − 1|+ |x − 3| − 2x + 1 x0 = 2

(δ) f (x) = x
1−|x| , x0 = 0

4. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0 όταν:
(α) f (x) = |x + 2| − 1, x0 = −2

(β) f (x) = |x2 − 9|+ x, x0 = −3

5. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f με τύπο

f (x) =

{
x +

|x|
√

|x|
x x ̸= 0

0 x = 0

είναι συνεχής στο σημείο x0 = 0 αλλά όχι παραγωγίσιμη.
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Μέθοδος 1.4 — Προσδιορισμός παραμέτρων. Όταν θέλουμε μια συνάρ-
τηση f να είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0 απαιτούμε πρώτα να είναι
συνεχής στο x0, διαφορετικά αποκλείεται η συνάρτηση f να είναι πα-
ραγωγίσιμη στο x0.

Πρόβλημα 1.6 Να βρείτε τα α, β ∈ R ώστε η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
αx + β x < 2
x2 x ≥ 2

να είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2.
■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = R. Επειδή θέλουμε η f να είναι
παραγωγίσιμη στο x0 = 2 πρέπει πρώτα η f να είναι συνεχής στο x0 = 2,
δηλαδή πρέπει να ισχύει η σχέση:

lim
x→2+

f (x) = lim
x→2−

f (x) = f (2)(1)

Είναι:

• f (2) = 4

• lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

(x2) = 4

• lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

(αx + β) = 2α + β

Άρα η (1) γίνεται 2α + β = 4(2).
Για να είναι η f παραγωγίσιμη στο x0 = 2 πρέπει να ισχύει η σχέση:

lim
x→2−

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2+

f (x)− f (2)
x − 2

∈ R(3)

Είναι:

• lim
x→2+

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2+

x2 − 4
x − 2

= lim
x→2+

(x − 2)(x + 2)
x − 2

= lim
x→2+

(x + 2) = 4

• lim
x→2−

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2−

αx + β − 4
x − 2

= lim
x→2−

αx − 2α

x − 2
= lim

x→2−

α(x − 2)
x − 2

= α

Από την (3) έπεται ότι α = 4. Με α = 4 η (2) γίνεται: 8 + β = 4 ⇔ β = −4.
Επομένως, όταν α = 4 και β = −4 , η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2.
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Πρόβλημα 1.7 Να βρείτε το α ∈ R ώστε η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
−αx + 4 x ≤ 1
x2 − α2x + 5 x > 1

να είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1.
■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = R. Επειδή θέλουμε η f να είναι
παραγωγίσιμη στο x0 = 1 πρέπει πρώτα η f να είναι συνεχής στο x0 = 1,
δηλαδή πρέπει να ισχύει η σχέση:

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1−

f (x) = f (1)(1)

Είναι:

• f (1) = −α + 4

• lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

(x2 − α2x + 5) = −α2 + 6

• lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

(−αx + 4) = −α + 4

Άρα η (1) γίνεται:

−α + 4 = −α2 + 6 ⇔ α2 − α − 2 = 0 ⇔ α = 2 ή α = −1

Με α = 2, η f είναι συνεχής στο x0 = 1 και έχει τύπο:

f (x) =

{
−2x + 4 x ≤ 1
x2 − 4x + 5 x > 1

Είναι:

• lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1+

x2 − 4x + 5 − 2
x − 1

= lim
x→1+

x2 − 4x + 3
x − 1

= lim
x→1+

(x − 1)(x + 3)
x − 1

= lim
x→1+

(x + 3) = −2

• lim
x→1−

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1−

−2x + 4 − 2
x − 1

= lim
x→1−

−2(x − 1)
x − 1

= −2

Επειδή lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1−

f (x)− f (1)
x − 1

= −2 έπεται ότι η f είναι παρα-
γωγίσιμη στο x0 = 1 όταν α = 2.
Με α = −1, η f είναι συνεχής στο x0 = 1 και έχει τύπο:
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f (x) =

{
x + 4 x ≤ 1
x2 − x + 5 x > 1

Είναι:

• lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1+

x2 − x + 5 − 5
x − 1

= lim
x→1+

x2 − 4x
x − 1

= lim
x→1+

x(x − 1)
x − 1

= 1

• lim
x→1−

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1−

x + 4 − 5
x − 1

= lim
x→1−

x − 1
x − 1

= 1

Επειδή lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1−

f (x)− f (1)
x − 1

= 1 έπεται ότι η f είναι παρα-
γωγίσιμη στο x0 = 1 όταν α = −1.
Επομένως, όταν α = 2 ή α = −1, η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1

Πρόβλημα 1.8 Να βρείτε τα α, β ∈ R ώστε η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
x2 + αx + β x ≤ 1√

x2 + 3 x > 1

να είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1.
■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = R. Επειδή θέλουμε η f να είναι
παραγωγίσιμη στο x0 = 1 πρέπει πρώτα η f να είναι συνεχής στο x0 = 1,
δηλαδή πρέπει να ισχύει η σχέση:

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1−

f (x) = f (1)(1)

Είναι:

• f (1) = α + β + 1

• lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

(
√

x2 + 3) = 2

• lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

(x2 + αx + β) = α + β + 1

Άρα η (1) γίνεται α + β + 1 = 2 ⇔ α + β = 1(2).
Για να είναι η f παραγωγίσιμη στο x0 = 1 πρέπει να ισχύει η σχέση:

lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1−

f (x)− f (1)
x − 1

∈ R(3)

Είναι:
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• lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1+

√
x2 + 3 − (1 + α + β)

x − 1
= lim

x→1+

x2+3−4√
x2+3+2

x − 1

= lim
x→1+

(x − 1)(x + 1)
(x − 1)(

√
x2 + 3 + 2)

= lim
x→1+

x + 1√
x2 + 3 + 2

= 2
4 = 1

2

• lim
x→1−

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1−

x2 + αx + β − (1 + α + β)

x − 1

= lim
x→1−

x2 + αx − α − 1
x − 1

= lim
x→1−

(x + 1)(x − 1) + α(x − 1)
x − 1

= lim
x→1−

(x − 1)(x + 1 + α)

x − 1
= lim

x→1−
(x + 1 + α) = 2 + α

Από την (3) έπεται ότι: 2 + α = 1
2 ⇔ α = 1

2 − 2 ⇔ α = −2
3 .

Με α = −2
3 η (2) γίνεται: −2

3 + β = 1 ⇔ β = 5
2 .

Επομένως, όταν α = −2
3 και β = 5

2 , η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1.

Πρόβλημα 1.9 Να βρείτε τα α, β ∈ R ώστε η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
αx + β x ≤ 2
x2 − αx + β x > 2

να είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2.
■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = R. Επειδή θέλουμε η f να είναι
παραγωγίσιμη στο x0 = 2 πρέπει πρώτα η f να είναι συνεχής στο x0 = 2,
δηλαδή πρέπει να ισχύει η σχέση :

lim
x→2+

f (x) = lim
x→2−

f (x) = f (2)(1)

Είναι:

• f (2) = 2α + β

• lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

(x2 − αx + β) = 4 − 2α + β

• lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

(αx + β) = 2α + β

Άρα η (1) γίνεται 2α + β = 4 − 2α + β ⇔ 4α = 4 ⇔ α = 1(2).
Για να είναι η f παραγωγίσιμη στο x0 = 2 πρέπει να ισχύει η σχέση:

lim
x→2+

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2−

f (x)− f (2)
x − 2

∈ R(3)
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Είναι:

• lim
x→2+

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2+

x2 − αx + β − (2α + β)

x − 2

= lim
x→2+

x2 − x + β − 2 − β

x − 2
= lim

x→2+

x2 − x − 1
x − 2

= lim
x→2+

(x − 2)(x + 1)
x − 2

= lim
x→2+

(x + 1) = 1

• lim
x→2−

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2−

αx + β − (2α + β)

x − 2
= lim

x→2−

x + β − 2 − β

x − 2

= lim
x→2−

x − 2
x − 2

= 1

Επειδή lim
x→2+

f (x)− f (2)
x − 2

̸= lim
x→2−

f (x)− f (2)
x − 2

έπεται ότι η συνάρτηση f δεν
είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2. Επομένως δεν υπάρχουν α, β ∈ R τέτοια ώστε
η f να είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2.

Ασκήσεις προς λύση
1. Να υπολογίσετε τα α, β ∈ R ώστε η συνάρτηση f να είναι παραγωγίσιμη

στο σημείο αλλαγής του τύπου όταν:

(α) f (x) =

{
x + α x ≤ 1
β
√

x x > 1

(β) f (x) =

{
αx +

√
x2 + 5 x ≤ 2

ηµ(πx) + β x > 2

(γ) f (x) =

{
αx2 + 3x + β x ≤ 1
2x + 2β x > 1

(δ)

2. Να δείξετε ότι για κάθε τιμή του α ∈ R, η συνάρτηση f με τύπο

f (x) =

{
α2x + 3αx + 3 x ≤ 1
2αx + 2 x > 1

δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1.

-

Μέθοδος 1.5 — Εύρεση f ′(x0) από οριακή σχέση. Α. Εάν μας δίνεται μία
σχέση με όριο που τείνει στο x0 και μας ζητείται η παράγωγος f ′(x0)
κάνουμε τα εξής:

• Θέτουμε ως μια συνάρτηση την σχέση που βρίσκεται μέσα στο
όριο.

• Βρίσκουμε την τιμή f (x0) = lim
x→x0

f (x).

• Μετασχηματίζουμε την παράσταση του ορίου ώστε να έχουμε το
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λόγο f (x)− f (x0)
x−x0

.

• Παίρνουμε τα όρια και βρίσκουμε το f ′(x0).

Β. Εάν το δοσμένο όριο τείνει στο x → x1 και αναζητούμε την f ′(x2)
τότε κάνουμε αλλαγή μεταβλητής και δημιουργούμε το δοσμένο όριο να
τείνει στο x → x2 και μετά υπολογίζω την παράγωγο f ′(x2).

Πρόβλημα 1.10 Αν η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο x0 = −1

και ισχύει η σχέση lim
x→−1

f (x) +
√

x2 + 3 + 2
x + 1

= 4, να δείξετε ότι f ′(−1) = 9
2 .
■

Λύση Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = −1, έπεται ότι θα είναι και
συνεχής στο x0 = −1. Άρα ισχύει:

lim
x→−1

f (x) = f (−1)(1)

Αν h(x) = f (x)+
√

x2+3+2
x+1 με h = R − {−1}, τότε:

lim
x→−1

h(x) = 4 και h(x) · (x + 1)−
√

x2 + 3 − 2 = f (x)

Επειδή lim
x→−1

[h(x) · (x − 1)−
√

x2 + 3 − 2] = 4 · 0 − 2 − 2 = −4, έπεται ότι και

lim
x→−1

f (x) = −4 ⇔(1) f (−1) = −4

Είναι:

f ′(−1) = lim
x→−1

f (x)− f (−1)
x + 1

= lim
x→−1

h(x) · (x + 1)−
√

x2 + 3 − 2 + 4
x + 1

= lim
x→−1

h(x) · (x + 1) + 2 −
√

x2 + 3
x + 1

= lim
x→−1

[h(x) +
2 −

√
x2 + 3

x + 1
]

= lim
x→−1

[h(x) +
4 − x2 − 3

(x + 1)(2 +
√

x2 + 3)
] = lim

x→−1
[h(x)− (x + 1)(x − 1)

(x + 1)(2 +
√

x2 + 3)
]

= lim
x→−1

[h(x)− x − 1
2 +

√
x2 + 3

] = 4 − −2
4

= 4 +
1
2
=

9
2

Επομένως f ′(−1) = 9
2 .

Πρόβλημα 1.11 Η συνάρτηση g : R → R είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2 με
g′(2) = 0 και είναι g(2) = 1. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
[g(x)− 1] · ηµ 5

x−2 x ̸= 2
0 x = 2
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είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2.
■

Λύση Επειδή g′(2) = 0 ⇔ lim
x→2

g(x)− g(2)
x − 2

= 0 ⇔ lim
x→2

g(x)− 1
x − 2

= 0(1). Θα
εξετάσουμε αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2.
Είναι:

lim
x→2

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2

[g(x)− 1] · ηµ 5
x−2

x − 2
= lim

x→2
[
g(x)− 1

x − 2
· ηµ

5
x − 2

] = 0

γιατί για κάθε x ̸= 0 ισχύει:

| g(x)−1
x−2 · ηµ 5

x−2 | = | g(x)−1
x−2 ||ηµ 5

x−2 | ≤ | g(x)−1
x−2 |

και lim
x→2

|g(x)− 1
x − 2

| = 0.

Επομένως, η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2 με f ′(2) = 0.

Πρόβλημα 1.12 Η συνάρτηση f : R → R είναι περιττή και παραγωγίσιμη

στο x0 = 2 . Αν ισχύει lim
x→2

f (x)− ηµ(x − 2)
x2 − 4

= 5, να βρείτε τα f ′(2) και
f ′(−2).

■

Λύση Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2 έπεται ότι η f είναι συνεχής
στο x0 = 2. Άρα:

lim
x→2

f (x) = f (2)(1).

Αν h(x) = f (x)−ηµ(x−2)
x2−4 με h = R − {2,−2}, τότε lim

x→2
h(x) = 5 και

h(x) · (x2 − 4) + ηµ(x − 2) = f (x).

Επειδή lim
x→2

[h(x) · (x2 − 4) + ηµ(x − 2)] = 5 · 0 + 0 = 0, έπεται ότι και

lim
x→2

f (x) = 0 ⇔(1) f (2) = 0.

Είναι:

f ′(2) = lim
x→2

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2

h(x) · (x2 − 4) + ηµ(x − 2)
x − 2

= lim
x→2

[
h(x) · (x − 2)(x + 2)

x − 2
+

ηµ(x − 2)
x − 2

] = lim
x→2

[h(x) · (x − 2) +
ηµ(x − 2)

x − 2
]

= 5 · 4 + 1 = 21

Επομένως, f ′(2) = 21. Επειδή η f είναι περιττή στο x0 = 2, με f ′(2) = 21, θα
είναι και f ′(−2) = 21.
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Πρόβλημα 1.13 Δίνεται συνάρτηση f συνεχής στο x0 = −2, για την οποία

ισχύει lim
h→0

f (h − 2) + 1
h

= 4. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο
x0 = −2.

■

Λύση Αρκεί να δείξουμε ότι: lim
x→−2

f (x)− f (−2)
x + 2

∈ R.

Η συνάρτηση f συνεχής στο x0 = −2 άρα f (−2) = lim
x→−2

f (x).

Θέτουμε g(h) = f (h−2)+1
h ⇔ f (h − 2) = h · g(h)− 1 με lim

h→0
g(h) = 0. Τότε:

lim
x→−2

f (x) =h=x+2 lim
h→0

f (h − 2) = lim
h→0

[h · g(h)− 1] = −1

Έχουμε ότι lim
h→0

f (h − 2) + 1
h

= 4. Θέτοντας x = h − 2 ⇔ h = x + 2 το όριο
γίνεται:

lim
h→0

f (h − 2) + 1
h

= 4 ⇔h→0
x→−2 lim

x→−2

f (x) + 1
x + 2

= 4 ⇔ lim
x→−2

f (x)− f (−2)
x + 2

= 4

⇔ f ′(−2) = 4

Ασκήσεις προς λύση

1. Aν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 0 και lim
x→0

f (x)
x

= 4, να αποδείξετε
ότι:
(α) f (0) = 0 (β) f ′(0) = 4

2. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0. Να δειχθεί ότι είναι παραγωγίσιμη
στο x0 και να βρεθεί η f ′(x0) όταν:

(α) lim
x→3

f (x)−
√

x + 1
x − 3

= −1
4

, x0 = 3

(β) lim
x→1

f (3x − 1)− 1
x − 1

= 12, x0 = 2

(γ) lim
x→1

f (4x + 1)− 2
x − 1

= 8, x0 = 5

(δ)

3. Δίνεται συνάρτηση f : R → R η οποία είναι συνεχής στο x0 = 1 και ότι

ισχύει η σχέση lim
x→1

f (x)− 3x +
√

x
x − 1

= 4.

(α) Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο
A(1, 2)

(β) Να δείξετε ότι f ′(1) = 13
2 .

4. Η συνάρτηση f : R → R είναι συνεχής στο x0 = 0 και ισχύει lim
x→0

f (x)
x

= 5.

Να βρείτε τον αριθμό g′(0) όταν g(x) = (x2 + 2x − 4) f (x).
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5. Δίνεται η συνάρτηση f συνεχής στο 0. Να αποδείξετε ότι είναι παρα-
γωγίσιμη στο 0 και να βρεθεί η f ′(0), όταν:

(α) lim
x→0

f (x)− συν2x
x

= 2 (β) lim
x→0

x f (x)− ηµ2x
x2 = 2

6. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 0 και lim
x→0

f (x) + 2ηµx
x

= 5, να
αποδείξετε ότι f ′(0) = 3.

7. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 1 και lim
h→0

f (1 + h)
h

= 5, να αποδεί-
ξετε ότι f (1) = 0 και ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 1.

8. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 1 και lim
x→1

f (2 − x)
x − 1

= 3, να αποδεί-
ξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 1.

9. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 = α και ισχύει lim
h→0

f (α + h2)

h · ηµh
= 2,

να βρείτε την παράγωγο της f στο x0 = α.

10. Μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 = 2 και: lim
h→0

f (2 + h)− 3
h

= 4. Να
βρείτε:
(α) το f (2) (β) την παράγωγο της f στο x0 = 2

11. Δίνεται συνεχής και άρτια συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει:

lim
x→3

f (x)−
√

x + 1
x − 3

=
7
4

(α) Να βρείτε την τιμή f (3)

(β) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 3 και να βρείτε την
f ′(3)

(γ) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο -3 και να βρείτε την
f ′(−3)

12. Αν για μια συνάρτηση f ισχύει f (2 + h) = 1 + 2h + 3h3 για κάθε h ∈ R,
να δείξετε ότι:
(α) f (2) = 1 (β) f ′(2) = 2

Μέθοδος 1.6 — Εύρεση παραγώγου συνάρτησης που εξαρτάται από άλλη.
Σε αυτή τη μέθοδο θα δούμε πως θα αποδεικνύουμε ότι μια συνάρτηση
f είναι παραγωγίσιμη όταν αυτή εξαρτάται από μία άλλη παραγωγίσιμη
συνάρτηση g.
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Πρόβλημα 1.14 Δίνονται οι συναρτήσεις f , g που είναι ορισμένες στο R και
f (x) = (x − 3)g(x) για κάθε x ∈ R. Αν είναι g(2) = 8 και g′(2) = −1 , να
δείξετε ότι f ′(2) = 9.

■

Λύση Είναι:

g′(2) = −1 ⇔ lim
x→2

g(x)− g(2)
x − 2

= −1 ⇔ lim
x→2

g(x)− 8
x − 2

= −1.

Αν h(x) = g(x)−8
x−2 με h = R − {2}, τότε lim

x→2
h(x) = −1 και g(x) = h(x) · (x −

2) + 8.
Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2. Είναι

lim
x→2

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2

(x − 3) · g(x) + 8
x − 2

= lim
x→2

(x − 3)[h(x) · (x − 2) + 8] + 8
x − 2

= lim
x→2

h(x) · (x − 2) · (x − 3) + 8(x − 3) + 8
x − 2

= lim
x→2

[
h(x) · (x − 2) · (x − 3)

x − 2
+

8(x − 3)
x − 2

]

= lim
x→2

[h(x) · (x − 3) + 8] = −1 · (−1) + 8 = 1 + 8 = 9

Άρα η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2 με f ′(2) = 9.

Πρόβλημα 1.15 Έστω η συνάρτηση f : R → R παραγωγίσιμη στο x0 = 2. Αν
η συνάρτηση

g(x) =

{
f (4x − 2) x < 1
f (2x) x ≥ 1

είναι παραγωγίσιμη στο 1, να βρείτε το f ′(2).
■

Λύση Είναι g(1) = f (2 · 1) = f (2)

• Αν x < 1, lim
x→1−

g(x)− g(1)
x − 1

= lim
x→1−

f (4x − 2)− f (2)
x − 1

=(Θέτουμε 4x − 2 =

u ⇔ x = u+2
4 , για x → 1−, u → 2−)= lim

u→2−

f (u)− f (2)
u+2

4 − 1
= 4 lim

u→2−

f (u)− f (2)
u − 2

= 4 f ′(2)

• Αν x > 1, lim
x→1+

g(x)− g(1)
x − 1

= lim
x→1+

f (2x)− f (2)
x − 1

=(Θέτουμε 2x = u ⇔

x = u
2 , για x → 1+, u → 2+) = lim

u→2+

f (u)− f (2)
u
2 − 1

= 2 lim
u→2+

f (u)− f (2)
u − 2

= 2 f ′(2)
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Αφού η g είναι παραγωγίσιμη στο 1, τα πλευρικά όρια του λόγου μεταβολής
της g στο 1 θα είναι ίσοι πραγματικοί αριθμοί δηλαδή 4 f ′(2) = 2 f ′(2) ⇔
f ′(2) = 0.

Πρόβλημα 1.16 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Να
δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f (|x|) είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 αν
και μόνο αν ισχύει f ′(0) = 0.

■

Λύση Είναι

g(x) = f (|x|) =
{

f (x) x ≥ 0
f (−x) x < 0

Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0, είναι:

f ′(0) = lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

(1)

Αν η g είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0, θα δείξουμε ότι f ′(0) = 0. Επειδή η g
είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0, ισχύει:

g′(0) = lim
x→0+

g(x)− g(0)
x − 0

= lim
x→0−

g(x)− g(0)
x − 0

(2)

Είναι:

• lim
x→0+

g(x)− g(0)
x − 0

= lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= f ′(0)

• lim
x→0−

g(x)− g(0)
x − 0

= lim
x→0−

f (−x)− f (0)
x − 0

= ( θέτουμε −x = h τότε x = −h

και h → 0) = lim
x→0−

f (h)− f (0)
−h

= lim
x→0−

[− f (h)− f (0)
h

] = − f ′(0)

Επομένως, η (2) γίνεται:

f ′(0) = − f ′(0) ⇔ 2 f ′(0) = 0 ⇔ f ′(0) = 0

Αν f ′(0) = 0, θα δείξουμε ότι η g είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι:

• lim
x→0+

g(x)− g(0)
x − 0

= lim
x→0+

f (x)− f (0)
x

= f ′(0) = 0

• lim
x→0−

g(x)− g(0)
x − 0

= lim
x→0−

f (−x)− f (0)
x − 0

= ( θέτουμε −x = h τότε x = −h

και h → 0) = lim
x→0−

f (h)− f (0)
−h

= lim
x→0−

[− f (h)− f (0)
h

] = − f ′(0)

Επειδή lim
x→0+

g(x)− g(0)
x − 0

= lim
x→0−

g(x)− g(0)
x − 0

= 0, έπεται ότι η g είναι παρα-
γωγίσιμη στο x0 = 0, με παράγωγο g′(0) = 0.
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Ασκήσεις προς λύση
1. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 0, να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

g(x) = x f (x) είναι παραγωγίσιμη στο 0.

2. Αν η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στη θέση x = 2 με g′(2) = 3 και
g(2) = −2 να βρεθεί η f ′(2) όταν f (x) = x2g(x) + 2x + 1.

3. Έστω συνάρτηση f ορισμένη στο R με f (0) = f ′(0) = 0. Να βρείτε τον
αριθμό g′(0) όταν ο τύπος της g είναι:

g(x) =

{
f (x)συν 3

x x ̸= 0
0 x = 0

4. Η συνάρτηση f : R → R είναι συνεχής στο x0 = 0. Να εξετάσετε αν η
συνάρτηση g(x) = x| f (x)| είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.

5. Αν για την συνάρτηση f ισχύουν f (0) = 3 και f ′(0) = 2, να βρείτε την
g′(0), όταν:
(α) g(x) = 2x2 f (x)− x

(β) g(x) = f (x)− x
f (x)

6. Έστω η συνάρτηση f : R → R, η οποία είναι παραγωγίσιμη στο 0. Αν η
συνάρτηση

h(x) =

{
f 3(x) + 3 f (x) x ≤ 0
f 2(x) + 3 x > 0

είναι παραγωγίσιμη στο 0, να βρεθούν τα f (0) και f ′(0).

7. Δίνονται οι συναρτήσεις f , g : [0, 5] → R, για τις οποίες ισχύει g(x) =
2x · f (x), για κάθε x ∈ [0, 5] . Αν οι f , g είναι παραγωγίσιμες στο x0 = 2
και f ′(2) = 0, να αποδείξετε ότι g′(2) = 2 f (2).

8. Δίνεται η συνάρτηση f (2 − x) = x2 − 3x + 4. Να βρείτε τα f (2) , f ′(2).

9. Δίνεται συνάρτηση f : R → R − {1}, για την οποία ισχύει f (1) = f ′(1) =
0. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f (x)−2

f (x)−1 είναι παραγωγίσιμη στο
x0 = 1, με g′(1) = 0

10. Η συνάρτηση f : R → R είναι συνεχής στο x0 = ξ. Να δείξετε ότι η
συνάρτηση g(x) = |x − ξ| f (x) είναι παραγωγίσιμη στο x0 = ξ αν και
μόνο αν είναι f (ξ) = 0.

11. Μια συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο x1 = 2. Αν η συνάρ-
τηση:
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g(x) =

{
f (x2 + 1) x < 1
f (2x) x ≥ 1

είναι παραγωγίσιμη στο x2 = 1, να αποδείξετε ότι:

(α) lim
x→1−

g(x)− g(1)
x − 1

= 2 f ′(2)

(β) lim
x→1+

g(x)− g(1)
x − 1

= 2 f ′(2)

12. Έστω η συνάρτηση f : R → R με f ′(1) = 0. Να δείξετε ότι η συνάρτηση

g(x) =

{
f (x − 1) x ≤ 2
f (3x − 5) x > 2

είναι παραγωγίσιμη στο 2.

13. Έστω η συνάρτηση f : R → R παραγωγίσιμη στο x0 = 2. Αν η συνάρτηση

g(x) =

{
f (4x − 2) x < 1
f (2x) x ≥ 1

είναι παραγωγίσιμη στο 1, να βρείτε το f ′(2).

14. Αν f (0) = f ′(0) = 0 και g(x) =

{
f (x)συν π

x x ̸= 0
0 x = 0

να δείξετε ότι:

(α) g′(0) = 0

(β) lim
x→0

g(x)− ηµx
x − ηµ3x

=
1
2

Μέθοδος 1.7 — Εύρεση του f ′(x0) από σχέση ανισότητας. .

• Θέτουμε στην ανισότητα όπου x το x0 και βρίσκουμε την τιμή
f (x0).

• Μετασχηματίζουμε την ανισότητα ώστε να έχουμε την παράσταση
του λόγου f (x)− f (x0)

x−x0
.

• Εφαρμόζουμε το κριτήριο παρεμβολής και βρίσκουμε την παρά-
γωγο f ′(x0) στη θέση x0.

Πρόβλημα 1.17 Δίνεται η συνάρτηση f : R → R και ότι για κάθε x ∈ R
ισχύει: | f (x) + 4| ≤ (x + 3)4(1). Να δείξετε ότι f ′(−3) = 0.

■
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Λύση

• Για x = −3 η (1) γίνεται:

| f (−3) + 4| ≤ 0 ⇔ | f (−3) + 4| = 0 ⇔ f (−3) + 4 = 0 ⇔ f (−3) = −4

• Για x ̸= −3 η (1) γίνεται:

| f (x)+4|
|x+3| ≤ (x+3)4

|x+3| ⇔ | f (x)+4
x+3 | ≤ |x+3|4

|x+3| ⇔ | f (x)+4
x+3 | ≤ |x + 3|3

και επειδή lim
x→−3

|x + 3|3 = 0, έπεται ότι και lim
x→−3

f (x) + 4
x + 3

= 0.

Είναι lim
x→−3

f (x)− f (−3)
x + 3

= lim
x→−3

f (x) + 4
x + 3

= 0. Επομένως η f είναι παραγωγί-
σιμη στο x0 = −3 με f ′(−3) = 0.

Πρόβλημα 1.18 Έστω η συνάρτηση f : R → R και για κάθε x ∈ R ισχύει η
σχέση:

ηµ3x − x4 ≤ f (x) ≤ ηµ3x + x4(1)

Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.
■

Λύση Για x = 0, η (1) γίνεται: 0 ≤ f (0) ≤ 0, δηλαδή f (0) = 0.

• Αν x ∈ (0,+∞), τότε η (1) γίνεται: ηµ3x
x − x3 ≤ f (x)

x ≤ ηµ3x
x + x3.

Επειδή

lim
x→0+

(
ηµ3x

x
− x3) = lim

x→0+
(3

ηµ3x
3x

− x3) = 3 · 1 − 0 = 3

lim
x→0+

(
ηµ3x

x
+ x3) = lim

x→0+
(3

ηµ3x
3x

+ x3) = 3 · 1 + 0 = 3

από το κριτήριο παρεμβολής έπεται ότι: lim
x→0+

f (x)
x

= 3 (2).

• Αν x ∈ (−∞, 0), τότε η (1) γίνεται: ηµ3x
x + x3 ≤ f (x)

x ≤ ηµ3x
x − x3.

Επειδή

lim
x→0−

(
ηµ3x

x
+ x3) = lim

x→0−
(3

ηµ3x
3x

+ x3) = 3 · 1 + 0 = 3

lim
x→0−

(
ηµ3x

x
− x3) = lim

x→0−
(3

ηµ3x
3x

− x3) = 3 · 1 − 0 = 3,
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από το κριτήριο παρεμβολής έπεται ότι: lim
x→0−

f (x)
x

= 3 (3).

Από (2) και (3) έπεται ότι lim
x→0

f (x)
x

= 3.
Είναι

lim
x→0

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0

f (x)− 0
x

= lim
x→0

f (x)
x

= 3.

Επομένως η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 με f ′(0) = 3.

Πρόβλημα 1.19 Η συνάρτηση f : R → R είναι περιττή και για κάθε x ∈ R
ισχύει:

|x| f (x) ≤ x + ηµ3x (A)

(α) Να βρείτε τον τύπο της f .
(β) Να εξετάσετε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.

■

Λύση
(α) Επειδή η f είναι περιττή, για κάθε x ∈ R ισχύει:

f (−x) = − f (x). (1)

Για x = 0, η (1) γίνεται:

f (0) = − f (0) ⇔ 2 f (0) = 0 ⇔ f (0) = 0.

Αν θέσουμε όπου x το −x στην (Α), έχουμε:

| − x| f (−x) ≤ −x + ηµ(−3x) ⇔ −|x| f (x) ≤ −x − ηµ3x ⇔ |x| f (x) ≥ x + ηµ3x
(Β)

Από τις (Α) και (Β) έπεται ότι |x| f (x) = x + ηµ3x. Επομένως:

f (x) = x+ηµ3x
|x| με x ̸= 0.

Άρα f (x) =


− x+ηµ3x

x x < 0
x+ηµ3x

x x > 0
0 x = 0

(β) Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι:

lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

x+ηµ3x
x
x

= lim
x→0+

1 + ηµ3x
x

x

= lim
x→0+

[(1 +
ηµ3x

x
)

1
x
] = (2)(+∞) = +∞

Επειδή lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= +∞ έπεται ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.
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Ασκήσεις προς λύση
1. Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο x0 = 0 και για κάθε x ∈ R

ισχύει:

ηµ2x − x4 ≤ x f (x) ≤ ηµ2x + x4

να αποδείξετε ότι
(α) f (0) = 0 (β) f ′(0) = 1.

2. Να βρεθεί η παράγωγος στη θέση x0, f ′(x0), όταν για τη συνεχή συ-
νάρτηση f για κάθε x ∈ R ισχύει: x2ηµ 1

x − x2 ≤ f (x) ≤ x2ηµ 1
x + x2,

x0 = 0.

3. Να βρεθεί η παράγωγος στη θέση x0, f ′(x0), όταν για τη συνάρτηση f
για κάθε x > 0 ισχύει: 6

√
x − 9 ≤ f (x)− 3 ≤ x, x0 = 9.

4. Η συνάρτηση f : R → R είναι συνεχής στο σημείο x0 = 0 και για κάθε
x ∈ R+ ισχύει η σχέση x4(συν 2

x − 3) < f (x) < x4(συν 2
x + 3). Να δείξετε

ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.

5. Η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο R και για κάθε x ∈ R ισχύει | f (x)| ≤
|ηµ2x|√

1+x4 . Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = x f (x) είναι παραγωγίσιμη στο
x0 = 0.

6. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R και ότι για κάθε x ∈ R ισχύει η σχέση:

3x2 + |ηµx| ≤ f (x) ≤ |x|+ 3x2

(α) Να δείξετε ότι η f είναι συνεχής στο x0 = 0.
(β) Να δείξετε ότι η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.

7. Να βρεθεί η παράγωγος στη θέση x0, f ′(x0), όταν για τη συνάρτηση f
για κάθε x ∈ R ισχύει: | f (x)| ≤ |g(x)|, g(1) = g′(1) = 0, x0 = 1.

8. Να βρεθεί η παράγωγος στη θέση x0, f ′(x0), όταν για τη συνάρτηση f
για κάθε x ∈ R ισχύει: | f (x)− 1| ≤ |g(x)− 3|, g(2) = 3, g′(2) = 0, x0 = 2.

9. Αν για κάθε x ∈ R ισχύει f (x) ≤ x2 + g(x) και οι συναρτήσεις f και g
είναι παραγωγίσιμες στο σημείο x0 = 3 με f (3)− g(3) = 9, να αποδείξετε
ότι f ′(3)− g′(3) = 6.

10. Αν οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιμες στο x0 = 0 και ισχύει
f (0) = g(0) και f (x) ≤ g(x) + ηµx για κάθε x ∈ R, να δείξετε ότι:
f ′(0) = g′(0) + 1.

11. Αν οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιμες στο x0 = 1 και ισχύει
f (1) = g(1) και f (x) + x2 ≤ g(x) + 1 για κάθε x ∈ R, να δείξετε ότι:
g′(1) = 2 + f ′(1).
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12. Δίνονται οι συναρτήσεις f , g παραγωγίσιμες στο x0 = 1 για τις οποίες
ισχύει f (1) ≥ g(1) και x f (x) ≤ g(x), x ∈ R − {1}. Να αποδειχθεί ότι
f ′(1) + f (1) = g′(1).

13. Για τις συναρτήσεις f : R → R και g : R → R ισχύουν:

f (a) ≥ g(a)

f (x) ≤ g(x) για κάθε x ∈ R − {a}

Οι f και g είναι παραγωγίσιμες στο α. Να δείξετε ότι:

(α) f (a) = g(a)

(β) f ′(a) = g′(a)

14. Αν για όλους τους x0, h ∈ R ισχύει f (x0)− h2 ≤ f (x0 + h) ≤ f (x0) + h2,
να αποδειχθεί ότι η f είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο x0 ∈ R.

Μέθοδος 1.8 — Εύρεση f ′(x0) από συναρτησιακή σχέση. .

• Θέτουμε στο x και y ανάλογες τιμές και βρίσκουμε την τιμή f (x0)

• Θέτουμε f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
και κάνουμε αλλαγή μεταβλη-

τής ανάλογα με την συναρτησιακή σχέση.

• Κάνοντας πράξεις υπολογίζουμε το f ′(x0).

Πρόβλημα 1.20 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0
με f (0) ̸= 0. Αν για κάθε x, y ∈ R ισχύει f (x + y) = f (x) f (y) + axy(1) να
δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R.

■

Λύση
Για x = y = 0 από (1) έπεται:

f (0) = [ f (0)]2 ⇔ f (0)[ f (0)− 1] = 0 ⇔ f (0) ̸=0 f (0) = 1

Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 ισχύει:

f ′(0) = lim
x→0

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0

f (x)− 1
x

.

Για να δείξουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R αρκεί να δείξουμε ότι η f
είναι παραγωγίσιμη στο τυχαίο ξ ∈ R. Είναι:
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lim
x→ξ

f (x)− f (ξ)
x − ξ

= lim
x→ξ

f (ξ + h)− f (ξ)
ξ + h − ξ

=(x=ξ+h,h→0)

= lim
h→0

f (ξ) f (h) + aξh − f (ξ)
h

= lim
h→0

f (ξ)[ f (h)− 1] + aξh
h

= lim
h→0

[ f (ξ)
f (h)− 1

h
+ aξ] = f (ξ) f ′(1) + aξ

Επομένως η f είναι παραγωγίσιμη στο κάθε ξ ∈ R με f ′(ξ) = f (ξ) f ′(1) + aξ
. Συνεπώς η f είναι παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) =
f (x) f ′(1) + ax.

Πρόβλημα 1.21 Η συνάρτηση f : (0,+∞) → R είναι παραγωγίσιμη στο x0 =
1 και για κάθε x, y ∈ (0,+∞) ισχύει f (xy) = f (x) + f (y)(1). Να δείξετε ότι
η f είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞).

■

Λύση Για x = y = 1 από (1) έπεται f (1) = f (1) + f (1) ⇔ f (1) = 0.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1 ισχύει:

f ′(1) = lim
x→1

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1

f (x)
x − 1

Για να δείξουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞), αρκεί να δείξουμε
ότι η f είναι παραγωγίσιμη σε τυχαίο ξ ∈ (0,+∞). Είναι:

lim
x→ξ

f (x)− f (ξ)
x − ξ

= lim
h→1

f (ξh)− f (ξ)
ξh − ξ

= ( θέτουμε x = ξh και επειδή x → ξ

έπεται h → 1) = lim
h→1

f (ξ) + f (h)− f (ξ)
ξ(h − 1)

= lim
h→1

[
f (h)

h − 1
· 1

ξ
] = f ′(1) · 1

ξ

Επομένως η f είναι παραγωγίσιμη στο κάθε ξ ∈ (0,+∞) με f ′(ξ) = f ′(1)
ξ .

Συνεπώς η f είναι παραγωγίσιμη στο(0,+∞) και για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει
f ′(x) = f ′(1)

x .

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρεθεί η παράγωγος στη θέση x0 ̸= 0 της συνάρτησης f όταν για

κάθε x, y ∈ R ισχύει: f (x − y) = f (x) + f (y)− xy με f ′(0) = α.

2. Αν για κάθε x, y ∈ R ισχύει f (x + y) + x + y = ( f (x) + x)( f (y) + y),
f ′(0) = 1 και f (x) ̸= 0 για κάθε x ∈ R, να αποδείξετε ότι: f ′(x) =
2 f (x) + 2x − 1 για κάθε x ∈ R.

3. Η συνάρτηση f : R∗ → R είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1 με f (1) ̸= 0.
Αν για κάθε x, y ∈ R ισχύει f (xy) = f (x) f (y)− (x + y)(x − 1)(y − 1) να
δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R.

4. Η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο R με f (0) ̸= 0 και για κάθε x, y ∈ R
ισχύει f (x + y) = f (x) f (y)− ηµx · ηµy . Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο
x0 = 0, να αποδειχθεί ότι η f είναι παραγωγίσιμη για κάθε x ∈ R.
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5. Αν f ′(0) = 1 και για κάθε x, y ∈ R ισχύει f (x + y) = f (x)+ f (y)
1− f (x) f (y) , να

αποδείξετε ότι f ′(x) = 1 + f 2(x) για κάθε x ∈ R.

6. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 0 με f ′(0) = α και για κάθε
x, y ∈ R ισχύει f (x + y) = ey f (x) + ex f (y). Να αποδείξετε ότι f ′(x) =
α · ex + f (x) για κάθε x ̸= 0.

7. Η συνάρτηση f (x) είναι ορισμένη στο R και ικανοποιεί τις συνθή-
κες f (x + y) = f (x) + f (y) + 2xy(x + y) + 2007 για κάθε x, y ∈ R και

lim
h→0

f (h) + 2007
h

= 2008. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη για
κάθε x ∈ R.

8. Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης f στο x0 ̸= 0, όταν για κάθε
x, y ∈ R ισχύει f (x + y) = f (x)

ey + f (y)
ex και f ′(0) = α.

9. Να βρεθεί η παράγωγος στη θέση x0 ̸= 0 της συνάρτησης f όταν για
κάθε x, y ∈ R ισχύει: f (x · y) =

√
x f (y) +

√
y f (x) με f ′(1) = α, x, y > 0.

Μέθοδος 1.9 — Υπολογισμός ορίων από τον ορισμό της παραγώγου. Εδώ
κάνουμε χρήση της βοηθητικής συνάρτησης όπως και στα όρια του
προηγούμενου κεφαλαίου

Πρόβλημα 1.22 Αν η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο a > 0,
να βρείτε τα όρια:

(α) lim
x→a

f (x)− f (a)√
x −

√
a

(β) lim
x→a

| f (x)|2 − | f (a)|2√
x −

√
a

■

Λύση Επειδή η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο a, είναι:

f ′(a) = lim
x→a

f (x)− f (a)
x − a

(1)

(α) Είναι:

lim
x→a

f (x)− f (a)√
x −

√
a

= lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a√
x+

√
a

= lim
x→a

[ f (x)− f (a)](
√

x +
√

a)
x − a

= lim
x→a

[
f (x)− f (a)

x − a
· (
√

x +
√

a)] = f ′(a) · 2
√

a

(β) Είναι:

lim
x→a

| f (x)|2 − | f (a)|2√
x −

√
a

= lim
x→a

[ f (x) + f (a)][ f (x)− f (a)]√
x −

√
a

= lim
x→a

[
f (x)− f (a)√

x −
√

a
· [ f (x) + f (a)]]

= f ′(a) · 2
√

a · 2 f (a) = 4
√

a · f (a) · f ′(a)

Είναι lim
x→a

f (x) = f (a) γιατί η f είναι παραγωγίσιμη στο α άρα και συνεχής
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Πρόβλημα 1.23 Δίνεται η συνάρτηση f : R → R με f (2) = 3 και f ′(2) = 4.

Να βρείτε το όριο: lim
x→2

f 2(x)− 5 f (x) + 6
x2 − 3x + 2

.
■

Λύση Επειδή

f ′(2) = 4 ⇔ lim
x→2

f (x)− f (2)
x − 2

= 4

Είναι:

lim
x→2

f 2(x)− 5 f (x) + 6
x2 − 3x + 2

= lim
x→2

[ f (x)− 3][ f (x)− 2]
(x − 2)(x − 1)

= lim
x→2

[
f (x)− 3

x − 2
· f (x)− 2

x − 1
]

= 4
3 − 2

1
= 4

Επομένως lim
x→2

f 2(x)− 5 f (x) + 6
x2 − 3x + 2

= 4.

Πρόβλημα 1.24 Αν η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο x0 ∈ R,
να δείξετε ότι:

lim
x→x0

x f (x0)− x0 f (x)
x − x0

= f (x0)− x0 f ′(x)

■

Λύση
1 Τρόπος

Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 θα είναι: f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

Αν λ(x) = f (x)− f (x0)
x−x0

με Aλ = R − {x0}, τότε:

lim
x→x0

λ(x) = f ′(x0) και f (x) = λ(x) · (x − x0) + f (x0).

Είναι:

lim
x→x0

x f (x0)− x0 f (x)
x − x0

= lim
x→x0

x f (x0)− x0[λ(x) · (x − x0) + f (x0)]

x − x0

= lim
x→x0

x · f (x0)− x0 · λ(x) · (x − x0)− x0 · f (x0)

x − x0

= lim
x→x0

f (x0) · (x − x0)− x0 · (x − x0) · λ(x)
x − x0

= lim
x→x0

[ f (x0)− x0 · λ(x)] = f (x0)− x0 f ′(x)
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2 Τρόπος

lim
x→x0

x f (x0)− x0 f (x)
x − x0

= lim
x→x0

x f (x0)− x0 f (x0) + x0 f (x0)− x0 f (x)
x − x0

= lim
x→x0

(x − x0) f (x0)− x0( f (x)− f (x0))

x − x0

= lim
x→x0

(x − x0) f (x0)

x − x0
− lim

x→x0

x0( f (x)− f (x0))

x − x0

= lim
x→x0

f (x0)− x0 lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= f (x0)− x0 f ′(x0)

Πρόβλημα 1.25 Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0, να υπολογι-
στεί το όριο:

lim
h→0

f (x0 + 3h)− 3 f (x0 + 2h) + 3 f (x0 + h)− f (x0)

h

■

Λύση Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0, άρα f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
(1).
Έχουμε ότι:

lim
h→0

f (x0 + 3h)− 3 f (x0 + 2h) + 3 f (x0 + h)− f (x0)

h
=

lim
h→0

f (x0 + 3h)− f (x0)− 3 f (x0 + 2h) + 3 f (x0) + 3 f (x0 + h)− 3 f (x0)

h
=

lim
h→0

f (x0 + 3h)− f (x0)− 3( f (x0 + 2h)− f (x0)) + 3( f (x0 + h)− f (x0))

h
=

lim
h→0

f (x0 + 3h)− f (x0)

h
− 3

f (x0 + 2h)− f (x0)

h
+ 3

f (x0 + h)− f (x0)

h
(2)

Για x − x0 = h (Όταν το x → x0 το h → 0) η (1) γίνεται:

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h

Για x − x0 = 2h (Όταν το x → x0 το h → 0) η (1) γίνεται:

f ′(x0) = lim
h→0

2
f (x0 + 2h)− f (x0)

h
= 2 lim

h→0

f (x0 + 2h)− f (x0)

h

⇔ lim
h→0

f (x0 + 2h)− f (x0)

h
=

f ′(x0)

2

Για x − x0 = 3h (Όταν το x → x0 το h → 0) η (1) γίνεται:

f ′(x0) = lim
h→0

3
f (x0 + 3h)− f (x0)

h
= 3 lim

h→0

f (x0 + 3h)− f (x0)

h

⇔ lim
h→0

f (x0 + 3h)− f (x0)

h
=

f ′(x0)

3
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Από τα παραπάνω η (2) ισούται με:

lim
h→0

f (x0 + 3h)− 3 f (x0 + 2h) + 3 f (x0 + h)− f (x0)

h
=

f ′(x0)

3
− 3

f ′(x0)

2
+ 3 f ′(x0) =

5 f ′(x0)

2

Πρόβλημα 1.26 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Να
βρείτε το:

lim
x→0

3 f (x)− f (0)
√

x2 + 9
x

■

Λύση Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 ισχύει:

lim
x→0

f (x)− f (0)
x − 0

= f ′(0) δηλαδή lim
x→0

f (x)− f (0)
x

= f ′(0)

Αν λ(x) = f (x)− f (0)
x με λ = R − {0}, τότε lim

x→0
λ(x) = f ′(0) και xλ(x) =

f (x)− f (0) ⇔ f (x) = xλ(x) + f (0).
Είναι:

lim
x→0

3 f (x)− f (0)
√

x2 + 9
x

= lim
x→0

3[xλ(x) + f (0)]− f (0)
√

x2 + 9
x

= lim
x→0

3xλ(x) + 3 f (0)− f (0)
√

x2 + 9
x

= lim
x→0

[3λ(x)− f (0)

√
x2 + 9 − 3

x
]

= lim
x→0

[3λ(x)− f (0)
x2

x
√

x2 + 9 + 3
]

= lim
x→0

[3λ(x)− f (0)
x√

x2 + 9 + 3
] = 3 f ′(0)

Ασκήσεις προς λύση
1. Έστω η συνάρτηση f με f (1) = f ′(1) = 2. Να βρείτε τα όρια:

(α) lim
x→1

f 2(x)− 4
x2 + x − 2

(β) lim
x→1

x f (x)− 2√
x + 3 − 2

2. Η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο (0,+∞) και παραγωγίσιμη στο x0 =
a > 0. Να βρείτε τα όρια:

(α) lim
x→a

f 3(x)− f 3(a)
3
√

x − 3
√

a
(β) lim

x→a

x2 f (x)− a2 f (a)
x − a

3. Δίνεται συνάρτηση f παραγωγισίμη στο x0 = 2, με f ′(2) = 1. Να υπο-

λογίσετε το όριο lim
x→2

3 f (x)− f (2)
√

x2 + x + 3
x − 2

.
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4. Να βρεθούν τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→2

f 2(x)− 4
√

x −
√

2
, f (2) = 2 και f ′(2) =

√
2

2

(β) lim
x→3

x2 f (x)− 18
x − 3

, f (3) = 2 και f ′(3) = −2

(γ) lim
x→2

f (x)−
√

x + 2
x − 2

, f (2) = 2 και f ′(2) = 1

5. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο x0 = 3 και ισχύει:

lim
x→3

f (x)− 6x
x2 − 9

= 10

(α) Να βρείτε την τιμή f (3)

(β) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0 = 3

(γ) Να υπολογίσετε το lim
x→3

f (x)− 2x2

4x2 − 12x
.

6. Δίνεται συνεχής συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει:

lim
x→0

f (x)− x
x2 = 2005

(α) Να αποδείξετε ότι:
(1) f (0) = 0

(2) f ′(0) = 1

(β) Να βρείτε το λ ∈ R έτσι, ώστε: lim
x→0

x2 + λ( f (x))2

2x2 + ( f (x))2 = 3

(Εξετάσεις 2005)

7. Δίνεται συνάρτηση f : R → R συνεχής στο 0 για την οποία ισχύει ότι:

lim
x→0

f (x)− ηµ3x
x2 − x

= 2

(α) Να βρείτε το f (0)

(β) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 και να βρείτε την
f ′(0)

(γ) Να υπολογίσετε το lim
x→0

x f (x)− ηµx · συνx√
x2 + 1 − 1
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8. Δίνεται συνεχής συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει: f (x)− f (x +

1) = 2x+ 5 για κάθε x ∈ R. Αν επιπλέον ισχύει: lim
x→0

f (x) + ηµx −
√

x + 1
x

=

1
2
, να βρείτε:

(α) f (0)
(β) f ′(0)

(γ) f ′(1)
(δ)

9. Δίνεται συνεχής συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει:

lim
x→3

f (2x − 5)− x
x − 3

= 7

(α) Να βρείτε την τιμή f (1)

(β) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 1 και να βρείτε την
f ′(1)

(γ) Να υπολογίσετε το όριο lim
x→1

f 2(x)− 9√
x − 1

10. Nα αποδείξετε ότι, αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0, τότε

(α) lim
h→0

f (x0 − h)− f (x0)

h
= − f ′(x0)

(β) lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0 − h)
h

= 2 f ′(x0)

11. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R παραγωγίσιμη στο x0 ∈ R. Να υπολογί-
σετε το όριο

lim
h→0

f 2(x0 + 2h)− f 2(x0)

h

12. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R παραγωγίσιμη στο x0 ∈ R και κ, λ ∈ R∗
+.

Να αποδείξετε ότι:

lim
h→0

f (x0 + κh)− f (x0 − λh)
h

= (κ + λ) f ′(x0).

13. Να αποδείξετε ότι: αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0, τότε:

(α) lim
h→0

f (x0 + 2h)− f (x0)

h
= 2 f ′(x0)

(β) lim
h→0

f (x0 − h)− f (x0 + 3h)
h

= −4 f ′(x0)
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14. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0, να υπολογίσετε:

(α) lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0 − h)
h

(β) lim
h→0

f (x0 + 5h)− f (x0 − 3h)
8h

(γ) lim
h→0

f 2(x0 + 3h)− f 2(x0 + 2h)
h

(δ) lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0 − h)
ηµh

(ε) lim
h→0

f (x0 + 2h)− f (x0 − h2)

h − ηµ2h
(δ)

15. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 και f ′(0) = 1 να βρείτε

το όριο: lim
x→0

f (3x) + f (2x) + f (x)− 3 f (0)
x

.

16. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0, να υπολογίσετε το
όριο

lim
x→0

f 2(2x)− f 2(x)
x

= 2 · f ′(0) · f (0)

17. Έστω η συνάρτηση f , η οποία είναι ορισμένη σε ένα διάστημα Δ και
παραγωγίζεται στο x0 ∈ ∆. Να αποδείξετε ότι:

lim
x→x0

x f (x0)− x0 f (x)
x − x0

= f (x0)− x0 f ′(x0)

(Εξετάσεις 1991)

Μέθοδος 1.10 — Υπολογισμός παραγώγου από ισότητα. .

Πρόβλημα 1.27 Η συνάρτηση είναι άρτια με f ′(ξ) = a. Να δείξετε ότι
f ′(−ξ) = −a.

■

Λύση Επειδή η f είναι άρτια, για κάθε x ∈ R ισχύει f (−x) = f (x). Είναι:

f ′(ξ) = a ⇔ lim
x→ξ

f (x)− f (ξ)
x − ξ

= a (1)

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = −ξ. Είναι:

lim
x→−ξ

f (x)− f (−ξ)

x + ξ
= lim

x→−ξ

f (−x)− f (ξ)
x + ξ

=(−x=h⇔x=−h,x→−ξ⇔h→ξ)

= lim
h→ξ

f (h)− f (ξ)
−h + ξ

= lim
h→ξ

(− f (h)− f (ξ)
h − ξ

) = −a

Άρα η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = −ξ με f ′(−ξ) = −a.
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Πρόβλημα 1.28 Αν η συνάρτηση f : R → R είναι περιττή και παραγωγίσιμη
στο x0 = ξ με f ′(ξ) = a, να δείξετε ότι f ′(−ξ) = a.

■

Λύση Επειδή η f είναι περιττή, για κάθε x ∈ R ισχύει f (−x) = − f (x). Είναι:

f ′(ξ) = a ⇔ lim
x→ξ

f (x)− f (ξ)
x − ξ

= a(1)

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = −ξ. Είναι:

lim
x→−ξ

f (x)− f (−ξ)

x + ξ
= lim

x→−ξ

− f (−x) + f (ξ)
x + ξ

=(−x=h⇔x=−h,x→−ξ⇔h→ξ)

= lim
h→ξ

− f (h) + f (ξ)
−h + ξ

= lim
h→ξ

f (h)− f (ξ)
h − ξ

= a

Άρα η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = −ξ με f ′(−ξ) = a.

Πρόβλημα 1.29 Έστω η συνεχής συνάρτηση f : R → (0,+∞), για την οποία
ισχύει f 3(x) + x2 f (x) = 1 (1) για κάθε x ∈ R. Να αποδείξετε ότι f ′(0) = 0.

■

Λύση Αρκεί να βρούμε το όριο f ′(0) = lim
x→0

f (x)− f (0)
x

∈ R

Από την (1) για x0 = 0 προκύπτει ότι: f 3(0) = 1 ⇔ f (0) = 1 άρα το παραπάνω

όριο γίνεται: f ′(0) = lim
x→0

f (x)− 1
x

∈ R

Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R άρα και στο 0, δηλαδή lim
x→0

f (x) = f (0) = 1

Έχουμε:

f 3(x) + x2 f (x) = 1 ⇔ f 3(x)− 1 + x2 f (x) = 0 ⇔
f 3(x)− 1 + x2 f (x)− x2 = −x2 ⇔

( f (x)− 1)( f 2(x) + f (x) + 1) + x2( f (x)− 1) = −x2 ⇔
( f (x)− 1)( f 2(x) + f (x) + 1) + x2( f (x)− 1) = −x2 ⇔

( f (x)− 1)( f 2(x) + f (x) + 1 + x2) = −x2 ⇔

f (x)− 1 =
−x2

f 2(x) + f (x) + 1 + x2 ⇔(÷x)
x ̸=0

f (x)− 1
x

=
−x

f 2(x) + f (x) + 1 + x2

Άρα

f ′(0) = lim
x→0

f (x)− 1
x

= lim
x→0

−x
f 2(x) + f (x) + 1 + x2 =

0
f 2(0) + f (0) + 1

= 0.
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Πρόβλημα 1.30 Αν η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0
και ισχύει f 3(x) − 2x · f 2(x) + x2 f (x) = x2ηµ2x (1) για κάθε x ∈ R, να
αποδειχθεί ότι f ′(0) = 2.

■

Λύση Αν στη σχέση (1) βάλουμε x = 0, θα πάρουμε f 3(0) = 0 ⇔ f (0) = 0.

Για x ̸= 0 είναι f ′(0) = lim
x→0

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0

f (x)
x

(2)

Αφού x ̸= 0 διαιρούμε με x3 και τα δύο μέλη της σχέσης (1) οπότε:
f 3(x)

x3 − 2x · f 2(x)
x3 + x2 f (x)

x3 = x2 ηµ2x
x3 ⇔ ( f (x)

x )3 − 2( f (x)
x )2 + f (x)

x = ηµ2x
x ⇔

(lim
x→0

f (x)
x

)3 − 2(lim
x→0

f (x)
x

)2 + lim
x→0

f (x)
x

= lim
x→0

ηµ2x
x

⇔

[ f ′(0)]3 − 2[ f ′(0)]2 + f ′(0)− 2 = 0 ⇔ [ f ′(0)− 2][( f ′(0))2 + 1] = 0 ⇔ f ′(0) = 2

Πρόβλημα 1.31 Αν f , g : R → R τέτοιες, ώστε για κάθε x ∈ R να ισχύει:

f 2(x) + g2(x) = x2ηµx(1)

(α) Να δείξετε ότι η f είναι συνεχής στο x0 = 0.
(β) Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. ■

Λύση
(α) Για x = 0, η (1) γίνεται :

f 2(0) + g2(0) = 0 ⇔ f (0) = 0 και g(0) = 0 .
Επειδή lim

x→0
(x2ηµ2x) = 0, έπεται ότι και lim

x→0
[ f 2(x) + g2(x)] = 0.

Για κάθε x ∈ R ισχύει | f 2(x)| = f 2(x) ≤ f 2(x)+ g2(x). Επειδή είναι lim
x→0

[ f 2(x)+

g2(x)] = 0 έπεται ότι και:

lim
x→0

f 2(x) = 0 ⇔ lim
x→0

√
f 2(x) = 0 ⇔ lim

x→0
| f (x)| = 0 ⇔ lim

x→0
f (x) = 0.

Επειδή lim
x→0

f (x) = f (0) έπεται ότι η f είναι συνεχής στο x0 = 0.

(β) Αν x ̸= 0, η (1)⇔ ( f (x)
x )2 + ( g(x)

x )2 = ηµ2x και επειδή lim
x→0

ηµ2x = 0, έπεται
ότι:

lim
x→0

[(
f (x)

x
)2 + (

g(x)
x

)2] = 0

Για κάθε x ∈ R ισχύει: |( f (x)
x )2| = ( f (x)

x )2 ≤ ( f (x)
x )2 + ( g(x)

x )2

Επειδή είναι lim
x→0

[(
f (x)

x
)2 + (

g(x)
x

)2] = 0 έπεται ότι και:

lim
x→0

(
f (x)

x
)2 = 0 ⇔ lim

x→0

√
(

f (x)
x

)2 = 0 ⇔ lim
x→0

| f (x)
x

| = 0 ⇔ lim
x→0

f (x)
x

= 0

Είναι: lim
x→0

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0

f (x)− 0
x

= lim
x→0

f (x)
x

= 0 που σημαίνει ότι η f

είναι παραγωγίσιμη με f ′(0) = 0.
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Ασκήσεις προς λύση
1. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη για κάθε x ̸= 0 και ισχύει f (−x) =

− f (x) για κάθε x ∈ R να δειχθεί ότι f ′(−x0) = f ′(x0), x0 ∈ R.

2. Δίνεται συνεχής συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει ότι:

x f (x) = 2x2 + ηµx · ηµ3x για κάθε x ∈ R

(α) Να βρείτε την τιμή f (0)

(β) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 και να βρείτε την
f ′(0).

3. Δίνονται οι συναρτήσεις f και g που είναι ορισμένες στο R και παραγω-
γίσιμες στο x0 = 0 με f (0) = 0. Αν για κάθε x ∈ R ισχύει f 2(x)− g2(x) =
xηµ4x, να δείξετε ότι [ f ′(0)]2 − [g′(0)]2 = 4.

4. Οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιμες στο σημείο x0 = 3. Αν για
κάθε x ∈ R ισχύει f 2(x) + g2(x) = (x2 − 9)2, να αποδείξετε ότι:
(α) f (3) = g(3) = 0

(β) ( f ′(3))2 + (g′(3))2 = 36

5. Αν η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 και ισχύει
f 3(x)− 2x · f 2(x) + x2 f (x) = x2ηµ2x για κάθε x ∈ R να αποδειχθεί ότι
f ′(0) = 2.

6. Αν η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 και ισχύει
f 3(x)− f 2(x)ηµx + f (x)ηµ22x = 4

9 ηµ3(3x) για κάθε x ∈ R να αποδειχθεί
ότι f ′(0) = 2.

7. Αν οι συναρτήσεις f , g, h είναι παραγωγίσιμες στο x = 0 και για κάθε x ∈
R ισχύει f 2(x) + g2(x) + h2(x) = x2(1 − συνx) να βρεθούν οι παράγωγοι
στη θέση x = 0, f ′(0), g′(0), h′(0)

8. Έστω η συνάρτηση f : R → R, για την οποία ισχύει:

f (x + 1) = x3 + 6x2 + 12x + 8.

Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2

9. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 0 και ισχύει f 3(x)+ x · f 2(x) =
2x3 για κάθε x ∈ R, να αποδείξετε ότι f ′(0) = 1.

10. Δίνεται συνάρτηση f : R → R παραγωγίσιμη στο 2 για την οποία ισχύει
ότι: f 3(x) + 2 f (x) + 4 = x2 για κάθε x ∈ R. Να βρείτε:
(α) την τιμή f (2)

(β) την παράγωγο f ′(2)
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11. Δίνεται συνεχής συνάρτηση f : R → R, για την οποία ισχύει f 3(x) −
2 f 2(x) + 3 f (x) = x2 − 2x για κάθε x ∈ R. Να αποδείξετε ότι η f είναι
παραγωγίσιμη στο x1 = 0 και στο x2 = 2 με f ′(2) + f ′(0) = 0.

12. Δίνεται συνεχής συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει ότι:

lim
x→2

f (x) + x − 3
x2 − 4

= 1

(α) Να βρείτε την τιμή f (2)

(β) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 2 και να βρείτε την
f ′(2).

(γ) Θεωρούμε τη συνάρτηση: g(x) =

{
f (2x) + x2 − 1 x ≤ 1
3x2 + αx + β x > 1

. Να βρείτε

τις τιμές των α, β ∈ R, ώστε η g να είναι παραγωγίσιμη στο 1.

13. Δίνεται συνάρτηση f : R → R παραγωγίσιμη στο 2 με f ′(2) = 3, για την

οποία ισχύει ότι: lim
h→0

f 2(2 + h)− f 2(2)
h

= 6

(α) Να αποδείξετε ότι f (2) = 1

(β) Να υπολογίσετε τα όρια:

(1) lim
x→2

f 2(x)− 1√
2x − 2

(2) lim
x→2

x2 f (x)− 4
x − 2
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1.2 Παράγωγος Συνάρτησης
Η εύρεση της παραγώγου με τον ορισμό που δώσαμε δεν είναι πάντα εύκολη.
Για το λόγο αυτό στη συνέχεια θα δούμε μερικές βασικές περιπτώσεις παρα-
γώγισης συναρτήσεων, που θα τις χρησιμοποιούμε στην εύρεση παραγώγου
συναρτήσεων (αντί να χρησιμοποιούμε τον ορισμό).

• Θεωρούμε τη συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το διάστημα Δ και ονο-
μάζουμε ∆1(∆1 ̸= ∅) το σύνολο των σημείων του Δ στα οποία η συ-
νάρτηση f είναι παραγωγίσιμη. Αν σε κάθε x0 ∈ ∆1 αντιστοιχούμε τον
αριθμό f ′(x0), τότε με τον τρόπο αυτό ορίζεται μια νέα συνάρτηση, η
οποία έχει πεδίο ορισμού το ∆1 και ονομάζεται πρώτη παράγωγος της f
ή πιο απλά παράγωγος της f . Την παράγωγο της f τη συμβολίζουμε με
f ′ ή d f (x)

dx ή dy
dx . Είναι φανερό ότι αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη

σε κάθε σημείο του πεδίο ορισμού της Δ τότε και η f ′ θα έχει πεδίο
ορισμού το Δ.

• Έστω f ′ : ∆1 → R η παράγωγος της f : ∆ → R(∆1 ⊆ ∆). Αν η συνάρτηση
f ′ είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0 ∈ ∆1, τότε λέμε ότι η συνάρτηση f
είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο x0. Η παράγωγος f ′ στο x0 ονομάζε-
ται δεύτερη παράγωγος της f στο x0 και συμβολίζεται με f ′′(x0). Είναι

φανερό ότι f ′′(x0) = lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x − x0
.

• Αν ∆2 ⊆ ∆1 ⊆ ∆ είναι το ευρύτερο υποσύνολο του Δ στο οποίο η f
είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και σε κάθε x0 ∈ ∆2 αντιστοιχούμε τον
αριθμό f ′′(x0), τότε με τον τρόπο αυτό ορίζεται μια νέα συνάρτηση η
οποία έχει πεδίο ορισμού το ∆2, ονομάζεται δεύτερη παράγωγος της f
και συμβολίζεται f ′′(x) ή d2 f (x)

dx2 .

• Όμοια ορίζονται και οι παράγωγοι 3ης, 4ης και γενικότερα ν-οστής τάξης
και συμβολίζονται αντίστοιχα x ̸= x0 f (3), f (4), ..., f (v). Είναι φανερό ότι
f (3) = ( f ′′)′, f (4) = ( f (3))′, ...., f (v+1) = ( f (v))′.

1.2.1 Παράγωγοι βασικών συναρτήσεων
Αποδεικνύονται τα παρακάτω:

1. Η συνάρτηση f : R → R με f (x) = c είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει f ′(x) = 0.

(c)′ = 0

2. Η συνάρτηση f : R → R με f (x) = x είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει f ′(x) = 1.

(x)′ = 1
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3. Η συνάρτηση f : R → R με f (x) = xn, n ∈ N∗ είναι παραγωγίσιμη και
για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = nxn−1.

(xn)′ = nxn−1

4. Η συνάρτηση f : [0,+∞) → R με f (x) =
√

x είναι παραγωγίσιμη στο
A = (0,+∞) και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = 1

2
√

x . Η συνάρτηση δεν
είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.

(
√

x)′ = 1
2
√

x

5. Η συνάρτηση f : R → R με f (x) = ηµx είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει f ′(x) = συνx.

(ηµx)′ = συνx

6. Η συνάρτηση f : R → R με f (x) = συνx είναι παραγωγίσιμη και για
κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = −ηµx.

(συνx)′ = −ηµx

7. Η συνάρτηση f : (0,+∞) → R με f (x) = lnx είναι παραγωγίσιμη και για
κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει f ′(x) = 1

x .

(lnx)′ = 1
x

8. Η συνάρτηση f : R → R με f (x) = ex είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει f ′(x) = ex.

(ex)′ = ex

1.2.2 Κανόνες παραγώγισης
Με τις παρακάτω προτάσεις έχουμε τη δυνατότητα να βρίσκουμε την πα-
ράγωγο συναρτήσεων που προκύπτουν από τις απλές βασικές συναρτήσεις
με τις πράξεις της πρόσθεσης, της αφαίρεσης, του πολλαπλασιασμού, της
διαίρεσης και της σύνθεσης.
Πρόταση 1.2.1 — παράγωγος αθροίσματος. Αν οι συναρτήσεις f , g είναι παρα-
γωγίσιμες στο x0 ∈ ∆ τότε και η συνάρτηση f + g είναι παραγωγίσιμη στο x0
και ισχύει:

( f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0)
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Παρατήρηση 1.2.2 .

1. Γενικότερα ( f1 + f2 + ...+ fk)
′(x) = f ′1(x) + f ′2(x) + ...+ f ′k(x), k ∈ Nκαι

f1, f2, ..., fk παραγωγίσιμες στο x ∈ ∆.

2. Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι: ( f − g)′ = f ′ − g′.

Πρόταση 1.2.3 — παράγωγος γινομένου. Αν οι συναρτήσεις f , g είναι παραγω-
γίσιμες στο x0 ∈ ∆ τότε και η συνάρτηση f · g είναι παραγωγίσιμη στο x0 και
ισχύει:

( f · g)′(x0) = f ′(x0) · g(x0) + f (x0) · g′(x0)

• Ανάλογος τύπος ισχύει και για περισσότερες από δύο συναρτήσεις. Δη-
λαδή:

( f (x)g(x)h(x))′ = ( f (x)g(x))′h(x) + f (x)g(x)h′(x) =
( f ′(x)g(x) + f (x)g′(x))h(x) + f (x)g(x)h′(x) =
f ′(x)g(x)h(x) + f (x)g′(x)h(x) + f (x)g(x)h′(x

Πρόταση 1.2.4 — Γινόμενο αριθμού με συνάρτηση. .

[(a · f (x))]′ = a · f ′(x) όπου a ∈ R.

Πρόταση 1.2.5 — παράγωγος πηλίκου. Αν οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγί-
σιμες στο x0 ∈ ∆ και g(x0) ̸= 0 τότε η συνάρτηση f

g είναι παραγωγίσιμη στο
x0 και ισχύει:

( f
g )

′(x) = f ′(x)g(x)− f (x)g′(x)
[g(x)]2

1. Η συνάρτηση f : R∗ → R με f (x) = x−v, v ∈ N∗ είναι παραγωγίσιμη και
για κάθε x ∈ R∗ ισχύει f ′(x) = −vx−v−1.

(x−v)′ = −vx−v−1

2. Η συνάρτηση f : A → R με f (x) = ϵφx, όπου A = R − {κπ + π
2 , κ ∈ Z},

είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = 1
συν2x .

(ϵφx)′ = 1
συν2x

3. Η συνάρτηση f : A → R με f (x) = σφx, όπου A = R − {κπ, κ ∈ Z},
είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = − 1

ηµ2x .

(σφx)′ = − 1
ηµ2x
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Πρόταση 1.2.6 — παράγωγος σύνθετης συνάρτησης. Αν η συνάρτηση f είναι
παραγωγίσιμη στο x0 και συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο f (x0), τότε
και η σύνθεσή τους g ◦ f είναι παραγωγίσιμη στο x και ισχύει :

(g ◦ f )′(x0) = g′( f (x0)) · f ′(x0)

1. Η συνάρτηση f : R∗ → R με f (x) = ln |x| είναι παραγωγίσιμη και για
κάθε x ∈ R∗ ισχύει f ′(x) = 1

x .

(ln |x|)′ = 1
x

2. Η συνάρτηση f : R → R με f (x) = ax, 0 < a ̸= 1 είναι παραγωγίσιμη και
για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = axlna.

(ax)′ = axlna

3. Η συνάρτηση f (x) = xα, α ∈ R − Z είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞) και
ισχύει f ′(x) = αxα−1, δηλαδή

(xα)′ = αxα−1

Τέλος αναφέρουμε ότι κάθε πολυωνυμική και ρητή συνάρτηση είναι παρα-
γωγίσιμη σε κάθε σημείο το πεδίου ορισμού της. Παρακάτω βλέπουμε τον
πίνακα όλων των παραγώγων απλών και σύνθετων συναρτήσεων.

Βασικών Συναρτήσεων Σύνθετων Συναρτήσεων
(c)′ = 0
(x)′ = 1

(xv)′ = vxv−1, v ∈ N∗ ( f (x)v)′ = v f (x)v−1 · f ′(x)
(
√

x)′ = 1
2
√

x (
√

f (x))′ = 1
2
√

f (x)
f ′(x)

(ηµx)′ = συνx (ηµ f (x))′ = συν f (x) · f ′(x)
(συνx)′ = −ηµx (συν f (x))′ = −ηµ f (x) · f ′(x)
(lnx)′ = 1

x , x > 0 (ln f (x))′ = 1
f (x) · f ′(x), f (x) > 0

(ln |x|)′ = 1
x , x ̸= 0 (ln | f (x)|)′ = 1

f (x) · f ′(x), f (x) ̸= 0

(ϵφx)′ = 1
συν2x (ϵφ f (x))′ = 1

συν2 f (x) · f ′(x)

(σφx)′ = − 1
ηµ2x (σφ f (x))′ = − 1

ηµ2 f (x) · f ′(x)

(ex)′ = ex (e f (x))′ = e f (x) · f ′(x)
(xa)′ = axa−1, a ∈ R, v ∈ N∗ ( f (x)a)′ = a f (x)a−1 · f ′(x), a ∈ R, f (x) > 0

(αx)′ = αxlnα (α f (x))′ = α f (x)lnα · f ′(x)
( 1

x )
′ = − 1

x2 ( 1
f (x))

′ = − 1
f 2(x) f ′(x)
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Παρατήρηση 1.2.7 .

1. Αν ο τύπος της f : ∆ → R είναι αποτέλεσμα πράξεων μεταξύ συναρ-
τήσεων που όλες είναι παραγωγίσιμες στο ∆ τότε και η συνάρτηση f
είναι παραγωγίσιμη στο ∆.

2. Όταν γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο

ξ τότε υπάρχει ο αριθμός f ′(ξ) που είναι ίσος με το lim
x→ξ

f (x)− f (ξ)
x − ξ

.

Επίσης, ο αριθμός f ′(ξ) είναι η τιμή της συνάρτησης f ′ για x =
ξ. Επομένως, για να υπολογίσουμε το f ′(ξ) θα βρίσκουμε με τους
κανόνες παραγώγισης τον τύπο της f ′(x) και θα θέτουμε σε αυτών
όπου x το ξ.

3. Παράγωγος της h(x) = v
√
[ f (x)]λ, v ∈ N, v ≥ 2, λ ∈ R∗

Έστω Δ το πεδίο ορισμού της h και ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο
Δ. Ο τύπος της h′ βρίσκεται ως εξής:
(α) Αν είναι f (x) ≥ 0 για κάθε x ∈ ∆ ισχύει h(x) = v

√
[ f (x)]λ =

[ f (x)]λ/vκαι επομένως:

h′(x) = [ v
√
[ f (x)]λ]′ = [[ f (x)]λ/v]′ = λ

v [ f (x)]
λ
v −1 · f ′(x).

(β) Αν η f δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο στο Δ, τότε ισχύει h(x) =
[[ f (x)]λ]1/v και επομένως:

h′(x) = [ v
√
[ f (x)]λ]′ = [[( f (x))λ]1/v]′ = 1

v · [( f (x))λ]
1
v−1 · [( f (x))λ]′ =

1
v · [( f (x))λ]

1
v−1 · λ · f (x)λ−1 · f ′(x)

Κατόπιν θα χρησιμοποιούμε τον ορισμό για να εξετάσουμε αν η h
είναι παραγωγίσιμη στους αριθμούς εκείνους του Δ που μηδενίζουν
την f .

4. Παράγωγος της h(x) = logg(x) f (x). Έστω Δ το πεδίο ορισμού της h
και ότι η συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιμες στο Δ. Τότε η
συνάρτηση h είναι παραγωγίσιμη στο Δ και ο τύπος της παραγώγου
της βρίσκεται με τους κανόνες παραγώγισης, αφού πρώτα μετατρέ-
ψουμε τον λογάριθμο σε νεπέριο. Επομένως: h′(x) = (logg(x) f (x))′ =

( ln f (x)
lng(x) )

′ = ....

5. Παράγωγος της h(x) = f (x)g(x). Έστω Δ το πεδίο ορισμού της h και
ότι f και g είναι παραγωγίσιμες στο Δ. Τότε η συνάρτηση h είναι
παραγωγίσιμη στο Δ και ο τύπος της παραγώγου της h′ βρίσκεται ως
εξής: h′(x) = [ f (x)g(x)]′ = [eg(x)ln f (x)]′ = · · · .
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6. Αν ο τύπος της συνάρτησης f περιέχει απόλυτες τιμές, τότε τον
απαλλάσσουμε από τα απόλυτα και η f γίνεται κλαδωτή. Με τους
κανόνες παραγώγισης βρίσκουμε την παράγωγο του κάθε κλάδου και
χρησιμοποιούμε τον ορισμό για να εξετάσουμε αν είναι παραγωγίσιμη
στους αριθμούς εκείνους που δεξιά και αριστερά τους η f αλλάζει
τύπο.

7. Αν ο τύπος της f περιέχει δυνάμεις της μορφής [g(x)]a με 0 < a <
1, τότε χρησιμοποιούμε τον ορισμό για να εξετάσουμε αν η f είναι
παραγωγίσιμη σε εκείνους τους αριθμούς που μηδενίζουν τη g.

8. Όταν η συνάρτηση f είναι ν φορές παραγωγίσιμη στο Δ, τότε οι
συναρτήσεις f , f ′, f ′′, . . . , f (v) είναι παραγωγίσιμες στο Δ (επομένως
είναι και συνεχής στο Δ) και δεν γνωρίζουμε αν είναι συνεχής και
παραγωγίσιμη στο Δ η συνάρτηση f (v+1).

9. Αν οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιμες στο Δ και για κάθε
x ∈ ∆ ισχύει f (x) = g(x), τότε και για κάθε x ∈ ∆ ισχύει f ′(x) = g′(x).

10. Ο ορισμός την παραγώγου, στο εξής θα εφαρμόζεται μόνο για τις
παρακάτω περιπτώσεις
(α) Στα σημεία που μηδενίζεται το απόλυτο ή το υπόριζο
(β) Στα σημεία που αλλάζει ο τύπος της f

(γ) Στα άκρα κλειστών διαστημάτων
(δ) Όταν δεν αναφέρεται αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη

1.2.3 Ερωτήσεις σωστού - λάθους και πολλαπλής επιλογής
A. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με σωστό (Σ) ή λάθος (Λ).

1. Η συνάρτηση f (x) = e1−x είναι γνησίως αύξουσα στο R.

2. Ισχύει (ηµx)′ = −συνx, για κάθε x ∈ R.

3. Ισχύει (ln |x|)′ = 1
x για κάθε x ̸= 0.

4. Αν οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιμες στο x0 , τότε η συνάρτηση
f · gείναι παραγωγίσιμη στο x0και ισχύει ( f · g)′(x0) = f ′(x0)g′(x0).

5. Ισχύει ο τύπος (3x)′ = x · 3x−1 για κάθε x ∈ R.

6. Ισχύει (συνx)′ = ηµx,για κάθε x ∈ R.

7. Ισχύει (σφx)′ = 1
ηµ2x , x ∈ R − {x : ηµx = 0}.

8. Αν οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιμες στο x0 και g(x0) ̸= 0, τότε η
συνάρτηση f

g είναι παραγωγίσιμη στο x0 και ισχύει ( f
g )

′(x0) =
f (x0)g′(x0)− f ′(x0)g(x0)

g2(x0)

9. Αν f (x) = αx, α > 0τότε ισχύει (αx)′ = xαx−1.
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10. Αν οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιμες στοx0 τότε ισχύει: ( f g)′(x0) =
f ′(x0)g(x0)− f (x0)g′(x0).

11. Ισχύει (ϵφx)′ = − 1
συν2x . για κάθε x ∈ R1 = R − {x : συνx = 0}.

B. Στις παρακάτω προτάσεις να επιλέξετε την σωστή απάντηση.

1. Η συνάρτησης f (x) = xx για x > 0 έχει παράγωγο την:
Α x · xx−1

Β xxlnx
Γ xx(lnx + 1)
Δ xx−1

2. Η συνάρτησης f (x) = 3
√

x2 για x ̸= 0 έχει παράγωγο την:

Α 2
3 x−

1
3

Β 1
2 3√x2

Γ 2x
3 3√x4

Δ 2
3 3√x4

1.2.4 Μεθοδολογίες για την επίλυση ασκήσεων

Μέθοδος 1.11 — Εύρεση παραγώγου απλής συνάρτησης. Χρησιμο-
ποιούμε όλους τους κανόνες παραγώγισης απλών και σύνθετων συ-
ναρτήσεων.

Πρόβλημα 1.32 Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f όταν:
(α) f (x) = 1

3 x3 − 2x2 + 5x − 1
(β) f (x) = x3+2x+3

x2−6x+5

(γ) f (x) = 5ηµ3x − συν8x + 3ex − 4lnx
(δ) f (x) = 3x − 4x+2 + x2ηµx · lnx

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη στο
Α και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = (1
3 x3 − 2x2 + 5x − 1)′ = x2 − 4x + 5

Άρα f ′(x) = x2 − 4x + 5 για κάθε x ∈ R.
(β) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R − {1, 5}. Η f είναι παραγω-
γίσιμη στο A και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = (
x3 + 2x + 3
x2 − 6x + 5

)′ =
(x3 + 2x + 3)′(x2 − 6x + 5)− (x3 + 2x + 3)(x2 − 6x + 5)′

(x2 − 6x + 5)2

=
(3x2 + 2)(x2 − 6x + 5)− (x3 + 2x + 3)(2x − 6)

(x2 − 6x + 5)2 =
x4 − 12x3 + 13x2 − 6x + 28

(x2 − 6x + 5)2

Άρα f ′(x) = x4−12x3+13x2−6x+28
(x2−6x+5)2 με x ∈ R − {1, 5}.

(γ) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη
στο Α και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = (5ηµ3x − συν8x + 3ex − 4lnx)′ = (5ηµ3x)′ − (συν8x)′ + (3ex)′ − (4lnx)′

= 5συν3x · (3x)′ + ηµ8x · (8x)′ + 3ex − 4
1
x
= 15συν3x + 8ηµ8x + 3ex − 4

x
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Άρα f ′(x) = 15συν3x + 8ηµ8x + 3ex − 4
x

(δ) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη
στο A και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = (3x − 4x+2 + x2ηµx · lnx)′ = (3x)′ − (4x+2)′ + (x2ηµx · lnx)′

= 3x ln 3 − 4x+2 ln 4 + 2xηµx · lnx + x2συνx · lnx + x2ηµx · 1
x

= 3x ln 3 − 4x+2 ln 4 + 2xηµx · lnx + x2συνx · lnx + xηµx

Άρα f ′(x) = 3x ln 3 − 4x+2 ln 4 + 2xηµx · lnx + x2συνx · lnx + xηµx με x ∈
(0,+∞).

Πρόβλημα 1.33 Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f όταν:
(α) f (x) = x

√
x + 3x − 1

(β) f (x) = 3
√

x2 +
√

x − 2 + 4
(γ) f (x) =

√
lnx − 2x

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = [0,+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη
στο A1 = (0,+∞) και για κάθε x ∈ A1 είναι:

f ′(x) = (x
√

x + 3x − 1)′ = (x
√

x)′ + (3x)′ − (1)′ =
√

x + x
1

2
√

x
+ 3

=
√

x +

√
x

2
+ 3 =

3
2
√

x + 3

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι:

lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

x
√

x + 3x − 1 + 1
x

= lim
x→0+

x
√

x + 3x
x

= lim
x→0+

(
√

x + 3) = 3

Επομένως η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 με f ′(0) = 3.
Άρα

f ′(x) =

{
3
2
√

x + 3 x > 0
3 x = 0

(β) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = [2,+∞. Η f είναι παραγωγίσιμη
στο A1 = (2,+∞) και για κάθε x ∈ A1 είναι:

f ′(x) = (
3√x2 +

√
x − 2 + 4)′ = (x

2
3 )′ + (

√
x − 2)′ + (4)′

=
2
3

x
2
3−1 +

1
2
√

x − 2
=

2
3

1
3
√

x
+

1
2
√

x − 2
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Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2. Είναι:

lim
x→2

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2

3
√

x2 +
√

x − 2 − 3
√

4
x − 2

= lim
x→2

(
3
√

x2 − 3
√

4
x − 2

+

√
x − 2

x − 2
)

= lim
x→2

(
(x − 2)(x + 2)

(x − 2)[( 3
√

x2)2 +
3
√

x2 3
√

4 + ( 3
√

4)2]
+

1√
x − 2

)

= lim
x→2

(
(x + 2)

[(
3
√

x2)2 +
3
√

x2 3
√

4 + ( 3
√

4)2]
+

1√
x − 2

) = +∞

Επομένως η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2.
Άρα f ′(x) = 2

3
1

3√x
+ 1

2
√

x−2
με x ∈ (2,+∞).

(γ) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = [1,+∞. Η f είναι παραγωγίσιμη
στο A1 = (1,+∞) και για κάθε x ∈ A1 είναι:

f ′(x) = (
√

lnx − 2x)′ = (
√

lnx)′ − 2(x)′ = 1
2
√

lnx
(lnx)′ − 2 = 1

2x
√

lnx
− 2

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1. Είναι:

lim
x→1

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1

√
lnx − 2x + 2

x − 1
= lim

x→1
(

√
lnx

x − 1
− 2) = +∞

Επομένως η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1.
Άρα f ′(x) = 1

2x
√

lnx
− 2 με x ∈ (1,+∞).

Πρόβλημα 1.34 Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f όταν:
(α) f (x) = ( x2+2

x3−1)
4

(β) f (x) = ln4(x2 + x + 2)3

(γ) f (x) = ηµ5(x2 + 3)2

(δ) f (x) = ex3+2x−1

(ε) f (x) = ϵφ3x
(ζ)

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = R − {1}. Η f είναι παραγωγίσιμη
στο A και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = [(
x2 + 2
x3 − 1

)4]′ = 4(
x2 + 2
x3 − 1

)3(
x2 + 2
x3 − 1

)′

= 4(
x2 + 2
x3 − 1

)3 (x2 + 2)′(x3 − 1)− (x2 + 2)(x3 − 1)′

(x3 − 1)2

= 4(
x2 + 2
x3 − 1

)3 2x(x3 − 1)− 3x2(x2 + 2)
(x3 − 1)2 = 4(

x2 + 2
x3 − 1

)3−x(x3 + 6x + 2)
(x3 − 1)2

=
−4(x2 + 2)3(x3 + 6x + 2)

(x3 − 1)5

Άρα f ′(x) = −4(x2+2)3(x3+6x+2)
(x3−1)5 με x ∈ R − {1}.
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(β) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη στο A
και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = (ln4(x2 + x + 2)3)′ = 4ln3(x2 + x + 2)3 1
(x2 + x + 2)3 ((x2 + x + 2)3)′

= 4ln3(x2 + x + 2)3 1
(x2 + x + 2)3 3(x2 + x + 2)2(x2 + x + 2)′

=
12ln3(x2 + x + 2)3(2x + 1)

(x2 + x + 2)

Άρα f ′(x) = 12ln3(x2+x+2)3(2x+1)
(x2+x+2) με x ∈ R

(γ) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη στο A
και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = (ηµ5(x2 + 3)2)′ = 5ηµ4(x2 + 3)2[ηµ(x2 + 3)2]′

= 5ηµ4(x2 + 3)2συν(x2 + 3)2[(x2 + 3)2]′

= 5ηµ4(x2 + 3)2συν(x2 + 3)22(x2 + 3)(x2 + 3)′

= 5ηµ4(x2 + 3)2συν(x2 + 3)22(x2 + 3)2x

= 20ηµ4(x2 + 3)2συν(x2 + 3)2(x2 + 3)x

Άρα f ′(x) = 20ηµ4(x2 + 3)2συν(x2 + 3)2(x2 + 3)x με x ∈ R.
(δ) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη στο A
και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = (ex3+2x−1)′ = ex3+2x−1(x3 + 2x − 1)′ = ex3+2x−1(3x2 + 2)

Άρα f ′(x) = ex3+2x−1(3x2 + 2) με x ∈ R.
(ε) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = R − {κπ + π

2 , κ ∈ Z}. Η f είναι
παραγωγίσιμη στο A και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = (ϵφ3x)′ = 3ϵφ2x(ϵφx)′ = 3ϵφ2x 1
συν2x = 3ϵφ2x

συν2x

Άρα f ′(x) = 3ϵφ2x
συν2x με x ∈ R − {κπ + π

2 , κ ∈ Z}.

Πρόβλημα 1.35 Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f όταν:
(α) f (x) = xx2+3x

(β) f (x) = (x − 1)x+2
(γ) f (x) = (x2 + 4)συνx

(δ) f (x) = xlnx
■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = (0,+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη
στο A και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = (xx2+3x)′ = (e(x2+3x)lnx)′ = e(x2+3x)lnx((x2 + 3x)lnx)′

= e(x2+3x)lnx((x2 + 3x)′lnx + (x2 + 3x)(lnx)′)

= e(x2+3x)lnx((2x + 3)lnx + (x2 + 3x)
1
x
) = xx2+3x[(2x + 3)lnx + x + 3]
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Άρα f ′(x) = xx2+3x[(2x + 3)lnx + x + 3] με x ∈ (0,+∞).
(β) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = (1,+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη
στο A και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = ((x − 1)x+2)′ = (e(x+2) ln(x−1))′ = e(x+2) ln(x−1)[(x + 2) ln(x − 1)]′

= e(x+2) ln(x−1)[(x + 2)′ ln(x − 1) + (x + 2)(ln(x − 1))′]

= e(x+2) ln(x−1)[ln(x − 1) + (x + 2)
1

x − 1
]

= (x − 1)x+2(ln(x − 1) +
x + 2
x − 1

)

Άρα f ′(x) = (x − 1)x+2(ln(x − 1) + x+2
x−1) με x ∈ (1,+∞).

(γ) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη στο A
και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = ((x2 + 4)συνx)′ = (eσυνx·ln(x2+4))

= eσυνx·ln(x2+4)[συνx · ln(x2 + 4)]′

= eσυνx·ln(x2+4)[(συνx)′ · ln(x2 + 4) + συνx · (ln(x2 + 4))′]

= (x2 + 4)συνx[−ηµx · ln(x2 + 4) + συνx · 1
x2 + 4

(x2 + 4)′]

= (x2 + 4)συνx[−ηµx · ln(x2 + 4) + συνx · 1
x2 + 4

2x]

= (x2 + 4)συνx[−ηµx · ln(x2 + 4) + συνx · 2x
x2 + 4

]

Άρα f ′(x) = (x2 + 4)συνx[ηµx · ln(x2 + 4) + συνx · 2x
x2+4 ] με x ∈ R.

(δ) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = (0,+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη
στο A και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = (xlnx)′ = (elnx·lnx)′ = (eln2x)′ = eln2x(ln2x)′ = eln2x(2lnx(lnx)′)

= xlnx 2lnx
x

Άρα f ′(x) = xlnx 2lnx
x με x ∈ (0,+∞).

Πρόβλημα 1.36 Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f με:

f (x) = (x − 2)
√

4 − x2

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = [−2, 2]. Η f είναι παραγω-
γίσιμη στο A1 = (−2, 2) και για κάθε x ∈ A1 είναι:

f ′(x) = [(x − 2)
√

4 − x2]′ = (x − 2)′
√

4 − x2 + (x − 2)(
√

4 − x2)′

=
√

4 − x2 + (x − 2)
1

2
√

4 − x2
(4 − x2)′ =

√
4 − x2 + (x − 2)

1
2
√

4 − x2
(−2x)

=
√

4 − x2 − x(x − 2)√
4 − x2
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Θα εξετάσουμε εάν η f είναι παραγωγίσιμη στα σημεία x1 = 2 και x2 = −2.
Είναι:

• lim
x→2

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2

(x − 2)
√

4 − x2

x − 2
= lim

x→2

√
4 − x2 = 0.

Επομένως η f είναι παραγωγίσιμη στο x1 = 2 με f ′(2) = 0.

• lim
x→−2

f (x)− f (−2)
x − 2

= lim
x→2

(x − 2)
√

4 − x2

x + 2
= lim

x→2

(x − 2)
√

4 − x2√
(x + 2)2

=

= lim
x→2

(x − 2)

√
(2 − x)(2 + x)

(x + 2)2 = lim
x→2

(x − 2)

√
2 − x
x + 2

= −∞

Επομένως η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x2 = −2.

Άρα f ′(x) =

{√
4 − x2 − x(x−2)√

4−x2 x ∈ (−2, 2)

0 x = 2
.

Πρόβλημα 1.37 Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f όταν:
(α) f (x) =

√
3x2 − 27 (β) f (x) = 3

√
(x − 1)2

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού A = (−∞, 3] ∪ [3,+∞). Η f είναι
παραγωγίσιμη στο A1 = (−∞,−3) ∪ (3,+∞) και για κάθε x ∈ A1 είναι:

f ′(x) = (
√

3x2 − 27)′ = 1
2
√

3x2−27
(3x2 − 27)′ = 6x

2
√

3x2−27
= 3x√

3x2−27

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x1 = 3 και x2 = −3

lim
x→3

f (x)− f (3)
x − 3

= lim
x→−3

√
3x2 − 27
x − 3

=
0
0 lim

x→3

3x2 − 27
(x − 3)

√
3x2 − 27

= lim
x→−3

3(x + 3)√
3x2 − 27

= +∞

Επομένως η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x1 = 3

lim
x→−3

f (x)− f (−3)
x + 3

= lim
x→−3

√
3x2 − 27
x + 3

=
0
0 lim

x→−3

3x2 − 27
(x + 3)

√
3x2 − 27

= lim
x→−3

3(x − 3)√
3x2 − 27

= −∞

Επομένως η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x2 = −3
Άρα f ′(x) = 3x√

3x2−27
με x ∈ (−∞, 3) ∪ (3,+∞).
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(β) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη στο
A1 = R − {1} και για κάθε x ∈ A1 είναι:

f ′(x) = ( 3
√
(x − 1)2)′ = (((x − 1)2)

1
3 )′ =

1
3
[(x − 1)2]

1
3−1[(x − 1)2]′

=
1
3
(x − 1)−

4
3 2(x − 1) =

2(x − 1)
3 3
√
(x − 1)4

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0 = 1 . Είναι:

lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1+

3
√
(x − 1)2

x − 1
= lim

x→1+

3
√
(x − 1)2

3
√
(x − 1)3

= lim
x→1+

3

√
(x − 1)2

(x − 1)3 = lim
x→1+

3

√
1

x − 1
= +∞

Επομένως η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1
Άρα f ′(x) = 2

3 3√x−1
με x ∈ R − {1}

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων

(α) f (x) = 8x5

(β) f (x) = 2
3 x6

(γ) f (x) = 9lnx
(δ) f (x) = 5εφx
(ε) f(x) = 1

x5

(στ) f (x) = 3
√

x2

(ζ) f (x) = 6
√

x5

(η) f (x) = 1
4√x

(θ) f (x) = 1
3√x2

()
2. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων

(α) f (x) = 3x2 + 2x − 1
(β) f (x) = x7 − x3 + x +

√
3

(γ) f (x) = αx4 + βx2 + γ
(δ) f (x) = x3 − 5ηµx + 3x + ln3

(ε) f (x) = x3

3 − x2

2 + x − 3
(στ) f (x) = x4

4 − x2

2 + x − ln 2
(ζ) f (x) = 2ex + 3(x3 + 2x)− 5
()

3. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων
(α) f (x) = x7 − x4 + 6x − 1
(β) f (x) = 2x3 + lnx −

√
3

(γ) f (x) = x4

4 − x3

3 + x2

2 − x
(δ) f (x) = συνx −

√
3ηµx + ln3

4. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων
(α) f (x) = (x2 + 2)(x + 2)
(β) f (x) = exηµx
(γ) f (x) = xlnx
(δ) f (x) = (x + 1)lnx

(ε) f (x) = (2x2 + x − 3)ex

(στ) f (x) = 5x5συνx − 3x2ex

(ζ) f (x) = x2(2lnx − 1)− 8x(lnx − 1)
()

5. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων

(α) f (x) = ln x
x

(β) f (x) = x3

ex

(γ) f (x) = x
ηµx

(δ) f (x) = ln x√
x

(ε) f (x) = ex−1
ex+1

(στ) f (x) = 2xlnx
x2+1
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6. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων

(α) f (x) = x2+3
x−3

(β) f (x) = 2
x−3

(γ) f (x) = 3
lnx

(δ) f (x) = 1
ex

(ε) f (x) = 1
x2+x+2

()

7. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων
(α) f (x) = (x − 2)2

(β) f (x) = (3x5 + 2x2)4
(γ) f (x) = (lnx + ex)3

(δ) f (x) = ln5x

8. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων

(α) f (x) =
√

2x + 9
(β) f (x) =

√
2lnx + x3

(γ) f (x) =
√

x−1
x+5

(δ) f (x) = 3
√

lnx − 3x

9. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων

(α) f (x) = ηµ(2x + 5)
(β) f (x) = ηµ(lnx)
(γ) f (x) = συν(ex + 2x)

(δ) f (x) = x2ηµ5x
(ε) f (x) = συν(3x−2)

x
(στ) f (x) = σφ4x

10. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων

(α) f (x) = e3x+2

(β) f (x) = ex2+συν3x

(γ) f (x) = ex·ex

(δ) f (x) = 3ηµx

(ε) f (x) = 53x−2

(στ) f (x) = e−2x2+5x−3

(ζ) f (x) = e
√

x+1

(η) f (x) = e
ηµx

x

11. Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων
(α) f (x) = ln(2x2 + 5x − 3)
(β) f (x) = ln(e2x + x)
(γ) f (x) = ln

√
2x2 + 5

(δ) f (x) = ln3x
(ε) f (x) = ln3(x2 + 3)
()

12. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων
(α) f (x) = (x2 − 1)(x − 3)
(β) f (x) = exx
(γ) f (x) = 1−x2

1+x2

(δ) f (x) = ηµx+συνx
1+συνx

(ε) f (x) = x2ηµxσυνx
()

13. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων

(α) f (x) = ex

lnx
(β) f (x) = x + x

(γ) f (x) = ηµx
ex

(δ) f (x) = x−1
x+1 - x+1

x−1

14. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων :
(α) f (x) = (3x4 + 4x3)−2

(β) f (x) = (x − 1)
2
3

(γ) f (x) = ( 1
1+x2 )

(δ) f (x) = ln( 1
x − x)

(ε) f (x) = e−x2 ()
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15. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f στο σημείο x0 όταν

(α) f (x) = x2
√

1 + x3 , x0 = 2
(β) f (x) = (2x)

1
3 + (2x)

2
3 , x0 = 4

(γ) f (x) = x3ηµ3(πx) , x0 = 1
6

(δ) f (x)= x2+2
2−x , x0 = 3

16. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων :

(α) f (x) = xlnx

(β) f (x) = 25x−3
(γ) f (x) = (lnx)x , x > 1
(δ) f (x) = xeσυνx

17. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:

(α) f (x) = 3x6 − 5x3 + 3x2 − 6x + 7
(β) f (x) = 3x2 + x

x+1 − lnx + 2
(γ) f (x) = (x2 − x)(3x + 2)− 6x + 4

(δ) f (x) = x
lnx + 2x − 1

(ε) f (x) = ln2(x2 + 2)6 − 4x3 − 2ηµx
()

18. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:

(α) f (x) = exηµ3x − 4xlnx + 1

(β) f (x) = ηµ2(x2 + 2x)4 − ln3(x + 2)6

(γ) f (x) = e−2x + 3x2+4 − xx2+2 − lnx

(δ) f (x) = ηµ3(x2 + 5x − 1)7 − 7συνx

(ε) f (x) = eηµx+3x2 − xlnx + 5x−1

19. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:

(α) f (x) = (3x2+2x−1
5x−1 )3 + 3ln2x3

(β) f (x) = e
x

x+2 − 3x − ln 4 + lnx

(γ) f (x) = 3
√
(x − 2)2 + 3ln3(x − 2)− 5x

(δ) f (x) = xx+1 − (x2 + 3)ηµx

(ε) f (x) = xηµx+2 + 3συνx − 5x + 2

20. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:

(α) f (x) = (x − 1)
√

x − 1 + 5x − 8ηµx

(β) f (x) = e−3x+1 + 2x2 − ln(x2 + 3)2

(γ) f (x) = (x2 + 4)ηµx − 2xlnx − 1

(δ) f (x) = ( x
ln x4 )

3 − ϵϕ3x − 5σϕ4x

(ε) f (x) =
√

x2 − 5x + 6 − 4x(x + 2)− 4ηµa

21. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:

(α) f (x) = e−3x−1
e−3x+1 + 2

(β) f (x) = e3xηµx − 3xlnx + 2
(γ) f (x) = x2(ηµ3x − συν4x)3

(δ) f (x) = 2 · 3x − 4x2+4 − xx+3 − 2
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22. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:

(α) f (x) = ln(lnx)− xex2+4 + ηµ4x

(β) f (x) = xx2+2 + ηµxx + 2

(γ) f (x) = lnx+2
3lnx−1

(δ) f (x) = ln(ϵφx)− ln(σφx), x ∈ (0, π
2 )

(ε) f (x) = 3x − (x − 2)
5
6

23. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:
(α) f (x) =

√
ηµx + ηµ

√
x − 3x, x ∈ (0, π)

(β) f (x) =
√

lnx − 3x2 + 2x − xlnx

(γ) f (x) = ln( ex−1
ex+2)− 3 ln 4

(δ) f (x) =
√

ex + 1 − 3 3
√
(x − 1)2

24. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:
(α) f (x) = x

√
x − ηµ3x + 2

(β) f (x) = ln(x +
√

x2 + 4)

(γ) f (x) = x
√

x + 3ηµ2x4 + 1

(δ) f (x) = συν(ηµx) + ϵφ(1 + x2), x ∈ (0, π
4 )

(ε) f (x) = lnx
1+x

(στ) f (x) = ηµx − x2(ηµx + συνx)− 1

Μέθοδος 1.12—Εύρεση της παραγώγου κλαδωτής συνάρτησης. Αν η συ-
νάρτηση f είναι κλαδωτή, για να βρούμε την παραγωγό της εξετάζουμε
με τον ορισμό αν είναι παραγωγίσιμη στα σημεία εκείνα του πεδίου ορι-
σμού της που δεξιά και αριστερά τους η f αλλάζει τύπο και κατόπιν με
τους κανόνες παραγώγισης βρίσκουμε την f ′ στα ανοικτά διαστήματα
στα οποία χωρίζεται το πεδίο ορισμού της από κάθε κλάδο.

Πρόβλημα 1.38 Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f όταν:

(α) f (x) =

{
x3 + 1 x ≤ 0
x2 x > 0

(β) f (x) =


x2 x ≤ 0
−x2 0 < x < 2
x3 + 4x x ≥ 2

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Η f είναι παραγωγίσιμη στο A1 = (−∞, 0) και για κάθε x ∈ A1 είναι:

f ′(x) = (x3 + 1)′ = 3x2



60 Κεφάλαιο 1. Παράγωγος

Η f είναι παραγωγίσιμη στο A2 = (0,+∞) και για κάθε x ∈ A2 είναι:

f ′(x) = (x2)′ = 2x

Επειδή lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(x3 + 1) = 1 και lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(x2) = 0 έπεται ότι
η f είναι ασυνεχής στο x0 = 0 και επομένως όχι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.

Άρα f ′(x) =

{
3x2 x < 0
2x x > 0

.

(β) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Η f είναι παραγωγίσιμη στο A1 = (−∞, 0) και για κάθε x ∈ A1 είναι:

f ′(x) = (x2)′ = 2x

Η f είναι παραγωγίσιμη στο A2 = (0, 2) και για κάθε x ∈ A2 είναι:

f ′(x) = (−x2)′ = −2x

Η f είναι παραγωγίσιμη στο A3 = (2,+∞) και για κάθε x ∈ A3 είναι:

f ′(x) = (x3 + 4x)′ = 3x2 + 4

Επειδή lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

(x3 + 4x) = 16 και lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

(−x2) = −4

έπεται ότι η f είναι ασυνεχής στο x0 = 0 και επομένως όχι παραγωγίσιμη στο
x0 = 0.
Επειδή lim

x→1+
f (x) = lim

x→1+
(lnx + 3) = 3 και lim

x→1−
f (x) = lim

x→1−

x − 1
x + 1

= 0 έπεται
ότι η f είναι ασυνεχής στο x2 = 2 και επομένως όχι παραγωγίσιμη στο x2 = 2.
Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x1 = 1. Είναι:

• lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

−x2

x
= lim

x→0+
(−x) = 0

• lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

x2

x
= lim

x→0−
(x) = 0

Επομένως η f είναι παραγωγίσιμη στο x1 = 0 με f ′(0) = 0.

Άρα f ′(x) =


2x x < 0
−2x 0 < x < 2
3x2 + 4 x > 2
0 x = 0

.

Πρόβλημα 1.39 Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f όταν:

f (x) =

{
ex − ηµx x ≤ 0
ηµ3x − 4x x > 0

■
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Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R.

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο A1 = (−∞, 0) και για κάθε x ∈ A1 είναι:

f ′(x) = (ex − ηµx)′ = ex − συνx.

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο A2 = (0,+∞) και για κάθε x ∈ A2 είναι:

f ′(x) = (ηµ3x − 4x)′ = 3συν3x − 4x ln 4.

Επειδή lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(ηµ3x− 4x) = −1 και lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(ex − ηµx) = 1

έπεται ότι η f είναι ασυνεχής στο x0 = 0 και επομένως όχι παραγωγίσιμη στο
x0 = 0.

Άρα f ′(x) =

{
ex − συνx x < 0
3συν3x − 4x ln 4 x > 0

.

Πρόβλημα 1.40 Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f όταν:
(α) f (x) = 3

√
|x|

(β) f (x) = 3
√

x2
(γ) f (x) =

√
x · ηµ2x

()
■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Ο τύπος της f γράφεται:

f (x) =


3
√
−x x < 0

3
√

x x > 0
0 x = 0

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο A1 = (−∞, 0) και για κάθε x ∈ A1 είναι:

f ′(x) = ( 3
√
−x)′ = (−x)

1
3 = −1

3(−x)−
2
3 = − 1

3 3
√

(−x)2
= − 1

3 3√x2

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο A2 = (0,+∞) και για κάθε x ∈ A2 είναι:

f ′(x) = ( 3
√

x)′ = (x)
1
3 = 1

3 x−
2
3 = 1

3 3√x2
.

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι:

lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

3
√

x
x

= lim
x→0+

3
√

x
3
√

x3
= lim

x→0+
3

√
1
x2 = +∞

Επομένως η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.

Άρα f ′(x) =

− 1
3 3√x2

x < 0
1

3 3√x2
x > 0

(β) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη στο
A1 = R − {0} και για κάθε x ∈ A1 είναι:
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f ′(x) = (
3
√

x2)′ = (x2)
1
3 = 1

3(x2)−
2
3 2x = 2x

3 3√x4

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι:

lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

3
√

x2

x
= lim

x→0+

3
√

x2

3
√

x3
= lim

x→0+
3

√
1
x
= +∞

Επομένως η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.
Άρα f ′(x) = 2x

3 3√x4
με x ̸= 0

(γ) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = [0,+∞. Η f είναι παραγωγίσιμη
στο A1 = (0,+∞) και για κάθε x ∈ A1 είναι:

f ′(x) = (
√

x · ηµ2x)′ = (
√

x)′ηµ2x +
√

x(ηµ2x)′ = ηµ2x
2
√

x + 2
√

x · συν2x

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι:

lim
x→0

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0

√
xηµ2x

x
= lim

x→0
(2
√

x
ηµ2x

2x
) = 0 · 1 = 0

Επομένως η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 με f ′(0) = 0.

Άρα f ′(x) =

{
ηµ2x
2
√

x + 2
√

x · συν2x x > 0

0 x = 0

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί α, β ∈ R, ώστε η συνάρτηση:

f (x) =

{
αx + β x < 0
ηµx+συνx2

συνx x ≥ 0

να είναι παραγωγίσιμη στο R.

2. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
ηµx2

x x ̸= 0
0 x = 0

Να δείξετε ότι η συνάρτηση f ′ είναι συνεχής στο x0 = 0

3. Να βρείτε , όπου ορίζεται , την παράγωγο της συνάρτηση

f (x) =

{
12
√

x + 6x x ≥ 0
2x2 + 3x x < 0

4. Να βρείτε , όπου ορίζεται , την παράγωγο της συνάρτηση
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f (x) =

{
x x > 0
x2 + ηµx x ≤ 0

5. Να βρεθεί η παράγωγος των συναρτήσεων:
(α) f (x) = 3

√
x

(β) f (x) = 4
√

x
(γ) f (x) = 3

√
|x|

(δ) f (x) = 5
√

x2

6. Να βρεθεί η παράγωγος των συναρτήσεων:
(α) f (x) = 4

√
3 − x

(β) f (x) = ηµx · (x − 2)
4
5

(γ) f (x) = 3
√

x2 +
√

x3

(δ) f (x) = 5
√
(x − 2)4

Μέθοδος 1.13 — Εύρεση της παραγώγου συνάρτησης που περιέχει από-
λυτα. Όταν ο τύπος της f περιέχει απόλυτες τιμές, για να βρούμε της
f ′ μετατρέπουμε την f σε κλαδωτή και χρησιμοποιούμε την μέθοδο 1

Πρόβλημα 1.41 Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f όταν:
(α) f (x) = x2 + |x2 − 1|+ 2 (β) f (x) = x|x| − 3x2 + 2

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Ο τύπος της f γράφεται:

f (x) =

{
2x2 + 1 x ∈ (−∞,−1] ∪ [1,+∞)

3 x ∈ (−1, 1)

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο A1 = (−∞,−1] ∪ [1,+∞) και για κάθε
x ∈ A1 είναι: f ′(x) = (2x2 + 1)′ = 4x.

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο A2 = (−1, 1) και για κάθε x ∈ A2 είναι:
f ′(x) = (3)′ = 0.

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x1 = 1. Είναι:

• lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1+

2x2 + 1 − 3
x − 1

= lim
x→1+

2(x − 1)(x + 1)
x − 1

= lim
x→1+

[2(x + 1)] = 4

• lim
x→1−

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1−

3 − 3
x − 1

= 0

Άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x1 = 1
Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x2 = −1. Είναι:

• lim
x→−1+

f (x)− f (−1)
x + 1

= lim
x→1+

3 − 3
x + 1

= 0
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• lim
x→−1−

f (x)− f (−1)
x + 1

= lim
x→−1−

2x2 + 1 − 3
x + 1

= lim
x→−1−

2(x + 1)(x − 1)
x + 1

= −4

Άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x2 = −1.

Άρα f (x) =

{
4x x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞)

0 x ∈ (−1, 1)
(β) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Ο τύπος της f γράφεται:

f (x) =


−4x2 + 2 x < 0
−2x2 + 2 x > 0
2 x = 0

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο A1 = (−∞, 0) και για κάθε x ∈ A1 είναι:
f ′(x) = (−4x2 + 2)′ = −8x.

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο A2 = (0,+∞) και για κάθε x ∈ A2 είναι:
f ′(x) = (−2x2 + 2)′ = −4x.

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι:

• lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

−2x2 + 2 − 2
x

= lim
x→0+

(−2x) = 0

• lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

−4x2 + 2 − 2
x

= lim
x→0−

(−4x) = 0

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 με f ′(0) = 0. Δεν υπάρχει στο f ′′(0).

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:

(α) f (x) = |x − 1|, x ̸= 1
(β) f (x) = |x2 − 4|, x ̸= ±2

(γ) f (x) = x|3x − 5|, x ̸= 5
3

()

2. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:
(α) f (x) = |x − 1|+ 3x + 2
(β) f (x) = x2|x4 − x2|

(γ) f (x) = ln |x − 1|
(δ) f (x) = x|x|+ 2

Μέθοδος 1.14 — Εύρεση παραγώγων ανώτερης τάξης. Για να βρούμε την
ν-οστή παράγωγο μιας συνάρτησης πρώτα βρίσκουμε την v − 1 παρα-
γωγό της κ.ο.κ

Πρόβλημα 1.42 Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
x3 x ≤ 1
x2 + x − 1 x > 1
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Να βρείτε εφόσον υπάρχουν τα f ′(−2), f ′(3), f ′(1), f ′′(5) , f ′′(−4), f ′′(1)
■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R.

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο A1 = (−∞, 1) και για κάθε x ∈ A1 είναι:
f ′(x) = (x3)′ = 3x2. Άρα f ′(−2) = 3(−2)2 = 12.

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο A2 = (1,+∞) και για κάθε x ∈ A2 είναι:
f ′(x) = (x2 + x − 1)′ = 2x + 1. Άρα f ′(3) = 2 · 3 + 1 = 7.

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1. Είναι:

• lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1+

x2 + x − 1 − 1
x − 1

= lim
x→1+

x2 + x − 2
x − 1

= lim
x→1+

(x − 1)(x + 2)
x − 1

= 3

• lim
x→1−

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1−

x3 − 1
x − 1

= lim
x→1−

(x − 1)(x2 + x + 1)
x − 1

= 3

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1 με f ′(1) = 3

Άρα f ′(x) =


3x2 x ≤ 1
2x + 1 x > 1
3 x = 1

• Η f ′ είναι παραγωγίσιμη στο A1 = (−∞, 1) δηλαδή η f είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη στο A1 και για κάθε x ∈ A1 είναι:

f ′′(x) = (3x2)′ = 6x. Άρα f ′′(−4) = 6(−4) = −24.

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο A2 = (1,+∞) δηλαδή η f είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη στο A2 και για κάθε x ∈ A2 είναι:

f ′′(x) = (2x + 1)′ = 2. Άρα f ′′(5) = 2.

Θα εξετάσουμε αν η f ′ είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1, δηλαδή αν η f είναι 2
φορές παραγωγίσιμη στο x0 = 1. Είναι:

• lim
x→1+

f ′(x)− f ′(1)
x − 1

= lim
x→1+

2x + 1 − 3
x − 1

= lim
x→1+

2(x − 1)
x − 1

= 2

• lim
x→1−

f ′(x)− f ′(1)
x − 1

= lim
x→1−

3x2 − 3
x − 1

= lim
x→1−

3(x − 1)(x + 1)
x − 1

= 6

Άρα η f ′ δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1, δηλαδή η f δεν είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη στο x0 = 1. Άρα δεν υπάρχει το f ′′(1).

Είναι f ′(x) =

{
6x x < 1
2 x > 1
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Πρόβλημα 1.43 Αν η συνάρτηση f : R → R με f (x) = xηµx. Να δείξετε ότι
ισχύει η σχέση x2 f ′′(x) + (x2 + 2) f (x) = 2x f ′(x).

■

Λύση Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R είναι:

f ′(x) = (xηµx)′ = (x)′ηµx + x(ηµx)′ = ηµx + x · συνx

Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R είναι:

f ′′(x) = (ηµx + x · συνx)′ = (ηµx)′ + (x)′συνx + x(συνx)′

= συνx + συνx − xηµx = 2συνx − xηµx

Επομένως:

x2(2συνx − xηµx) + (x2 + 2)xηµx = 2x(ηµx + x · συνx)

⇔ 2x2συνx − x3ηµx + x3ηµx + 2xηµx = 2xηµx + 2x2συνx

⇔ 2x2συνx + 2xηµx = 2xηµx + 2x2συνx

που ισχύει.

Πρόβλημα 1.44 Να βρείτε πολυώνυμο τρίτου βαθμού τέτοιο ώστε f (0) =
−8, f ′(1) = 2, f ′′(2) = 4, f ′′′(1) = 6.

■

Λύση Αν f (x) = αx3 + βx2 + γx + δ με α ̸= 0 τότε:

• f ′(x) = 3αx2 + 2βx + γ

• f ′′(x) = 6αx + 2β

• f ′′′(x) = 6α

Είναι: 
f (0) = −8
f ′(1) = 2
f ′′(2) = 4
f ′′′(1) = 6

⇔


δ = −8
3α + 2β + γ = 2
12α + 2β = 4
6α = 6

⇔


δ = −8
γ = 7
β = −4
α = 1

Άρα f (x) = x3 − 4x2 + 7x − 8

Πρόβλημα 1.45 Να βρείτε τον τύπο της πολυωνυμικής συνάρτησης f που
ικανοποιεί τη σχέση [ f ′(x)]2 = f (x) (1) για κάθε x ∈ R.

■

Λύση Αν η πολυωνυμική συνάρτηση f είναι βαθμού ν, τότε η πολυωνυμική
συνάρτηση f ′ θα είναι βαθμού ν-1 και η [ f ′(x)]2 θα είναι βαθμού 2(v − 1).
Επομένως από τη σχέση (1) έπεται ότι: 2(v − 1) = v ⇔ v = 2.
Άρα η συνάρτηση f είναι δευτέρου βαθμού και έστω f (x) = αx2 + βx + γ,
α ̸= 0 ο τύπος της. Η (1) γίνεται:
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[(αx2 + βx + γ)′]2 = αx2 + βx + γ ⇔ (2αx + β)2 = αx2 + βx + γ ⇔

4α2x2 + 4αβx + β2 = (2αx + β)2 = αx2 + βx + γ ⇔


4α2 = α

4αβ = β

β2 = γ

⇔


α = 1

4
β = β

β2 = γ

Άρα f (x) = 1
4 x2 + βx + β2, β ∈ R

Πρόβλημα 1.46 (α) Έστω πολυώνυμο f (x) βαθμού v με v ≥ 2. Να δείξετε
ότι ο (x − ρ)2 είναι παράγοντας του πολυωνύμου f (x) όταν και μόνο όταν
είναι f (ρ) = f ′(ρ) = 0.
(β) Αν το πολυώνυμο f (x) = x3 − αx + β με α, β > 0 έχει παράγοντα το
(x − ρ)2, να δείξετε ότι ( α

3 )
3 = ( β

2 )
2 ■

Λύση
(α) Ευθύ
Αφού ο (x − ρ)2 είναι παράγοντας του πολυωνύμου f (x) ισχύει f (x) = (x −
ρ)2Π(x). Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι:

f ′(x) = [(x − ρ)2Π(x)]′ = 2(x − ρ)Π(x) + (x − ρ)2Π′(x)

Είναι f (ρ) = (ρ − ρ)Π(ρ) = 0 και f ′(ρ) = 2(ρ − ρ)Π(ρ) + (ρ − ρ)2Π′(ρ) = 0.
Αντίστροφο
Επειδή f (ρ) = 0 έπεται ότι υπάρχει πολυώνυμο g(x) βαθμού (v − 1) τέτοιο
ώστε f (x) = (x − ρ)g(x). Οπότε:

f ′(x) = [(x − ρ)g(x)]′ = g(x) + (x − ρ)g′(x)

Επειδή f ′(ρ) = 0 ⇔ g(ρ) + (ρ − ρ)g′(x) = 0 ⇔ g(ρ) = 0 έπεται ότι υπάρχει
πολυώνυμο Π(x) βαθμού (v − 2) τέτοιο ώστε g(x) = (x − ρ)Π(x).
Άρα f (x) = (x − ρ)g(x) = (x − ρ)2Π(x) που σημαίνει ότι ο (x − ρ)2 είναι
παράγοντας του πολυωνύμου f (x)
(β) Επειδή ο (x − ρ)2 είναι παράγοντας του πολυωνύμου f (x) βάσει του (α)
ερωτήματος ισχύει f (ρ) = f ′(ρ) = 0 (1).
Η f είναι παραγωγίσιμη με f ′(x) = 3x2 − α. Επομένως:

f ′(ρ) = 0 ⇔ 3ρ2 − α = 0 ⇔ α = 3ρ2

f (ρ) = 0 ⇔ ρ3 − αρ + β = 0 ⇔ ρ3 − 3ρ3 + β = 0 ⇔ ρ3 = β
2

Οπότε ( α
3 )

3 = ( β
2 )

2.

Ασκήσεις προς λύση
1. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο

x0 = 1, όταν:

(α) f (x) =

{
x3 + 3x2 + 2 x < 1
x4 + 5x x ≥ 1

(β) f (x) =

{
x2 + x + 1 x < 1
2
√

x + x2 x ≥ 1
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2. Να βρείτε την δεύτερη παράγωγο των συναρτήσεων:

(α) f (x) =

{
−2

√
x2 + 3 x ≤ 1

x2 − 3x + 5 x > 1

(β) f (x) =

{
x3 − x2 + x x ≤ 0
2x

√
x + ηµx x > 0

(γ) f (x) =

{
x2 + ηµ3x x ≤ 0
x2 + 3x x > 0

(δ) f (x) =

{
x2 + ηµ2x x ≤ 0
x2 + ηµ3x x > 0

3. Δίνεται συνάρτηση f (x) = xex2 . Να δείξετε ότι:

f (3)(x)− 6 f ′(x)− 2x f ′′(x) = 0

4. Δίνεται συνάρτηση f (x) = x · ηµ(lnx). Να δείξετε ότι:

x2 f ′′(x)− x f ′(x) + 2 f (x) = 0

5. Να βρείτε πολυώνυμο τετάρτου βαθμού τέτοιο ώστε να είναι f (0) = −1,
f (−1) = −3, f ′(0) = 2, f ′(0) = 2, f ′′(1) = 18, f (3)(1) = 30.

6. Έστω η συνάρτηση f (x) = eax, όπου a ∈ R. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν
δύο τιμές της παραμέτρου a έτσι ώστε να ικανοποιείται η σχέση f ′′(x) +
2 f ′(x) = 3 f (x), για κάθε x ∈ R. (Εξετάσεις 1995)

7. Έστω λ, µ, β1, β2 ∈ R με β1 ̸= β2. Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = λeβ1x +
µeβ2x με x ∈ R. Έστω ότι υπάρχει x0 ∈ R τέτοιος ώστε g(x0) = g′(x0) = 0.
Να αποδειχθεί ότι λ = µ = 0. (Εξετάσεις 1996)

8. Να βρείτε πολυώνυμο δευτέρου βαθμού τέτοιο ώστε P(x) − P′(x) =
3x2 + 4x + 5 για κάθε x ∈ R.

9. Να βρείτε πολυώνυμο P(x) τέτοιο ώστε:
(α) P(x)− P′(x) = x2 − x + 2 , x ∈ R

(α) Να έχει βαθμό v ∈ N∗ και να ισχύει:
(i) [P′(x)]2 = P(x) για κάθε x ∈ R με P(1) = 0

(ii) P(2x) = P′(x) · P′′(x) για κάθε x ∈ R.

10. Δίνεται συνάρτηση f (x) = eλx. Να δείξετε ότι f (v)(x) = λνeλx, για κάθε
θετικό ακέραιο v και x ∈ R.

11. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ηµ2(αx), x ∈ R και α ∈ R. Να βρείτε την
τιμή του α ώστε να ισχύει f ′′(x)+ 4α2 f (x) = 2 για κάθε x ∈ R. (Εξετάσεις
1999)

Μέθοδος 1.15 — Εύρεση παραγώγου από δοσμένη σχέση. Σε αυτή τη μέ-
θοδο χρησιμοποιούμε την βοηθητική συνάρτηση ή προσπαθούμε να δη-
μιουργήσουμε τον λόγο της παραγώνου.
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Πρόβλημα 1.47 Αν η συνάρτηση g : R → R είναι παραγωγίσιμη στο R με
g(−1) = 0, g′(−1) = 2. Να βρείτε την f ′(0) όταν f (x) = g3(x − 1) + g(2x −
1).

■

Λύση Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R είναι:

[ f (x)]′ = [g3(x − 1) + g(2x − 1)]′ ⇔ f ′(x) = [g3(x − 1)]′ + [g(2x − 1)]′

⇔ f ′(x) = 3g2(x − 1)g′(x − 1)(x − 1)′ + g′(2x − 1)(2x − 1)′

⇔ f ′(x) = 3g2(x − 1)g′(x − 1) + 2g′(2x − 1)

Επομένως για x = 0:

f ′(0) = 3g2(−1)g′(−1) + 2g′(−1) = 3 · 0 · 2 + 2 · 2 = 4.

Πρόβλημα 1.48 Αν η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
στο R και για κάθε x ∈ R ισχύει f (ex−2) = συν(πx) + x (1). Να υπολογίσετε
τα f ′(1), f ′′(1).

■

Λύση Για x = 2 από την σχέση (1) έχουμε:

f (e0) = συν(2π) + 2 ⇔ f (1) = 2

Από την (1) έπεται ότι για κάθε x ∈ R ισχύει:

[ f (ex−2)]′ = [συν(πx) + x]′

⇔ f ′(ex−2)(ex−2)′ = [συν(πx)]′ + (x)′

⇔ f ′(ex−2)ex−2 = −π · ηµ(πx) + 1(2)

Για x = 2 από την σχέση (2) έχουμε:

f ′(e0)e0 = −π · ηµ(0) + 1 ⇔ f ′(1) = 1

Από την (2) έπεται ότι για κάθε x ∈ R ισχύει:

[ f ′(ex−2)ex−2]′ = [−π · ηµ(πx) + 1]′

⇔ f ′′(ex−2)ex−2 + f ′(ex−2)(ex−2)′ = −π2συν(πx)

⇔ f ′′(ex−2)ex−2 + f ′(ex−2)ex−2 = −π2συν(πx)(3)

Για x = 2 από την σχέση (2) έχουμε: f ′′(1) + f ′(1) = −π2συν(π) ⇔ f ′′(1) =
−π2 − 1.

Πρόβλημα 1.49 Αν η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
στο R και για κάθε x ∈ R ισχύει f (2x + 1)− f (3x − 2) = ηµ(πx) (1). Να
δείξετε ότι f ′(7) = π.

■
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Λύση Από τη σχέση (1) έπεται ότι για κάθε x ∈ R ισχύει:

[ f (2x + 1)− f (3x − 2)]′ = [ηµ(πx)]′

⇔ [ f (2x + 1)]′ − [ f (3x − 2)]′ = [ηµ(πx)]′

⇔ f ′(2x + 1)(2x + 1)′ − f ′(3x − 2)(3x − 2)′ = συν(πx)(πx)′

⇔ 2 f ′(2x + 1)− 2 f ′(3x − 2) = πσυν(πx)(2)

Για x = 3, η (2) γίνεται:

2 f ′(7)− 2 f ′(7) = πσυν(7x) ⇔ − f ′(7) = −π ⇔ f ′(7) = π

Πρόβλημα 1.50 Αν η συνάρτηση f : R∗ → R είναι παραγωγίσιμη στο R∗ και
για κάθε x ̸= 0 ισχύει f ′(x) = f ( 3

x ) (1). Να δείξετε ότι:
(α) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R∗.
(β) Ισχύει x2 f ′′(x) + 3 f (x) = 0 για κάθε x ∈ R∗.

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f ( 3

x ) είναι παραγωγίσιμη στο R∗ ως σύνθεση των παρα-
γωγίσιμων συναρτήσεων 3

x και f (x). Επομένως από τη σχέση (1) έπεται ότι
και η συνάρτηση f ′ είναι παραγωγίσιμη στο R∗, δηλαδή η f είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη στο R∗.
(β) Από τη σχέση (1) έπεται ότι για κάθε x ∈ R∗ ισχύει:

[ f ′(x)]′ = [ f (
3
x
)]′ ⇔ f ′′(x) = f ′(

3
x
) · (3

x
)′

⇔ f ′′(x) = f ′(
3
x
) · (− 3

x2 ) ⇔ f ′′(x) +
3
x2 f ′(

3
x
) = 0(2)

Αν θέσουμε στην (1) όπου x το 3
x έχουμε: f ′( 3

x ) = f (x)
Επομένως η (2) γίνεται: x2 f ′′(x) + 3 f (x) = 0.

Πρόβλημα 1.51 Δίνονται οι συναρτήσεις f , g : R → R οι οποίες είναι παρα-
γωγίσιμες στο x0 ∈ R και ισχύουν οι g(x0) ̸= 0 και g′(x0) ̸= 0. Αν h(x) = f (x)

g(x)

με h′(x0) = 0, να δείξετε ότι h(x0) =
f ′(x0)
g′(x0)

.
■

Λύση

h′(x0) =
f ′(x0)g(x0)− f (x0)g′(x0)

[g(x0)]2
= 0 ⇔ f ′(x0)g(x0)− f (x0)g′(x0) = 0

⇔ f ′(x0)g(x0) = f (x0)g′(x0) ⇔
f ′(x0)

g′(x0)
=

f (x0)

g(x0)
⇔ h(x) =

f ′(x0)

g′(x0)
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Πρόβλημα 1.52 Αν η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο R να
δείξετε ότι:
(α) Αν η f είναι άρτια τότε η f ′ είναι περιττή.
(β) Αν η f είναι περιττή τότε η f ′ είναι άρτια. ■

Λύση
(α) Επειδή η f είναι άρτια, για κάθε x ∈ R ισχύει η σχέση: f (−x) = f (x) (1)
Η συνάρτηση f (−x) είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση των παραγωγίσιμων συ-
ναρτήσεων −x και f (x). Επομένως, από την (1) έπεται ότι για κάθε x ∈ R
ισχύει:

[ f (−x)]′ = f ′(x) ⇒ f ′(−x)(−x)′ = f ′(x) ⇒ − f ′(−x) = f ′(x)

που σημαίνει ότι η συνάρτηση f ′ είναι περιττή.
(β) Επειδή η f είναι περιττή, για κάθε x ∈ R ισχύει η σχέση: f (−x) = − f (x)
(2)
Η συνάρτηση f (−x) είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση των παραγωγίσιμων συ-
ναρτήσεων −x και f (x). Επομένως, από την (2) έπεται ότι για κάθε x ∈ R
ισχύει:

[ f (−x)]′ = − f ′(x) ⇒ f ′(−x)(−x)′ = − f ′(x) ⇒ f ′(−x) = f ′(x)

που σημαίνει ότι η συνάρτηση f ′ είναι άρτια.

Πρόβλημα 1.53 Αν η συνάρτηση f : R → R είναι άρτια και παραγωγίσιμη
στο R. Αν η συνάρτηση g έχει τύπο g(x) = ( x6

6 + 6) f (x) + 3x, να δείξετε
ότι g′(0) = 3. ■

Λύση Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι:

g′(x) = [( x6

6 + 6) f (x) + 3x]′ = x5 f (x) + ( x6

6 + 6) f ′(x) + 3

Άρα: g′(0) = 6 f ′(0) + 3 (1).
Επειδή η συνάρτηση f είναι άρτια και παραγωγίσιμη, η συνάρτηση f ′ είναι
περιττή. Επομένως, για κάθε x ∈ R ισχύει: f ′(−x) = − f ′(x) (2).
Για x = 0, η (2) γίνεται: f ′(0) = − f ′(0) ⇔ f ′(0) = 0.
Επομένως, η (1) γίνεται: g′(0) = 6 · 0 + 3 = 3.

Πρόβλημα 1.54 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη με f (0) = 0. Αν
για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = 4x + f 3(x) (1), να δείξετε ότι:
(α) f ′(0) = 0
(β) f ′′(0) = 4 (γ) lim

x→0

f (x)
x

= 0
■

Λύση
(α) Για x = 0 η (1) γίνεται: f ′(0) = 4 · 0 + f 2(0) = 0.
(β) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R δηλαδή η f ′ είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R είναι:

[ f ′(x)]′ = [4x + f 3(x)]′ ⇔ f ′′(x) = 4 + 3 f 2(x) f ′(x)
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Άρα για x = 0 έχουμε ότι: f ′′(0) = 4 + 3 f 2(0) f ′(0) ⇔ f ′′(0) = 4.

(γ) Είναι f ′(0) = 0 ⇔ lim
x→0

f (x)− f (0)
x − 0

= 0 ⇔ lim
x→0

f (x)
x

= 0.

Πρόβλημα 1.55 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και η συνάρ-

τηση f ′ είναι συνεχής. Αν είναι lim
x→0

f ′(x)−
√

x + 2
x

= 0 (1), να δείξετε ότι

f ′′(0) =
√

2
4

■

Λύση Επειδή η f ′ είναι συνεχής στο R έπεται ότι είναι συνεχής και στο x0 = 0.
Άρα ισχύει: lim

x→0
f ′(x) = f ′(0) (2).

Αν h(x) = f ′(x)−
√

x+2
x με Ah = [−2, 0) ∪ (0,+∞) τότε lim

x→0
h(x) = 0 και f ′(x) =

xh(x) +
√

x + 2.
Επειδή lim

x→1
[xh(x) +

√
x + 2] = 0 · 0 +

√
2 =

√
2, έπεται ότι:

lim
x→0

f ′(x) =
√

2 ⇔(1) f ′(0) =
√

2

Θα εξετάσουμε αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι:

lim
x→0

f ′(x)− f ′(0)
x − 0

= lim
x→0

xh(x) +
√

x + 2 −
√

2
x

= lim
x→0

[h(x) +
√

x + 2 −
√

2
x

]

= lim
x→0

[h(x) +
1

(
√

x + 2 +
√

2)
] = lim

x→1
[h(x)− 1]

= 0 +
1

2
√

2
=

√
2

4

Επομένως η f είναι 2 φορές παραγωγίσιμη στο x0 = 0 με f ′′(0) =
√

2
4 .

Πρόβλημα 1.56 Να υπολογίσετε το άθροισμα:

Σ = 1 + 2x + 3x2 + · · ·+ vxv−1, v ∈ N∗

■

Λύση

• Αν x = 0, τότε Σ = 1

• Αν x = 1, τότε Σ = 1 + 2 + · · ·+ ν = ν(ν+1)
2

• Αν x ̸= 0 και x ̸= 1

τότε έχουμε:
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Σ = 1 + 2x + 3x + · · ·+ vxv−1 = (x)′ + (x2)′ + (x3)′ + · · ·+ (xv)′

= (x + x2 + x3 + · · ·+ xv)′ = [
x(xv − 1)

x − 1
]′ = [

xv+1 − x
x − 1

]′

=
(xv+1 − x)(x − 1)− (x − 1)′(xv+1 − x)

(x − 1)2 =
vxv+1 − (v + 1)xv + 1

(x − 1)2

Πρόβλημα 1.57 Αν f (x) = eax, να δείξετε ότι f (v)(x) = aveax (1).
■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R.

• Θα δείξουμε ότι η (1) ισχύει για v = 1, δηλαδή ότι f ′(x) = αeαx (2). Η f
είναι παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R είναι:

f ′(x) = (eαx)′ = αeαx

• Δεχόμαστε ότι η (1) ισχύει για v = κ δηλαδή δεχόμαστε ότι f κ(x) = aκeax

(3).

• Θα δείξουμε ότι η (1) ισχύει για v = κ + 1, δηλαδή θα δείξουμε ότι ισχύει
η σχέση f κ+1(x) = aκ+1eax

Η συνάρτηση f (κ) είναι παραγωγίσιμη, δηλαδή η f είναι (κ + 1) φορές παρα-
γωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει:

f (κ+1)(x) = [ f (κ)(x)]′ = (ακeαx)′ = ακ+1eαx

Επομένως βάση της μαθηματικής επαγωγής ισχύει η σχέση (1).

Ασκήσεις προς λύση
1. Αν η συνάρτηση f είναι 2 φορές παραγωγίσιμη στο R και η f ′′ είναι

συνεχής στο x0 = 2 και ισχύει lim
x→2

f ′′(x) + 5x + 1
x − 2

= 7, να δείξετε ότι η
f είναι 3 φορές παραγωγίσιμη στο x0 = 2.

2. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο R και η f ′ είναι συνεχής

στο R. Αν είναι lim
x→1

f ′(x)− 3x + 5
x − 1

= 8, να δείξετε ότι η f είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη στο x0 = 1 με f ′′(1) = 11.

3. Αν η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και περιττή, να δείξετε
ότι f (0) = f ′′(0) = 0.

4. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο �, να υπολογίσετε την παράγωγο της
συνάρτησης g όταν:
(α) g(x) = f (x3 − 3)
(β) g(x) = f (συνx)
(γ) g(x) = f (ex)

(δ) g(x) = f (
√

x) + e f (x)

(ε) g(x) = f 5(x) + 2 f (x)

()
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5. Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R να βρείτε τη
δεύτερη παράγωγο της g όταν:

(α) g(x) = 3 f (x)+1

(β) g(x) = f (ηµx) + 2x − 1
(γ) g(x) = [1 + f (x)]4

()

6. Αν f (x) = συνx και g(x) = f (2x2 − 3), να βρείτε το g′(1)

7. (α) Αν f (x) είναι πολυώνυμο βαθμού v ≥ 2, να δείξετε ότι: f (x) =
(x − ρ)2Π(x) ⇔ f (ρ) = f ′(ρ) = 0

(β) Να βρείτε τα α, β ∈ R ώστε το (x − 1)2 να είναι παράγοντας του
πολυωνύμου f (x) = αxv+2 − βxv+1 + 2.

8. Αν η συνάρτηση g είναι 2 φορές παραγωγίσιμη στο R να βρείτε τη
δεύτερη παράγωγο της f όταν:

(α) f (x) = g(x)
x

(β) f (x) = g(x − 1) + g(ex + 2)− 3x2
(γ) f (x) = συν(g(x))3

(δ) f (x) = eg(x) + 8x

9. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει

lim
x→1

f (x)−
√

x
x2 − x

=
3
2

(α) Να βρείτε τις τιμές f (1) και f ′(1)

(β) Αν g(x) = f (3x2 − 2x) + f 5(x) να βρείτε την g′(1)

10. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R ισχύει
f (xex) = ex, να δείξετε ότι f ′(e) = 1

2 .

11. Δίνεται παραγωγίσιμη και περιττή συνάρτηση f : R → R για την οποία

ισχύει lim
x→2

f (x)−
√

x + 7
x2 − 4

=
17
24

(α) Να βρείτε τις τιμές f (2) και f ′(2)

(β) Αν g(x) = f (x2 + 3x) + f 2(x)− f (x2 + x) να βρείτε την g′(−2) .

12. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και υπάρχουν α, β ∈ R με
α ̸= 1 και f (αx + β) = f (x), x ∈ R, να δείξετε ότι f ′( β

1−α ) = 0.

13. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R ισχύει
f (ex + συνx) = ηµ3x + ex − ηµx, να δείξετε ότι f ′(2) = 3.

14. Αν η συνάρτηση f είναι 2 φορές παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R
ισχύει f (x3) = 3x4, να βρείτε τον αριθμό f ′′(8).

15. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 1 και ισχύει f 3(x)+ f (x)+ 1 =
x2 για κάθε x ∈ R, να δείξετε ότι f ′(1) = 2.
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16. Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R και για κάθε
x ∈ R ισχύει η σχέση f (x + 1)− f (2x − 2) = 4ηµπx + ex , να υπολογίσετε
το f ′′(4).

17. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R ισχύει
η σχέση e f (x) + xσυν( f (x) + x) = 2 − ex , να υπολογίσετε το f ′(0).

18. Δίνεται η συνάρτηση g, η οποία είναι ορισμένη στο R, δύο φορές πα-
ραγωγίσιμη σε αυτό και ισχύει ότι g(−1) = 7. Αν f είναι μια συνάρτηση
με f (x) = 3(x − 2)2g(2x − 5), να αποδείξετε ότι η f είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη στο R και να υπολογίσετε την f ′′(2) .(Εξετάσεις 1990)

19. Οι συναρτήσεις f και g έχουν πεδίο ορισμού το R. Αν η συνάρτηση f δεν
είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0 ∈ R και η συνάρτηση h(x) = x2g(x) +
(2 + ηµx) f (x) είναι παραγωγίσιμη στο x0, να δείξετε ότι η συνάρτηση g
δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0.

20. Να δείξετε ότι δεν υπάρχουν συναρτήσεις f , g παραγωγίσιμες στο R
τέτοιες ώστε να είναι f (0) = g(0) = 0 και για κάθε x ∈ R να ισχύει
f (x) · g(x) = ηµ2x.

21. Η συνάρτηση f : R → R είναι 2 φορές παραγωγίσιμη με f (0) = 0 . Αν
για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(x) = 4x + f 2(x), να δείξετε ότι:

(α) f ′′(0) = 0
(β) f (3)(0) = 4

(γ) lim
x→0

f ′′(x)
x

= 4

δ
22. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και η f ′ είναι συνεχής στο

R και f (0) = 0, να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f (x) + x f ′(x) είναι
παραγωγίσιμη στο 0 με g′(0) = 2 f ′(0).

23. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη με f (0) = 0 και για κάθε
x ∈ R ισχύει f ′(x) = 4 + f 2(x). Να δείξετε ότι:

(α) f ′′(x)
f ′(x) = 2 f (x)

(β) f ′′(0) = 0
(γ) lim

x→0

f (x)
x

= 4

δ
24. Να υπολογίσετε τα αθροίσματα:

Σ1 = 2x + 4x3 + · · ·+ 2v · x2v−1, v ∈ N∗

Σ2 = ex + 2e2x + · · ·+ vevx, v ∈ N∗

25. Η συνάρτηση f : R → R είναι άρτια και παραγωγίσιμη με f (0) = 1
f (1) = 2 και f ′(1) = 3. Αν g(x) = (x2 + 3x + 1) f (x) + 4x − 2, να βρείτε
το g′(0) και το g′(−1).

26. Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f , g τέτοιες, ώστε e f (x3) = g(2x−
1) για κάθε x ∈ R. Να δείξετε ότι g′(1)

f ′(1) =
3
2 g(1) με f ′(1) ̸= 0.
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27. Δίνονται οι συναρτήσεις f : R → R, g : R → R με

g(x) = ( x3

3 + 1) f (x) + x.

Αν η f είναι άρτια και παραγωγίσιμη, να δείξετε ότι g′(0) = 1.

28. Να δείξετε ότι δεν υπάρχουν δύο συναρτήσεις f , g παραγωγίσιμες στο
R τέτοιες ώστε για κάθε x ∈ R να ισχύουν f (x)g(x) = eηµx − 1 και
f (x) + g(x) = ln(x2 + 1).

29. Έστω οι παραγωγίσιμες στο R συναρτήσεις f , g με f (x0) = 0 και g(x) ̸= 0

για κάθε x ∈ R. Αν για τη συνάρτηση h(x) = e
f (x)
g(x) είναι h′(x0) = 0 να

δείξετε ότι f ′(x0) = 0

30. Δίνονται οι παραγωγίσιμες R συναρτήσεις f , g για τις οποίες ισχύει
f (x)g(x) = e f (x)+g(x) για κάθε x ∈ R. Να δείξετε ότι f ′(x)

f (x) + g′(x)
g(x) =

f ′(x) + g′(x).

31. Εστω f : R → R μια συνάρτηση η οποία είναι παραγωγίσιμη στο x0. Να
δείξετε ότι :

(α) lim
h→0

f (x0 + 2h)− f (x0)

h
= 2 f ′(x0)

(β)lim
h→0

f (x0 + 2h)− 2 f (x0) + f (x0 + h)
h

= 3 f ′(x0)

32. Έστω f : R → R μια συνάρτηση η οποία είναι παραγωγίσιμη να δείξετε
ότι:

(α) lim
h→0

f (x)− f (x − h)
h

= f ′(x)

(β) lim
h→0

f (x + h)− f (x − h)
2h

= f ′(x)

(γ) lim
h→1

f (hx)− 2 f (x) + f ( x
h )

h − 1
= 0 , x ̸= 0

33. Δίνεται η συνάρτηση f ορισμένη και δύο φορές παραγωγίσιμη στο διά-
στημα ∆ με τιμές στο (0,+∞). Αν για τη συνάρτηση g(x) = ln f (x), x ∈ ∆
ισχύει ότι g′′(x) < 0 για κάθε x ∈ ∆, να δείξετε ότι [ f ′(x)]2 > f (x) · f ′′(x).

34. Έστω f : R → R μια συνάρτηση η οποία παραγωγίσιμη να δείξετε ότι:

(α) lim
h→0

f ′(x)− f ′(x − 2h)
h

= 2 f ′′(x)

(β) lim
h→0

f ′(x + h2)− f ′(x)
h

= 0



1.2 Παράγωγος Συνάρτησης 77

35. Έστω f : R → R μια παραγωγίσιμη συνάρτηση για την οποία ισχύει
f (x)− e− f (x) = x − 1, x ∈ R

(α) Να εκφράσετε την f ′ ως συνάρτηση της f .
(β) Να δείξετε ότι η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη.
(γ) Αν f (x) < 0, για κάθε x ∈ R, να δείξετε ότι f ′(x) < 1

2 .

36. Έστω f : R → R μια συνάρτηση για την οποία ισχύουν f (x) · f ′(−x) =
−1 για κάθε x ∈ R και f ′(0) = −1

(α) Να δείξετε ότι η παράγωγος της f είναι συνεχής.
(β) Να δείξετε ότι f ′(x) < 0 για κάθε x ∈ R

(i) Αν g(x) = f (x) · f (−x) για κάθε x ∈ R να δείξετε ότι g′(x) = 0 για
κάθε x ∈ R

37. Έστω f : (0,+∞) → R, f (x) · f ′( 1
x ) = x για κάθε x > 0 και f ′(1) = 1.

(α) Να δείξετε ότι f ′ είναι συνεχής.
(β) Να δείξετε ότι f ′(x) > 0 για κάθε x > 0.
(γ) Αν g(x) = f (x) f ( 1

x ), x > 0 να δείξετε ότι g′(x) = 0 για κάθε x > 0.

Μέθοδος 1.16 — Εύρεση παραγώγου από συναρτησιακή σχέση. Χρησιμο-
ποιώντας την δοσμένη συναρτησιακή σχέση και κάνοντας κατάλληλη
αλλαγή μεταβλητής υπολογίζουμε την παράγωγο της συνάρτησης που
μας ζητάει η άσκηση.

Πρόβλημα 1.58 Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : (0,+∞) → R για την
οποία ισχύει: f (xy) = y f (x) + x f (y) (1) για κάθε x, y ∈ (0,+∞). Να απο-
δείξετε ότι για κάθε x, y ∈ (0,+∞) ισχύει ότι: f ′(x)− f ′(y) = f (x)

x − f (y)
y .

■

Λύση Παραγωγίζουμε την (1) ως προς x (Θεωρούμε ότι το y είναι σταθερό),
οπότε:

f ′(xy)(xy)′ = y f ′(x) + f (y) ⇔ f ′(xy)y = y f ′(x) + f (y)

⇔ f ′(xy) = f ′(x) +
f (y)

y
(2)

Παραγωγίζουμε την (1) ως προς y (Θεωρούμε ότι το x είναι σταθερό), οπότε:

f ′(xy)(xy)′ = f (x) + x f ′(y) ⇔ f ′(xy)x = f (x) + x f ′(y)

⇔ f ′(xy) =
f (x)

x
+ f ′(y)(3)

Αφαιρούμε την (3) από την (2) και παίρνουμε ότι:

f ′(x)− f ′(y) = f (x)
x − f (y)

y
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Ασκήσεις προς λύση
1. Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ισχύει f (x + y) +

f (x − y) = 4 f (x) f (y) για κάθε x, y ∈ R, να αποδειχθεί ότι f ′′(x)
f ′′(y) = f (x)

f (y)
για κάθε x, y ∈ R.

2. Μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R με f ′(0) = 1 και ισχύει
f (x + y) + f (x − y) = 2 f (x) για κάθε x, y ∈ R. Να αποδειχθεί ότι f ′(x) =
1 για κάθε x ∈ R.

3. Υποθέτουμε ότι υπάρχει πραγματική συνάρτηση g, παραγωγίσιμη στο
R, τέτοια ώστε g(x + y) = eyg(x) + exg(y) + xy + a για κάθε x, y ∈ R,
όπου a πραγματικός αριθμός . Να αποδείξετε ότι:

(α) g(0) = −a

(β) g′(x) = g(x) + g′(0)ex + x για κάθε x ∈ R.

(Εξετάσεις 1997)

4. Αν η συνάρτηση f : R → R, είναι παραγωγίσιμη και ισχύει:

f (x + y) = f (x)συνy + f (y)συνx + κ

για κάθε x, y ∈ R

Να αποδείξετε ότι:

(α) f (0) = −κ = 0

(β) f ′(x) = f ′(0)συνx, x ∈ R

Μέθοδος 1.17— Εύρεση παραγώγου αντίστροφης. Αν μας ζητείται η πα-
ράγωγος της αντίστροφη σε ένα σημείο x0 μιας συνάρτησης fη οποία εί-
ναι παραγωγίσιμη και 1− 1τότε χρησιμοποιούμε ότι για κάθε x ∈ Aισχύει
f−1( f (x)) = x και παραγωγίζοντας προκύπτει ότι:

( f−1)′( f (x)) f ′(x) = 1

Υποσημείωση: Έστω f : A → R μια συνάρτηση 1 − 1 και παραγωγίσιμη.
Τότε και η αντιστροφή της f−1 : f (A) → A είναι παραγωγίσιμη με την
προϋπόθεση ότι f ′( f−1(x0)) ̸= 0.

Πρόβλημα 1.59 Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 + 2x,
(α) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται.
(β) Να βρείτε την ( f−1)′(3)

■
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Λύση
(α) Εύκολη απόδειξη
(β) Για κάθε x ∈ R ισχύει f−1( f (x)) = x οπότε παραγωγίζοντας έχουμε ότι:
( f−1)′( f (x)) f ′(x) = 1 (1)
Για x = 1 έχουμε:

( f−1)′( f (1)) f ′(1) = 1 ⇔ ( f−1)′(3) f ′(1) = 1(2)

Όμως f ′(x) = 3x2 + 2 άρα f ′(1) = 5
Επομένως από την (3) έχουμε ( f−1)′(3) = 1

5 .

Ασκήσεις προς λύση
1. Δίνεται συνάρτηση f (x) = ex + x

(α) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται
(β) Να βρείτε την ( f−1)′(1)

2. Έστω f (x) = 3x5 + 2x3:
(α) Να βρείτε το σύνολο τιμών και να δείξετε ότι υπάρχει η f−1.
(β) Να δείξετε ότι η f−1 δεν παραγωγίζεται στο x0 = 0

3. Δίνεται συνάρτηση f (x) = συνx με x ∈ (0, π)

(α) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται
(β) Να βρείτε την ( f−1)′(x)
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1.3 Εξίσωση Εφαπτομένης
Είναι γνωστό από την Ευκλείδεια Γεωμετρία ότι εφαπτομένη ενός κύκλου σε
ένα σημείο του Α ονομάζουμε την ευθεία η οποία έχει με τον κύκλο ένα μόνο
κοινό σημείο, το Α. Ο ορισμός αυτός δεν μπορεί να γενικευτεί για οποιαδήποτε
καμπύλη, γιατί, με έναν τέτοιο ορισμό η παραβολή y = x2 θα είχε στο σημείο
A(1, 1) δύο εφαπτόμενες ε και ζ (Σχ. α), ενώ η y = x3 δεν θα είχε στο σημείο
A(1, 1) καμία εφαπτομένη (Σχ. β).

Έστω f μία συνάρτηση και A(x0, f (x0)) ένα σημείο της γραφικής της παρά-
στασης.
Αν πάρουμε ένα ακόμη σημείο M(x, f (x)), x ̸= x0, της γραφικής παράστασης
της f και την ευθεία ΑΜ που ορίζουν τα σημεία Α και M, παρατηρούμε ότι:
Καθώς το x τείνει στο x0 με x > x0, η τέμνουσα ΑΜ φαίνεται να παίρνει μια
οριακή θέση ε (Σχ. α). Την ίδια οριακή θέση φαίνεται να παίρνει και όταν το
x τείνει στο x0 με x < x0 (Σχ. β). Την οριακή θέση της ΑΜ θα μπορούσαμε να
την ονομάσουμε εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο Α. Επειδή
η κλίση της τέμνουσας ΑΜ είναι ίση με f (x)− f (x0)

x−x0
, είναι λογικό να αναμένουμε

ότι η εφαπτομένη της C f στο σημείο A(x0, f (x0)) θα έχει κλίση το

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

Έτσι δίνουμε τον παρακάτω ορισμό.
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Ορισμός 1.3.1 — εφαπτομένη. Έστω f μια συνάρτηση και A(x0, f (x0)) ένα

σημείο της C f . Αν υπάρχει το lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
και είναι ένας πραγματικός

αριθμός λ, τότε ορίζουμε ως εφαπτομένη της C f στο σημείο της Α, την
ευθεία ε που διέρχεται από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ.

Επομένως, η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο A(x0, f (x0)) είναι
y − f (x0) = λ(x − x0),

όπου

λ = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
.

Άρα με τη βοήθεια του ορισμού της παραγώγου μπορούμε να ορίσουμε την
εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο (ξ, f (ξ)).
Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

• Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο ξ τότε ορίζουμε ως εφαπτο-
μένη της C f στο σημείο (ξ, f (ξ)) την ευθεία (ε) που διέρχεται από το Α
και η οποία έχει συντελεστή διεύθυνσης f ′(ξ). Η ευθεία (ε) έχει εξίσωση
y − f (ξ) = f ′(ξ) · (x − ξ).

• Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ξ και ισχύει lim
x→ξ

f (x)− f (ξ)
x − ξ

= +∞

ή −∞ (τότε η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο ξ), ορίζουμε ως εφαπτομένη
της C f στο σημείο (ξ, f (ξ)) την κατακόρυφη ευθεία x = ξ.

• Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ξ και υπάρχουν τα όρια lim
x→ξ+

f (x)− f (ξ)
x − ξ

και lim
x→ξ−

f (x)− f (ξ)
x − ξ

αλλά είναι διαφορετικά μεταξύ τους, τότε το ση-

μείο (ξ, f (ξ)) ονομάζεται γωνιακό σημείο της γραφικής παράστασης f
ή πιο απλά γωνιακό σημείο της f . Στα γωνιακά σημεία δεν ορίζεται η
εφαπτομένη.

• Αν η συνάρτηση f είναι ασυνεχής στο ξ τότε δεν ορίζεται η εφαπτομένη
της C f στο σημείο (ξ, f (ξ)).

Παρατήρηση 1.3.1 .

1. Ο πραγματικός αριθμός f ′(ξ) τελικά είναι ο συντελεστής διεύθυνσης
της ευθείας (ε) που εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f στο
σημείο (ξ, f (ξ)). Επομένως ισχύει f ′(ξ) = ϵϕω , όπου ω είναι η θετική
κυρτή γωνία που σχηματίζεται από τον άξονα x κι την ευθεία (ε).

2. Στην περίπτωση που ισχύει f ′(ξ) = 0, η ευθεία (ε) που εφάπτεται
στη C f στο σημείο (ξ, f (ξ)) είναι παράλληλη με τον άξονα x′x.

3. Ο αριθμός f ′(ξ) καλείται και κλίση της γραφικής παράσταση της f
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στο ξ ή πιο απλά κλίση της f στο ξ.

4. Δεν ορίζεται εφαπτομένη της C f στο σημείο (ξ, f (ξ)) όταν:

• Η f είναι ασυνεχής στο ξ.

• Δεν υπάρχει το lim
x→ξ

f (x)− f (ξ)
x − ξ

Ορίζεται η εφαπτομένη της C f στο σημείο (ξ, f (ξ)) όταν:

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο ξ.

• Η f είναι συνεχής στο ξ και είναι lim
x→ξ

f (x)− f (ξ)
x − ξ

= +∞ ή −∞

5. Η εφαπτομένη (ε) της C f στο σημείο (ξ, f (ξ)) μπορεί να έχει με αυτή
και άλλα κοινά σημεία (όταν βέβαια η (ε) δεν είναι κατακόρυφη).

1.3.1 Ερωτήσεις σωστού - λάθους και πολλαπλής επιλογής
A. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με σωστό (Σ) ή λάθος (Λ).

1. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο A(x0, f (x0))
μπορεί να έχει και άλλο κοινό σημείο με την γραφική παράσταση της f .

2. Εάν η εφαπτομένη μίας συνάρτησης σε σημείο x0 σχηματίζει οξεία γωνία
με τον x′x τότε f ′(x0) > 0.

3. Εάν η εφαπτομένη μίας συνάρτησης σε σημείο x0 σχηματίζει αμβλεία
γωνία με τον x′x τότε f ′(x0) > 0.

4. Εάν η εφαπτομένη μίας συνάρτησης στο σημείο της x0 είναι παράλληλη
με την ευθεία y = 2x − 1 τότε f ′(x0) = 2.

5. Εάν η εφαπτομένη μίας συνάρτησης στο σημείο της x0 είναι κάθετη με
την ευθεία y = x − 1 τότε f ′(x0) = −1.

B. Στις παρακάτω προτάσεις να επιλέξετε την σωστή απάντηση.

1. Η εφαπτομένη της συνάρτησης f (x) = 1
x στο σημείο της A(1, 1) είναι:

Α. y = x + 1
B. y = 2x − 1

Γ. y = −x + 2
Δ. y = x

2. Η εφαπτομένη της συνάρτησης f (x) = lnx που διέρχεται από την αρχή
τον αξόνων είναι:
Α. y = x
B. y = 1

e x
Γ. y = −x
Δ. y = 2x
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1.3.2 Μεθοδολογίες για την επίλυση ασκήσεων

Μέθοδος 1.18 — Εύρεση εφαπτομένης από απλό τύπο . Όταν μας ζητούν
να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης της C f στο σημείο (ξ, f (ξ))
εργαζόμαστε ως εξής: Εξετάζουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο ξ. Αν
η f είναι παραγωγίσιμη στο ξ, τότε ορίζεται η εφαπτομένη της C f στο
σημείο Α η οποία έχει συντελεστή διεύθυνση f ′(ξ) και εξίσωση:

y − f (ξ) = f ′(ξ) · (x − ξ).

Τονίζουμε ότι αν η (ϵ) σχηματίζει γωνία ω με τον άξονα x′x, τότε ισχύει
η βασική σχέση: λ = ϵφω = f ′(x0)

Πρόβλημα 1.60 Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική πα-
ράσταση της f στο σημείο A(x0, f (x0)) όταν: f (x) = ln2x + 8x + 2 και
x0 = 1

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞). Η f είναι παραγω-
γίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = 2 ln x

x + 8.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1 ορίζεται η εφαπτομένη της C f στο
σημείο (1, f (1)) η οποία έχει συντελεστή διεύθυνση f ′(1) = 8και εξίσωση:

y − f (1) = f ′(1) · (x − 1) ⇔ y − 10 = 8(x − 1) ⇔ y − 10 = 8x − 8 ⇔ y = 8x + 2

Πρόβλημα 1.61 Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής πα-
ράστασης της f στο σημείο A(x0, f (x0)) όταν: f (x) = |x − 2|+ 3x − 1 και
x0 = 2

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f (x) γράφεται ως εξής:

f (x) =

{
2x + 1 x < 2
4x − 3 x ≥ 2

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2. Είναι:

• lim
x→2+

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2+

4x − 3 − 5
x − 2

= lim
x→2+

4(x − 2)
x − 2

= 4

• lim
x→2−

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2−

2x + 1 − 5
x − 2

= lim
x→2−

2(x − 2)
x − 2

= 2

Επειδή lim
x→2+

f (x)− f (2)
x − 2

̸= lim
x→2−

f (x)− f (2)
x − 2

έπεται ότι δεν ορίζεται η εφα-
πτομένη της C f στο σημείο A(2, f (2)).

( όταν είναι lim
x→ξ+

f (x)− f (ξ)
x − ξ

̸= lim
x→ξ−

f (x)− f (ξ)
x − ξ

τότε δεν ορίζεται η εφαπτο-

μένη της C f στο σημείο M(ξ, f (ξ))).
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Πρόβλημα 1.62 Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική πα-
ράσταση της f στο σημείο A(x0, f (x0)) όταν:

f (x) =

{
3x + ηµx x < 0
3x2 + 4x x ≥ 0

και x0 = 0

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Θα εξετάσουμε αν η f
είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι:

• lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

3x2 + 4x
x

= lim
x→0+

(3x + 4) = 4.

• lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

3x + ηµx
x

= lim
x→0−

(3 +
ηµx

x
) = 3 + 1 = 4

Άρα f ′(0) = 4.
Επειδή όμως η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 ορίζεται η εφαπτομένη της
C f στο σημείο A = (0, f (0)) η οποία έχει συντελεστή διεύθυνσης f ′(0) = 4
και εξίσωση:

y − f (0) = f ′(0) · (x − 0) ⇔ y − 0 = 4x ⇔ y = 4x

Πρόβλημα 1.63 Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
ax2−2
x−1 x ̸= 1

4 x = 1

Να βρείτε το α ∈ R ώστε να ορίζεται η εφαπτομένη της C f στο σημείο
A(1, f (1)) και να βρείτε την εξίσωσή της.

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Για να ορίζεται η εφα-
πτομένη της C f στο σημείο A(1, f (1)) πρέπει καταρχήν η f να είναι συνεχής
στο x0 = 1. Δηλαδή πρέπει να ισχύει η σχέση lim

x→1
f (x) = f (1).

Είναι lim
x→1

(ax2 − 2) = a − 2 και lim
x→1

(x − 1) = 0.
Αν a − 2 ̸= 0 ⇔ a ̸= 2 τότε το lim

x→1
f (x) αν υπάρχει θα είναι +∞ ή −∞ και

τότε η f δε θα είναι συνεχής στο x0 = 1, οπότε δεν ορίζεται η εφαπτομένη
της C f στο σημείο A(1, f (1)).
Αν a = 2 τότε

lim
x→2

f (x) = lim
x→2

2x2 − 2
x − 1

= lim
x→2

2(x + 1)(x − 1)
x − 1

= lim
x→2

[2(x + 1)] = 4 = f (1)

Άρα, με a = 2 η f είναι συνεχής στο x0 = 1 και τότε η f (x) γίνεται:

f (x) =

{
2x2−2

x−1 x ̸= 1
4 x = 1

⇔ f (x) =

{
2(x + 1) x ̸= 1
4 x = 1
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Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1. Είναι:

lim
x→1

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1

2(x + 1)− 4
x − 1

= lim
x→1

2x + 2 − 4
x − 1

= lim
x→1

2(x − 1)
x − 1

= 2

Άρα f ′(1) = 2.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1 ορίζεται η εφαπτομένη της C f στο
σημείο (1, f (1)) η οποία έχει συντελεστή διεύθυνσης f ′(1) = 2 και εξίσωση:

y − f (1) = f ′(1) · (x − 1) ⇔ y − 4 = 2(x − 1) ⇔ y = 2x + 2.

Πρόβλημα 1.64 Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
2
√

x + 1 x ≥ 1
x3 − x2 + 3 x < 1

(α) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε) που εφάπτεται στη γραφική
παράσταση της f στο σημείο (1, f (1)).
(β) Να δείξετε ότι η (ε) σχηματίζει με τον x′x γωνία ω = π

4 .
(γ) Να βρείτε τα κοινά σημεία της (ε) και της C f .

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1.
Είναι:

• lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1+

2
√

x + 1 − 3
x − 1

= lim
x→1+

2(
√

x − 1)
x − 1

= lim
x→1+

2(x − 1)
(x − 1)(

√
x + 1)

= lim
x→1+

2√
x + 1

=
2
2
= 1

• lim
x→1−

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1−

x3 − x2 + 3 − 3
x − 1

= lim
x→1−

x2(x − 1)
x − 1

= lim
x→1−

x2 = 1

Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1 ορίζεται η ευθεία (ε) που εφάπτεται
στη C f στο σημείο (1, f (1)) και έχει συντελεστή διεύθυνσης f ′(1) = 1 και
εξίσωση:

y − f (1) = f ′(1) · (x − 1) ⇔ y − 3 = x − 1 ⇔ y = x + 2

(β) Επειδή f ′(1) = 1 ⇔ ϵϕω = 1 ⇔ ω = π
4 , έπεται ότι η ευθεία (ε) σχηματίζει

με τον άξονα x′x γωνία ω = π
4 .

Η εφαπτομένη της C f στο σημείο (ξ, f (ξ)) σχηματίζει με τον άξονα x′x γωνία
ω όταν η f είναι παραγωγίσιμη στο ξ και ισχύει f ′(ξ) = ϵϕω, ω ∈ [0, π

2 ∪ (π
2 , π].

(γ) Για να βρούμε τα κοινά σημεία της (ε) και της C f θα λύσουμε το σύστημα:{
y = f (x)
y = x + 2

(Σ)
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Αν x ≥ 1, το (Σ) γίνεται:{
x + 2 = 2

√
x + 1

y = x + 2
⇔

{
2
√

x = x + 1
y = x + 2

⇔
{

2
√

x = x + 1
y = x + 2

⇔
{

4x = x2 + 1 + 2x
y = x + 2

⇔
{

x2 − 2x + 1 = 0
y = x + 2

⇔
{
(x − 1)2 = 0
y = x + 2

⇔
{

x = 1
y = 3

δϵκτη

Αν x < 1, το (Σ) γίνεται:{
x + 2 = x3 − x2 + 3
y = x + 2

⇔
{

x3 − x2 − x + 1 = 0
y = x + 2

⇔
{

x2(x − 1)− (x − 1) = 0
y = x + 2

⇔
{
(x − 1)(x2 − 1) = 0
y = x + 2

⇔
{
(x − 1)2(x + 1) = 0
y = x + 2

⇔
{

x = 1 (απορ) ή x = −1
y = x + 2

⇔
{

x = −1
y = 1

δϵκτη

Επομένως, τα κοινά σημεία της (ε) και της C f είναι τα (1, 3) και (−1, 1).

Ασκήσεις προς λύση
1. Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μίας συνάρτησης

f και η εφαπτομένη της (ε), στο σημείο A(2, f (2)). Η (ε) σχηματίζει με
τον άξονα x′x γωνία 120◦. Να υπολογίσετε τα f ′(2) και f (2).

2. Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μίας συνάρτησης
f και οι εφαπτομένες στα σημεία Α και Β αντίστοιχα. Να υπολογίσετε
τη τιμή της παράστασης:

Π = f (−3) f ′(4)+ f (4) f ′(−3)
f (−3)− f (4)
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3. Να παραστήσετε γραφικά την παράγωγο της συνάρτησης f του παρα-
κάτου σχήματος.

4. Να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση f : [0, 8] −→ R, η οποία εί-
ναι συνεχής, με f (0) = 0 , και της οποίας η παράγωγος παριστάνεται
γραφικά στο παρακάτω σχήμα.

5. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση της
συνάρτησης f στο σημείο M(x0 f (x0)) όταν:
(α) f (x) = 2x + ln(x2 + 1) x0 = 0
(β) f (x) = x3 − 5lnx + 4 x0 = 1
(γ) f (x) = x + ex−1 + 3 x0 = 1

(δ) f (x) =
√

x2 − 25 + 1 x0 = 5
(ε) f (x) = x +

√
x − 2 + 2 x0 = 2

()
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6. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση της
συνάρτησης f στο σημείο M(x0 f (x0)) όταν:
(α) f (x) = |x − 3|+ 3x − 1 x0 = 3
(β) f (x) = (x − 5)

√
x2 − 25 x0 = 5

(γ) f (x) = x
√

x + 3 x0 = 0

(δ) f (x) = ηµ2x + 1 x0 = π
4

(ε) f (x) = ηµ
√

x + 4 x0 = 0
()

7. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση της
συνάρτησης f στο σημείο M(x0 f (x0)) όταν:

(α) f (x) =

{
3x + 1 x ≤ 1
5x x > 1

x0 = 1

(β) f (x) =

{
ηµx + 2x x < 0
4x2 + 3x x ≥ 0

x0 = 0

(γ) f (x) =

{
x2 + 4x x ≤ 0
x2 − 4x x < 0

x0 = 0

(δ) f (x) =

{
x2 x ≥ 2
4x − 4 x < 2

x0 = 2

(ε) f (x) =

{
x2(3 − 2ηµ 1

x ) x > 0
−2x2 x ≤ 0

x0 = 0

(στ) f (x) =

{
1 +

√
x − 3 x ≥ 3

1 −
√

3 − x x < 3
x0 = 3

8. Να δείξετε ότι σε κάθε σημείο της C f ορίζεται εφαπτομένη όταν:

(α) f (x) =

{
x2 + ηµ3x x ≤ 0
x2 + 3x x > 0

(β) f (x) = (x2 − 4)
√

x − 2

(γ) f (x) = e3x + ln(x2 + 2) + 4
()

9. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
x2 + 1 x ≤ 1
x2−ax−1

x+1 x > 1

Να βρείτε το a ∈ R ώστε να ορίζεται η εφαπτομένη της C f στο M(1, f (1))

10. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
−ax + 4 x ≤ 1
x2 − a2x + 5 x > 1

(α) Να βρείτε το a ∈ R ώστε να ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο
της C f .
(β) Για ποία τιμή του α η εφαπτομένη της C f στο σημείο M(1, f (1))
σχηματίζει με τον άξονα x′x γωνία ω = π

4 ;

11. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
x3 + 4x2 − 1

3 ηµ3x x ≤ 0
x2 − x x > 0

Να δείξετε ότι η εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της f στο σημείο
που η C f τέμνει τον άξονα y′y σχηματίζει με τον άξονα x′x γωνία ω = 3π

4 .
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12. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση της
f στο σημείο που η C f τέμνει τον άξονα y′y όταν:

(α) f (x) =

{
συνx x ≤ 0
x3 + 1 x > 0

(β) f (x) =

{
x2 + ηµ3x x < 0
x2 + 3x x ≥ 0

(γ) f (x) =

{
ηµx + 3x x < 0
2x2 + 4x x ≥ 0

()

13. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων στη γραφική παράσταση της
f στα σημεία που η C f τέμνει τους άξονες των συντεταγμένων όταν
f (x) = x2 + x − 6.

Μέθοδος 1.19 — Εύρεση του σημείου επαφής. Η εφαπτομένη της C f στο
σημείο A(ξ, f (ξ)) είναι:

• Παράλληλη με την ευθεία (ε) y = λx + µ όταν η f είναι παραγω-
γίσιμη στο ξ και ισχύει f ′(ξ) = λ.

• Κάθετη στην ευθεία (ε) y = λx + µ, λ ̸= 0 όταν η f είναι παραγω-
γίσιμη στο ξ και ισχύει f ′(ξ) · λ = −1.

• Παράλληλη με τον άξονα x′x όταν η f είναι παραγωγίσιμη στο ξ
και ισχύει f ′(ξ) = 0.

Πρόβλημα 1.65 Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 3x2 − 6x + 2. Να βρείτε τις
εξισώσεις των εφαπτομένων στη C f που είναι:
(α) Παράλληλες με την ευθεία y = 12x − 5.
(β) Κάθετες με την ευθεία y = 1

18 x + 4.
(γ) Παράλληλες με τον άξονα x′x.

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη
και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) = 6x − 6. Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη
ορίζεται εφαπτομένη σε κάθε σημείο της C f .
(α) Έστω A(ξ, f (ξ)) σημείο της C f και (ε) η εφαπτομένη της C f στο Α η
οποία είναι παράλληλη με την ευθεία(ϵ1) : y = 12x − 5. Η (ε) έχει συντελεστή
διεύθυνσης f ′(ξ) και επειδή ϵ//ϵ1 έπεται ότι:

f ′(ξ) = 12 ⇔ 6ξ − 6 = 12 ⇔ 6ξ = 18 ⇔ ξ = 3

Άρα η (ε) έχει εξίσωση:

y − f (3) = f ′(3) · (x − 3) ⇔ y − 11 = 12(x − 3) ⇔ y − 11 = 12x − 36
⇔ y = 12x − 25

(β) Έστω A(ξ, f (ξ)) σημείο της C f και (ε) η εφαπτομένη της C f στο Α η οποία
είναι κάθετη με την ευθεία(ϵ1) : y = 1

18 x + 4. Η (ε) έχει συντελεστή διεύθυνσης
f ′(ξ) και επειδή ϵ ⊥ ϵ1 έπεται ότι:
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f ′(ξ) · 1
18 = −1 ⇔ f ′(ξ) = −18 ⇔ 6ξ − 6 = −18 ⇔ ξ = −2

Άρα η (ε) έχει εξίσωση:

y − f (−2) = f ′(−2) · (x + 2) ⇔ y − 26 = −18(x + 2) ⇔ y − 26 = 18x − 36
⇔ y = −18x − 10

(γ) Έστω A(ξ, f (ξ)) σημείο της C f και (ε) η εφαπτομένη της C f στο Α η οποία
είναι παράλληλη με τον άξοναx′x. Επειδή ϵ//x′x έπεται ότι:

f ′(ξ) = 0 ⇔ 6ξ − 6 = 0 ⇔ ξ = 1

Άρα η (ε) έχει εξίσωση:

y − f (1) = f ′(1) · (x − 1) ⇔ y + 1 = 0 ⇔ y = −1

Πρόβλημα 1.66 Δίνεται η συνάρτηση f (x) = lnx. Να δείξετε ότι υπάρχει
εφαπτομένη της C f που διέρχεται από το σημείο A(0, 1).

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞). Η f είναι παρα-
γωγίσιμη και για κάθε x ∈ είναι f ′(x) = 1

x . Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη
ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της C f . Έστω (ξ, f (ξ)) σημείο της C f
και (ε) η εφαπτομένη της C f στο Β η οποία διέρχεται από το (0, 1). Η (ε) έχει
συντελεστή διεύθυνσης f ′(ξ) και εξίσωση:

y − f (ξ) = f ′(ξ) · (x − ξ) ⇔ y − lnξ = 1
ξ (x − ξ) ⇔ y = 1

ξ x + lnξ − 1

Επειδή ∈ (ϵ) έπεται ότι:

1 = 1
ξ 0 + lnξ − 1 ⇔ lnξ = 2 ⇔ lnξ = lne2 ⇔ ξ = e2

Επομένως, η ευθεία που εφάπτεται στη C f στο σημείο B(e2, f (e2)) διέρχεται
από το σημείο A(0, 1).

Πρόβλημα 1.67 Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 3x − lnx
x2 . Να βρείτε τη εξίσωση

της εφαπτομένης στη C f η οποία διέρχεται από το σημείο A(0, 1).
■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞). Η f είναι παρα-
γωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = 3 − x−2xlnx

x4 = 3 − 1−2lnx
x3 . Επειδή η

f είναι παραγωγίσιμη ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της C f . Έστω
B(ξ, f (ξ)) σημείο της C f και (ε) η εφαπτομένη της C f στο Β η οποία διέρχεται
από το A(0, 1). Η (ε) έχει συντελεστή διεύθυνσης f ′(ξ) και εξίσωση:

y − f (ξ) = f ′(ξ) · (x − ξ) ⇔ y − (3ξ − lnξ
ξ2 ) = (3 − 1−2lnξ

ξ3 )(x − ξ)
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Επειδή A ∈ (ϵ) έπεται ότι:

1 − (3ξ − lnξ

ξ2 ) = (3 − 1 − 2lnξ

ξ3 )(0 − ξ) ⇔ 1 − 3ξ +
lnξ

ξ2 = −3ξ +
1 − 2lnξ

ξ3

⇔ 1 =
1 − 2lnξ − lnξ

ξ2 ⇔ 1 − 3lnξ = ξ2 ⇔ 3lnξ = 1 − ξ2(1)

Η εξίσωση (1) έχει μοναδική λύση την ξ = 1 γιατί:
Αν ξ > 1 τότε είναι 3lnξ > 0 και 1 − ξ2 < 0, οπότε η (1) είναι αδύνατη.
Αν 0 < ξ < 1 τότε είναι 3lnξ < 0 και 1 − ξ2 > 0, οπότε η (1) είναι αδύνατη
Επομένως η (ε) έχει εξίσωση:

y − f (1) = f ′(1) · (x − 1) ⇔ y − 3 = 2(x − 1) ⇔ y − 3 = 2x − 2 ⇔ y = 2x + 1

Άρα η ευθεία (ε) με εξίσωση y = 2x+ 1 εφάπτεται στη C fστο σημείο B(1, f (1) =
3) και διέρχεται από το σημείο A(0, 1).

Πρόβλημα 1.68 Η συνάρτηση f : R → R είναι άρτια και παραγωγίσιμη. Αν
η κλίση της f στο 3 είναι -8, να βρείτε την κλίση της f στο -3.

■

Λύση Επειδή η κλίση της f στο 3 είναι -8 έπεται ότι f ′(3) = −8. Επειδή η f
είναι άρτια έπεται ότι για κάθε x ∈ R ισχύει:

f (−x) = f (x) ⇔ [ f (−x)]′ = f ′(x) ⇔ f ′(−x) · (−x)′ = f ′(x)
⇔ f ′(−x) = f ′(x)(1)

Για x = −3 η (1) γίνεται: − f ′(3) = f ′(−3) ⇔ 8 = f ′(−3).
Άρα η κλίση της f στο -3 είναι 8.

Πρόβλημα 1.69 Η συνάρτηση f : R → R είναι συνεχής στο x0 = 2 και

ισχύει lim
x→2

f (x) + 3x2 − 2x + 3
x − 2

= 5. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της C f

στο σημείο (2, f (2)) είναι παράλληλη με την ευθεία ϵ : y = −5x + 19.
■

Λύση Επειδή η f είναι συνεχής στο x0 = 2 ισχύει: lim
x→2

f (x) = f (2) (1)

Αν h(x) = f (x)+3x2−2x+3
x−2 με h = R − {2} , τότε:

lim
x→2

h(x) = 5 και h(x) · (x − 2)− 3x2 + 2x − 3 = f (x).

Επειδή lim
x→2

[h(x) · (x − 2)− 3x2 + 2x − 3] = 5 · 0 − 12 + 4 − 3 = −11 έπεται ότι:

lim
x→2

f (x) = −11 ⇔(1) f (2) = −11.
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Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2. Είναι:

lim
x→2

f (x)− f (2)
x − 2

= lim
x→2

h(x) · (x − 2)− 3x2 + 2x − 3 + 11
x − 2

= lim
x→2

h(x) · (x − 2)− 3(x − 2)(x + 4
3)

x − 2
= lim

x→2
[h(x)− 3x − 4] = 5 − 6 − 4 = −5

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2 με f ′(2) = −5. Επομένως ορίζεται η
εφαπτομένη (ϵ1) της C f στο σημείο A(2, f (2) = −11) η οποία έχει συντελεστή
διεύθυνσης f ′(2) = −5 . Επειδή η (ε) έχει και αυτή συντελεστή διεύθυνσης
λ = −5 έπεται ότι ϵ//ϵ1.

Πρόβλημα 1.70 Να δείξετε ότι η εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της
συνάρτησης f με τύπο f (x) = ex−3 + 2a(2− x)+ 4a+ 1 στο σημείο A(3, f (3))
διέρχεται από σταθερό σημείο για κάθε a ∈ R.

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A ∈ R. Η f είναι παραγωγίσιμη
και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = ex−3 − 2a. Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη
σε κάθε σημείο της C f .
Η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη C f στο σημείο A(3, f (3)) έχει εξίσωση:

y − f (3) = f (3)′ · (x − 3) ⇔ y − (1 − 2a + 4a + 1) = (1 − 2a)(x − 3)
⇔ y − (2a + 2) = (1 − 2a)(x − 3) ⇔ y − 2a − 2 = x − 2ax − 3 + 6a

⇔ y − 8a − x + 2ax + 1 = 0 ⇔ (2x − 8)a + y + 1 − x = 0(1)

Για να ισχύει η (1) για κάθε α ∈ R πρέπει:{
2x − 8 = 0
y + 1 − x = 0

⇔
{

x = 4
y − 3 = 0

⇔
{

x = 4
y = 3

Επομένως η ευθεία (ε) διέρχεται από το σημείο A(4, 3) για κάθε α ∈ R.

Πρόβλημα 1.71 Δίνεται η συνάρτηση f : R → R που είναι δύο φορές πα-
ραγωγίσιμη στο R με f ′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ R και η συνάρτηση g με
g(x) = f (x)

f ′(x) . Αν η γραφική παράσταση της g τέμνει τον άξονα x′x στο
σημείο A(ξ, 0), να δείξετε ότι η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη γραφική
παράσταση της g στο Α είναι κάθετη με την ευθεία ϵ1 : y = −x + λ, λ ∈ R.

■

Λύση Η συνάρτηση g έχει πεδίο ορισμού το Ag = R.
Η g είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ Ag είναι g′(x) = [ f ′(x)]2− f (x)· f ′′(x)

[ f ′(x)]2 .
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο Cg.
Επειδή ∈ Cg έπεται ότι: g(ξ) = 0 ⇔ f (ξ)

f ′(ξ) = 0 ⇔ f (ξ) = 0.
Η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη Cg στο σημείο A(ξ, 0) έχει συντελεστή διεύ-
θυνσης:
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g′(ξ) = [ f ′(ξ)]2− f ′′(ξ)· f (ξ)
[ f ′(ξ)]2 = [ f ′(ξ)]2

[ f ′(ξ)]2 = 1

Η ευθεία ϵ1 : y = −x − λ έχει συντελεστή διεύθυνσης λ = −1 και επειδή
g′(ξ) · λ = −1 έπεται ότι ϵϵ1.

Πρόβλημα 1.72 Δίνεται η συνάρτηση f (x) = lnx.
(α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση της
f που διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
(β) Αν η ευθεία (δ) διέρχεται από την αρχή των αξόνων και τέμνει τη
γραφική παράσταση της f στα σημεία A(a, f (a)) και B(β, f (β)) α ̸= β, να
δείξετε ότι αβ = βα.

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού τοA = (0,+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη
και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = 1

x .
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της C f . Έστω A(ξ, f (ξ))
σημείο της C f και (ε) η εφαπτομένη της C f στο Α η οποία διέρχεται από την
αρχή των αξόνων. Η (ε) έχει συντελεστή διεύθυνσης f ′(ξ) και εξίσωση:

y − f (ξ) = f ′(ξ) · (x − ξ) ⇔ y − lnξ = 1
ξ (x − ξ).

Επειδή (0, 0) ∈ (ϵ) έπεται ότι:

0 − lnξ = 1
ξ (0 − ξ) ⇔ lnξ = 1 ⇔ lnξ = lne ⇔ ξ = e

Άρα η (ε) έχει εξίσωση:

y − lne = 1
e (x − e) ⇔ y − 1 = 1

e x − 1 ⇔ y = 1
e x.

Επομένως, η ευθεία (ε) με εξίσωση y = 1
e x εφάπτεται στη C f στο σημείο

A(e, f (e) = 1) και διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
(β) Η ευθεία (δ) που διέρχεται από την αρχή των αξόνων έχει εξίσωσηy = λx.
Επειδή τα σημεία A(a, f (a)) και B(β, f (β)) ανήκουν στην ευθεία (δ) ισχύουν
οι σχέσεις:

f (a) = λa και f (β) = λβ δηλαδή f (a)
a = λ και f (β)

β = λ

Άρα:

f (a)
a = f (β)

β ⇔ β f (a) = α f (β) ⇔ β ln a = a ln β ⇔ lnaβ = lnβa ⇔ aβ = βa

Πρόβλημα 1.73 Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f (x) = x + 2lnx
x . Αν η εφα-

πτομένη της C f στο σημείο M(1, 1) τέμνει τους άξονες των συντεταγμένων
στα σημεία Α και Β, να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ.

■
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Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞).
Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ είναι f ′(x) = 1 + 21−lnx

x2 . Επομένως
ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της C f . Η ευθεία (ε) που εφάπτεται
στη C f στο σημείο M(1, 1) έχει εξίσωση:

y − f (1) = f (1)′ · (x − 1) ⇔ y − 1 = 3(x − 1) ⇔ y − 1 = 3x − 3 ⇔ y = 3x − 2 (1)

Θα βρούμε σε ποία σημεία η (ε) τέμνει τους άξονες των συντεταγμένων:
Για x = 0 από (1) ⇔ y = 2
Για y = 0 από (1) ⇔ x = 2

3
Άρα η (ε) τέμνει τον άξονα x′x στο σημείο A(2

3 , 0) και τον άξονα y′y στο σημείο
B(0, 2). Το εμβαδόν του τριγώνου που έχει κορυφές τα σημεία O(0, 0),A(2

3 , 0),B(0, 2)
είναι:

E = 1
2 |det(

−→
OA,

−→
OB)| = 2

3

Πρόβλημα 1.74 Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = 1
3 e3x + a και g(x) = ln(1− x).

Να βρείτε το a ∈ R ώστε οι εφαπτομένες των γραφικών παραστάσεων
των συναρτήσεων f και g που διέρχονται από το σημείο M(1, 0) να είναι
κάθετες. ■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το f = R. Η f είναι παραγωγίσιμη
και για κάθε x ∈ f είναι f ′(x) = e3x. Επομένως, ορίζεται η εφαπτομένη σε
κάθε σημείο της C f .
Η συνάρτηση g πεδίο ορισμού το g = (−∞, 1). Η g είναι παραγωγίσιμη και
για κάθε x ∈ g είναι g′(x) = −1

1−x = 1
x−1 . Επομένως, ορίζεται η εφαπτομένη σε

κάθε σημείο της Cg.
Έστω (ξ, f (ξ)), (κ, g(κ)) σημεία των C f , Cg αντίστοιχα και ϵ1,ϵ2 οι εφαπτο-
μένες των C f , Cg στα σημεία Α,Β αντίστοιχα, οι οποίες διέρχονται από το
σημείο(1, 0).
Η ϵ2 έχει εξίσωση:

y − g(κ) = g(κ)′ · (x − κ) ⇔ y − ln(1 − κ) = 1
κ−1(x − κ)

Επειδή M ∈ ϵ2 έπεται ότι:

0 − ln(1 − κ) =
1

κ − 1
(1 − κ) ⇔ −ln(1 − κ) = −1 ln(1 − κ) = lne

⇔ 1 − κ = e ⇔ κ = 1 − e

Επειδή ϵ1 ⊥ ϵ2έπεται ότι:

f ′(ξ) · g′(κ) = −1 ⇔ e3ξ g′(1 − e) = −1 ⇔ e3ξ 1
−e

= −1

⇔ e3ξ = e ⇔ 3ξ = 1 ⇔ ξ =
1
3

Η ϵ1 έχει εξίσωση:
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y − f (1
3) = f (1

3)
′ · (x − 1

3) ⇔ y − (1
3 e + a) = e(x − 1

3)

Επειδή ∈ ϵ1 έπεται ότι:

0 − 1
3 e − a = e(1 − 1

3) ⇔ − e
3 − a = 2e

3 ⇔ −a = 2e
3 + e

3 ⇔ −a = e ⇔ a = −e

Πρόβλημα 1.75 Να δείξετε ότι η εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της
συνάρτησης f με τύπο f (x) = ex+3 + 2a(2− x) + 4a + 1 στο σημείο (3, f (3))
διέρχεται από σταθερό σημείο για κάθε a ∈ R.

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το ∈ R. Η f είναι παραγωγίσιμη
και για κάθε x ∈ είναι f ′(x) = ex−3 − 2a. Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη
σε κάθε σημείο της C f .
Η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη C f στο σημείο (3, f (3)) έχει εξίσωση:

y − f (3) = f (3)′ · (x − 3) ⇔ y − (1 − 2a + 4a + 1) = (1 − 2a)(x − 3)
⇔ y − (2a + 2) = (1 − 2a)(x − 3) ⇔ y − 2a − 2 = x − 2ax − 3 + 6a

⇔ y − 8a − x + 2ax + 1 = 0 ⇔ (2x − 8)a + y + 1 − x = 0(1)

Για να ισχύει η (1) για κάθε α ∈ R πρέπει:{
2x − 8 = 0
y + 1 − x = 0

⇔
{

x = 4
y − 3 = 0

⇔
{

x = 4
y = 3

Επομένως η ευθεία (ε) διέρχεται από το σημείο (4, 3) για κάθε α ∈ R.

Πρόβλημα 1.76 (α) Να δείξετε ότι από κάθε σημείο (a, β) με 3a2 > β διέρ-
χονται δύο εφαπτομένες προς τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f
με τύπο f (x) = x2 + 2ax
(β) Αν το σημείο (a, β) ανήκει στην ευθεία y + ax + 1

4 = 0, να δείξετε ότι οι
παραπάνω εφαπτομένες είναι κάθετες.

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού τοA = R. Η f είναι παραγωγίσιμη και
για κάθε x ∈ είναι f ′(x) = 2x + 2a. Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε
σημείο της C f .
Έστω A(ξ, f (ξ)) σημείο της C f και (ε) η εφαπτομένη της C f στο Α που
διέρχεται από το σημείο (a, β). Η (ε) έχει εξίσωση:

y − f (ξ) = f ′(ξ) · (x − ξ) ⇔ y − (ξ2 + 2αξ) = (2ξ + 2α)(x − ξ)

⇔ y − ξ2 − αξ = (2ξ + 2α)(x − ξ)(1)

Επειδή

M ∈ (ϵ) ⇔(1) β − ξ2 − 2αξ = (2ξ + 2α)(α − ξ) ⇔ β − ξ2 − 2αξ = 2α2 − 2ξ2

⇔ ξ2 − 2αξ + β − 2α2 = 0(2)

Η εξίσωση (2) είναι δεύτερου βαθμού ως προς ξ και έχει διακρίνουσα:
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∆ = 4α2 − 4(β − 2α2) = 4α2 − 4β + 8α2 = 12α2 − 4β = 4(3α2 − β) > 0

αφού 3α2 > β από υπόθεση. Επομένως η εξίσωση (2) έχει δύο ρίζες ξ1,ξ2
άνισες. Αυτό σημαίνει ότι από το σημείο M(a, β) άγονται δύο εφαπτομένες
(ϵ1),(ϵ2) στη C f με σημεία επαφής A(ξ1, f (ξ1)) και B(ξ2, f (ξ2)) αντίστοιχα.
(β) Επειδή το σημείο M(a, β) ανήκει στην ευθεία δ : y + ax + 1

4 = 0, ισχύει:

β + a2 + 1
4 = 0 ⇔ 4(β + a2) = −1(3)

Θα δείξουμε ότι οι ευθείες (ϵ1) και (ϵ2) που έχουν συντελεστή διεύθυνσης
f ′(ξ1) και f ′(ξ2) αντίστοιχα είναι κάθετες. Είναι:

f ′(ξ1) · f ′(ξ2) = (2ξ1 + 2α)(2ξ2 + 2α) = 4(ξ1ξ2 + αξ1 + αξ2 + α2)

= 4[β − 2α2 + α(ξ1 + ξ2) + α2] = 4(β − 2α2 + α · 2α + α2)

= 4(β + α2) = −1

(Επειδή ξ1,ξ2 ρίζες της εξίσωσης (2) ⇔ ξ1ξ2 = β − 2α2 και ξ1 + ξ2 = 2α.)
Επομένως ϵ1 ⊥ ϵ2.

Πρόβλημα 1.77 Δίνεται η συνάρτηση f με f (x) = x2 − 3x + 2. Να βρείτε τα
σημεία το άξονα x′x από τα οποία:
(α) Διέρχονται δύο εφαπτομένες στη γραφική παράσταση της f .
(β) Διέρχεται μία εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της f .
(γ) Δεν διέρχεται εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της f .

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη
και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = 2x − 3. Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε
κάθε σημείο της C f .
Έστω A(ξ, f (ξ)) σημείο της C f , B(κ, 0) σημείο του άξονα x′x και (ε) η εφα-
πτομένη της C f στο Α η οποία διέρχεται από το Β. Η (ε) έχει εξίσωση:

y − f (ξ) = f ′(ξ) · (x − ξ) ⇔ y − ξ2 + 3ξ − 2 = (2ξ − 3)(x − ξ) (1)

Επειδή K ∈ (ϵ) από

(1) ⇔ 0 − ξ2 + 3ξ − 2 = (2ξ − 3)(κ − ξ)

⇔ −ξ2 + 3ξ − 2 = 2κξ − 2ξ2 − 3κ + 3ξ

⇔ ξ2 − 2κξ + 3κ − 2 = 0(2)

(α) Υπάρχουν δύο εφαπτομένες της C f που διέρχονται από το σημείο (κ, 0)
όταν η εξίσωση (2) έχει δύο ρίζες άνισες, δηλ. όταν είναι:

∆ > 0 ⇔ 4κ2 − 4(3κ − 2) > 0 ⇔ κ2 − 3κ + 2 > 0 ⇔ κ ∈ (−∞, 1) ∪ (2,+∞)

Επομένως τα ζητούμενα σημεία είναι τα (κ, 0) με κ ∈ (−∞, 1) ∪ (2,+∞).
(β) Υπάρχει μία μόνο εφαπτομένη στη C f που διέρχεται από το σημείο Β
όταν:
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∆ = 0 ⇔ 4κ2 − 4(3κ − 2) = 0 ⇔ κ2 − 3κ + 2 = 0 ⇔ κ = 1 ή κ = 2

Επομένως τα ζητούμενα σημεία είναι τα (1, 0) και (2, 0).
(γ) Δεν υπάρχει εφαπτομένη της C f που διέρχεται από το σημείο Β όταν:

∆ < 0 ⇔ 4κ2 − 4(3κ − 2) < 0 ⇔ κ2 − 3κ + 2 < 0 ⇔ κ ∈ (1, 2).

Επομένως τα ζητούμενα σημεία είναι τα (κ, 0) με κ ∈ (1, 2).

Ασκήσεις προς λύση
1. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 − 2lnx + 2. Να βρείτε τις εξισώσεις των

εφαπτομένων στη C f οι οποίες είναι:
(α) Παράλληλες με τον άξονα x′x.
(β) Παράλληλες με την ευθεία y = 3x + 1.
(γ) Κάθετες με την ευθεία y = − 3

16 x + 8.

2. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = −3x − 1+lnx
x . Να βρείτε την εξίσωση της

εφαπτομένης στη C f που είναι παράλληλη με την ευθεία y = −3x + 7.

3. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ln x
x2 . Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης

στη C f που είναι κάθετη με την ευθεία y = −x + 8 .

4. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ln x
x . Να βρείτε τα σημεία της C f στα οποία

οι εφαπτομένες είναι:
(α) Παράλληλες με τον άξονα x′x.
(β) Παράλληλες με την ευθεία y = x − 8

5. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 6lnx − 3x. Να βρείτε τα σημεία της C f στα
οποία οι εφαπτομένες:
(α) Είναι παράλληλες με τον άξονα x′x

(β) Είναι παράλληλες με την ευθεία y − 9x + 5 = 0

(γ) Είναι κάθετες με την ευθεία y + x = 7

(δ) Σχηματίζουν με τον άξονα x′x γωνία ω = 3π
4 .

6. Να βρείτε σε ποια σημεία της C f πρέπει να εφάπτεται η ευθεία (ε) ώστε
να σχηματίζει με τον άξονα x′x γωνία ω = π

3 , όταν f (x) = x2 + 4
√

3x.
Ομοίως όταν f (x) =

√
9 − x2 και ω = 3π

4 .

7. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 3x4 − 8x3 − 30x2 + 72x − 12. Να βρείτε τα
σημεία της C f στα οποία οι εφαπτομένες της παράλληλες με τον άξονα
x′x. Ομοίως όταν f (x) = x2 ln x.

8. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης στη C f η οποία σχηματίζει γωνία
ω = 3π

4 με τον άξονα x′x, όταν f (x) = −2x2 + 5x − 1.
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9. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων στη γραφική παράσταση της
f στα σημεία που η C f τέμνει την ευθεία y = 3x, όταν f (x) = 12

x .

10. Αν f (x) = 3x2 − ax + β, να βρείτε τα a, β ∈ R ώστε η εφαπτομένη της
C f στο σημείο M(1, 4):
(α) Να έχει κλίση -2.
(β) Να διέρχεται από το σημείο A(3, 5).
(γ) Να σχηματίζει με τον άξονα x′x γωνία ω = π

3 .
(δ) Να είναι παράλληλη με την ευθεία 2y + 4x = 1.

11. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = x2 − 2 και g(x) = −
√

x. Να δείξετε ότι
οι εφαπτομένες των C f και Cg στο κοινό τους σημείο είναι κάθετες.

12. Να δείξετε ότι οι εφαπτομένες στη γραφική παράσταση της συνάρτησης

f (x) =

{
x4 x < 0√

x 0 ≤ x < 6

στα σημεία που η C f τέμνει την ευθεία (ϵ) : y = 1
5 x + 6

5 είναι κάθετες

13. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x3. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της C f στο
σημείο A(a, a3) με a ̸= 0 έχει με αυτήν και άλλο κοινό σημείο Β εκτός
του Α. Κατόπιν να δείξετε ότι η εφαπτομένη της C f στο σημείο Β έχει
τετραπλάσια κλίση από ότι η εφαπτομένη της C f στο σημείο Α.

14. Να βρείτε τη γωνία ω που σχηματίζει η εφαπτομένη της C f στο σημείο
A(a, f (a)) με τον άξονα x′x, όταν f (x) = a2

x , a ̸= 0.

15. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει
f (x2) = 1 + x3. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη C f στο
σημείο A(4, f (4)).

16. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της συνάρτησης
f με τύπο f (x) = ex−1 + λx + λ + 1 στο σημείο A(1, f (1)) διέρχεται από
σταθερό σημείο για κάθε λ ∈ R.

17. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 3x2 − ax + 2. Να δείξετε ότι η ευθεία που
εφάπτεται στη C f στο σημείο A(1, f (1)) διέρχεται από σταθερό σημείο
για κάθε a ∈ R.

18. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ln(x − 1) + 3x. Να δείξετε ότι υπάρχει εφα-
πτομένη στη C f η οποία διέρχεται από το σημείο M(1, 4).
(α) Αν η συνάρτηση f : R → R είναι άρτια και παραγωγίσιμη και η κλίση
της f στο 4 είναι -3, να βρείτε την κλίση της f στο -4.
(β) Αν η συνάρτηση g : R → R είναι περιττή και παραγωγίσιμη και η
κλίση της g στο 5 είναι 6, να βρείτε την κλίση της g στο -5.
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19. Να δείξετε ότι η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη γραφική παράσταση της
συνάρτησης f (x) = συνx στο σημείο M(π

2 , 0) σχηματίζει με τους άξονες
τρίγωνο που έχει εμβαδό π2

8 .

20. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x+2
ex . Να βρείτε τα σημεία του άξονα x′x

από τα οποία:
(α) Διέρχονται δύο εφαπτομένες της C f .
(β) Διέρχεται μία εφαπτομένη της C f

(γ) Δεν διέρχεται εφαπτομένη της C f

21. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2.
(α) Να δείξετε ότι από το σημείο (a, β) με α2 > β διέρχονται δύο εφα-
πτομένες της γραφικής παράστασης της f .
(β) Αν επιπλέον το σημείο M(a, β) ανήκει στην ευθεία (ϵ) : y = −1

4 , να
δείξετε ότι οι εφαπτομένες αυτές είναι κάθετες.

22. Να δείξετε ότι από κάθε σημείο M(a, β) με a2 + β < 5 διέρχονται δύο
εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f (x) = x2 −
2ax + 5.

Μέθοδος 1.20—Ευθεία εφάπτεται καμπύλης. Για να εφάπτεται η ευθεία
y = ax + β στη C f πρέπει να αρκεί να υπάρχει ξ ∈ A f τέτοιο ώστε η f
να είναι παραγωγίσιμη στο ξ και το σύστημα:{

f (ξ) = aξ + β

f ′(ξ) = a
(Σ)

Να είναι συμβιβαστό. Αν το σύστημα (Σ) είναι αδύνατο, τότε η ευθεία
(ε) δεν εφάπτεται στη C f

Πρόβλημα 1.78 Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2x + ln2x − 3. Να δείξετε ότι η
ευθεία ϵ : y = 2x − 3 εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f .

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞). Η f είναι παραγωγί-
σιμη και για κάθε x ∈ είναι f ′(x) = 2+ ln x

x . Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη
σε κάθε σημείο της C f .
Για να εφάπτεται η ευθεία ϵ : y = 2x − 3 στη C f πρέπει να υπάρχει ξ ∈ A
τέτοιο ώστε το σύστημα: {

f ′(ξ) = 2
f (ξ) = 2ξ − 3

(Σ)

να είναι τουλάχιστον μια λύση. Είναι:
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(Σ) ⇔
{

2 + 2 ln ξ
ξ = 2

2ξ + ln2ξ − 3 = 2ξ − 3
⇔

{
ln ξ = 0
ln2ξ = 0

⇔ lnξ = 0

⇔ lnξ = ln1 ⇔ ξ = 1

Επομένως η ευθεία ϵ : y = 2x − 3 εφάπτεται στη C f στο σημείο A(1, f (1) =
−1).

Πρόβλημα 1.79 Να βρείτε το a ∈ R ώστε η ευθεία (ε) με εξίσωση y = 3a − 2
να εφάπτεται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f όταν f (x) =
ln3x2 + a2.

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R − {0}. Η f είναι παραγω-
γίσιμη και για κάθε x ∈ είναι f ′(x) = 6ln2x2

x .
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της C f . Για να εφάπτεται η
ευθεία ϵ : y = 3a − 2 στη C f πρέπει να υπάρχει ξ ∈ τέτοιο ώστε το σύστημα:{

f ′(ξ) = 0
f (ξ) = 3a − 2

(Σ)

να έχει μία τουλάχιστον λύση. Είναι:

(Σ)

{
6ln2ξ2

ξ = 0
ln3ξ2 + a2 = 3a − 2

⇔
{

ln2ξ2 = 0
ln3ξ2 + a2 = 3a − 2

⇔
{

ln ξ2 = 0
ln3ξ2 + a2 = 3a − 2

⇔
{

ξ2 = 1
ln3ξ2 + a2 − 3a + 2 = 0

⇔
{

ξ2 = 1
a2 − 3a + 2 = 0

⇔
{

ξ = 1 ή ξ = −1
α = 2 ή α = 1

⇔
{

ξ = 1
α = 2

.η.

{
ξ = 1
α = 1

.η.

{
ξ = −1
α = 2

.η.

{
ξ = −1
α = 1

Επομένως με α = 2 η ευθεία y = 4 εφάπτεται στη C f στα σημεία (1, 4) και
(−1, 4) και με a = 1η ευθεία y = 1 εφάπτεται στη C f στα σημεία (1, 1) και
(−1, 1).

Πρόβλημα 1.80 Να βρείτε το λ ∈ R ώστε η ευθεία (ε) με εξίσωση y = λx + 1
να εφάπτεται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f όταν f ′(x) =
3x2 − 12x + 8.

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παραγωγί-
σιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = 3x2 − 12x + 8. Επομένως ορίζεται η
εφαπτομένη σε κάθε σημείο της C f .
Για να εφάπτεται η ευθεία ϵ : y = λx + 1 στη C f πρέπει να υπάρχει ξ ∈ A
τέτοιο ώστε το σύστημα: {

f ′(ξ) = λ

f (ξ) = λξ + 1
(Σ)
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να είναι τουλάχιστον μια λύση. Είναι:

(Σ)

{
3ξ2 − 12ξ + 8 = λ

ξ3 − 6ξ2 + 8ξ + 1 = λξ + 1
⇔

{
3ξ2 − 12ξ + 8 = λ

ξ(ξ2 − 6ξ + 8 − λ) = 0

⇔
{

3ξ2 − 12ξ + 8 = λ

ξ = 0
(A) ή

{
3ξ2 − 12ξ + 8 = λ

ξ2 − 6ξ + 8 = λ
(B)

(Α)
{

λ = 8
ξ = 0

(Β)
{

3ξ2 − 12ξ + 8 = ξ2 − 6ξ + 8
ξ2 − 6ξ + 8 = λ

⇔
{

2ξ2 − 6ξ = 0
ξ2 − 6ξ + 8 = λ

⇔
{

ξ = 0
λ = 8

ή
{

ξ = 3
λ = −1

Επομένως με λ = 8 η ευθεία y = 8x + 1 εφάπτεται στη C f στο σημείο
A(0, f (0) = 1) και με λ = −1 η ευθεία y = −x + 1 εφάπτεται στη C f στο
σημείο B(3, f (3) = −2).

Πρόβλημα 1.81 Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f (x) = 27
ηµx + 64

συνx .
(α) Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, π

2 ) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 0.
(β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της C f στο σημείο (ξ, f (ξ)).

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R − {κ π
2 , κ ∈ Z}. Η f είναι

παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = 27συνx
ηµ2x + 64ηµx

συν2x = 64ηµ3x−27συν3x
ηµ2xσυν2x

Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της C f .
(α) Είναι f ′(x) = 0 ⇔ 64ηµ3x − 27συν3x = 0.
Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = 64ηµ3x − 27συν3x = 0 η οποία ορίζεται στο
[0, π

2 ].

• Η h είναι συνεχής στο [0, π
2 ].

• h(0) = −27, h(π
2 ) = 64

Άρα h(0) · h(π
2 ) < 0 και από το θεώρημα Bolzano έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (0, π

2 )

τέτοιο ώστε h(ξ) = 0 ⇔ 64ηµ3ξ − 27συν3ξ = 0 (1) δηλ. f ′(ξ) = 0 .
(β) Η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη C f στο σημείο A(ξ, f (ξ)) έχει εξίσωση:

y − f (ξ) = f ′(ξ) · (x − ξ) ⇔ y = f (ξ) ⇔ y = 27
ηµξ +

64
συνξ (2)

Από (1)
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64ηµ3ξ = 27συν3ξ[συνξ ̸= 0 γιατί ξ ∈ (0, π
2 )] ⇔

ηµ3ξ
συν3ξ

= 27
64 ⇔ ϵϕ3ξ = (3

4)
3

⇔ ϵϕξ = 3
4 ⇔ ηµξ

συνξ = 3
4 ⇔ ηµξ = 3

4 συνξ

και επειδή ισχύει ηµ2ξ + συν2 = 1 έχουμε:{
ηµξ = 3

4 συνξ
9
16 συν2ξ + συν2ξ = 1

⇔
{

ηµξ = 3
4 συνξ

25
16 συν2ξ = 1

⇔
{

ηµξ = 3
4 συνξ

συν2ξ = 16
25

⇔
{

ηµξ = 3
4 συνξ

συνξ = 4
5 ..η..συνξ = −4

5 [ απορ. γιατί ξ ∈ (0, π
2 )]

⇔
{

ηµξ = 3
4 ·

4
5 = 3

5
συνξ = 4

5

Οπότε η (2) γίνεται:

y = 27
3
5
+ 64

4
5
= 27·5

3 + 64·5
4 = 45 + 80 = 125

Άρα η ευθεία y = 125 εφάπτεται στη C f στο σημείο (ξ, f (ξ))

Πρόβλημα 1.82 (α) Να δείξετε ότι από κάθε σημείο (a, β) με 3a2 > β διέρ-
χονται δύο εφαπτομένες προς τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f
με τύπο f (x) = x2 + 2ax
(β) Αν το σημείο (a, β) ανήκει στην ευθείαy + ax + 1

4 = 0, να δείξετε ότι οι
παραπάνω εφαπτομένες είναι κάθετες.

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού τοA = R. Η f είναι παραγωγίσιμη και
για κάθε x ∈ είναι f ′(x) = 2x + 2a. Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε
σημείο της C f .
Έστω A(ξ, f (ξ)) σημείο της C f και (ε) η εφαπτομένη της C f στο Α που
διέρχεται από το σημείο M(a, β). Η (ε) έχει εξίσωση:

y − f (ξ) = f ′(ξ) · (x − ξ) ⇔ y − (ξ2 + 2αξ) = (2ξ + 2α)(x − ξ)
⇔ y − ξ2 − αξ = (2ξ + 2α)(x − ξ)(1)

Επειδή

M ∈ (ϵ) ⇔(1) β − ξ2 − 2αξ = (2ξ + 2α)(α − ξ) ⇔ ξ2 − 2αξ + β − 2α2 = 0(2)

Η εξίσωση (2) είναι δεύτερου βαθμού ως προς ξ και έχει διακρίνουσα:

∆ = 4α2 − 4(β − 2α2) = 4α2 − 4β + 8α2 = 12α2 − 4β = 4(3α2 − β) > 0

αφού 3α2 > β από υπόθεση. Επομένως η εξίσωση (2) έχει δύο ρίζες ξ1,ξ2
άνισες. Αυτό σημαίνει ότι από το σημείο M(a, β) άγονται δύο εφαπτομένες
(ϵ1),(ϵ2) στη C f με σημεία επαφής A(ξ1, f (ξ1)) και B(ξ2, f (ξ2)) αντίστοιχα.
(β) Επειδή το σημείο M(a, β) ανήκει στην ευθείαδ : y + ax + 1

4 = 0, ισχύει:

β + a2 + 1
4 = 0 ⇔ 4(β + a2) = −1(3)
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Θα δείξουμε ότι οι ευθείες (ϵ1) και (ϵ2) που έχουν συντελεστή διεύθυνσης
f ′(ξ1) και f ′(ξ2) αντίστοιχα είναι κάθετες. Είναι:

f ′(ξ1) · f ′(ξ2) = (2ξ1 + 2α)(2ξ2 + 2α) = 4(ξ1ξ2 + αξ1 + αξ2 + α2)

= 4[β − 2α2 + α(ξ1 + ξ2) + α2] = 4(β − 2α2 + α · 2α + α2)

= 4(β + α2) = −1

(Επειδή ξ1,ξ2 ρίζες της εξίσωσης (2) ⇔ ξ1ξ2 = β − 2α2 και ξ1 + ξ2 = 2α.)
Επομένως ϵ1ϵ2.

Πρόβλημα 1.83 Δίνεται το πολυώνυμο f (x) με βαθμό v ≥ 2.
(α) Να δείξετε ότι f (x) = (x − ρ)2Π(x) ⇔ f (ρ) = f ′(ρ) = 0.
(β) Αν η ευθεία (ε) με εξίσωση y = ax + β εφάπτεται στη C f στο σημείο
M(x0, f (x0)) να δείξετε ότι το πολυώνυμο P(x) = f (x)− (ax + β) έχει πα-
ράγοντα το (x − x0)

2.
■

Λύση
(α) Είναι το λυμένο παράδειγμα 40 στη σελίδα 65.
(β) Επειδή η ευθεία (ε) εφάπτεται στη C f στο σημείο Μ, έπεται ότι ισχύει:{

f ′(x0) = a
f (x0) = ax0 + β

Η συνάρτηση P είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι P′(x) = f ′(x)− a.
Είναι P′(x0) = f ′(x0)− a = 0 και P(x0) = f (x0)− (ax0 + β) = 0.
Επειδή P(x0) = P′(x0) = 0, βάσει του (i) ερωτήματος έπεται ότι ο (x − x0)

2

είναι παράγοντας του πολυωνύμου P.

Πρόβλημα 1.84 Δίνεται η συνάρτηση f με f (x) = ex−1 + 3x2 + ax − β. Να
βρείτε τα a, β ∈ R όταν γνωρίζετε ότι η ευθεία (ε) με εξίσωση y = 3x − 10
εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f στο σημείο που έχει τετμημένη
x0 = 1.

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) = ex−1 + 6x + a.
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της C f .
Επειδή η ευθεία (ε) εφάπτεται στη C f στο σημείο A(1, f (1)) ισχύει:{

f ′(1) = 3
f (1) = 3 − 10

⇔
{

1 + 6 + α = 3
4 + a − β = −7

⇔
{

α = −4
β = 7

Επομένως η συνάρτηση f έχει τύπο f (x) = ex−1 + 3x2 − 4x − 7 .
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Πρόβλημα 1.85 Δίνεται η συνάρτηση f με f (x) = ax3 + βx2 + γx + δ . Να
βρείτε τα α, β, γ, δ ∈ R ώστε οι ευθείες ϵ1 : y = 3x − 2 και ϵ2 : y = 4x − 6
να εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f στα σημεία A(1, f (1)) και
B(0, f (0)).

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A ∈ R. Η f είναι παραγωγίσιμη
και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = 3ax2 + 2βx + γ.
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της C f .
Για να εφάπτονται οι ευθείες (ϵ1) και (ϵ2) στη C f στα σημεία Α και Β αντί-
στοιχα πρέπει να ισχύει:


f ′(1) = 3
f ′(0) = 4
f (1) = 1
f (0) = −6

⇔


3a + 2β + γ = 3
γ = 4
α + β + γ + δ = 1
δ = −6

⇔


3α + 2β = −1
γ = 4
α + β = 3
δ = −6

⇔


α = −7
β = 10
γ = 4
δ = −6

Ασκήσεις προς λύση
1. Να δείξετε ότι η ευθεία y = x εφάπτεται στη γραφική παράσταση της

συνάρτησης f (x) = lnx + 1.

2. Να δείξετε ότι η ευθεία y = 3x − 5 εφάπτεται στη γραφική παράσταση
της συνάρτησης f (x) = 3x3 − 6x + 1.

3. Να δείξετε ότι η ευθεία y = −x δεν εφάπτεται στη γραφική παράσταση
της συνάρτησης f (x) = x3 + 2x + 1.

4. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 + x2 + 4 και η ευθεία (ϵ) : y = λx + λ− 4.
Να βρείτε το λ ∈ R ώστε η (ε) να εφάπτεται στη γραφική παράσταση
της f .

5. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 3ex + 2x − 1. Να βρείτε το λ ∈ R ώστε η
ευθεία y = λx + λ − 3 να εφάπτεται στη C f .

6. Να βρείτε το a ∈ R ώστε η ευθεία y = 2 να εφάπτεται στη γραφική
παράσταση της συνάρτησης f (x) = ax2 − 4x + 4.

7. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ax3 + lnx + βx − 1. Να βρείτε τα a, β ∈ R
ώστε η ευθεία y = x + 1 να εφάπτεται στη C f στο σημείο (1, 2).

8. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 + ax + β. Να βρείτε τα a, β ∈ R ώστε η
ευθεία y = x − 1 να εφάπτεται στη C f στο σημείο M(3, 2).

9. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ax2 + βx + γ, α ̸= 0. Να βρείτε τα a, β, γ ∈ R
ώστε η C f να περνά από το σημείο A(−1, 0) και η ευθεία y = x να
εφάπτεται στη C f στο σημείο B(1, f (1)).
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10. Να βρείτε τα a, β, γ ∈ R ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης f
με τύπο f (x) = ax2 + βx + γ, α ̸= 0 να διέρχεται από τα σημεία A(1, 0)
και B(1

2 , 0) και η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη C f στο σημείο Α να
σχηματίζει με τον άξονα x′x γωνία ω = π

4 .

11. Να βρείτε τα a, β, γ ∈ R ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης f
με τύπο f (x) = ax2 + βx + γ, α ̸= 0 να περνά από το σημείο A(1,−3

2)
και η ευθεία y = 3x − 5 να εφάπτεται στη C f στο σημείο B(2, 1).

12. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = (a − 5)x2 + (3a − 4)x + a − 2, a ̸= 5. Να
βρείτε το a ∈ R ώστε η εφαπτομένη της C f στο σημείο A(−1, f (−1)) να
διέρχεται από το σημείο B(−1

2 ,−1).

13. Να βρείτε τα a, β, γ ∈ R ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης f
με τύπο f (x) = ax2 + βx + γ, a ̸= 0 να διέρχεται από το σημείο A(0, 2)
και η ευθεία y = 5x − 1 να εφάπτεται στη C f στο σημείο B(1, 4).

14. Να βρείτε τα a, β, γ ∈ R ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης f
με τύπο f (x) = ax2 + βx + γ, a ̸= 0 να διέρχεται από το σημείο A(0,−2)
και οι εφαπτομένες στα σημεία B(1, f (1)) και Γ(2, f (2)) να σχηματίζουν
με τον άξονα x′x γωνίες ω1 = 3π

4 και ω2 = π
4 αντίστοιχα.

15. Να βρείτε τα a, β ∈ R όταν γνωρίζετε ότι η ευθεία που εφάπτεται στη
γραφική παράσταση της f (x) = ax2 + (2β − a)x + 5β, a ̸= 0 στο σημείο
A(2, f (2)) περνά από το σημείο B(3, 1) και είναι παράλληλη με την
ευθεία (ϵ) : 8x + 2y + 5 = 0.

16. Να δείξετε ότι η ευθεία y = x εφάπτεται στη γραφική παράσταση της
f (x) = e

x
e .

Μέθοδος 1.21 — Κοινές εφαπτομένες. Για να βρούμε την κοινή εφαπτο-
μένη των C f και Cg εργαζόμαστε ως εξής:
Έστω (ε) η ευθεία που εφάπτεται στη C f στο σημείο A(a, f (a)) και
συγχρόνως εφάπτεται στη Cg στο σημείο B(β, f (β)).
- Επειδή η (ε) εφάπτεται στη C f στο σημείο Α έχει εξίσωση:

y − f (a) = f ′(a) · (x − a) ⇔ y = f ′(a) · x + f (a)− a f ′(a)

- Επειδή η (ε) εφάπτεται στη Cg στο σημείο Β έχει εξίσωση:

y − g(β) = g′(β) · (x − β) ⇔ y = g′(β) · x + g(β)− βg′(β)

Επομένως, αν το σύστημα:{
f ′(a) = g′(β)

f (a)− a f ′(a) = g(β)− βg′(β)

έχει τουλάχιστον μία λύση τότε ορίζεται η ευθεία (ε) που είναι κοινή
εφαπτομένη των C f και Cg.
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Αν το σύστημα είναι αδύνατο, τότε οι C f και Cg δεν έχουν κοινή εφα-
πτομένη.
Για να έχουν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f , g κοινή
εφαπτομένη σε ένα κοινό σημείο M(x0, y0) πρέπει το σύστημα:{

f ′(x0) = g′(x0)

f (x0) = g(x0)

να είναι συμβιβαστό.

Πρόβλημα 1.86 Να βρείτε την κοινή εφαπτομένη στις γραφικές παραστά-
σεις των συναρτήσεων f και g όταν f (x) = x2 και g(x) = −x2 + 4x − 3.

■

Λύση Οι συναρτήσεις f και g έχουν πεδίο ορισμού το ∈ R.
Είναι παραγωγίσιμες και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) = 2x και g′(x) = −2x + 4
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο των C f και Cg.
Έστω (ε) η ευθεία που εφάπτεται στη C f στο σημείο A(ξ, f (ξ)) και στη Cg
στο σημείο B(κ, f (κ)).
Επειδή η (ε) εφάπτεται στη C f στο σημείο Α έχει εξίσωση:

y − f (ξ) = f ′(ξ) · (x − ξ) ⇔ y − ξ2 = 2ξ(x − ξ) ⇔ y − ξ2 = 2ξx − 2ξ2

⇔ y = 2ξx − ξ2(1)

Επειδή η (ε) εφάπτεται στη Cg στο σημείο Β έχει εξίσωση:

y − g(κ) = g′(κ) · (x − κ) ⇔ y − (−κ2 + 4κ − 3) = (−2κ + 4)(x − κ)
⇔ y = (−2κ + 4)x + 2κ2 − 4κ − κ2 + 4κ − 3 ⇔ y = (−2κ + 4)x + κ2 − 3(2)

Πρέπει να ισχύει:{
2ξ = −2κ + 4
κ2 − ξ = −ξ2 ⇔

{
ξ = 2 − κ

κ2 − 3 = −(2 − κ)2 ⇔
{

ξ = 2 − κ

κ2 − 3 = −4 − κ2 + 4κ

⇔
{

ξ = 2 − κ

2κ2 − 4κ + 1 = 0
⇔

{
ξ = 2 − κ

κ = 2+
√

2
2

.η.

{
ξ = 2 − κ

κ = 2−
√

2
2

⇔
{

ξ = 2−
√

2
2

κ = 2+
√

2
2

..η..

{
ξ = 2+

√
2

2

κ = 2−
√

2
2

Επομένως η γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και g έχουν δύο κοινές
εφαπτομένες:
Την (ϵ1) με εξίσωση y = (2 −

√
2)x − (2−

√
2

2 )2 που εφάπτεται στη C f στο
σημείο A(2−

√
2

2 , f (2−
√

2
2 )) και στη Cg στο σημείο (2+

√
2

2 , g(2+
√

2
2 )).

Την (ϵ2) με εξίσωση y = (2 +
√

2)x − (2+
√

2
2 )2 που εφάπτεται στη C f στο

σημείο Γ(2+
√

2
2 , f (2+

√
2

2 )) και στη Cg στο σημείο ∆(2−
√

2
2 , g(2−

√
2

2 )).
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Πρόβλημα 1.87 Δίνονται οι συναρτήσεις f και g με τύπους f (x) = x−1
x και

g(x) = 3x2 + ax + 2. Να βρείτε το a ∈ R ώστε οι γραφικές παραστάσεις
τους να έχουν κοινή εφαπτομένη σε ένα κοινό τους σημείο.

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το f = R − {0}.
Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A f είναι f ′(x) = 1

x2 .
Η συνάρτηση g έχει πεδίο ορισμού το Ag = R.
Η g είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ Ag είναι g′(x) = 6x + a .
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο των C f και Cg.
Για να έχουν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f , g κοινή εφαπτο-
μένη σε κοινό τους σημείο πρέπει να υπάρχει σημείο M(x0, y0) τέτοιο ώστε
το σύστημα: {

f (x0) = g(x0)

f ′(x0) = g′(x0)

να έχει τουλάχιστον μία λύση. Είναι:

(Σ) ⇔
{ x0−1

x0
= 3x2

0 + ax0 + 2
1
x2

0
= 6x0 + a

⇔
{

x0 − 1 = 3x3
0 + ax2

0 + 2x0

6x3
0 + ax2

0 = 1
⇔

{
x0 = 1
a = −5

Επομένως όταν a = −5 υπάρχει ευθεία (ε) που εφάπτεται συγχρόνως στις C f
και Cg στο κοινό τους σημείο (1, 0).

Πρόβλημα 1.88 Αν f και g συναρτήσεις με τύπους f (x) = ax2 + βx − 1
και g(x) = ex−1, να βρείτε τα a, β ∈ R ώστε να έχουν οι C f και Cg κοινή
εφαπτομένη στο σημείο με τετμημένη x0 = 1.

■

Λύση Οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιμες στο R (επομένως ορίζεται
εφαπτομένη σε κάθε σημείο των C fκαι Cg) και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) =
2ax + β και g′(x) = ex−1.
Έστω (ε) η ευθεία που εφάπτεται στη C f στο σημείο (1, f (1)) και συγχρόνως
στη Cg στο σημείο (1, g(1)).
Επειδή η (ε) εφάπτεται στη C fστο σημείο (1, f (1)) έχει εξίσωση:

y − f (1) = f ′(1) · (x − 1) ⇔ y − (a + β − 1) = (2a + β)(x − 1)
⇔ y − a − β + 1 = (2a + β)x − 2a − β ⇔ y = (2a + β)x − a − 1(1)

Επειδή η (ε) εφάπτεται στη Cgστο σημείο (1, g(1)) έχει εξίσωση:

y − g(1) = g′(1) · (x − 1) ⇔ y − e0 = e0(x − 1) ⇔ y − 1 = x − 1 ⇔ y = x(2)

Πρέπει να ισχύει:{
2a + β = 1
−a − 1 = 0

⇔
{

2a + β = 1
a = −1

⇔
{

a = −1
β = 3
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Ασκήσεις προς λύση
1. Στο παρακάτω σχήμα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτή-

σεων f , g και ευθεία (ε), που εφάπτεται της C f στο A(−2, f (−2)) και
της Cg στο B(2, g(2)).
(α) Να υπολογίσετε τα f (−2), g(2).
(β) Να αποδείξετε ότι: 8 f ′(−2)g′(2) = g(2)− f (−2)

2. Να βρείτε την κοινή εφαπτομένη των γραφικών παραστάσεων των συ-
ναρτήσεων f (x) = x(x − 2) και g(x) = −x2 − 5.

3. Έστω οι συναρτήσεις f (x) = 2x
x2+1 και g(x) = αx2 + βx + 1. Να βρείτε τα

α, β ώστε οι C f και Cg να έχουν κοινή εφαπτομένη στο x0 = −1.

4. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = x2 + 2ax + β και g(x) = x2 + 3x + 2. Να
βρείτε τα a, β ∈ R ώστε η ευθεία που εφάπτεται στη Cg στο σημείο
A(1, 6) να εφάπτεται και στη C f στο σημείο B(−1,−4).

5. Έστω οι συναρτήσεις f (x) = e−x και g(x) = eλ−x. Να βρείτε το λ, ώστε
η κοινή εφαπτομένη αυτών να διέρχεται από το σημείο M(1, 0).

6. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = x3 + ax2 + βx + 1 και g(x) = x2 + x + 2.
Αν M(1, y0) είναι κοινό σημείο των γραφικών παραστάσεων των f , g να
βρείτε τα a, β ∈ R ώστε οι C f και Cg να έχουν κοινή εφαπτομένη στο Μ.

7. Δίνονται f (x) = ax2 − βx + 9, a ̸= 0 και g(x) = 1
x−1 . Να βρείτε τα a, β ∈ R

ώστε οι γραφικές παραστάσεις των f , g να έχουν κοινή εφαπτομένη στο
κοινό τους σημείο με τετμημένη x0 = 2.

8. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = x2 − 3x + 5 και g(x) = x2 − 5x + 8. Να
βρείτε για ποια τιμή του λ ∈ R η ευθεία (ϵ) : y = (λ− 3)x + 4 είναι κοινή
εφαπτομένη των C f και Cg .

9. Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f , g με f (x) =
x2 − x + 2 και g(x) = 2x−1

x έχουν κοινή εφαπτομένη.
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10. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι
f (xax) = 1 + λax, (0 < a < 1). Να βρείτε την εφαπτομένη της C f στο
σημείο A(0, f (0)).

11. Να βρείτε τα a, β, γ ∈ R ώστε οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων
f , g με f (x) = γ+ xx και g(x) = ax2 + βx + 2 να έχουν κοινή εφαπτομένη
στο σημείο A(1, 2).

12. Αν f (x) = x4 + ax3 + βx2 + 4, να βρείτε τα a, β ∈ R ώστε η ευθεία ΑΒ με
A(1, f (1)) και B(3, f (3)) να εφάπτεται στη C f .

Μέθοδος 1.22 — Θεωρητικές εφαρμογές. ..

Πρόβλημα 1.89 Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και για κάθε
x ∈ R ισχύει η σχέση:e f (x) + xσυν( f (x) + x) = 2 − ex (1). Να δείξετε ότι η
εφαπτομένη της C f στο σημείο A(0, f (0)) είναι κάθετη με την ευθεία (δ)
που έχει εξίσωση y = 1

2 x + 5.
■

Λύση
Για x = 0 η (1) γίνεται: e f (0) = 1 ⇔ e f (0) = e0 ⇔ f (0) = 0.
Για κάθε x ∈ R από την (1) έπεται ότι ισχύει:

[e f (x) + xσυν( f (x) + x)]′ = (2 − ex)′

⇔ e f (x) f ′(x) + συν( f (x) + x)− xηµ( f (x) + x)( f ′(x) + 1) = −ex(2)

Για x = 0 η (2) γίνεται:

e f (0) f ′(0) + συν f (0) = −1 ⇔ e0 f ′(0) + συν0 = −1 ⇔ f ′(0) + 1 = −1
⇔ f ′(0) = −2

Η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη C f στο σημείο A(0, f (0)) έχει συντελεστή
διεύθυνσης f ′(0) = −2, ενώ η ευθεία (δ) έχει συντελεστή διεύθυνσης λ = 1

2 .
Επειδή f ′(0) · λ = −21

2 = −1, έπεται ότι ϵδ.

Πρόβλημα 1.90 Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο R και η ευθεία (ε)
y = 2x + 3 εφάπτεται στη Cg στο σημείο A(1, g(1)). Αν f (x) = g(ex + ηµx),
να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη C f στο σημείο B(0, f (0)).

■

Λύση Επειδή η ευθεία (ε) εφάπτεται στη Cg στο σημείο Α, έπεται ότι ισχύει:{
g′(1) = 2
g(1) = 2 · 1 + 3

⇔
{

g′(1) = 2
g(1) = 5

Η f είναι παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ Rείναι:
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f ′(x) = g′(ex + ηµx) · (ex + συνx).

Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της C f .
Είναι

f ′(0) = g′(e0 + ηµ0) = g(1) = 5 και
f ′(0) = g′(e0 + ηµ0) · (e0 + συν0) = g′(1) · 2 = 4

Άρα η ευθεία (ϵ1) που εφάπτεται στη C f στο σημείο Β έχει εξίσωση:

y − f (0) = f ′(0) · (x − 0) ⇔ y − 5 = 4x ⇔ y = 4x + 5

Άρα οι ευθείες (ϵ1) και (ϵ2) διέρχονται από το ίδιο σημείο Α του άξονα y′y.

Πρόβλημα 1.91 Οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιμες στο R με f (x) =
g(x)− x. Αν η ευθεία (ε) με εξίσωση x = 1 τέμνει τη C f στο σημείο Α και
τη Cg στο σημείο Β, να δείξετε ότι η εφαπτομένη της C f στο Α και η
εφαπτομένη της Cg στο Β τέμνουν τον άξονα y′y στο ίδιο σημείο.

■

Λύση Επειδή οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιμες έπεται ότι ορίζεται η
εφαπτομένη σε κάθε σημείο των C f και Cg. Για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) =
g′(x)− 1.
Η ευθεία (ε) x = 1 τέμνει τη C f στο σημείο A(1, f (1)) και τη Cg στο σημείο
B1, g(1)).
Η (ϵ1) που εφάπτεται στη C f στο σημείο Α έχει εξίσωση:

y − f (1) = f ′(1) · (x − 1) ⇔ y − f (1) = (g′(1)− 1)(x − 1)
⇔ y − g(1) + 1 = (g′(1)− 1)(x − 1)(1)

Για x = 0 από (1) έπεται:

y − g(1) + 1 = (g
′(1) − 1)(−1) ⇔ y − g(1) + 1 = −g′(1) + 1 ⇔ y = g(1)− g′(1)

Άρα η (ϵ1) τέμνει τον άξονα y′y στο σημείο Γ(0, g(1)− g′(1)).
Η (ϵ2) που εφάπτεται στη Cg στο σημείο Β έχει εξίσωση: y − g(1) = g′(1) ·
(x − 1)(2)
Για x = 0 από (2) y − g(1) = −g′(1) ⇔ y = g(1)− g′(1).
Άρα η (ϵ2) τέμνει τον άξονα y′y στο σημείο Γ(0, g(1)− g′(1)).
Επομένως οι ευθείες (ϵ1) και (ϵ2) διέρχονται από το ίδιο σημείο Γ του άξονα
y′y.

Πρόβλημα 1.92 Δίνονται οι συναρτήσεις f και g με τύπους f (x) = x2 +
2x + ex και g(x) = x2 + x + ex. Να δείξετε ότι οι εφαπτομένες στα σημεία
των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και g με κοινή τετμημένη
τέμνουν τον άξονα y′y στο ίδιο σημείο.

■
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Λύση Οι συναρτήσεις f και g έχουν πεδίο ορισμού το A = R.
Είναι παραγωγίσιμες και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) = 2x + 2 + ex και g′(x) =
2x + 1 + ex.
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο των C fκαι Cg.
Έστω (ϵ1) η εφαπτομένη της C f στο σημείο (x0, f (x0)) και (ϵ2) η εφαπτομένη
της Cg στο σημείο (x0, g(x0)).
Η (ϵ1) έχει εξίσωση:

y − f (x0) = f ′(x0) · (x − x0) ⇔ y − (x2
0
+ 2x0 + ex0) = (2x0 + 2 + ex0)(x − x0)(1)

Για x = 0 από (1)

⇔ y − x2
0
− 2x0 − ex0 = −2x2

0
− 2x0 − x0ex0 ⇔ y = −x2

0
+ ex0 − x0ex0 .

Επομένως η (ϵ1) τέμνει τον άξονα y′y στο σημείο (0,−x2
0
+ ex0 − x0ex0).

Η (ϵ2) έχει εξίσωση:

y − g(x0) = g′(x0) · (x − x0) ⇔ y − (x2
0
+ x0 + ex0) = (2x0 + 1 + ex0)(x − x0)(2)

Για x = 0 από (2)

⇔ y − x2
0
− x0 − ex0 = −2x2

0
− x0 − x0ex0 ⇔ y = −x2

0
+ ex0 − x0ex0 .

Επομένως η (ϵ2) τέμνει τον άξονα y′y στο σημείο (0,−x2
0
+ ex0 − x0ex0).

Πρόβλημα 1.93 Δίνεται η συνάρτηση f με f (x) = a
x , a ̸= 0. Αν Μ είναι ένα

σημείο της C f και (ε) η εφαπτομένη της C f στο Μ, να δείξετε ότι:
(α) Η (ε) έχει μοναδικό κοινό σημείο με τη C f το Μ.
(β) Το Μ είναι μέσο του ευθύγραμμου τμήματος που έχει άκρα τα σημεία
τομής της (ε) με τους άξονες,
(γ) Η (ε) σχηματίζει με τους άξονες τριγώνου που έχει εμβαδόν 2|a|.

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R − {0}. Η f είναι παραγω-
γίσιμη και για κάθε x ∈ είναι f ′(x) = − a

x2
.επομένως ορίζεται η εφαπτομένη

σε κάθε σημείο της C f .
(α) Έστω (x0, f (x0)) σημείο τηςC f . Η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη C f στο
σημείο Μ έχει εξίσωση:

y − f (x0) = f ′(x0) · (x − x0) ⇔ y − a
x0

= − a
x2

0
(x − x0) ⇔ y = − a

x2
0
x + 2a

x0
(1)

Θα βρούμε τα κοινά σημεία της (ε) και της C f . Είναι:{
y = f (x)
f (x) = a

x
⇔

{
− a

x2
0
x + 2a

x0
= a

x

f (x) = a
x

⇔
{−x+2x0

x2
0

= 1
x

f (x) = a
x

⇔
{
−x2 + 2x0x = x2

0
f (x) = a

x

⇔
{

x2 + x2
0 − 2x0x = 0

f (x) = a
x

} ⇔
{
(x − x0)

2 = 0
f (x) = a

x
⇔

{
x = x0

f (x0) =
a
x0

Επομένως η (ε) και η C f έχει κοινό σημείο μόνο το (x0, f (x0)).
(β) Θα βρούμε σε ποια σημεία η (ε) τέμνει τους άξονες x′x καιy′y.
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• Για x = 0 από (1) ⇔ y = 2a
x0

• Για y = 0 από (1) ⇔ x = 2x0

Άρα η (ε) τέμνει τον άξονα x′x στο σημείο A(2x0, 0) και τον άξονα y′y στο

σημείο B(0, 2a
x0
). Το μέσον του ΑΒ έχει συντεταγμένες (2x0+0

2 ,
0+ 2a

x0
2 ) = (x0, f (x0))

δηλαδή είναι το σημείο Μ.
(β) Το τρίγωνο που έχει κορυφές τα σημεία O(0, 0),A(2x0, 0), B(0, 2a

x0
) έχει

εμβαδό:

E = 1
2 |det(

−→
OA,

−→
OB)| = 2|a|

Πρόβλημα 1.94 Δίνονται οι συναρτήσεις f και g με τύπους f (x) = ex και
g(x) = e−x και τα σημεία A(x0, f (x0)) και B(x0, g(x0)). Αν η ευθεία (ϵ1)
που εφάπτεται στη C f στο σημείο Α και η ευθεία (ϵ2) που εφάπτεται στη
Cg στο σημείο Β τέμνουν τον άξονα x′x στα σημεία Γ και Δ αντίστοιχα, να
δείξετε ότι:
(α) Το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος (Γ∆) = 2.
(β) Το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισοσκελές.
(γ) Το σημείο Β είναι ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΔΓ.

■

Λύση Οι συναρτήσεις f και g έχουν πεδίο ορισμού το A = R. Είναι παραγω-
γίσιμες και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) = ex και g′(x) = −e−x.
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της C f και της Cg.
Η ευθεία (ϵ1) που εφάπτεται στη C f στο σημείο A(x0, f (x0)) έχει εξίσωση:

y − f (x0) = f ′(x0) · (x − x0) ⇔ y − ex0 = ex0(x − x0) (1)

Με y = 0 από (1) ⇔ −ex0 = xex0 − x0ex0 ⇔ x = x0 − 1.
Επομένως η ευθεία (ϵ1) τέμνει τον x′x στο σημείο Γ(x0 − 1, 0).
Η ευθεία (ϵ2) που εφάπτεται στη Cg στο σημείο B(x0, g(x0)) έχει εξίσωση:

y − g(x0) = g′(x0) · (x − x0) ⇔ y − e−x0 = −ex0(x − x0) (2)

Με y = 0 από (2) ⇔ −e−x0 = −xex0 + x0ex0 ⇔ x = x0 + 1.
Επομένως η ευθεία (ϵ2) τέμνει τον x′x στο σημείο ∆(x0 + 1, 0).
(α) Είναι (Γ∆) =

√
[(x0 − 1)− (x0 + 1)]2 + (0 − 0)2 =

√
22 = 2

(β) Είναι

(AΓ) =
√
[x0 − (x0 − 1)]2 + (ex0 − 0)2 =

√
e2x0 + 1

και (A∆) =
√
[x0 − (x0 + 1)]2 + (ex0 − 0)2 =

√
e2x0 + 1

Επειδή (ΑΓ)=(ΑΔ) έπεται ότι το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ισοσκελές.
(γ) Είναι

λΓB = e−x0−0
x0−x0+1 = e−x0 και λ∆ = 0−ex0

x0+1−x0
= −ex0
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Άρα λΓB · λA∆ = −ex0 · e−x0 = −1 που σημαίνει ότι ΓB ⊥ A∆.
Είναι

λ∆B = e−x0−0
x0−x0−1 = −e−x0 και λΓ = 0−ex0

x0−1−x0
= ex0

Άρα λ∆B · λAΓ = −e−x0 · ex0 = −1 που σημαίνει ότι ∆B ⊥ AΓ.
Επομένως τι σημείο Β είναι ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΓΔ.

Ασκήσεις προς λύση
1. Αν f (x) = x4 − 4x3 + 7x2 − 11x + 11 και (ϵ) : y = ax + β η εφαπτομένη

της C f στο σημείο A(2, f (2)), να δείξετε ότι το πολυώνυμο P(x) =

f (x)− (ax + β) έχει παράγοντα το (x − 2)2.

2. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και η ευθεία y = 3x+ 1 εφά-
πτεται στη C f στο σημείο A(−1, f (−1)). Αν g(x) = f (ex−2 − 2συν(πx)),
να βρείτε την εφαπτομένη της Cg στο σημείο B(2, g(2)).

3. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και η ευθεία y = 2x − 2
εφάπτεται στη C f στο σημείο A(3, f (3)). Αν g(x) = f (ex−1 + 2x), να
βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένη της Cg στο σημείο B(1, g(1)).

4. Έστω ότι η ευθεία η : y = 3x εφάπτεται της Cg, στο x0 = 2. Να δείξετε
ότι η C f με f (x) = (x − 1)2 · g(x) διέρχεται από το σημείο A(2, g(2)) και
να βρείτε την εφαπτομένη της C f στο A.

5. Έστω f μια παραγωγίσιμη συνάρτηση στο R για την οποία ισχύει f ′(2) =
1 και g η συνάρτηση που ορίζεται από την ισότητα g(x) = f (ex + 1)− 2,
x ∈ R. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της C f στο A(2, f (2)) εφάπτεται
της Cg στο B(0, g(0)).

6. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : (0,+∞) → R για την οποία ισχύει
f 3(x) + x3 = x f (x) για κάθε x > 0. Αν η ευθεία ϵ : x + y − 1 = 0
εφάπτεται στην C f στο x0, να βρείτε το x0.

7. Έστω f παραγωγίσιμη στο x0 = 0 με f ′(0) = 0 και f (0) = 1.
(α) Να δείξετε ότι οι συναρτήσεις h(x) = x f (x) και g(x) = f (x)− x

f (x)
είναι παραγωγίσιμες στο x0 = 0

(β)Οι εφαπτομένες των Cg,Ch στο σημείο με τετμημένη x0 = 0 είναι
κάθετες.

8. Έστω η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση g : R → R με g′(x) ̸= 0 για
κάθε x ∈ R και η συνάρτηση f (x) = g(x)

g′(x) , x ∈ R. Να βρείτε τη γωνία
που σχηματίζει με τον άξονα x′x, η εφαπτομένη της C f στο σημείο που
τέμνει η C f τον άξονα x′x.

9. Αν η συνάρτηση f : (0,+∞) → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x > 0
ισχύει: f (x2)+ f (x3) = 5lnx+ 4. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης
της C f στο A(1, f (1)).
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10. Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει:
f (x2 + x + 1) = x3

Α. (α) Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της C f στο x0 = 1 είναι οριζ’οντια
(β) Να βρείτε την f ′(3)

(γ) Να γράψετε την εξίσωση της εφαπτομένης στο A(3, f (3))

Β. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f ′

στο σημείο της Α(3,1) έχει συντελεστή διεύθυνσης ίσο με 4
9 .

11. Έστω f συνεχής στο x0 ∈ R ώστε: lim
x→x0

f (x)− 2x + 3
x − x0

= 0. Να αποδείξετε
ότι η ευθεία y = 2x − 3 εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f στο
σημείο A(x0, f (x0)).

12. Αν για την παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R ισχύει:

lim
x→1

f (x) + x2 − 1
x − 1

= 2009

να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της C f στο σημείο της A(1, f (1)).

13. Αν για την παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R ισχύει:

lim
x→0

f (x) + ηµ2x − 2
x

= 2009

να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της C f στο σημείο A(0, f (0)).

14. Έστω οι συναρτήσεις f , g ορισμένες στο R με την g παραγωγίσιμη και
για κάθε x ∈ R ισχύουν: f (x)g(x) = 1 και g′(x) = −g(x). Να αποδείξετε
ότι οι εφαπτομένες των C f ,Cg στα σημεία M(α, f (α)),N(α, g(α)) είναι:
(α) κάθετες
(β) τέμνουν τον άξονα x′x σε δυο σημεία που η μεταξύ τους απόσταση
είναι σταθερή

15. Έστω f (x) = 4
x−2 , x ̸= 2. Αν Α,Β είναι σημεία της C f ώστε οι εφαπτόμε-

νες στα σημεία αυτά να έχουν συντελεστή διεύθυνσης -1 τότε:
(α) Να βρείτε τις συντεταγμένες Α,Β
(β) Να γράψετε τις εξισώσεις (ϵ1), (ϵ2) των εφαπτομένων στα σημεία
αυτά
(γ) Αν για την παραγωγίσιμη συνάρτηση g ισχύει η σχέση: g(1 − x) −
g(1 + x) = −2x, ∀x ∈ R να δείξετε ότι η εφαπτομένη της Cg στο σημείο
(1, g(1)) είναι κάθετη στις (ϵ1), (ϵ2).
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16. Δίνονται οι συναρτήσεις f , g, h : R → R με g(x) = f (x) · h(x) και h2(x) =
1− [h′(x)]2, για κάθε x ∈ R. Οι συναρτήσεις f , h είναι παραγωγίσιμες και
το Μ(α,β) είναι κοινό σημείο της C f ,Cg με f (α) ̸= 0

(α) Να βρείτε το h(α)

(β) Να αποδείξετε ότι η Ch έχει στο σημείο N(α, h(α)) οριζόντια εφα-
πτομένη της οποίας να βρείτε την εξίσωση.
(γ) Να εξετάσετε αν οι C f ,Cg έχουν κοινή εφαπτομένη στο σημείο Μ.

17. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f με f (0) = e − 1 και f (x) > 0 για
κάθε x ∈ R. Αν g(x) = (1 + f (x))x, να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει
με τον άξονα x′x η εφαπτομένη της Cg στο x0 = 0.

18. Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει f (2 −
x) = f (2+ x)+ 2ηµx για κάθε x ∈ R. Να βρείτε την γωνία που σχηματίζει
η εφαπτομένη της C f στο x0 = 2.

19. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει
f (x) = 2 f (3x − 4)− x για κάθε x ∈ R. Να βρείτε την εφαπτομένη της
γραφικής παράστασης της συνάρτησης g(x) = e2−x f (x) στο σημείο x0 =
2.

20. Αν η ευθεία ϵ : y = 2x + 1 εφάπτεται της C f στο x0 = −1, να βρείτε το

lim
x→−1

f 2(x)− 1
x + 1

.

21. Έστω η πολυωνυμική συνάρτηση fγια την οποία ισχύει lim
x→∞

f (x)
x2 + x + 2

=

3. Αν η εφαπτομένη της C f στο A(1, 3) είναι κάθετη στην ευθεία η :
x + y − 2 = 0, να βρείτε τον τύπο της f .

22. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ex − x2

2 .
(α) Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (1, 2) στο οποίο η
εφαπτομένη της C f είναι κάθετη στην ευθεία ϵ : x + 2y − 1 = 0.
(β) να δείξετε ότι η εξίσωση ex = 8x − 8 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο
(1, 2).
(γ) να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f (x) = 2x2

και g(x) = ex έχουν κοινή εφαπτομένη.

23. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 = 2 και lim
x→1

f (3x − 1)− 4
x − 1

= 3

(α) να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2.
(β) να βρείτε την εφαπτομένη της C f στο x0 = 2.
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1.4 Ρυθμός μεταβολής
Ορισμός 1.4.1 — Ρυθμός μεταβολής . Έστω ότι έχουμε δύο μεγέθη x, y τα
οποία συνδέονται με τη σχέση y = f (x) και η συνάρτηση f είναι παραγω-
γίσιμη στο x0. Ονομάζουμε ρυθμό μεταβολής του y ως προς x στο σημείο
x0 την παράγωγο f ′(x0).

Παρατήρηση 1.4.1 .

1. Ο ρυθμός μεταβολής της μετατόπισης (συνάρτηση θέσης) ενός κινητού
είναι η ταχύτητα του κινητού και ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας
u(t) είναι η επιτάχυνση a(t) του κινητού.

2. Αν το κινητό κινείται πάνω σε μία ευθεία και η συνάρτηση θέσης
είναι x(t) τότε x′(t) είναι ο ρυθμός μεταβολής της μετατόπισής του
και η ταχύτητά του.

3. Στην οικονομία το κόστος παραγωγής Κ, η είσπραξη Ε και το κέρ-
δος Π εκφράζονται συναρτήσεις μιας ποσότητας x του παραγόμενου
προϊόντος. Ο ρυθμός του κέρδους ως προς x λέγεται οριακό κέρδος
και συμβολίζεται με Π′(x), το οριακό κόστος με K′(x) και η οριακή
είσπραξη με E′(x).

4. Όταν ένα μέγεθος μειώνεται ο ρυθμός μεταβολής είναι αρνητικός και
όταν ένα μέγεθος αυξάνεται ο ρυθμός μεταβολής είναι θετικός.

1.4.1 Μεθοδολογίες για την επίλυση ασκήσεων

Μέθοδος 1.23 — Διαδικασία επίλυσης ασκήσεων. .

1. Σχεδιάστε ένα κατάλληλο σχήμα γιατί η γεωμετρική μορφή του
φαινομένου δεν αλλάζει με το χρόνο.

2. Συμβολίστε τις ποσότητες που μας ενδιαφέρουν τη χρονική στιγμή
t.

3. Από τα δεδομένα του προβλήματος και με τη βοήθεια γνωστών
σχέσεων βρείτε μια ισότητα που ισχύει για κάθε t.

4. Παραγωγίζοντας, βρείτε μια εξίσωση που περιέχει το ζητούμενο
ρυθμό μεταβολής.

5. Λύστε την εξίσωση ως προς το ρυθμό μεταβολής, που ζητάτε και
αντικαταστήστε τα δεδομένα που ισχύουν κατά τη δεδομένη χρο-
νική στιγμή.

Πρόβλημα 1.95 Μια σφαιρική μπάλα χιονιού αρχίζει να λειώνει . Η ακτίνα
της , που ελαττώνεται δίνεται σε cm από τον τύπο r = 4 − t2, όπου t
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ο χρόνος σε sec . Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της επιφάνειας και του
όγκου V της μπάλας , όταν t = 1 sec . (Θυμηθείτε ότι E = 4πr2 και V = 4

3 πr3)
■

Λύση
Ανεξάρτητη μεταβλητή ο χρόνος t.

r = r(t) η συνάρτηση που εκφράζει την ακτίνα
E = E(t) η συνάρτηση που εκφράζει την επιφάνεια

V = V(t) η συνάρτηση που εκφράζει τον όγκο

Δίνεται r(t) = 4 − t2. Θέλουμε να βρούμε τους ρυθμούς μεταβολής E′(1) ,
V′(1)

E(t) = 4π.[r(t)]2 = 4π.(4 − t2)2 ⇔
E′(t) = 4π.2(4 − t2).(4 − t2) = 8π(4 − t2).(−2t) = −16π(4 − t2)t

Άρα E′(1) = −16π(412).1 = −48π cm2/ sec

V(t) = 4
3 π[r(t)]3 = 4

3 π(4 − t2)3 ⇔
V(t) = 4

3 π3.(4 − t2)2(4 − t2)′ = 4π(4t2)2(−2t) = −8π(4 − t2)2t

Άρα V′(1) = 8π(412)21 = 8π32 = 72π cm3/sec

Πρόβλημα 1.96 Ο όγκος V ενός σφαιρικού μπαλονιού που φουσκώνει αυ-
ξάνεται με ρυθμό 100cm3/ sec . Με ποιο ρυθμό αυξάνεται η ακτίνα του r
τη χρονική στιγμή t0 , που αυτή είναι ίση με 9 cm;

■

Λύση
Ανεξάρτητη μεταβλητή ο χρόνος t.

r = r(t) η συνάρτηση που εκφράζει την ακτίνα .
V = V(t)η συνάρτηση που εκφράζει τον όγκο

Δίνεται V′(t) = 100cm3/ sec . Θέλουμε να βρούμε το ρυθμό μεταβολής r′(t0),
όπου t0 η χρονική στιγμή κατά την οποία ισχύει ότι r(t0) = 9

Πρόβλημα 1.97 Αν η επιφάνεια μιας σφαίρας αυξάνεται με ρυθμό 10cm2/ sec
, να βρείτε το ρυθμό με το οποίο αυξάνεται ο όγκος αυτής , όταν r = 85cm.

■

Λύση
Ανεξάρτητη μεταβλητή ο χρόνος t.

r = r(t) η συνάρτηση που εκφράζει την ακτίνα
E = E(t) η συνάρτηση που εκφράζει την επιφάνεια .

V = Vt) η συνάρτηση που εκφράζει τον όγκο
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Δίνεται E′(t) = 10 και r(t0) = 85
Θέλουμε να βρούμε το ρυθμό μεταβολής V′(t0)
Είναι

E(t) = 4π.[r(t)]2 ⇔ E(t) = 4π.2r(t).r′(t) = 10 = 8πr(t).r′(t) ⇔ 10 =
8πr(t0).r′(t0) ⇔ 10 = 8π.85.r′(t0) ⇔ r′(t0) =

10
8π.85

Είναι

V(t) = 4
3 π[r(t)]3 ⇔ V′(t) = 4

3 π3[r(t)]2r′(t) ⇔ V′(t0) = 4π[r(t0)]
2r′(t0) ⇔

V′(t0) = 4π.852 10
8π.85 ⇔ V′(t0) = 4π.852 10

8π.85 ⇔ V′(t0) = 425cm3/sec

V(t) = 4
3 π[r(t)]3 ⇔ V′(t) = 4

3 π3[r(t)]2.r′(t) = 100 = 4π[r(t)]2r′(t)

Για t = t0 θα είναι

100 = 4π[r(t0)]
2r′(t0) ⇔ 25 = 81πr′(t0) ⇔ r′(t0) =

25
81π

Πρόβλημα 1.98 Δύο πλοία Π1 και Π2 αναχωρούν συγχρόνως από ένα λιμάνι
Λ . Το πλοίο Π1 κινείται ανατολικά με ταχύτητα 15 km /h και το Π2 βόρεια
με ταχύτητα 20 km /h.
(α) Να βρείτε τις συναρτήσεις θέσεως των Π1 και Π2
(β) Να αποδείξετε ότι η απόσταση d = Π1Π2 των δύο πλοίων αυξάνεται
με σταθερό ρυθμό , τον οποίο και να προσδιορίσετε.

■

Λύση
Ανεξάρτητη μεταβλητή ο χρόνος t.

x = x(t) η συνάρτηση που εκφράζει τη θέση του Π1
y = y(t) η συνάρτηση που εκφράζει τη θέση του Π2

d = d(t) η συνάρτηση που εκφράζει την απόσταση Π1Π2

Δίνεται x′(t) = 15και y′(t) = 20
Θέλουμε να βρούμε τις (i) x(t) και y(t) (ii) d′(t)
(α) Από τη Φυσική θα είναι x(t) = 15t και y(t) = 20t.
(β) Με το Πυθαγόρειο έχουμε
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[d(t)]2 = [x(t)]2 + [y(t)]2 = (15t)2 + (20t)2 = 225t2 + 400t2 = 625t2

Άρα d(t) = 25t ⇔ d′(t) = 25km/h.

Πρόβλημα 1.99 Ένας άνθρωπος σπρώχνει ένα κουτί στη ράμπα του διπλα-
νού σχήματος και το κουτί κινείται με ταχύτητα 3 m/sec . Να βρείτε πόσο
γρήγορα ανυψώνεται το κουτί. δηλαδή το ρυθμό μεταβολής του y. ■

Λύση
Ανεξάρτητη μεταβλητή ο χρόνος t.
x = x(t) η συνάρτηση που εκφράζει την απομάκρυνση (ΑΚ) (Κ το κουτί)
y = y(t) η συνάρτηση που εκφράζει την ανύψωση (ΛΚ)
Δίνεται x′(t) = 3. Θέλουμε να βρούμε το ρυθμό μεταβολής y′(t)
Από την ομοιότητα των τριγώνων ΑΛΚ , ΑΒΓ παίρνουμε:

y
5 = x

20 ⇔ 4y = x ⇔ 4y(t) = x(t) ⇔ 4y′(t) = x′(t) ⇔ 4y′(t) = 3 ⇔
y′(t) = 3

4 m/sec

Πρόβλημα 1.100 Ένα αερόστατο Α αφήνει το έδαφος σε απόσταση 100 m,
από έναν παρατηρητή Π με ταχύτητα 50 m/min. Με ποιο ρυθμό αυξάνεται
η γωνία θ που σχηματίζει η ΑΠ με το έδαφος τη χρονική στιγμή κατά την
οποία το μπαλόνι βρίσκεται σε ύψος 100m; ■
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Λύση
Ανεξάρτητη μεταβλητή ο χρόνος t.
h = h(t) η συνάρτηση που εκφράζει την ανύψωση του αερόστατου .
θ = θ(t) η συνάρτηση που εκφράζει την τη μεταβολή της γωνίας θ.
Δίνεται h′(t) = 50 και h(t0) = 100
Θέλουμε να βρούμε το ρυθμό μεταβολής θ′(t0)
Είναι:

εφθ = h
(ΠΣ) ⇔ εϕθ(t) = 1

100 h(t)

(εϕθ(t))′ = 1
100 h′(t) ⇔ 1

συν2θ(t)
′(t) = 1

10050 ⇔ ′(t) = 1
2 συν2(t) ⇔

θ′(t0) =
1
2 συν2(t0) (1)

Κατά τη χρονική στιγμή t0, είναι (ΠΣ) = (ΣΑ) = 100

Άρα θ(t0) = 45o

(1) θ′(t0) =
1
2(

√
2

2 )2 = 1
2 .2

4 = 1
4 rad/min

Πρόβλημα 1.101 Μια γυναίκα ύψους 1,60 m απομακρύνεται από τη βάση
ενός φανοστάτη ύψους 8 m με ταχύτητα 0,8 m/sec . Με ποια ταχύτητα
αυξάνεται ο ίσκιος της ; ■

Λύση
Ανεξάρτητη μεταβλητή ο χρόνος t.
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x = x(t) η συνάρτηση που εκφράζει την απομάκρυνση (ΟΠ)
s = s(t) η συνάρτηση που εκφράζει τον ίσκιο της γυναίκας
Δίνεται x′(t) = 0, 8
Θέλουμε να βρούμε το ρυθμό μεταβολής s′(t)
Από την ομοιότητα των τριγώνων ΣΠΚ , ΣΟΦ
παίρνουμε s

s+x = 1,6
8 ⇔ s

s+x = 0, 2 ⇔ s = 0, 2(s + x) ⇔ s = 0, 2s + 0, 2x ⇔
s(t) = 0, 2s(t) + 0, 2x(t) ⇔ 0, 8s(t) = 0, 2x(t) ⇔ 0, 8s′(t) = 0, 2x′(t) ⇔ 0, 8s′(t) =
0, 2.0, 8 ⇔ s′(t) = 0, 2 m/sec

Πρόβλημα 1.102 Μια σκάλα μήκους 3 m είναι τοποθετημένη σ’ έναν τοίχο
. Το κάτω μέρος της σκάλας γλιστράει στο δάπεδο με ρυθμό 0,1 m/sec . Τη
χρονική στιγμή t0, που η κορυφή της σκάλας απέχει από το δάπεδο 2,5 m
, να βρείτε:
(i) Το ρυθμό μεταβολής της γωνίας θ
(ii) Την ταχύτητα με την οποία πέφτει η κορυφή Α της σκάλας. ■

Λύση
Ανεξάρτητη μεταβλητή ο χρόνος t.
x = x(t) η συνάρτηση που εκφράζει το μήκος του τμήματος ΟΒ
y = y(t) η συνάρτηση που εκφράζει το μήκος του τμήματος ΟΒ
θ = θ(t) η συνάρτηση που εκφράζει τη γωνία θ
Δίνεται x′(t) = 0, 1 και y(t0) = 2, 5
Θέλουμε να βρούμε
i) το ρυθμό μεταβολής θ′(t0)
ii) το ρυθμό μεταβολής y′(t0)
Είναι

x = 3συνθ ⇔ x(t) = 3συνθ(t) ⇔ x′(t) = (3συνθ(t))′ ⇔ x′(t) =
3(−ηµθ(t))θ′(t) ⇔ 0, 1 = −3ηµθ(t)θ′(t) ⇔ 0, 1 = −3ηµθ(t0)θ

′(t0) (1)

Αλλά, κατά τη χρονική στιγμή t0 είναι ηµθ(t0) =
y(t0)

3 = 2,5
3

(1) 0, 1 = −32,5
3 θ′(t0) ⇔ 0, 1 = −2, 5θ′(t0) ⇔ θ(t0) = − 1

25
Είναι

[x(t)]2 + [y(t)]2 = 32 ⇔ ([x(t)]2 + [y(t)]2)′ = 0 ⇔ 2x(t)x′(t) + 2y(t)y′(t) = 0 ⇔
x(t)x′(t) + y(t)y′(t) = 0 ⇔ x(t0)x′(t0) + y(t0)y′(t0) = 0 (2)
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Αλλά

[x(t0)]
2 + [2, 5]2 = 9 ⇔ [x(t0)]

2 + 6, 25 = 9 ⇔ [x(t0)]
2 = 2, 75 ⇔ x(t0) =

√
2, 75

(2) ⇔
√

2, 75.0, 1. + 2, 5y′(t0) = 0 ⇔ 2, 5y′(t0) = −0, 1
√

2, 75 ⇔ y′(t0) =
√

2,75
25

Πρόβλημα 1.103 Ένα κινητό Μ ξεκινά από την αρχή των αξόνων και κινείται
κατά μήκος της καμπύλης y = 1

4 x2 , x ≥ 0 . Σε ποιο σημείο της καμπύλης ο
ρυθμός μεταβολής της τετμημένης x του Μ είναι ίσος με το ρυθμό μεταβολής
της τεταγμένης του y, αν υποτεθεί ότι x’(t) > 0 για κάθε t ≥ 0. ■

Λύση
Ανεξάρτητη μεταβλητή ο χρόνος t.
x = x(t) η συνάρτηση που εκφράζει την τετμημένη του Μ
y = y(t) η συνάρτηση που εκφράζει την τεταγμένη του Μ
Δίνεται x′(t) > 0
Θέλουμε να βρούμε το σημείο 0(x(t0), y(t0)) , όπου x′(t0) = y′(t0)

y = 1
4 x2 ⇔ y(t) = 1

4 [x(t)]
2 ⇔ y′(t) = 1

42x(t)x′(t)

Άρα και y′(t0) =
1
2 x(t0)x′(t0) (1)

x′(t0) = y′(t0) ⇔(1) x′(t0) =
1
2 x(t0)x′(t0) ⇔ 1 = 1

2 x(t0) ⇔ x(t0) = 2

Αλλά
y(t0) =

1
4 [x(t0)]

2 ⇔ y(t0) =
1
422 = 1

Άρα το ζητούμενο σημείο είναι το 0(2, 1)

Πρόβλημα 1.104 Έστω Τ το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ που ορίζουν τα
σημεία Ο(0 , 0), Α(x , 0), Β(0 , lnx) με x > 1. Αν το x μεταβάλλεται με ρυθμό
4 cm/sec , να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού Τ, όταν x = 5 cm. ■

Λύση
Ανεξάρτητη μεταβλητή ο χρόνος t.
x = x(t) η συνάρτηση που εκφράζει το x
T = T(t) η συνάρτηση που εκφράζει το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ
Δίνεται x′(t) = 4 και x(t0) = 5
Θέλουμε να βρούμε το ρυθμό μεταβολής T′(t0)

T(t) = 1
2(OA)(OB) = 1

2 x.lnx = 1
2 x(t).ln(x(t)) ⇔ T′(t) =

1
2 [x

′(t).ln(x(t)) + x(t) 1
x(t)x′(t)] ⇔ T′(t0) =

1
2 [x

′(t0).ln(x(t0)) + x′(t0)] ⇔
T′(t0) =

1
2 [4.ln5 + 4] = 1

24(ln5 + 1) = 2(ln5 + 1) cm2/sec

Πρόβλημα 1.105 Ένα περιπολικό Α κινείται κατά μήκος της καμπύλης
y = −1

3 x3, x ≤ 0 πλησιάζοντας την ακτή και ο προβολέας του φωτίζει
κατ’ ευθείαν εμπρός (σχήμα) . Αν ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του
περιπολικού δίνεται από τον τύπο α’(t) = - α(t), να βρείτε το ρυθμό μετα-
βολής της τετμημένης του σημείου Μ της ακτής , στο οποίο πέφτουν τα
φώτα του προβολέα τη χρονική στιγμή κατά την οποία το περιπολικό έχει
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τετμημένη -3 . ■

Λύση
Ανεξάρτητη μεταβλητή ο χρόνος t.
a = a(t) η συνάρτηση που εκφράζει την τετμημένη του Α
µ = µ(t) η συνάρτηση που εκφράζει την τετμημένη του Μ
Δίνεται a′(t) = −a(t) και a(t0) = −3
Θέλουμε να βρούμε το ρυθμό μεταβολής µ′(t0)
Έστω f (x) = −1

3 x3, x ≤ 0
Η εξίσωση της εφαπτομένης ΑΜ στο σημείο A(α,−1

3 α3), a < 0
της C f είναι y − f (a) = f ′(a)(x − a) αλλά f ′(x) = −x2

άρα f ′(a) = −α2

οπότε ΑΜ :

y + 1
3 α3 = −α2(x − a)

y + 1
3 α3 = −α2x + α3

y = −α2x + 2
3 α3

Για y = 0 παίρνουμε

0 = −α2x + 2
3 α3 ⇔ 0 = −3α2x + 2α3 ⇔ 3α2x = 2α3 ⇔ x = 2

3 a

, άρα M(2
3 a, 0)

Επομένως

µ = 2
3 a ⇔ µ(t) = 2

3 a(t) ⇔ µ′(t) = 2
3 a′(t) ⇔ µ′(t0) =

2
3 a′(t0) =

2
3 [−a(t0)] =

−2
3(−3) = 2
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Πρόβλημα 1.106 Ένα κινητό κινείται σε κυκλική τροχιά με εξίσωση x2+y2=
1. Καθώς περνάει από το σημείο Α (1

2 ,
√

3
2 ), η τεταγμένη y ελαττώνεται με

ρυθμό 3 μονάδες το δευτερόλεπτο . Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της
τετμημένης x τη χρονική στιγμή που το κινητό περνάει από το Α. ■

Λύση
Ανεξάρτητη μεταβλητή ο χρόνος t.
x = x(t) η συνάρτηση που εκφράζει την τετμημένη x
y = y(t) η συνάρτηση που εκφράζει την τεταγμένη y
t0 η χρονική στιγμή που το κινητό περνάει από το Α
Δίνεται x(t0) = 1

2 , y(t0) =
√

3
2 , y’(t0) = -3

Θέλουμε να βρούμε το ρυθμό μεταβολής x’(t0)

x2 + y2 = 1 ⇔ [x(t)]2 + [y(t)]2 = 12 ⇔ ([x(t)]2 + [y(t)]2)′ = 0 ⇔
2x(t)x′(t) + 2y(t)y′(t) = 0 ⇔ x(t)x′(t) + y(t)y′(t) = 0 ⇔

x(t0)x′(t0) + y(t0)y′(t0) = 0 ⇔ 1
2 x′(t0) +

√
3

2 .(−3) = 0 ⇔ x′(t0) = 3
√

3
μονάδες/sec

Ασκήσεις προς λύση
1. Το ύψος του νερού σε ένα κυλινδρικό δοχείο ανεβαίνει με ρυθμό 10

π cm/sec
. Αν η ακτίνα της βάσης του δοχείου είναι 80cm , να υπολογίσετε τον
ρυθμό με τον οποίο αυξάνει ο όγκος του νερού .

2. Ο όγκος μιας σφαίρας αυξάνεται με ρυθμό 10 cm3/sec.
(α) Να βρείτε το ρυθμό αύξησης της επιφάνειας της σφαίρας ως προς
το χρόνο τη χρονική στιγμή t0 κατά την οποία η ακτίνα της σφαίρας
είναι ρ = 5 cm.
(β) Ποια είναι η ακτίνα της σφαίρας τη χρονική στιγμή t0κατά την οποία
η επιφάνεια της αυξάνεται με ρυθμό 2 cm2/sec;

3. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του όγκου V μιας σφαίρας ως προς την
επιφάνειά της Ε, τη χρονική στιγμή κατά την οποία ο όγκος της είναι
4π/3 cm3.

4. Η περίμετρος μιας κυκλικής κηλίδας μεταβάλλεται με ρυθμό 2m/sec
όταν η ακτίνα της είναι 12m. Να βρεθεί την ίδια στιγμή ο ρυθμός μετα-
βολής του εμβαδού της

5. Το εμβαδόν της περιοχής ανάμεσα σε δύο ομόκεντρους κύκλους είναι
πάντα 9π cm2. O ρυθμός μεταβολής του εμβαδού του μεγαλύτερου κύ-
κλου είναι 10π cm2/sec. Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του μήκους του
μικρού κύκλου όταν αυτός έχει εμβαδόν 16π cm2.

6. Ο ρυθμός μεταβολής της επιφάνειας είναι 7 cm2/sec όταν η ακτίνα της
είναι 4 cm. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του όγκου της σφαίρας για
την ίδια ακτίνα.
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7. Σε μια δεξαμενή που έχει σχήμα κώνου χύνεται νερό με ρυθμό 5π cm
3/sec.To ύψος του κώνου είναι 20m και η ακτίνα της βάσης είναι 10m.
Να βρείτε πόσο γρήγορα ανέρχεται το επίπεδο του νερού στη δεξαμενή
κατά τη χρονική στιγμή t0 που το νερό έχει βάθος 5m;

8. Ένα μπαλόνι ανεβαίνει κατακόρυφα με σταθερή ταχύτητα 1m/sec. Ένα
αυτοκίνητο περνά κάτω από το μπαλόνι όταν αυτό βρίσκεται σε ύψος
39m και κινείται κατά μήκος ενός ίσιου δρόμου με σταθερή ταχύτητα
u=30m/sec.
Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της απόστασης αυτοκινήτου - μπαλονιού
στο πρώτο δευτερόλεπτο της κίνησης.

9. Μία χελώνα Α κινείται νότια με ρυθμό μεταβολής -5 m/min. Μία χελώνα
Β κινείται ανατολικά με ταχύτητα 2 m/min. να βρεθεί ο ρυθμός μετα-
βολής της μεταξύ τους απόστασης, όταν οι χελώνες απέχουν από τη
διασταύρωση των δρόμων τους 9 m και 12 m αντίστοιχα.

10. Ένα αερόστατο που ανέρχεται από το έδαφος με ταχύτητα 3 m/sec
εντοπίζεται από ένα αποστασιόμετρο σ’ ένα σημείο Α το οποίο απέχει
600m από το σημείο απογείωσης Β. Να βρείτε τον ρυθμό με τον οποίο
η γωνία θ = ΒΑΜ και η απόσταση S = (ΑΜ), (όπου Μ η θέση του
αερόστατου) μεταβάλλονται κατά τη χρονική στιγμή t0 κατά την οποία
το μπαλόνι βρίσκεται 600m πάνω από το έδαφος.

11. Δίνεται η ορθή γωνία xOy και το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ μήκους 10m
του οποίου τα άκρα Α και Β ολισθαίνουν πάνω στις πλευρές Oy ,Ox
αντίστοιχα . Το σημείο Β κινείται με σταθερή ταχύτητα u=2m/sec και η
θέση του πάνω στον άξονα Οx δίνεται από τη συνάρτηση s(t)=ut όπου
t ο χρόνος σε sec , 0 < t <5.
(α) Να βρεθεί το εμβαδόν E(t) του τριγώνου ΑΟΒ ως συνάρτηση του
χρόνου.
(β) Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού E(t) τη στιγμή κατά την
οποία το μήκος του τμήματος ΟΑ είναι 6m .

12. Ένα σημείο Α κινείται στον ημιάξονα ΟΧ με ταχύτητα u=2m/sec . Αν
Β(0,10) , να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της γωνίας ΟΒΑ=u , ως προς
το χρόνο , κατά την χρονική στιγμή που το Α βρίσκεται στο σημείο (20,0)
.

13. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ex ,και τα σημεία , Α , Β της γραφικής της
παράστασης στις θέσεις με τετμημένες αντίστοιχα x , x+1 .
(α) Να προσδιορισθεί το x < 0 , ώστε το εμβαδόν E(x) του τριγώνου
ΑΟΒ όπου Ο(0,0) να γίνεται μέγιστο και να βρεθεί το limE(x) ( όταν χ
τείνει στο άπειρο ).
(β) Αν το x μειώνεται με ταχύτητα 2cm/sec , να υπολογισθεί ο ρυθμός
μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΟΑΒ τη χρονική στιγμή κατά την
οποία είναι x=-4 .
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14. Ένα σημείο Α κινείται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) =
x2 - 2x. Tη χρονική στιγμή t0βρίσκεται στη θέση (2,0) και το x αυξάνει
με ρυθμό 3 cm/sec.i) Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης του
σημείου Α τη χρονική στιγμή t0. Να βρείτε σε ποια θέση y

′
(t) = x′(t) ̸= 0,

όπου ψ = f(x).

15. Ένα κινητό Μ κινείται στη καμπύλη y =
√

x − 1. Καθώς περνάει από το
σημείο Α(5,2) η τετμημένη x ελαττώνεται με ρυθμό 3 cm/sec. Να βρείτε
το ρυθμό μεταβολής της γωνίας θ = x, τη χρονική στιγμή που το κινητό
περνάει από το Α.

16. Ένα κινητό Μ κινείται κατά μήκος της καμπύλης y =
√

x , ώστε η
απόσταση του από την αρχή των αξόνων να αυξάνει με ρυθμό 3 cm/sec.
Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης x του Μ, όταν x=4.

17. Σημείο Μ κινείται πάνω στην καμπύλη y =
√

16 + x2. Να βρεθεί η θέση
του Μ τη χρονική στιγμή κατά την οποία ο ρυθμός μεταβολής της τεταγ-
μένης του Μ είναι ίσος με τα 3

5 του ρυθμού μεταβολής της τετμημένης
του.

18. Σημείο Μ κινείται πάνω στη καμπύλη y = 1
2

√
4 − x2. Να βρεθεί το Μ τη

χρονική στιγμή κατά την οποία ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης του
είναι ίσος με τα − 1

2
√

15
του ρυθμού μεταβολής της τετμημένης.

19. Οι διαστάσεις x και y ορθογωνίου παραλληλογράμμου μεταβάλλονται.
Τη χρονική στιγμή to είναι x(to) = 10cm και y(to) = 15cm. Η πλευρά
x μειώνεται με ρυθμό 0, 4cm/ sec και η πλευρά y αυξάνεται με ρυθμό
0, 5cm/ sec. Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του ορθογωνίου
τη χρονική στιγμή t0.

20. Έστω ότι ένα κινητό Μ κινείται κατά μήκος της καμπύλης y = ex−1. Αν
ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης α(t) του Μ δίνεται από τον τύπο
α
′
(t) = −3α(t), να βρείτε

(α) το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης του σημείου τομής Α, της εφα-
πτομένης ε της καμπύλης στο Μ με τον άξονα x′x , τη χρονικής στιγμή
που η ε διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
(β) Το ρυθμό μεταβολής της γωνίας θ που σχηματίζει η εφαπτομένη με
τον x′x την ίδια χρονική στιγμή με το α ερώτημα.

21. Ένα κινητό Μ ξενικά από την αρχή των αξόνων και κινείται κατά μήκος
της καμπύλης y = ln2(x+ 1), x ≥ 0. Όταν το Μ περνάει από το σημείο Α
με τεταγμένη 1, η ταχύτητα απομάκρυνσής του από τον άξονα x′x είναι
3cm/sec. Να βρείτε την ταχύτητα απομάκρυνσής του από τον άξονα y′y,
όταν το Μ διέρχεται από το Α.

22. Έστω Ε το εμβαδό του τριγώνου ΑΟΒ που ορίζουν τα σημεία Ο(0, 0),
Α(2x, 0) και Β(0, ex), x > 0. Αν το x αυξάνει με ρυθμό 2cm/sec, να βρείτε
το ρυθμό μεταβολής του Ε, όταν x = 1cm.
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23. Ο ρυθμός μεταβολής της θερμοκρασίας Θ(t) ενός σώματος, όταν αυτό
βρεθεί σε περιβάλλον σταθερής θερμοκρασίας Τ, με Θ(t) > T είναι Θ′(t)
= −1

t (Θ(t) - T) . Αν Θ(0) = 26C, να βρείτε τη θερμοκρασία του σώματος
όταν t = 10oC.

24. Τα κινητά Α,Β κινούνται προς το Ο χωρίς να έχουν αλλάξει φορά. Την
στιγμή που ΟΑ=4Km και OB=3Km οι ταχύτητες τους είναι αντίστοιχα
8Km/h , 4Km/h. Να βρεθεί την ίδια στιγμή ο ρυθμός μεταβολής του
μήκους ΑΒ, του εμβαδού του τριγώνου ΟΑΒ, καθώς και οι ρυθμοί με-
ταβολής των γωνιών του τριγώνου.

25. Δίνεται η συνάρτηση f(x) =lnx, x>0 και το σημείο Μ(α,lnα), α >0 .Να
βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της C f στο σημείο Μ. Για ποια
τιμή του α η εφαπτόμενη διέρχεται από την αρχή των αξόνων; Αν το
σημείο Μ απομακρύνεται από τον άξονα ψ’ψ με σταθερή ταχύτητα v =
2m/sec, να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του σημείου Μ
ως προς το χρόνο t τη χρονική στιγμή t0 κατά την οποία η εφαπτομένη
στο Μ διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

26. Το ύψος ενός ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ με σταθερή βάση ΒΓ = 16cm·η
μεταβάλλεται με ρυθμό 5 cm/sΑν τη χρονική στιγμή to το σημείο Α απέχει
από την πλευρά ΒΓ 6 cm, να βρεθούν: ί) ο ρυθμός μεταβολής των ίσων
πλευρών,ii) ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΑΒΓ.

27. Ένα σώμα κινείται σε κυκλική τροχιά με εξίσωση x2 + y2 = 4. Καθώς
περνάει από το σημείο Α(-1,

√
3), η τετμημένη του ελαττώνεται με ρυθμό

6 m/sec.Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης τη χρονική στιγμή
που το σώμα περνάει από το Α. Το σώμα περνάει από το Α ακολου-
θώντας τη θετική φορά κίνησης ή όχι;

28. Έστω x>0 και Ε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ, το οποίο έχει κορυφές
τα σημεία Ο(0,0), Α(4x,0) και Β(0,

√
x-2). Αν το x μεταβάλλεται με ρυθμό

2cm/sec, να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του Ε όταν x = 9 cm.

29. Ένα σώμα κινείται σε κυκλική τροχιά με εξίσωση x2 + y2 = ρ2 με dx
dt = y.

Βρείτε το dy
dt όταν y ̸=0.Το σώμα κινείται στον κύκλο κατά τη φορά των

δεικτών του ρολογιού ή αντίθετα;

30. Μια σκάλα μήκους 13m είναι ακουμπισμένη σ’ έναν κατακόρυφο τοίχο.
Το κάτω μέρος της σκάλας έλκεται από τον τοίχο με ρυθμό 2m/sec. Να
βρείτε:

(α) Πόσο γρήγορα γλιστράει το πάνω άκρο της σκάλας όταν το κάτω
άκρο απέχει από τον τοίχο 5m.

(β) Tον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου που σχηματίζει η
σκάλα με τον τοίχο και το έδαφος όταν το κάτω άκρο της απέχει από
τον τοίχο 12m.
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31. Μία σκάλα ΑΒ μήκους 10m είναι τοποθετημένη σε ένα τοίχο. Το κάτω
μέρος Β της σκάλας γλιστράει στο δάπεδο με ρυθμό 0,6m/sec. Τη χρονική
στιγμή t0 που η κορυφή Α της σκάλας απέχει από το δάπεδο 6m, βρείτε:
(α) Την ταχύτητα με την οποία πέφτει η κορυφή Α της σκάλας.
(β) Το ρυθμό μεταβολής της οξείας γωνίας θ που σχηματίζει η σκάλα με
το δάπεδο.

32. Ένας άνδρας ύψους 2,20 m απομακρύνεται από τη βάση φανοστάτη
ύψους 11 m με ταχύτητα 2m/s. Με ποια ταχύτητα αυξάνεται ο ίσκιος
του;

33. Ένας άνθρωπος ύψους 170cm κινείται προς μια φωτεινή πηγή που απέ-
χει από το έδαφος 300cm. Αν η ταχύτητα του ανθρώπου είναι 7,2Km/h
να βρεθεί με τι ταχύτητα κινείται η σκιά του κεφαλιού του.
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1.5 Κανόνας De l’ Hospital
Ο κανόνας De l’ Hospital μας βοηθάει στην εύρεση ορίων στις παραστάσεις
που παρουσιάζεται αοριστία της μορφής 0

0 ή ∞
∞ . Αν μάλιστα λάβουμε υπόψη

μας ότι και οι άλλες απροσδιόριστες μορφές με κατάλληλους μετασχηματι-
σμούς μπορούν να αναχθούν στη μορφή 0

0 ή ∞
∞ , καταλαβαίνουμε ότι με τους

κανόνες του De l’ Hospital λύνονται πολλά προβλήματα.
Κανόνας 1

Αν ξ ∈ R̄, lim
x→ξ

f (x) = lim
x→ξ

g(x) = 0 και υπάρχει το lim
x→ξ

f ′(x)
g′(x)

, τότε:

lim
x→ξ

f (x)
g(x)

= lim
x→ξ

f ′(x)
g′(x)

Κανόνας 2

Αν ξ ∈ R̄, lim
x→ξ

f (x) = lim
x→ξ

g(x) = +∞ ή −∞ και υπάρχει το lim
x→ξ

f ′(x)
g′(x)

, τότε:

lim
x→ξ

f (x)
g(x)

= lim
x→ξ

f ′(x)
g′(x)

Παρατήρηση 1.5.1 .

1. Στους κανόνες De l’ Hospital όταν το x → ξ, ξ ∈ R οι συναρτήσεις
f , g πρέπει να είναι παραγωγίσιμες τουλάχιστον σε ένα διάστημα της
μορφής (α, ξ)∪ (ξ, β) ή (α, ξ) ή (ξ, β) και να ισχύει g′(x) ̸= 0 για κάθε
x που ανήκει σε αυτό το διάστημα.

2. Όταν x → +∞ οι συναρτήσεις f , g πρέπει να είναι παραγωγίσιμες
σε διάστημα της μορφής (M,+∞) και να ισχύει g′(x) ̸= 0 για κάθε
x ∈ (M,+∞).

3. Όταν x → −∞ οι συναρτήσεις f , g πρέπει να είναι παραγωγίσιμες
σε διάστημα της μορφής (−∞, M) και να ισχύει g′(x) ̸= 0 για κάθε
x ∈ (−∞, M).

4. Ο κανόνας του De l’ Hospital ισχύει και όταν x → ξ+ ή x → ξ−

(ξ ∈ R).

5. Επίσης, μπορούμε να εφαρμόσουμε τον κανόνα De l’ Hopital περισ-
σότερες από μία φορές, αρκεί κάθε φορά να πληρούνται οι προϋπο-
θέσεις του.
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1.5.1 Μεθοδολογίες για την επίλυση ασκήσεων

Μέθοδος 1.24 — Απροσδιόριστες μορφές 0
0 . Όταν έχουμε την απροσ-

διόριστη μορφή 0
0 εκτελούμε τον κανόνα του DLH όσες φορές χρειαστεί

για να διώξουμε την απροσδιόριστη μορφή.

Πρόβλημα 1.107 Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→−1

x4 + 2x3 − 2x − 1
x4 + 3x3 + 3x2 + x

(β) lim
x→0

ex2 − x · ηµx − συνx
x2

(γ) lim
x→0

1 − συν3x
x · ηµ2x

(δ) lim
x→e

ln x − 1
x − e

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = x4+2x3−2x−1

x4+3x3+3x2+x έχει πεδίο ορισμού το A = R − {0,−1}.

lim
x→−1

x4 + 2x3 − 2x − 1
x4 + 3x3 + 3x2 + x

=
0
0
DLH lim

x→−1

(x4 + 2x3 − 2x − 1)′

(x4 + 3x3 + 3x2 + x)′

= lim
x→−1

4x3 + 6x2 − 2
4x3 + 9x2 + 6x + 1

=
0
0
DLH

= lim
x→−1

(4x3 + 6x2 − 2)′

(4x3 + 9x2 + 6x + 1)′
= lim

x→−1

12x2 + 12x
12x2 + 18x + 6

=
0
0
DLH lim

x→−1

(12x2 + 12x)′

(12x2 + 18x + 6)′
= lim

x→−1

24x + 12
24x + 18

=
−12
−6

= 2

(β) Η συνάρτηση f (x) = ex2−x·ηµx−συνx
x2 έχει πεδίο ορισμού το A = R.

lim
x→0

ex2 − x · ηµx − συνx
x2 =

0
0
DLH lim

x→0

(ex2 − x · ηµx − συνx)′

(x2)′

= lim
x→0

2xex2 − xσυνx − ηµx + ηµx
2x

= lim
x→0

2xex2 − xσυνx
2x

= lim
x→0

2ex2 − συνx
2

=
1
2

(γ) Η συνάρτηση f (x) = 1−συν3x
x·ηµ2x έχει πεδίο ορισμού το A = R − { κπ

2 , κ ∈ Z}.

lim
x→0

1 − συν3x
x · ηµ2x

=
0
0
DLH lim

x→0

(1 − συν3x)′

(x · ηµ2x)′
= lim

x→0

3συν2x · ηµx
ηµ2x + 2xσυν2x

=
0
0
DLH lim

x→0

(3συν2x · ηµx)′

(ηµ2x + 2xσυν2x)′
= lim

x→0

−6συνx · ηµ2x + 3συν3x
2συν2x + 2συν2x − 4x · ηµ2x

=
3
4

(δ) Η συνάρτηση f (x) = ln x−1
x−e έχει πεδίο ορισμού το A = (0, e) ∪ (e,+∞).
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lim
x→e

ln x − 1
x − e

=
0
0
DLH lim

x→e

(ln x − 1)′

(x − e)′
= lim

x→e

1
x
1
= lim

x→e

1
x
=

1
e

Πρόβλημα 1.108 Να βρείτε τα παρακάτω όρια:
(α) lim

x→0

1 − συνx
ηµ2x

(β) lim
x→π

2

συνx
π − 2x

(γ) lim
x→0

2x + x − 1
x

(δ) lim
x→0

ηµ(ηµx)
x

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = 1−συνx

ηµ2x έχει πεδίο ορισμού το A = R − {κπ, κ ∈ Z}

lim
x→0

1 − συνx
ηµ2x

=
0
0
DLH lim

x→0

(1 − συνx)′

(ηµ2x)′
= lim

x→0

ηµx
2 · ηµx · συνx

= lim
x→0

1
2 · συνx

=
1
2

(β) Η συνάρτηση f (x) = συνx
π−2x έχει πεδίο ορισμού το A = R − {π

2 }

lim
x→π

2

συνx
π − 2x

=
0
0
DLH lim

x→π
2

(συνx)′

(π − 2x)′
= lim

x→π
2

−ηµx
−2

=
1
2

(γ) Η συνάρτηση f (x) = 2x+x−1
x έχει πεδίο ορισμού το A = R.

lim
x→0

2x + x − 1
x

=
0
0
DLH lim

x→0

(2x + x − 1)′

(x)′
= lim

x→0

2xln2 + 1
1

= ln2 + 1 = ln2e

(δ) Η συνάρτηση f (x) = ηµ(ηµx)
x έχει πεδίο ορισμού το A = R.

lim
x→0

ηµ(ηµx)
x

=
0
0
DLH lim

x→0

(ηµ(ηµx))′

(x)′
= lim

x→0

συν(ηµx)συνx
1

= 1

Πρόβλημα 1.109 Να βρείτε τα παρακάτω όρια:
(α) lim

x→π
2

1 − ηµx
1 + συν2x

(β) lim
x→0

συν(π · ηµx)− 1
συνx − 1

(γ) lim
x→π

συν(ηµx)− 1
ηµx

(δ) lim
x→0

αx + βx − 2
x

(α > 0, β > 0)
■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = 1−ηµx

1+συν2x έχει πεδίο ορισμού το A = R − {κπ + π
2 , κ ∈

Z}.

lim
x→π

2

1 − ηµx
1 + συν2x

=
0
0
DLH lim

x→π
2

(1 − ηµx)′

(1 + συν2x)′
= lim

x→π
2

−συνx
−2ηµ2x

=
0
0
DLH lim

x→π
2

(−συνx)′

(−2ηµ2x)′
== lim

x→π
2

ηµx
−4συν2x

=
1
4
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(β) Η συνάρτηση f (x) = συν(π·ηµx)−1
συνx−1 έχει πεδίο ορισμού το A = R − {2κπ, κ ∈

Z}.

lim
x→0

συν(π · ηµx)− 1
συνx − 1

=
0
0
DLH lim

x→0

(συν(π · ηµx)− 1)′

(συνx − 1)′

= lim
x→0

ηµ(π · ηµx) · π · συνx
ηµx

=
0
0
DLH lim

x→0

(ηµ(π · ηµx) · π · συνx)′

(ηµx)′

= lim
x→0

συν(π · ηµx) · π2 · συν2x − ηµ(π · ηµx) · π · ηµx
συνx

= π2

(γ) Η συνάρτηση f (x) = συν(ηµx)−1
ηµx έχει πεδίο ορισμού το A = R−{κπ, κ ∈ Z}.

lim
x→π

συν(ηµx)− 1
ηµx

=
0
0
DLH lim

x→π

(συν(ηµx)− 1)′

(ηµx)′
= lim

x→π

−ηµ(ηµx)συνx
συνx

= lim
x→π

[−ηµ(ηµx)] = 0

(δ) Η συνάρτηση f (x) = αx+βx−2
x έχει πεδίο ορισμού το A = R∗.

lim
x→0

αx + βx − 2
x

=
0
0
DLH lim

x→0

(αx + βx − 2)′

(x)′
= lim

x→0

αx ln α + βx ln β

1
= lnα + lnβ = ln(αβ)

Πρόβλημα 1.110 Να βρείτε τα παρακάτω όρια:
(α) lim

x→+∞

ln x
x2 + 1

(β) lim
x→−∞

x2ex

x2 − 3x + 2

(γ) lim
x→+∞

x3 + ex

x2 + e2x

(δ) lim
x→+∞

ex + lnx
x2 + 4

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = ln x

x2+1 έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞).

lim
x→+∞

ln x
x2 + 1

=
+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ln x)′

(x2 + 1)′
= lim

x→+∞

1
x

2x
= lim

x→+∞

1
2x2 = 0

(β) Η συνάρτηση f (x) = x2ex

x2−3x+2 έχει πεδίο ορισμού το A = R − {1, 2}.

lim
x→−∞

x2ex

x2 − 3x + 2
= lim

x→−∞

x2

x2 − 3x + 2
ex (1)

Όμως:

lim
x→−∞

x2

x2 − 3x + 2
=

+∞
+∞
DLH lim

x→−∞

(x2)′

(x2 − 3x + 2)′
= lim

x→−∞

2x
2x − 3

=
+∞
+∞
DLH lim

x→−∞

(2x)′

(2x − 3)′
= lim

x→−∞

2
2
= 1

Οπότε το (1) γίνεται:
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lim
x→−∞

x2

x2 − 3x + 2
ex = lim

x→−∞

x2

x2 − 3x + 2
· lim

x→−∞
ex = 1 · 0 = 0

Παρατήρηση 1.5.2 .
Η απευθείας εφαρμογή του κανόνα De l’ Hopital στο αρχικό όριο δεν
ενδείκνυται πάντα. Συχνά συμφέρει να «απομονώνουμε» παραστάσεις με
γνωστό όριο και να συνεχίζουμε την αναζήτηση του ορίου του υπόλοιπου
τμήματος.

(γ) Η συνάρτηση f (x) = x3+ex

x2+e2x έχει πεδίο ορισμού το A = R.

lim
x→+∞

x3 + ex

x2 + e2x =
+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(x3 + ex)′

(x2 + e2x)′
= lim

x→+∞

3x2 + ex

2x + 2e2x =
+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(3x2 + ex)′

(2x + 2e2x)′

= lim
x→+∞

6x + ex

2 + 4e2x =
+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(6x + ex)′

(2 + 4e2x)′
= lim

x→+∞

6 + ex

8e2x

=
+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(6 + ex)′

(8e2x)′
= lim

x→+∞

ex

16e2x = lim
x→+∞

1
16ex = 0

(δ) Η συνάρτηση f (x) = ex+lnx
x2+4 έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞).

lim
x→+∞

ex + lnx
x2 + 4

=
+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ex + lnx)′

(x2 + 4)′
= lim

x→+∞

ex + 1
x

2x

=
+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ex + 1
x )

′

(2x)′
= lim

x→+∞

ex − 1
x2

2
= +∞

Πρόβλημα 1.111 Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→−∞

e−x − x
x

(β) lim
x→1

ln x
x − 1

(γ) lim
x→0

(
1
x
− 1

ηµx
)

(δ) lim
x→1

√
x + x − 2
x − 1

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = e−x−x

x έχει πεδίο ορισμού το A = R.

lim
x→−∞

e−x − x
x

=
+∞
−∞
DLH lim

x→−∞

(e−x − x)′

(x)′
= lim

x→−∞

−e−x − 1
1

= −∞

(β) Η συνάρτηση f (x) = ln x
x−1 έχει πεδίο ορισμού το A = (0, 1) ∪ (1,+∞).

lim
x→1

ln x
x − 1

=
0
0
DLH lim

x→1

(ln x)′

(x − 1)′
= lim

x→1

1
x
1
= lim

x→1

1
x
= 1
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(γ) Η συνάρτηση f (x) = 1
x − 1

ηµx έχει πεδίο ορισμού το A = R − (κπ, κ ∈ Z).

lim
x→0

(
1
x
− 1

ηµx
) = lim

x→0

ηµx − x
x · ηµx

=
0
0
DLH lim

x→0

(ηµx − x)′

(x · ηµx)′
= lim

x→0

συνx − 1
ηµx + xσυνx

=
0
0
DLH lim

x→0

(συνx − 1)′

(ηµx + xσυνx)′
= lim

x→0

−ηµx
συνx + συνx − xηµx

= 0

(δ) Η συνάρτηση f (x) =
√

x+x−2
x−1 έχει πεδίο ορισμού το A = [0, 1 ∪ (1,+∞).

lim
x→1

√
x + x − 2
x − 1

=
0
0
DLH lim

x→1

(
√

x + x − 2)′

(x − 1)′
= lim

x→1

1
2
√

x + 1

1
= lim

x→1
(

1
2
√

x
+ 1) =

3
2

Πρόβλημα 1.112 Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→1

x2 · lnx
x3 − 1

(β) lim
x→1

xv − 1 − v(x − 1)
(x − 1)2

(γ) lim
x→2

ηµ(πx)
x − 2

(δ) lim
x→0

x2 · ηµx
ln(1 + x)

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = x2·lnx

x3−1 έχει πεδίο ορισμού το A = (0, 1) ∪ (1,+∞).

lim
x→1

x2 · lnx
x3 − 1

=
0
0
DLH lim

x→1

(x2 · lnx)′

(x3 − 1)′
= lim

x→1

2x ln x + x2 1
x

3x2 = lim
x→1

2x ln x + x
3x2

= lim
x→1

2lnx + 1
3x

=
1
3

(β) Η συνάρτηση f (x) = xv−1−v(x−1)
(x−1)2 έχει πεδίο ορισμού το A = R − {1}.

lim
x→1

xv − 1 − v(x − 1)
(x − 1)2 =

0
0
DLH lim

x→1

(xv − 1 − v(x − 1))′

((x − 1)2)′
= lim

x→1

vxv−1 − v
2(x − 1)

=
0
0
DLH

= lim
x→1

(vxv−1 − v)′

(2(x − 1))′
= lim

x→1

v(v − 1)xv−2

2
=

v(v − 1)
2

(γ) Η συνάρτηση f (x) = ηµ(πx)
x−2 έχει πεδίο ορισμού το A = R − {2}.

lim
x→2

ηµ(πx)
x − 2

=
0
0
DLH lim

x→2

(ηµ(πx))′

(x − 2)′
= lim

x→2

π · συν(πx)
1

= π

(δ) Η συνάρτηση f (x) = x2·ηµx
ln(1+x) έχει πεδίο ορισμού το A = (−1, 0) ∪ (0,+∞).

lim
x→0

x2 · ηµx
ln(1 + x)

=
0
0
DLH lim

x→0

(x2 · ηµx)′

(ln(1 + x))′
= lim

x→0

2x · ηµx + x2 · συνx
1

1+x

= lim
x→0

(1 + x)(2x · ηµx + x2 · συνx) = 0
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Πρόβλημα 1.113 Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→+∞

ex

ln x

(β) lim
x→0

x4 − ηµ4x
x6

(γ) lim
x→+∞

ln(ln x)
ln x

(δ) lim
x→1

(
1

ln x
+

1
1 − x

)

(ε) lim
x→0+

e−
1

x2

x
(στ) lim

x→0

x − x · συνx
x2 · ηµx + ηµ3x

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = ex

ln x έχει πεδίο ορισμού το A = (0, 1) ∪ (1,+∞).

lim
x→+∞

ex

ln x
=

+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ex)′

(ln x)′
= lim

x→+∞

ex

1
x
= lim

x→+∞
xex = +∞

(β) Η συνάρτηση f (x) = x4−ηµ4x
x6 έχει πεδίο ορισμού το A = R∗.

lim
x→0

x4 − ηµ4x
x6 = lim

x→0

1 − ( ηµx
x )4

x2 =
0
0
DLH lim

x→0

(1 − ( ηµx
x )4)′

(x2)′
= lim

x→0

−4( ηµx
x )3( ηµx

x )′

2x

= lim
x→0

−4( ηµx
x )3(συνx·x−ηµx

x2 )

2x
= lim

x→0
[−2(

ηµx
x

)3 συνx · x − ηµx
x3 ] =

2
3

Είναι:

lim
x→0

συνx · x − ηµx
x3 =

0
0
DLH lim

x→0

(συνx · x − ηµx)′

(x3)′
= lim

x→0

−x · ηµx
3x2 = lim

x→0

−ηµx
3x

= lim
x→0

[−1
3
(

ηµx
x

)] = −1
3

(γ) Η συνάρτηση f (x) = ln(ln x)
ln x έχει πεδίο ορισμού το A = (1,+∞).

lim
x→+∞

ln(ln x)
ln x

=
+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ln(ln x))′

(ln x)′
= lim

x→+∞

1
ln x · 1

x
1
x

= lim
x→+∞

1
ln x

= 0

(δ) Η συνάρτηση f (x) = 1
ln x +

1
1−x έχει πεδίο ορισμού το A = (0, 1)∪ (1,+∞).

lim
x→1

(
1

ln x
+

1
1 − x

) = lim
x→1

1 − x + lnx
(1 − x) ln x

=
0
0
DLH lim

x→1

(1 − x + lnx)′

((1 − x) ln x)′

= lim
x→1

−1 + 1
x

1
x (1 − x)− lnx

= lim
x→1

1 − x
1 − x − x ln x

=
0
0
DLH lim

x→1

(1 − x)′

(1 − x − x ln x)′
= lim

x→1

−1
−1 − lnx − 1

=
−1
−2

=
1
2

(ε) Η συνάρτηση f (x) = e
− 1

x2

x έχει πεδίο ορισμού το A = R.
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lim
x→0+

e−
1

x2

x
= lim

x→0+

1
x

e
1

x2
=

+∞
+∞
DLH lim

x→0+

( 1
x )

′

(e
1

x2 )′
= lim

x→0+

− 1
x2

e
1

x2 (− 2
x3 )

= lim
x→0+

x

2e
1

x2
= 0

(στ) Η συνάρτηση f (x) = x−x·συνx
x2·ηµx+ηµ3x έχει πεδίο ορισμού το A = R − {κπ, κ ∈

Z}.

lim
x→0

x − x · συνx
x2 · ηµx + ηµ3x

= lim
x→0

x(1 − συνx)
ηµx(x2 + ηµ2x)

= lim
x→0

[
x

ηµx
· 1 − συνx

x2 + ηµ2x
] = 1 · 1

4
=

1
4

• lim
x→0

x
ηµx

=
0
0
DLH lim

x→0

(x)′

(ηµx)′
= lim

x→0

1
συνx

= 1

• lim
x→0

1 − συνx
x2 + ηµ2x

=
0
0
DLH lim

x→0

(1 − συνx)′

(x2 + ηµ2x)′
= lim

x→0

ηµx
2x + 2ηµxσυνx

= lim
x→0

ηµx
x

2 + 2ηµx
x συνx

= 1
4

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→0

ex − 1
x

(β) lim
x→1

x3 − 3x2 + 2x
x2 − 4x + 3

(γ) lim
x→0

ln(x + 1)
x

(δ) lim
x→1

x2 + 1 − ex−1

(x − 1)3

(ε) lim
x→+∞

x2

ex

(στ) lim
x→0

2x − 1
ηµx

2. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→0

x − ηµx
x3

(β) lim
x→+∞

3x + lnx
x + lnx

(γ) lim
x→0

ex − eηµx

x − ηµx

(δ) lim
x→α

xηµα − αηµx
xηµx − αηµα

(ε) lim
x→0

ex + e−x − ηµ2x − 2
1 − συνx

(στ) lim
x→+∞

(x2 + 3) ln x
3x2 + 4

3. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→−∞

(4x2 + 2)e−x

2x2 + 1

(β) lim
x→0

ϵϕ(αx)− αx
x2ϵϕ(αx)

(γ) lim
x→+∞

ex

x2 + lnx

(δ) lim
x→+∞

ln(1 + ex)

x

(ε) lim
x→0

xηµx + x ln(1 + x)
ηµ2x

(στ) lim
x→2

√
x2 − 4

ln(x − 1)

4. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→0

ex − x − 1 − x2

2
x3

(β) lim
x→1

ηµ(x2 − 3x + 2)
ln x

(γ) lim
x→2

ln(x2 − 3x + 3)
x − 2

(δ) lim
x→2

ex2−2x − 1
ηµ(x − 2)

(ε) lim
x→1

x ln x
x2 − 1

(στ) lim
x→0+

e−
1
x

x
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5. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→+∞

x
ex

(β) lim
x→−∞

ln(1 − x)
ln(1 + e−x)

(γ) lim
x→−∞

ln(1 + e−x)

x

(δ) lim
x→0

ln x

e
1
x

(ε) lim
x→+∞

x ln x
x2 − 1

(στ) lim
x→0

e−
1
x

x

Μέθοδος 1.25 — Απροσδιόριστες μορφές (+∞) − (+∞) ή (−∞) − (−∞).
Η απροσδιόριστη μορφή +∞ − ∞ προκύπτει από όρια της μορφής
lim
x→ξ

[ f (x)− g(x)] όπου lim
x→ξ

f (x) = +∞ και lim
x→ξ

g(x) = −∞. Για να εφαρ-

μόσουμε τον κανόνα De l’ Hopital μετατρέπουμε πρώτα την παράσταση
f (x)− g(x) ως εξής:

f (x)− g(x) =
1

g(x)−
1

f (x)
1

f (x)·g(x)
ή f (x)− g(x) = f (x)[1 − g(x)

f (x) ]

Πρόβλημα 1.114 Να βρείτε τα παρακάτω όρια:
(α) lim

x→+∞
(x − lnx)

(β) lim
x→+∞

[ln(ex − 1)− x]

(γ) lim
x→+∞

(ex − x2)

(δ) lim
x→+∞

(ln x − x3 + 2x − 1)
■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = x − lnx έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞).

lim
x→+∞

(x − lnx) = lim
x→+∞

[x(1 − ln x
x

)] = +∞(1 − 0) = +∞

Είναι: lim
x→+∞

ln x
x

=
+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ln x)′

(x)′
= lim

x→+∞

1
x
1
= lim

x→+∞

1
x
= 0.

(β) Η συνάρτηση f (x) = ln(ex − 1)− x έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞).

lim
x→+∞

[ln(ex − 1)− x] = lim
x→+∞

[ln(ex − 1)− lnex] = lim
x→+∞

[ln(
ex − 1

ex )] = ln1 = 0

Είναι: lim
x→+∞

ex − 1
ex =

+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ex − 1)′

(ex)′
= lim

x→+∞

ex

ex = 1

(γ) Η συνάρτηση f (x) = ex − x2 έχει πεδίο ορισμού το A = R.

lim
x→+∞

(ex − x2) = lim
x→+∞

x2(
ex

x2 − 1) = +∞(+∞ − 1) = +∞

Είναι: lim
x→+∞

ex

x2 =
+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ex)′

(x2)′
= lim

x→+∞

ex

2x
=

+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ex)′

(2x)′
= lim

x→+∞

ex

2
=

+∞
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(δ) Η συνάρτηση f (x) = lnx − x3 + 2x − 1 έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞).

lim
x→+∞

(ln x − x3 + 2x − 1) = lim
x→+∞

x3(
ln x
x3 − 1 +

2
x2 − 1

x3 )

= +∞(0 − 1 + 0 + 0) = −∞

Είναι: lim
x→+∞

ln x
x3 =

+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ln x)′

(x3)′
= lim

x→+∞

1
x

3x2 = lim
x→+∞

1
3x3 = 0

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→+∞

(x − lnx)

(β) lim
x→+∞

(x − ln x + ex)

(γ) lim
x→∞

(ln(1 + x)− lnx)

(δ) lim
x→+∞

(2ln(x + 1)− 3lnx)

(ε) lim
x→+∞

(e2x − x2 + 3x − 1)

(στ) lim
x→0+

(
1
x
− lnx)

(ζ) lim
x→+∞

(ex − x + 1)

(a)

2. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→+∞

(x2 − ex)

(β) lim
x→+∞

(x2 − ln(x2 + ex))

(γ) lim
x→∞

(ln x − x3 + 2x − 1)

(δ) lim
x→+∞

(2ln(x + 1)− 3lnx)

3. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→+∞

(e2x − x2 + 3x − 1)

(β) lim
x→0

(
1
x
− 1

x − 1
)

(γ) lim
x→0

(
1
x
− 1

ex − 1
)

(δ) lim
x→0

(
1
x
− lnx)

Μέθοδος 1.26 — Απροσδιόριστη μορφή 0 · (±∞) . Η απροσδιόριστη
μορφή 0 · (±∞) προκύπτει από όρια του τύπου lim

x→ξ
( f (x) · g(x)) όπου

lim
x→ξ

f (x) = 0 και lim
x→ξ

g(x) = ±∞. Για να εφαρμόσουμε τον κανόνα De l’

Hopital μετατρέπουμε πρώτα την παράσταση f (x) · g(x) ως εξής:

f (x) · g(x) = f (x)
1

g(x)
ή f (x) · g(x) = g(x)

1
f (x)

Πρόβλημα 1.115 Να βρείτε τα παρακάτω όρια:
(α) lim

x→0+
(x · e

1
x )

(β) lim
x→0

[(ex − 1) ln x]

(γ) lim
x→+∞

x(e
1
x − 1)

(δ) lim
x→−∞

x2ex

■

Λύση
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(α) Η συνάρτηση f (x) = x · e
1
x έχει πεδίο ορισμού το A = R∗.

lim
x→0+

(x · e
1
x ) =0(+∞) lim

x→0+
(

e
1
x

1
x
) =

+∞
+∞
DLH lim

x→0+

(e
1
x )′

( 1
x )

′ = lim
x→0+

e
1
x (− 1

x2 )

(− 1
x2 )

= lim
x→0+

e
1
x = +∞

(β) Η συνάρτηση f (x) = (ex − 1) ln x έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞).

lim
x→0

[(ex − 1) ln x] =0(−∞) lim
x→0

ln x
1

ex−1

=
−∞
+∞
DLH lim

x→0

(ln x)′

( 1
ex−1)

′ = lim
x→0

1
x

−ex

(ex−1)2

= lim
x→0

(ex − 1)2

−xex

=
0
0
DLH lim

x→0

((ex − 1)2)′

(−xex)′
= lim

x→0

2(ex − 1)ex

−ex − xex = lim
x→0

2(ex − 1)
−1 − x

= 0

(γ) Η συνάρτηση f (x) = x(e
1
x − 1) έχει πεδίο ορισμού το A = R.

lim
x→+∞

x(e
1
x − 1) = lim

x→+∞

e
1
x − 1

1
x

=
0
0
DLH lim

x→+∞

(e
1
x − 1)′

( 1
x )

′ = lim
x→+∞

e
1
x (− 1

x2 )

− 1
x2

= lim
x→+∞

e
1
x = e0 = 1

(δ) Η συνάρτηση f (x) = x2ex έχει πεδίο ορισμού το A = R.

lim
x→−∞

x2ex =0(−∞) lim
x→−∞

x2

e−x =
−∞
+∞
DLH lim

x→−∞

(x2)′

(e−x)′
= lim

x→−∞

2x
−e−x

=
−∞
−∞
DLH lim

x→−∞

(2x)′

(−e−x)′
= lim

x→−∞

2
e−x = 0

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→0

x2 ln x

(β) lim
x→0

(x ln x)

(γ) lim
x→+∞

[x ln(1 +
1
x
)]

(δ) lim
x→+∞

(ηµx · lnx)

(ε) lim
x→0

(
√

2 ln x)

(στ) lim
x→+∞

(e−x ln(x + 2))

2. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→+∞

[x(α
1
x − 1)]

(β) lim
x→0+

(x · σϕx)

(γ) lim
x→1+

ln x · ln(ln x)

(δ) lim
x→0+

x ln[ln(1 − x)]

(ε) lim
x→+∞

(x · ηµ
1
x
)

(στ) lim
x→+∞

(x ln
x − 1

x
)

3. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→0+

xe
1
x

(β) lim
x→+∞

x(e
1
x − 1)

(γ) lim
x→0

[(ex − 1) ln x]

(δ) lim
x→0

[(e−x − 1) ln x]

(ε) lim
x→−∞

(x2 · ex)

(στ) lim
x→0

ex − 1
x
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4. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→0

x − ηµx
xηµ2x

(β) lim
x→0

ηµx − xσυνx
x(ex − 1)ηµx

(γ) lim
x→+∞

(xe2x − lnx + x2 − 3x + 1)

(δ) lim
x→0

(xe−x − lnx +
1
x
)

Μέθοδος 1.27 — Απροσδιόριστες μορφές 00, (+∞)0, 1+∞, 1−∞ . Οι
απροσδιόριστες μορφές 00, (+∞)0, 1+∞, 1−∞ προκύπτουν από τα
όρια του τύπου lim

x→ξ
( f (x))g(x). Για να εφαρμόσουμε τον κανόνα De

l’ Hopital μετατρέπουμε πρώτα την παράσταση [ f (x)]g(x) ως εξής:
[ f (x)]g(x) = eg(x)·ln f (x)

Πρόβλημα 1.116 Να βρείτε τα παρακάτω όρια:
(α) lim

x→0
(συνx)

1
x2

(β) lim
x→+∞

x
1
x

(γ) lim
x→0

xx

(δ) lim
x→0

xηµx

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = (συνx)

1
x2 έχει πεδίο ορισμού το A = R∗.

lim
x→0

(συνx)
1

x2 =0(+∞) lim
x→0

e
1

x2 ln(συνx)
= e

lim
x→0

1
x2 ln(συνx)

= e−
1
2 =

1√
e

Είναι:

lim
x→0

ln(συνx)
x2 =

0
0
DLH lim

x→0

(ln(συνx))′

(x2)′
= lim

x→0

1
συνx (−ηµx)

2x
= lim

x→0

−1
2συνx

(
ηµx

x
)

= −1
2
· 1 = −1

2

(β) Η συνάρτηση f (x) = x
1
x έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞).

lim
x→+∞

x
1
x =(+∞)0

lim
x→+∞

e
1
x ln x = e

lim
x→+∞

(
1
x

ln x)
= e

lim
x→+∞

(
ln x

x
)
= e0 = 1

Είναι:

lim
x→+∞

ln x
x

=
+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ln x)′

(x)′
= lim

x→+∞

1
x
1
= lim

x→+∞

1
x
= 0

(γ) Η συνάρτηση f (x) = xx έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞) .
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lim
x→0

xx =(0)0
lim
x→0

ex ln x = e
lim
x→0

(x ln x)
= e0 = 1

Είναι:

lim
x→0

(x ln x) =0(−∞) lim
x→0

ln x
1
x

=
−∞
∞

DLH lim
x→0

(ln x)′

( 1
x )

′ = lim
x→0

1
x

− 1
x2

= lim
x→0

(−x) = 0

(δ) Η συνάρτηση f (x) = xηµx έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞).

lim
x→0

xηµx =(0)0
lim
x→0

eηµx ln x = e
lim
x→0

(ηµx ln x)
= e0 = 1

Είναι:

lim
x→0

(ηµx ln x) =0(−∞) lim
x→0

ln x
1

ηµx
=

−∞
∞

DLH lim
x→0

(ln x)′

( 1
ηµx )

′ = lim
x→0

1
x

−συνx
ηµ2x

= lim
x→0

−ηµ2x
x · συνx

= lim
x→0

(−ηµx
x

· ηµx · 1
συνx

) = −1 · 0 · 1 = 0

Πρόβλημα 1.117 Να βρείτε τα παρακάτω όρια:
(α) lim

x→+∞
(1 + x)

1
x

(β) lim
x→+∞

(x + ex)
1‘
x

(γ) lim
x→+∞

(1 +
1
x
)x

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = (1+ x)

1
x έχει πεδίο ορισμού το A = (−1, 0)∪ (0,+∞).

lim
x→+∞

(1 + x)
1
x =(+∞)0

lim
x→+∞

e
1
x ln(1+x) = e

lim
x→+∞

1
x

ln(1 + x)
= e0 = 1

Είναι:

lim
x→+∞

ln(1 + x)
x

=
+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ln(1 + x))′

(x)′
= lim

x→+∞

1
1+x
1

= lim
x→+∞

1
1 + x

= 0

(β) Η συνάρτηση f (x) = (x + ex)
1‘
x ορίζεται στο +∞.

lim
x→+∞

(x + ex)
1‘
x =(+∞)0

lim
x→+∞

e
1
x ln(x+ex) = e

lim
x→+∞

1
x

ln(x + ex)
= e1 = e

Είναι:

lim
x→+∞

ln(x + ex)

x
=

+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ln(x + ex))′

(x)′
= lim

x→+∞

1
x+ex (ex + 1)

1
= lim

x→+∞

ex + 1
x + ex

=
+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ex + 1)′

(x + ex)′
= lim

x→+∞

ex

ex + 1
=

+∞
+∞
DLH lim

x→+∞

(ex)′

(ex + 1)′

= lim
x→+∞

ex

ex = 1
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(γ) Η συνάρτηση f (x) = (1 + 1
x )

x έχει πεδίο ορισμού το A = (−∞,−1) ∪
(0,+∞).

lim
x→+∞

(1 +
1
x
)x =(1)+∞

lim
x→+∞

ex ln(1+ 1
x ) = e

lim
x→+∞

x ln(1 +
1
x
)
= e0 = 1

Είναι:

lim
x→+∞

x ln(1 +
1
x
) =0(+∞) lim

x→+∞

(ln(1 + 1
x ))

′

( 1
x )

′ =
0
0
DLH lim

x→+∞

1
1+ 1

x
(− 1

x2 )

− 1
x2

= lim
x→+∞

1
1 + 1

x
= 1

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→+∞

(1 +
2
x
)x

(β) lim
x→+∞

x
1
x

(γ) lim
x→+∞

[x ln(1 +
1
x
)x]

(δ) lim
x→+∞

(ex + ln x)
1
x

2. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:
(α) lim

x→0
(ηµx)ηµx

(β) lim
x→0

(1 − x)
1
x

(γ) lim
x→+∞

(
x

x + 4
)x

(δ) lim
x→π

2

(ηµx)ϵϕx

3. Να βρείτε τα παρακάτω όρια:

(α) lim
x→0

(ϵϕ
x
2
)

1
ln x

(β) lim
x→0

(συνx)
1

ex

(γ) lim
x→0+

xηµx

(δ) lim
x→+∞

(x + ex)
1
x

Μέθοδος 1.28 Διάφορες εφαρμογές

Πρόβλημα 1.118 Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =


e

1
x x < 0

x2 · ln x x > 0
0 x = 0

(α) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι συνεχής.
(β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στης C f στο σημείο A(0, f (0)).

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι συνεχής στο
(−∞, 0) και στο (0,+∞). Θα εξετάσουμε αν η f είναι συνεχής στο x0 = 0.
Είναι:
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• f (0) = 0

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(x2 ln x) =0·(−∞) lim
x→0+

ln x
1
x2

=
0
0 lim

x→0+

(ln x)′

( 1
x2 )′

= lim
x→0+

1
x

− 2
x3

= lim
x→0+

(−x2

2
) = 0

• lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(e
1
x ) = 0

Επειδή ισχύει lim
x→0+

f (x) = lim
x→0−

f (x) = 0 έπεται ότι η f είναι συνεχής στο
x0 = 0.
(β) Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι:

• lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

(
x2 ln x

x
) = lim

x→0+
(x ln x) =0·(−∞) lim

x→0+

ln x
1
x

= lim
x→0+

(ln x)′

( 1
x )

′ = lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0.

• lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

e
1
x

x
=

0
0 lim

x→0−

1
x

e−
1
x
= lim

x→0−

( 1
x )

′

(e−
1
x )′

= lim
x→0−

− 1
x2

e−
1
x 1

x2

= lim
x→0−

(−e
1
x ) = 0

Επειδή lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= 0, έπεται ότι f ′(0) = 0.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 ορίζεται η εφαπτομένη της C f στο
σημείο A(0, f (0)) η οποία έχει εξίσωση: y − f (0) = f ′(0)(x − 0) ⇔ y = 0.

Πρόβλημα 1.119 Να βρείτε το lim
x→0

f (x) όταν f (x) = eαx−ex−x
x2 .

■

Λύση
Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Διακρίνουμε τις περιπτώσεις:
(α) Αν α − 2 ̸= 0 ⇔ α ̸= 2 τότε:

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

eαx − ex − x
x2 =

0
0 lim

x→0+

(eαx − ex − x)′

(x2)′
= lim

x→0+

αeαx − ex − 1
2x

= lim
x→0+

αeαx − ex − 1
2

· 1
x
=

α − 2
2

(+∞) = {+∞ α > 2
−∞ α < 2

• lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

eαx − ex − x
x2 =

0
0 lim

x→0−

(eαx − ex − x)′

(x2)′
= lim

x→0−

αeαx − ex − 1
2x

= lim
x→0−

αeαx − ex − 1
2

· 1
x
=

α − 2
2

(−∞) = {−∞ α > 2
+∞ α < 2
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Παρατηρούμε ότι με α ̸= 2 είναι lim
x→0+

f (x) ̸= lim
x→0−

f (x). Άρα δεν υπάρχει το
lim
x→0

f (x).
(β) Αν α − 2 = 0 ⇔ α = 2 τότε:

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

e2x − ex − x
x2 =

0
0 lim

x→0

(e2x − ex − x)′

(x2)′
= lim

x→0

2e2x − ex − 1
2x

=
0
0

= lim
x→0

(2e2x − ex − 1)′

(2x)′
= lim

x→0

2e2x − ex

2
=

3
2

Άρα lim
x→0

f (x) =
3
2
όταν α = 2 και δεν υπάρχει όταν α ̸= 2.

Πρόβλημα 1.120 Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ex2−α·x·ηµx−β·συνx
x2 . Να βρείτε

τα α, β ∈ R ώστε να είναι lim
x→0

f (x) =
1
2
.

■

Λύση
Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R − {0}.
Είναι lim

x→0
(ex2 − α · x · ηµx − β · συνx) = 1 − β και lim

x→0
x2 = 0.

• Αν 1 − β ̸= 0 τότε το lim
x→0

f (x) αν υπάρχει θα είναι ±∞ και όχι 1
2 .

• Αν 1 − β = 0 ⇔ β = 1 τότε:

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

ex2 − α · x · ηµx − συνx
x2 =

0
0 lim

x→0

(ex2 − α · x · ηµx − συνx)′

(x2)′

= lim
x→0

2xex2 − αηµx − α · x · συνx + ηµx
2x

=
0
0 lim

x→0

(2xex2 − αηµx − α · x · συνx + ηµx)′

(2x)′

= lim
x→0

2ex2
+ 4x2ex2 − ασυνx − ασυνx + α · x · ηµx + συνx

2
=

3 − 2α

2

Πρέπει 3−2α
2 = 1

2 ⇔ α = 1. Άρα για α = β = 1 είναι lim
x→0

f (x) =
1
2
.

Πρόβλημα 1.121 Να βρείτε τα α, β ∈ R ώστε η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
xex + α x ≤ 1
β ln x x > 1

να είναι παραγωγίσιμη.
■
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Λύση
Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Η f είναι παραγωγίσιμη στα διαστήματα (−∞, 1) και (1,+∞). Επομένως για
να είναι παραγωγίσιμη στο R πρέπει να είναι παραγωγίσιμη και στο x0 = 1.
Επειδή θέλουμε η f να είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1, πρέπει καταρχήν η f
να είναι συνεχής στο x0 = 1, δηλαδή πρέπει να ισχύει η σχέση:

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1−

f (x) = f (1) (1)

Είναι:

• lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

(β ln x) = β · ln1 = 0

• lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

(xex + α) = e + α

• f (1) = e + α

Άρα η (1) γίνεται: e + α = 0 ⇔ α = −e
Για να είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1, πρέπει να ισχύει η σχέση:

lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1−

f (x)− f (1)
x − 1

(2)

Είναι:

• lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1+

β ln x − e − α

x − 1
= lim

x→1+

β ln x
x − 1

=
0
0 lim

x→1+

(β ln x)′

(x − 1)′

= lim
x→1+

β
1
x
= β

• lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1+

xex + α − e − α

x − 1
= lim

x→1+

xex − e
x − 1

=
0
0 lim

x→1+

xex + ex

1
= 2e

Άρα η (2) γίνεται: β = 2e. Επομένως όταν α = −e και β = 2e η f είναι
παραγωγίσιμη.

Πρόβλημα 1.122 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη με f (0) =
f ′(0) = 0. Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 0 με f ′′(0) = 4, να

βρείτε το lim
x→0

f (x) + f (2x)
1 − συν2x

.
■

Λύση
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Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο R έπεται ότι είναι και συνεχής σε κάθε
σημείο του R. Άρα lim

x→0
f (x) = f (0) = 0 και lim

x→0
f (2x) = f (0) = 0. Επίσης

έχουμε ότι: f ′′(0) = 4 ⇔ lim
x→0

f ′(x)− f ′(0)
x − 0

= 4 ⇔ lim
x→0

f ′(x)
x

= 4.

lim
x→0

f (x) + f (2x)
1 − συν2x

=
0
0 lim

x→0

( f (x) + f (2x))′

(1 − συν2x)′
= lim

x→0

f
′(x) + 2 f

′(2x)

2ηµ2x
= lim

x→0

f ′(x)

x + 2 f ′(2x)

x

2ηµ2x
x

= lim
x→0

f ′(x)
x + 4 f ′(2x)

2x

4ηµ2x
2x

=
4 + 4 · 4

4
= 5

Το lim
x→0

f ′(2x)
2x

= 4 γιατί lim
x→0

f ′(2x)
2x

= lim
x→0

f ′(t)
t

= 4 (Θέτω 2x = t. Επειδή
x → 0 ⇔ t → 0)

Πρόβλημα 1.123 (α) Να βρείτε το lim
x→1+

[(x − 1) ln(x − 1)].
(β) Αν η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1 και f (1) = 0,
να βρείτε το lim

x→1+
(x − 1) f (x).

■

Λύση
(α) lim

x→1+
[(x − 1) ln(x − 1)] =0(−∞) lim

x→1+

ln(x − 1)
1

x−1

= lim
x→1+

(ln(x − 1))′

( 1
x−1)

′

= lim
x→1+

1
x−1

− 1
(x−1)2

= lim
x→1+

(−x + 1) = 0.

(β) Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1, έπεται ότι η f είναι συνεχής
στο x0 = 1 και επομένως ισχύουν οι σχέσεις:

lim
x→1

f (x) = f (1) = 0 και f ′(1) = lim
x→1

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1

f (x)
x − 1

Είναι:

lim
x→1+

(x − 1) f (x) = lim
x→1+

e f (x) ln(x−1) = e
lim

x→1+
f (x) ln(x − 1)

= e
lim

x→1+

f (x)(x − 1) ln(x − 1)
x − 1 = e f ′(1)·0 = 1

Πρόβλημα 1.124 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη με f ′(0) = 1
και f (0) = 0. Αν η f είναι 2 φορές παραγωγίσιμη στο 0 με f ′′(0) = 8, να

βρείτε το lim
x→0

f (x)− x
x2 .

■

Λύση
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 έπεται ότι είναι και συνεχής στο 0. Άρα
ισχύει η σχέση lim

x→0
f (x) = f (0)
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Επειδή f ′′(0) = 8 ⇔ lim
x→0

f ′(x)− f ′(0)
x − 0

= 8 ⇔ lim
x→0

f ′(x)− 1
x

= 8.
Είναι:

lim
x→0

f (x)− x
x2 =

0
0 lim

x→0

( f (x)− x)′

(x2)′
= lim

x→0

f ′(x)− 1
2x

=
1
2

lim
x→0

f ′(x)− 1
x

=
1
2

8 = 4

Πρόβλημα 1.125 Η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο R και για κάθε x ∈
(0,+∞) ισχύει η σχέση:

x2 ≤ f (x) ≤ x · ex−1 (1)

Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της C f στο σημείο M(1, f (1)) είναι κάθετη
με την ευθεία: 2y + x = 8.

■

Λύση
Για x = 1 η (1) γίνεται: 1 ≤ f (1) ≤ 1 δηλαδή f (1) = 1
Η (1) ⇔ x2 − 1 ≤ f (x)− 1 ≤ x · ex−1 − 1 (2)

• Αν x ∈ (1,+∞) τότε η (2) γίνεται: ⇔ x2−1
x−1 ≤ f (x)−1

x−1 ≤ x·ex−1−1
x−1

Επειδή

lim
x→1+

x2 − 1
x − 1

= lim
x→1+

(x − 1)(x + 1)
x − 1

= lim
x→1+

(x + 1) = 2 και

lim
x→1+

x · ex−1 − 1
x − 1

=
0
0 lim

x→1+

(x · ex−1 − 1)′

(x − 1)′
= lim

x→1+

ex−1 + xex−1

1
= 2

από το κριτήριο παρεμβολής έπεται ότι: lim
x→1+

f (x)− 1
x − 1

= 2 (Α)

• Αν x ∈ (0, 1) τότε η (2) γίνεται: ⇔ x·ex−1−1
x−1 ≤ f (x)−1

x−1 ≤ x2−1
x−1

Επειδή

lim
x→1−

x2 − 1
x − 1

= lim
x→1−

(x − 1)(x + 1)
x − 1

= lim
x→1−

(x + 1) = 2 και

lim
x→1−

x · ex−1 − 1
x − 1

=
0
0 lim

x→1−

(x · ex−1 − 1)′

(x − 1)′
= lim

x→1−

ex−1 + xex−1

1
= 2

από το κριτήριο παρεμβολής έπεται ότι: lim
x→1−

f (x)− 1
x − 1

= 2 (Β)

Από (Α) και (Β) έπεται ότι: lim
x→1

f (x)− 1
x − 1

= 2 ⇔ f ′(1) = 2.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1 ορίζεται η εφαπτομένη (ϵ) στη
C f στο σημείο M(1, f (1)). Η (ϵ) έχει συντελεστή διεύθυνσης f ′(1) = 2 και η
ευθεία 2y + x = 8 έχει συντελεστή διεύθυνση λ = −1

2 . Επειδή f ′(1) · λ = −1
έπεται ότι (ϵ)2y + x = 8.
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Πρόβλημα 1.126 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη. Αν lim
x→−∞

f (x) =

α, α ∈ R και lim
x→−∞

[ f (x) + f ′(x)] = β, να δείξετε ότι α = β.
■

Λύση
Είναι:

α = lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

ex · f (x)
ex =

0
0 lim

x→+∞

[ex · f (x)]′

(ex)′
= lim

x→+∞

ex · f ′(x) + ex f (x)
ex

= lim
x→+∞

( f ′(x) + f (x)) = β

Άρα α = β

Πρόβλημα 1.127 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη. Αν lim
x→+∞

f (x) =

α, α ∈ R και lim
x→+∞

[x · f ′(x)] = β, να δείξετε ότι β = 0.
■

Λύση
Είναι:

α = lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x · f (x)
x

=
+∞
+∞ lim

x→+∞

[x · f (x)]′

(x)′
= lim

x→+∞

x · f ′(x) + f (x)
1

= lim
x→+∞

(x · f ′(x) + f (x)) = lim
x→+∞

x · f ′(x) + lim
x→+∞

f (x) = α + β

Άρα α = α + β ⇔ β = 0.

Πρόβλημα 1.128 Αν η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
αx − βx x ≤ 0
συν2(αx)− συν2(βx) x > 0

(α > 0, β > 0)

Είναι παραγωγίσιμη στο R, να δείξετε ότι f (x) = 0 για κάθε x ∈ R.
■

Λύση
Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο R έπεται ότι η f είναι παραγωγίσιμη και
στο x0 = 0. Επομένως ισχύει η σχέση:

lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= f ′(0) (1)

• lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

συν2(αx)− συν2(βx)
x

=
0
0 lim

x→0+

(συν2(αx)− συν2(βx))′

(x)′

= lim
x→0+

−2ασυν(αx)ηµ(αx) + 2βσυν(βx)ηµ(βx)
1

= 0.
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• lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

αx − βx

x
=

0
0 lim

x→0−

(αx − βx)′

(x)′

= lim
x→0−

αx ln α − βx ln β

1
= ln α − ln β

Από (1) ⇔ ln α − ln β = 0 ⇔ ln α = ln β ⇔ α = β
Με α = β, η f (x) γίνεται: f (x) = 0 για κάθε x ∈ R

Πρόβλημα 1.129 Έστω η συνάρτηση f : R → R η οποία είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη. Να δείξετε ότι:

lim
h→0

f (x + 2h)− 3 f (x) + 2 f (x − h)
h2 = 3 f ′′(x)

■

Λύση
Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και άρα ή f είναι και συνεχής
στο R. Άρα: lim

h→0
f (x + 2h) = f (x), lim

h→0
f (x − h) = 0. Οπότε:

lim
h→0

f (x + 2h)− 3 f (x) + 2 f (x − h)
h2 =

0
0 lim

h→0

( f (x + 2h)− 3 f (x) + 2 f (x − h))′

(h2)′

= lim
h→0

2 f ′(x + 2h)− 2 f ′(x − h)
2h

= lim
h→0

f ′(x + 2h)− f ′(x − h)
h

= lim
h→0

f ′(x + 2h)− f ′(x)− f ′(x − h) + f ′(x)
h

= lim
h→0

f ′(x + 2h)− f ′(x)
h

+
f ′(x)− f ′(x − h)

h
(1)

Γνωρίζουμε όμως ότι: f ′′(x0) = lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x − x0
(2)

Θέτουμε x − x0 = h οπότε η (2) γίνεται f ′′(x0) = lim
h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0)

h
και

Θέτουμε −x + x0 = h οπότε η (2) γίνεται:

f ′′(x0) = lim
h→0

f ′(x0 − h)− f ′(x0)

−h
= = lim

h→0

f ′(x0)− f ′(x0 − h)
h

.

Η (1) γίνεται:

lim
h→0

f ′(x + 2h)− f ′(x)
h

+ lim
h→0

f ′(x)− f ′(x − h)
h

=

lim
h→0

f ′(x + 2h)− f ′(x)
h

+ f ′′(x) = ( Θέτοντας 2h = κ , όταν

h → 0, κ → 0) = lim
h→0

2
f ′(x + κ)− f ′(x)

κ
+ f ′′(x) =

2 lim
h→0

f ′(x + κ)− f ′(x)
κ

+ f ′′(x) = f ′′(x) + f ′′(x) = 2 f ′′(x)
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Παρατήρηση 1.5.3 .
Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη που σημαίνει ότι η πρώτη
παράγωγός της είναι συνεχής. Δεν γνωρίζουμε όμως το ίδιο και για την
δεύτερη παράγωγό της. Για το λόγο αυτό χρησιμοποιήσαμε μία φορά τον
κανόνα De l’ Hopital και στην συνέχεια τον ορισμό της παραγώγου για να
υπολογίσουμε το όριο.

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:

(α) f (x) =

{
2x x ≤ 0
ln(1 + 2x) x > 0

(β) f (x) =

{ x
1+2

1
x

x ̸= 0

0 x = 0

(γ) f (x) =


x2e

1
x x < 0

0 x = 0
ln(1 + x) x > 0

(δ) f (x) =

{
ln |x| − ln |1 − ex| x ̸= 0
0 x = 0

(ε) f (x) =

{
x2 ln |x| x ̸= 0
0 x = 0

(στ) f (x) = | ln x|

2. Δίνεται η συνάρτηση με τύπο: f (x) = {
1−x2

ln x 0 < x ̸= 1
−2 x = 1

. Να δείξετε

ότι ορίζεται εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της f στο σημείο
A(1, f (1)) η οποία είναι κάθετη με την ευθεία (ϵ) : y = 1

2 x + 10.

3. Δίνεται η συνάρτηση με τύπο: f (x) =

{
αx + βx x ≤ 0
συν(αx) + συν(βx) x > 0

. Να

βρείτε τα α, β ∈ (0,+∞) όταν γνωρίζουμε ότι η C f διέρχεται από το
σημείο A(−1, 5

2) και η εφαπτομένη της C f στο σημείο (0, 2) δεν είναι
παράλληλη με τον άξονα y′y.

4. Να βρείτε τις τιμές των α, β ∈ R για τις οποίες η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
x2ex x ≤ 1
α ln x + β x > 1

είναι παραγωγίσιμη.

5. Αν f (x) =

{
ηµx

x x ̸= 0
1 x = 0

να βρείτε τα f ′(0) και f ′′(0).

6. Να βρείτε τα α, β ∈ R ώστε να είναι:

lim
x→0

f (x) = 2 όταν: f (x) = (x+α)ex−(1+α)x+β
x2

7. Να βρείτε τις τιμές των α, β ∈ R ώστε η συνάρτηση

f (x) =

{
ln x + α − 1 x > 1
ex−1 + βx − β x ≤ 1
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να είναι παραγωγίσιμη στο 1.

8. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ηµ3x
x3 + α

x2 + β. Να βρείτε τα α, β ∈ R ώστε
να είναι lim

x→0
f (x) = 0.

9. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R με f (x) = α1ηµx + α2ηµ2x + · · ·+ ανηµνx
και για κάθε x ∈ (−1, 1) ισχύει | f (x)| ≤ | ln(x + 1)|. Να δείξετε ότι
|α1 + 2α2 + · · ·+ ναν| ≤ 1.

10. Δίνεται η συνάρτηση f (x) =


x

ln x 0 < x ̸= 1
e x = 1
0 x = 0

.

(α) Να εξετάσετε αν η f είναι συνεχής.
(β) Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της C f στο σημείο O(0, 0) είναι παράλ-
ληλη με τον άξονα x′x.
(γ) Να δείξετε ότι δεν ορίζεται εφαπτομένη στη C f στο σημείο (1, e).

11. Δίνεται η συνάρτηση f (x) =


xe

1
x x < 0

0 x = 0
x2 ln(1 + 1

x ) x > 0
.

(α) Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της C f στο σημείο O(0, 0) είναι παράλ-
ληλη με τον άξονα x′x.
(β) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f ′ είναι συνεχής στο x0 = 0.

12. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
αx−1

x x ̸= 0
ln α x = 0

με 0 < α ̸= 1

(α) Να εξετάσετε αν η f είναι συνεχής.
(β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της C f στο σημείο M(0, f (0)).
(γ) Να εξετάσετε αν η f ′ είναι συνεχής.

13. Να υπολογίσετε τα α, β ∈ R ώστε η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
αx + β x < 1
ln x x ≥ 1

να είναι παραγωγίσιμη.

14. Αν lim
x→5

f (x) = 0 και υπάρχει δ > 0 τέτοιο, ώστε f (x) ̸= 0 για κάθε

x ∈ (5 − δ, 5) ∪ (5, 5 + δ), να υπολογίσετε το lim
x→5

e f (x) − 1
f (x)

.
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15. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f με τύπο: f (x) =

{
ηµ2(πx)

2−x x ̸= 2
0 x = 2

είναι

παραγωγίσιμη στο x0 = 2.

16. Αν για τη συνάρτηση f : R → R ισχύει x − 1 ≤ f (x) ≤ ex−2 για κάθε
x ∈ R, να δείξετε ότι η εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της f στο
σημείο A(2, f (2)) σχηματίζει με τον άξονα x′x γωνία ω = π

4 .

17. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει f (0) = 0. Να

αποδείξετε ότι lim
x→0

f (x)− f (−x)
ex − 1

= 2 f ′(0).

18. Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R και η f ′′ είναι
συνεχής στο x0 = 0. Αν f (0) = f ′(0) = 0 και f ′′(0) ̸= 0, να αποδείξετε

ότι: lim
x→0

ηµx2 + f (x)
(ex − 1) f ′(x)

= 1 αν και μόνο αν f ′′(0) = 2.

19. Έστω μια συνάρτηση f : R → R παραγωγίσιμη με f (0) = f ′(0) = 0 και
f ′′(0) = 2. Να βρείτε τα όρια:

(α) lim
x→0

x2 + f (x)
1 − συνx

(β) lim
x→0

x f (x) + 1 − συνx
x2 + f (x)

20. Αν η συνάρτηση f έχει δεύτερη παράγωγο στο α και f ′(α) ̸= 0, να

αποδείξετε ότι: lim
x→α

[
1

(x − α) f (α)
− 1

f (x)− f (α)
] =

f ′′(α)
2( f (α))2 .

21. Έστω f : R → R μια συνάρτηση με f (0) = f ′(0) = 0 και f ′′(0) = 1. Να

αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = {
f (x)

x x ̸= 0
0 x = 0

είναι παραγωγίσιμη

στο x0 = 0 και να βρείτε την g′(0).

22. Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με f (0) = f ′(0) =
0 και f ′′(0) = 2 και η f ′′ είναι συνεχής στο x0 = 0. Αν g συνάρτηση με

τύπο: g(x) = {
f (x)

x x ̸= 0
0 x = 0

να βρείτε την g′(0)

23. Αν η συνάρτηση f είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη στο R με lim
x→+∞

f (x) =

lim
x→+∞

f ′(x) = lim
x→+∞

f ′′′(x) = +∞ και lim
x→+∞

f ′′′(x)
x · f ′′(x)

= 1, να αποδείξετε

ότι lim
x→+∞

x2 + f (x)
x · f ′(x)

= 0.

24. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R με f (x0) ̸= 0, να αποδείξετε

ότι lim
x→0+

(
f (x0 + 2x)

f (x0)
)

1
x = e

2 f ′(x0)
f (x0) .
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25. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο R με f (1) = f ′(1) = 1.
Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο x0 = 1 με f ′′(1) = 6, να βρείτε

το lim
x→1

f (x)− x
x2 − 2x + 1

.

26. Αν οι συναρτήσεις f , g είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο R , οι f ′′, g′′

είναι συνεχής στο 0 και είναι f (0) = f ′(0) = g(0) = g′(0) = 0, f ′′(0) = 2,

g′′(0) = 3, να δείξετε ότι lim
x→0

f (x) + f (−3x)
g(x) + g(−2x)

=
4
3
.

27. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη με f (0) = 0. Να δείξετε ότι
lim

x→0+
x f (x) = 1.

28. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο R με f (0) = f ′(0) = 0.
Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 0 με f ′′(0) = 4, να δείξετε ότι

lim
x→0

f (x) + f (−x)
1 − συνx

= 8.

29. Αν η συνάρτηση f είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη στο R με lim
x→+∞

f (x) =

lim
x→+∞

f ′(x) = lim
x→+∞

f ′′(x) = +∞ και lim
x→+∞

f ′′′(x)
x · f ′′(x)

= 1, να βρείτε το

όριο lim
x→+∞

f (x)
x · f ′(x)

.

30. Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R και ισχύει

f (0) = f ′(0) = 0. Αν είναι f ′′(0) = 6, να δείξετε ότι lim
x→0

x2 + 2 f (x)
x · f ′(x)

=
7
6
.

31. Αν η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και ισχύουν f (0) = 1,
f (x) > 0 για κάθε x ∈ R και η f ′ είναι συνεχής στο x0 = 0, να δείξετε
ότι lim

x→0
f (x)

1
ηµx = e f ′(0).

32. Αν για τη συνάρτηση f υπάρχει δεύτερη παράγωγος και είναι συνεχής

να αποδείξετε ότι: lim
h→0

f (x + h)− 2 f (x) + f (x − h)
h2 = f ′′(x)

33. Έστω η συνάρτηση f : R → R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη.

Να δείξετε ότι: lim
h→0

f (x + 2h)− 3 f (x) + 2 f (x − h)
h2 = 3 f ′′(x)

34. Έστω συνάρτηση f : R → R παραγωγίσιμη με f (0) = f ′(0) = 0. Αν είναι

f ′′(0) = 4, να υπολογίσετε το lim
x→0

f (x) + x2

xηµx + συνx − 1
.

35. Έστω μια συνεχής συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει x f (x) +
eηµx = f (x)ηµx + ex για κάθε x ∈ R. Να βρείτε την f (0).

36. Έστω μια συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει (1 − συνx) f (x) =
ln(1 + x)− x για κάθε x > −1. Να βρείτε την f (0).
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37. Αν η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και ισχύει η σχέση:

f 5(x) + 5 f (x) = x − ηµx, για κάθε x ∈ R, να υπολογίσετε το lim
x→0

f (x)
x3 .



II ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ





2. Βασικά Θεωρήματα

2.1 Το Θεώρημα του Rolle
Τα σημεία μηδενισμού της παραγώγου μιας συνάρτησης f παρουσιάζουν ιδιαί-
τερο ενδιαφέρον για την μελέτη της αφού ως γνωστών αποτελούν θέσεις
πιθανών ακροτάτων της.

Θεώρημα 2.1.1 — Rolle. Αν για τη συνάρτηση f ισχύουν οι ακόλουθες προ-
ϋποθέσεις:

• Η f είναι συνεχής στο [α, β].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (α, β).

• f (α) = f (β)

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 0.

Γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος Rolle

Γεωμετρικά του θεώρημα Rolle σημαίνει ότι αν ισχύουν για τη συνάρτηση f
οι παραπάνω προϋποθέσεις, τότε υπάρχει κάποιο ξ ∈ (α, β), τέτοιο ώστε η
εφαπτομένη της C f στο σημείο (ξ, f (ξ)) να είναι παράλληλη στον άξονα x′x
(Σχήμα 1).
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Παρατήρηση 2.1.2 .

1. Η συνάρτηση f πρέπει να είναι ορισμένη σε διαστήματα και όχι σε
ένωση διαστημάτων.

2. Πρέπει να ισχύουν και οι τρεις προϋποθέσεις του θεωρήματος αλ-
λιώς δεν ισχύει το συμπέρασμα του θεωρήματος όπως φαίνεται στα
παρακάτω σχήματα.

3. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] είναι και συνεχής στο [α, β],
οπότε εφαρμόζεται το θεώρημα, πληρουμένων και των υπολοίπων
προϋποθέσεων φυσικά.

4. Το αντίστροφο του θεωρήματος δεν ισχύει. Δηλαδή μπορεί να υπάρχει
ρίζα της παραγώγου χωρίς να ισχύει κάποια από τις προϋποθέσεις.

(αʹ) Η f δεν είναι συνεχής
στο x0 ∈ [α, β]

(βʹ) Η f δεν είναι παραγωγίσιμη
στο x0 ∈ [α, β] (γʹ) f (α) ̸= f (β)

2.1.1 Ερωτήσεις σωστού - λάθους και πολλαπλής επιλογής
A. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με σωστό (Σ) ή λάθος (Λ).

1. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στοR και δεν είναι αντιστρέ-
ψιμη , τότε υπάρχει κλειστό διάστημα [α, β]στο οποίο η f ικανοποιεί τις
προϋποθέσεις του Θεωρήματος Rolle.
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2. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β) , με
f (α) = f (β), τότε υπάρχει ακριβώς ένα ξ ∈ (α, β)τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 0.

3. Αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] και ισχύει f (α) = f (β)
τότε η εξίσωση f ′(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (α, β)
.

4. Αν μία συνάρτηση είναι συνεχής στο [α, β] και f (α) = f (β) τότε υπάρχει
x0(α, β) τέτοιο ώστε f ′(x0) = 0.

5. Αν για μια συνάρτηση f συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β)
ισχύει f (α) ̸= f (β) τότε δεν υπάρχει x0 ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f ′(x0) = 0.

6. Μεταξύ δύο ριζών μιας συνεχούς και παραγωγίσιμης στο R συνάρτησης f
υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της f ′.

7. Μεταξύ δύο ριζών μιας συνεχούς και παραγωγίσιμης στο R συνάρτησης f
υπάρχει το πολύ μία ρίζα της f ′.

8. Αν για μια συνάρτηση f εφαρμόζεται το Θεώρημα του Rolle στο [α, β]
τότε η f είναι 1 − 1 .

9. Έστω συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο R, τότε η f έχει δύο
το πολύ ρίζες.

10. Για τη συνάρτηση f (x) = |x| εφαρμόζεται το Θεώρημα του Rolle στο
διάστημα [−5, 5] .

11. Σε κάθε παραγωγίσιμη και γνησίως μονότονη στο [α, β] συνάρτησης δεν
εφαρμόζεται το θεώρημα του Rolle.

12. Για μια παραγωγίσιμη συνάρτηση στο διάστημα [α, β] μπορεί να εφαρ-
μοστεί το Θεώρημα Bolzano και το Θεώρημα του Rolle.

13. Αν υπάρχει εφαπτομένη ευθεία της C f παράλληλη στον άξονα x′x, τότε
κατ’ ανάγκη εφαρμόζεται το Θεώρημα του Rolle.

14. Αν για μια συνάρτηση f ισχύει το θεώρημα του Rolle στο διάστημα [α, β]
τότε υπάρχει εφαπτομένη της C f παράλληλη στον άξονα x′x.

15. Αν μια παραγωγίσιμη συνάρτηση f είναι άρτια, τότε υπάρχουν άπειρα
διαστήματα [α, β], στα οποία μπορεί να εφαρμοστεί το Θεώρημα του
Rolle.

B. Στις παρακάτω προτάσεις να επιλέξετε την σωστή απάντηση.

1. Έστω μια συνάρτηση f για την οποία ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρή-
ματος του Rolle στο διάστημα [α, β]. Τότε θα υπάρχει ξ ∈ (α, β), ώστε η
εφαπτομένη της C f στο (ξ, f (ξ))

Α. να είναι παράλληλη με τον άξονα y′y
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Β. να έχει συντελεστή διεύθυνσης μηδέν
Γ. να έχει συντελεστή διεύθυνσης ένα
Δ. να είναι παράλληλη με την ευθεία y = x

Ε. να μην ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης

2. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = c, με πεδίο ορισμού το [α, β]. Το πλήθος των
σημείων ξ ∈ (α, β) που προκύπτουν από το θεώρημα του Rolle είναι:

Α. 1 Β. 2 Γ. το πολύ 2 Δ. κανένα Ε. άπειρο

2.1.2 Μεθοδολογίες για την επίλυση ασκήσεων

Μέθοδος 2.1 — Έλεγχος αν ισχύει το Θ.Rolle. Διαπιστώνουμε στο διά-
στημα [α, β] που δίνεται αν:

• η f συνεχής στο [α, β].

• η f παραγωγίσιμη στο (α, β).

• f (α) = f (β)

Τότε ισχύει το Θ.Rolle, δηλαδή υπάρχει ρίζα της παραγώγου στο διά-
στημα [α, β] ( f ′(x) = 0).

Πρόβλημα 2.1 Να εξετάσετε αν εφαρμόζεται το θεώρημα του Rolle στο
διάστημα Δ για την συνάρτηση f όταν:

f (x) =

{
x2 + x3συν π

2x x < 0
x3 + ηµ2πx x ≥ 0

και ∆ = [−1, 1] ■

Λύση

Η συνάρτηση: f (x) =

{
x2 + x3συν π

2x x < 0
x3 + ηµ2πx x ≥ 0

έχει πεδίο ορισμού το A = R.

H f είναι συνεχής στο [−1, 0 και στο (0, 1] και θα εξετάσουμε αν η f είναι
συνεχής στοx0 = 0.

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(x3 + ηµπx) = 0

• lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(x2 + x3συν
π

2x
) = 0 + 0 = 0

• f (0) = 0

Επειδή lim
x→0+

f (x) = lim
x→0−

f (x) = f (0) έπεται ότι η f είναι συνεχής στο x0 = 0.
Επομένως η f είναι συνεχής στο [−1, 1].
Η f είναι παραγωγίσιμη στο (−1, 0) και στο (0, 1) και θα εξετάσουμε αν η f
είναι παραγωγίσιμη στοx0 = 0.
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• lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

x3 + ηµ2πx
x

= lim
x→0+

(x3 + ηµ2πx)′

x′

= lim
x→0+

(3x2 + 2π · ηµπx · συνπx) = 0

• lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

x2 + x3συν π
2x

x
= lim

x→0−
(x + x2συν

π

2x
) = 0

Επειδή lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

έπεται ότι η f είναι παραγωγί-
σιμη στο x0 = 0. Επομένως η f είναι παραγωγίσιμη στο (−1, 1).
Είναι f (−1) = 1 και f (1) = 1, δηλαδή f (−1) = f (1).
Επομένως εφαρμόζεται το θεώρημα του Rolle για την συνάρτηση f στο διά-
στημα [−1, 1].

Ασκήσεις προς λύση
1. Να εξετάσετε αν ισχύει το θεώρημα του Rolle στις παρακάτω συναρ-

τήσεις, στα αντίστοιχα διαστήματα. Στη συνέχεια να βρείτε όλα τα
ξ ∈ (α, β), για τα οποία ισχύει f ′(ξ) = 0.

(α) f (x) =

{
1 − x2 x ≤ 0
1 − x3 x > 0

, x ∈ [−1, 1]

(β) f (x) =
√

x − 1 +
√

5 − x, x ∈ [1, 5]

(γ) f (x) =
√

3x − x2, x ∈ [0, 3]

(δ) f (x) =

{
x2 + 4x − 12 x ≤ −2
4x2 + 16x x > −2

, x ∈ [−6, 0]

(ε) f (x) = |x − 3|, x ∈ [0, 6]

(ζ) f (x) = ln(x + 1), x ∈ [0, 1]

2. Να εξετάσετε αν εφαρμόζεται το Θεώρημα Rolle, για την συνάρτηση
f (x) = x3 + 4x2 − 7x − 10 στο διάστημα [−1, 2]. Αν εφαρμόζεται, να
βρεθεί το ξ ∈ (−1, 2), για το οποίο ισχύει f ′(ξ) = 0.

3. Αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και δεν είναι ένα προς ένα
να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ R τέτοιο ώστε f ′(x0) = 0

4. Έστω μια συνάρτηση f συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη στο (α, β) με
f ′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (α, β). Να δείξετε ότι f (α) ̸= f (β).

5. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = συνx · lnx. Να αποδείξετε ότι:

(α) Η f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο διάστημα
[1, π

2 ]

(β) η εξίσωση xx = eσϕx έχει μία τουλάχιστον λύση στο (1, π
2 )
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6. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → (0,+∞) με f (1) = 1. Να
αποδείξετε ότι:
(α) Η g(x) = x · ln f (x) ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος
Rolle στο διάστημα [0, 1]

(β) η εξίσωση f (x) · ln f (x) + x · f ′(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον λύση στο
(0, 1).

7. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = (x − 4) ln(x − e + 1). Να αποδείξετε ότι:
(α) Η εξίσωση f ′(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα.

(β) Η εξίσωση x − e + 1 = e
4−x

x−e+1 έχει μία τουλάχιστον ρίζα.

8. Έστω η συνάρτηση f , η οποία είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει
f (x) = (x − 1) f (x2) για κάθε x ∈ R. Να δείξετε ότι:
(α) για τη συνάρτηση g(x) = f (x2) ισχύει το θεώρημα του Rolle στο
[0, 1]

(β) Υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, 1)τέτοιο ώστε f ′(ξ) = g(ξ).

9. Δίνεται συνάρτηση f , παραγωγίσιμη στο [−2, 2] για την οποία ισχύει
6 · x · f (x) ̸= (3x2 − 12) f ′(x), για κάθε x ∈ [−2, 2]. Να αποδείξετε ότι:
(α) f (2) · f (−2) ̸= 0

(β) Η f έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (−2, 2) (Με άτοπο)

10. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι παραγωγίσιμη στο [0, π] και ισχύει
f (x)συνx ̸= f ′(x)ηµx για κάθε x ∈ [0, π]. Να δείξετε ότι:
(α) f (0) · f (π) ̸= 0

(β) Η f έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (0, π)

11. Δίνεται η συνάρτηση f (x) =

{
xηµ 1

x x ̸= 0
0 x = 0

. Να δείξετε ότι:

(α) Εφαρμόζεται το Θ. Rolle για την f σε κάθε διάστημα[0, 1
κπ ], κ ∈ Z+

(β) Η εξίσωση ϵϕ 1
x = 1

x έχει μία τουλάχιστον ρίζα σε κάθε διάστημα
(0, 1

κπ ), κ ∈ Z+.

Μέθοδος 2.2 — Προσδιορισμός παραμέτρων ώστε να ισχύει το Θ.Rolle .
Για να προσδιορίσουμε παραμέτρους ώστε να ισχύει το Rolle:

• Θέτουμε f (α) = f (β)

• Ελέγχουμε τη συνέχεια στο [α, β]

• Ελέγχουμε την παραγωγισιμότητα στο (α, β).

Λύνουμε το σύστημα των σχέσεων που προκύπτουν



2.1 Το Θεώρημα του Rolle 163

Πρόβλημα 2.2 Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο: f (x) =

{
x2 + ax + β x ≤ 0
γx2 + 4x + 4 x > 0

.

Να βρείτε τα α, β, γ ∈ R ώστε να εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την
συνάρτηση f στο διάστημα [−1, 1].

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Για να εφαρμόζεται το
θεώρημα του Rolle στην f στο διάστημα [−1, 1] πρέπει η f να είναι συνεχής
στο [−1, 1], παραγωγίσιμη στο (−1, 1) και να ισχύει f (−1) = f (1).

f (1) = f (−1) ⇔ γ + 4 + 4 = (−1)2 − α + β ⇔ γ + 8 = 1 − α + β

⇔ α − β + γ = −7(1)

Η f είναι συνεχής στο[−1, 0 και στο (0, 1] και για να είναι συνεχής στο [−1, 1]
πρέπει η f να είναι συνεχής στοx0 = 0. Δηλαδή πρέπει να ισχύει: lim

x→0+
f (x) =

lim
x→0−

f (x) = f (0) (Α)
Είναι:

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

f (γx2 + 4x + 4) = 4

• lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

f (x2 + αx + β) = β

• f (0) = β

Επομένως η (Α) γίνεται 4 = β (2).
Η f είναι παραγωγίσιμη στο (−1, 0) και στο (0, 1) και για να είναι η f πα-
ραγωγίσιμη στο (−1, 1) πρέπει να είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Δηλαδή
πρέπει να ισχύει:

lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

∈ R (Β)

Είναι:

• lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

γx2 + 4x + 4 − β

x
=(2) lim

x→0+

γx2 + 4x + 4
x

= lim
x→0+

x(γx + 4)
x

= lim
x→0+

(γx + 4) = 4

• lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

x2 + αx + β − β

x
= lim

x→0−

x(x + α)

x
= lim

x→0−
(x + α) = α

Επομένως η (Β) γίνεται α = 4 (3).
Από (1), (2) και (3) έχουμε:

α − β + γ = −7
β = 4
α = 4

⇔


α = 4
β = 4
γ = −7
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Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε τις τιμές του α ∈ R ώστε να ισχύει το θεώρημα του Rolle στο

[α, β] και στη συνέχεια να βρεθούν οι ρίζες ξ της παραγώγου στο (α, β).
(α) f (x) = x2 − (α + 1)x + 3α − 5 στο [2, 5]

(β) f (x) = x3 − (5 − α)x2 + 9x − 2α + 5 στο [1, 4]

(γ) f (x) =
√

x + 1 +
√

2α − 3 − x + 1 στο [−1, 1]

2. Να βρείτε τα α, β, γ ∈ R ώστε η συνάρτηση f να ικανοποιεί τις υποθέσεις
του θεωρήματος Rolle στο διάστημα [−1, 1] όταν:

(α) f (x) =

{
x2 + αx + 2 x < 0
x3 + βx2 + 3x + γ x ≥ 0

(β) f (x) =

{
αx + x2ηµ π

2x x < 0
βx + γ x ≥ 0

(γ) f (x) =

{
x2 + αx + β x ≤ γ

x2 + 2x + 3 x > γ

(δ)

3. Να βρείτε το α ∈ R ώστε η συνάρτηση f (x) =
√

x − 2 +
√

2α − xνα
ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο διάστημα [2, 4].

4. Δίνεται συνάρτηση f : R → R δύο φορές παραγωγίσιμη με f (1) =
14, f (2) = 7 και f (3) = −6.
(α) Να βρείτε τις τιμές των α, β ∈ R ώστε για τη συνάρτηση g(x) =
αx2 + βx + f (x) να ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματα Rolle στα
διαστήματα [1, 2] και [2, 3].
(β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (1, 3) με f ′′(ξ) = −6

5. Έστω μια συνάρτηση f συνεχής στο [0, α] παραγωγίσιμη στο (0, α) και
f (x) > 0 για κάθε x ∈ [0, α]. Αν f (α) = e f (0) και για την g(x) =
ln f (x)− αx, x ∈ [0, α] ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο
[0, α], τότε:
(α) Να βρείτε την τιμή του α.
(β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, α) τέτοιο ώστε
f ′(ξ) = f (ξ).

Μέθοδος 2.3 — Εύρεση ριζών μιας εξίσωσης. Όταν θέλουμε να δείξουμε
ότι μία εξίσωση έχει τουλάχιστον μία ρίζα και δεν μπορούμε να εφαρ-
μόσουμε το θεώρημα του Bolzano τότε:

• Μεταφέρουμε όλους τους όρους στο 1 μέλος.

• Παίρνουμε μια αρχική συνάρτηση F(x) της f (x) (F′(x) = f (x)) και
εφαρμόζουμε το Θ.Rolle.
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Πρόβλημα 2.3 Αν α
4 + β

3 + γ
2 + δ = 0 να δείξετε ότι η εξίσωση αx3 + βx2 +

γx + δ = 0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (0, 1).
■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = α
4 x4 + β

3 x3 + γ
2 x2 + δx η οποία ορίζεται

στο [0, 1]. Για την f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο [0, 1].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (0, 1) με f ′(x) = αx3 + βx2 + γx + δ

• f (0) = 0 και f (1) = α
4 + β

3 + γ
2 + δ = 0 δηλαδή f (0) = f (1).

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, 1)
τέτοιο ώστε f ′(ξ) = αξ3 + βξ2 + γξ + δ = 0 , που σημαίνει ότι ο αριθμός ξ
είναι ρίζα τις εξίσωσης αx3 + βx2 + γx + δ = 0.

Πρόβλημα 2.4 Να δείξετε ότι η εξίσωση 4x3 − 9x2 − 2x + 9 = 0 έχει τουλά-
χιστον μία πραγματική ρίζα στο διάστημα (1, 2).

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = x4 − 3x3 − x2 + 9x η οποία ορίζεται
στο (1, 2). Για την f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο [1, 2].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (1, 2) με f ′(x) = 4x3 − 9x2 − 2x + 9

• f (1) = 6 και f (2) = 6 δηλαδή f (1) = f (2) = 6.

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (1, 2)
τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 0 ⇔ 4ξ3 − 9ξ2 − 2ξ + 9 = 0,που σημαίνει ότι ο αριθμός ξ
είναι ρίζα τις εξίσωσης 4x3 − 9x2 − 2x + 9 = 0.

Ασκήσεις προς λύση
1. Αν α + β = e − 1, να δείξετε ότι η εξίσωση ex = 2αx + β έχει τουλάχιστον

μία ρίζα στο (0, 1).

2. Να δείξετε ότι η εξίσωση 2007x2006 − 2006(λ + 1)x2005 + λ = 0 έχει μία
τουλάχιστον ρίζα στο (0, 1)

3. Να δείξετε ότι η εξίσωση 8αx3 + 9βx2 − 6βx − 2α = 0 έχει τουλάχιστον
μία ρίζα στο (0, 1).

4. Να δείξετε ότι η εξίσωση 12αx3 + 12βx2 − 8βx − 3α = 0 έχει τουλάχιστον
μία ρίζα στο διάστημα (0, 1).

5. Αν 6α = −7 + 3βln2 να δείξετε ότι η εξίσωση x2 = απηµ(πx) + β
x έχει

τουλάχιστον μία ρίζα στο (1, 2).
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6. Αν α + π = 2β, να δείξετε ότι η εξίσωση αηµx = 2βσυνx − 2 έχει τουλά-
χιστον μία ρίζα στο διάστημα (0, π

2 ).

7. Αν αν
ν+1 +

αν−1
ν + αν−2

ν−1 + ... + α1
2 + α0 = 0, ν ∈ N∗ να δείξετε ότι η εξίσωση

ανxv + αν−1xv−1 + ... + α1x + α0 = 0 έχει μία ρίζα στο διάστημα (0, 1).

8. Δίνεται f (x) = α2x2 + α1x + α0 και α0, α1, α2 ∈ R τέτοιο, ώστε να ισχύει
α2
3 + α1

2 + α0 = 0. Να δείξετε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει μία τουλάχιστον
ρίζα ξ ∈ (0, 1).

9. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R με f ′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ R.
Να αποδείξετε ότι:
(α) Η f είναι 1 − 1

(β) η εξίσωση f (4x3 + 3(α − 3)x2)− f (2(3α + β)x − 3β) = 0 όπου α, β ∈ R
έχει μία τουλάχιστον λύση στο (0, 3).

Μέθοδος 2.4 — Απόδειξη σχέσεων με χρήση αρχικής συνάρτησης . Όταν
θέλουμε να αποδείξουμε σχέσης με το θεώρημα Rolle

• Μεταφέρουμε όλους τους όρους της ζητούμενης σχέσης στο 1 μέ-
λος και θέτουμε όπου ξ το x. Έστω ότι το 1 μέλος είναι A(x).

• Βρίσκουμε την αρχική συνάρτηση A(x) ή κατάλληλο μετασχημα-
τισμό αυτής έστω h(x).

• Εφαρμόζουμε το Θ.Rolle για την h(x).

Παρακάτω δίνουμε ένα πίνακα με τις βασικές βοηθητικές συναρτήσεις
για την εφαρμογή του Θεωρήματος Rolle.

Η εξίσωση Βοηθητική συνάρτηση
f ′(ξ) = c h(x) = f (x)− cx

f ′(ξ) = nξn−1 h(x) = f (x)− xn

f ′(ξ)(c − ξ) = f (ξ) h(x) = (x − c) f (x)
f ′(ξ)(ξ − c) = f (ξ) h(x) = f (x)

x−c

ξ f ′(ξ) = n f (ξ) h(x) = f (x)
xn

f ′(ξ) = c f (ξ) h(x) = e−cx f (x)

Πρόβλημα 2.5 Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [1, 3] και ισχύει
f (3) = f (1) + 8. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (1, 3) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 2ξ.

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x)− x2 η οποία ορίζεται στο διά-
στημα [1, 3]. Για τη συνάρτηση h έχουμε:

• Η h είναι συνεχής στο[1, 3].
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• Η h είναι παραγωγίσιμη στο (1, 3) με h′(x) = f ′(x)− 2x

• h(1) = f (1)− 1 και h(3) = f (3)− 9 = f (1) + 8 − 9 = f (1)− 1 δηλαδή
h(1) = h(3)

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (1, 3)
τέτοιο ώστε h′(ξ) = 0 ⇔ f ′(ξ)− 2ξ = 0 ⇔ f ′(ξ) = 2ξ.

Πρόβλημα 2.6 Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [1, 2] και ισχύει
f (2) = 2 f (1). Να δείξετε ότι η εξίσωση x f ′(x) = f (x) έχει μία τουλάχι-
στον ρίζα στο διάστημα (1, 2).

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x)
x η οποία ορίζεται στο διάστημα

[1, 2]. Για τη συνάρτηση h έχουμε:

• Η h είναι συνεχής στο [1, 2].

• Η h είναι παραγωγίσιμη στο (1, 2) με h′(x) = x f ′(x)− f (x)
x2

• h(1) = f (1) και h(2) = f (2)
2 = 2 f (1)

2 = f (1) δηλαδή h(1) = h(2).

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (1, 2)
τέτοιο ώστε

h′(ξ) = 0 ⇔ ξ f ′(ξ)− f (ξ)
ξ2 = 0 ⇔ ξ f ′(ξ)− f (ξ) = 0 ⇔ ξ f ′(ξ) = f (ξ)

που σημαίνει ότι η εξίσωση x f ′(x) = f (x) έχει ρίζα τον αριθμό ξ ∈ (1, 2).

Πρόβλημα 2.7 Οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο [α, β] και παραγω-
γίσιμες στο (α, β) και για κάθε x ∈ (α, β) ισχύει f (x)g(x) ̸= 0. Αν f (α) = 0
και g(β) = 0 να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f ′(ξ)

f (ξ) +
g′(ξ)
g(ξ) = 0.

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x)g(x) η οποία ορίζεται στο διά-
στημα [α, β].
Για τη συνάρτηση h έχουμε:

• Η h είναι συνεχής στο[α, β].

• Η h είναι παραγωγίσιμη στο (α, β) με h′(x) = f ′(x)g(x) + f (x)g′(x)

• h(α) = f (α)g(α) = 0 και h(β) = f (β)g(β) = 0 δηλαδή h(α) = h(β).

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (α, β)
τέτοιο ώστε:

h′(ξ) = 0 ⇔ f ′(ξ)g(ξ) + f (ξ)g′(ξ) = 0 ⇔ f (x)g(x) ̸=0 f ′(ξ)g(ξ)
f (ξ)g(ξ) +

f (ξ)g′(ξ)
f (ξ)g(ξ) = 0 ⇔

f ′(ξ)
f (ξ) +

g′(ξ)
g(ξ) = 0
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Ασκήσεις προς λύση
1. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 1] και παραγωγίσιμη στο (0, 1) με

f (0) = f (1). Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε f ′(ξ) =
3ξ2 − 1.

2. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [1, 2] και παραγωγίσιμη στο (1, 2) με
f (2) − f (1) = ln2 − 3

2 . Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (1, 2) τέτοιο ώστε
f ′(ξ) = ξ2−3ξ+1

ξ .

3. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο (0, π) με f (0) = −1 και f (π) = 3.
Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, π) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 2ηµξ − συνξ.

4. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [0, 2] με f (0) = −2 και f (2) =
−8. Να δείξετε ότι η εξίσωση f ′(x) = −3x2 + 2x − 1 έχει τουλάχιστον
μία ρίζα στο (0, 2).

5. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [1, e] με f (1) = 3
2 και f (e) = e2

2 .
Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (1, e) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = ξ − 1

ξ .

6. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 1] και παραγωγίσιμη στο (0, 1) με
f (1) = 0. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε ξ f ′(ξ) = −2 f (ξ).

7. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 1] και παραγωγίσιμη στο (0, 1) με
f (0) = 2 f (1). Να δείξετε ότι η εξίσωση f ′(x) = − 2x

x2+1 f (x) έχει τουλάχι-
στον μία ρίζα στο (0, 1).

8. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 1] και παραγωγίσιμη στο (0, 1) με
f (1) = 0. Να δείξετε ότι η εξίσωση f ′(x)

συνx + f (x)
ηµx = 0 έχει τουλάχιστον μία

ρίζα στο (0, 1).

9. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 1] και παραγωγίσιμη στο (0, 1)
με f (1) = f (0)συν1. Να δείξετε ότι η εξίσωση f ′(x)

ηµx + f (x)
συνx = 0 έχει

τουλάχιστον μία ρίζα στο (0, 1).

10. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, 4] και παραγωγίσιμη στο (α, 4)
με f (α) = 0 . Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, 4) τέτοιο ώστε f (ξ) =
(4 − ξ) f ′(ξ).

11. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, α] και παραγωγίσιμη στο (0, α)
με f (0) = 0 . Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, α) τέτοιο ώστε 2 f (ξ) =
(a − ξ) f ′(ξ).

12. Οι συναρτήσεις f , g είναι συνεχείς στο [α, β] και παραγωγίσιμες στο
(α, β). Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f ′(ξ)[g(β)− g(ξ)] =
g′(ξ)[ f (ξ)− f (α)].

13. Έστω f συνάρτηση παραγωγίσιμη στο διάστημα [1, 2] με f ′(x) ̸= 0 στο
(1, 2) και f (2) = 0. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (1, 2) τέτοιο, ώστε:
f (ξ)
f ′(ξ) + ξlnξ = 0.



2.1 Το Θεώρημα του Rolle 169

14. Έστω f συνάρτηση παραγωγίσιμη στο διάστημα (e, e2) και συνεχής στα
σημεία e, e2 για τα οποία ισχύει f (e2) = 2 f (e). Να αποδείξετε ότι υπάρχει
ξ ∈ (e, e2) τέτοιο, ώστε: f ′(ξ) ln ξξ = f (ξ).

15. Δίνεται η συνάρτηση f , που είναι συνεχής στο διάστημα [0, 2] και πα-
ραγωγίσιμη στο (0, 2) με f (2) − f (0) = 2. Να αποδείξετε ότι υπάρχει
ξ ∈ (0, 2) τέτοιο, ώστε : f ′(ξ) = 3 − 2ξ .

16. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση g : [0, 1] → R με g(0) = 0 και g(x) > 0
για κάθε x ∈ (0, 1). Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε
2g′(ξ)
g(ξ) = g′(1−ξ)

g(1−ξ)
.

17. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση g : R → R με g(0) = 0. Να αποδείξετε
ότι υπάρχει ξ ∈ (0, π

4 ) τέτοιο, ώστε: g′(ξ)(1 − ϵφξ) = (1 + ϵφξ)g(ξ).

18. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R. Να αποδείξετε ότι η εξί-
σωση (2x − 3) f (x) + (x2 − 3x) f ′(x) = 0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο
διάστημα (0, 3).

19. Δίνεται ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 2π], παραγωγίσιμη στο
(0, 2π) και f (x) > 0 για κάθε x ∈ [0, 2π]. Αν f (0) = f (2π) να δείξετε ότι
υπάρχει x0 ∈ (0, 2π) τέτοιο ώστε f ′(x0) = 2ηµx0

√
f (x0)

20. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [1, 3], παραγωγίσιμη στο (1, 3) και
ισχύει f (1)+ 8 = f (3)+ ln27, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (1, 3) τέτοιο,
ώστε ξ f ′(ξ) + 3 = 2ξ2.

21. Δίνεται ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 1], παραγωγίσιμη στο
(0, 1). Αν f (0) = −1 και f (1) = 1 να δείξετε ότι υπάρχει x0 ∈ (0, 1)
τέτοιο ώστε f ′(x0)(2 f (x0) + 1) = 2.

22. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [1, 2], παραγωγίσιμη στο (1, 2) και
ισχύει f (2)− f (1) = 3 − ln2, να δείξετε ότι υπάρχει x0 ∈ (1, 2) τέτοιο,
ώστε x0 f ′(x0) = 2x2

0 − 1 .

23. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 2] και παραγωγίσιμη στο (0, 2),
να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 2) τέτοιο, ώστε f ′(ξ) = f ′(2 − ξ).

24. Δίνεται η συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [0, 1], παραγωγίσιμη
στο (0, 1) και ισχύει 1

f (0) −
1

f (1) = 1. Αν f (x) ̸= 0 για κάθε x ∈ [0, 1]
να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε
f ′(x0) = 2x0 f 2(x0).

25. Έστω η συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [0, 1] , παραγωγίσιμη
το (0, 1) και ισχύει f (x) > 0 για κάθε x ∈ [0, 1]. Αν f (0) = ln2 και
f (1) = ln(e + 1) να δείξετε ότι υπάρχει x0 ∈ (0, 1) τέτοιο, ώστε f ′(x0) =

2x0(1 − e− f (x0)).

26. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει f (1) = 1, να αποδείξετε ότι
υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 > 0 τέτοιο, ώστε: f ′(x0) = 2 − f (x0)

x0
.
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27. Έστω η συνάρτηση f συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β)
και ισχύει f (x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (α, β) να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β)

τέτοιο, ώστε f ′(ξ)
f (ξ) = 1

α−ξ +
1

β−ξ .

28. Έστω η συνάρτηση f : [3, 4] → R συνεχής στο [3, 4] και παραγωγίσιμη
στο (3, 4) με 3 f (3) = 2 f (4). Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (3, 4)τέτοιο, ώστε
f ′(ξ) · (ξ − 1) = f (ξ).

29. Δίνεται συνάρτηση g, παραγωγίσιμη στο [0, 1], με g′ συνεχής στο [0, 1]
και g(1) = g(0) + 1

2 , g′(0) > 0. Να αποδείξετε ότι:
(α) Υπάρχει ξ ∈ (0, 1) τέτοιο, ώστε g′(ξ) = ξ

(β) Υπάρχει ρ ∈ (0, 1) τέτοιο, ώστε g′(ρ) = 2ρ

30. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R, να αποδείξετε ότι για κάθε
h > 0 υπάρχει θ ∈ (0, 1), ώστε f (x + h) = f (x) + h · f ′(x + θh).

31. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει f (1) =
2 και f (0) = 1. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, 1)
τέτοιο, ώστε 2 f ′(ξ)( f (ξ)− 1) = 3ξ2.

32. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : [1, 2] → [1, 2] για την οποία ισχύει
f (1) = 2 και f (2) = 1. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον
ξ ∈ (1, 2) τέτοιο, ώστε f ′(ξ) f ′( f (ξ)) = 1.

Μέθοδος 2.5 — Εύρεση αρχική με το τέχνασμα eG(x) . Στις ασκήσεις που
ζητείται να δειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) που ικανοποιεί μια σχέση της
μορφής f ′(ξ) + g(ξ) f (ξ) = 0 (1), τότε:

• Αντικαθιστούμε όπου ξ το x.

• Βρίσκουμε την αρχική G(x) της g(x) (G′(x) = g(x))

• Πολλαπλασιάζουμε τη σχέση (1) με eG(x), οπότε:

eG(x) f ′(x) + eG(x)G′(x) f (x) = 0 ⇔ (eG(x) f (x))′ = 0

• Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = eG(x) f (x) και εφαρμόζουμε το
θεώρημα του Rolle στο [α, β].

Πρόβλημα 2.8 Δίνεται η συνάρτηση f , η οποία είναι συνεχής στο [−3, 3],
παραγωγίσιμη στο (−3, 3) και f (−3) = f (3) = e9. Να δείξετε ότι υπάρχει
ξ ∈ (−3, 3), ώστε να ισχύει η σχέση f ′(ξ) = 2ξ f (ξ).

■

Λύση Θέτοντας όπου ξ το x, έχουμε: f ′(x)− 2x f (x) = 0 (1)
Η αρχική της −2x είναι η −x2, οπότε πολλαπλασιάζουμε την (1) με e−x2 και
είναι:
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e−x2
f ′(x)− 2xe−x2

f (x) = 0 ⇔ (e−x2
f (x))′ = 0

Θεωρούμε την συνάρτηση h(x) = e−x2
f (x) η οποία είναι συνεχής στο [−3, 3] ως

πράξη συνεχών, παραγωγίσιμη στο (−3, 3) με h′(x) = e−x2
f ′(x)− 2xe−x2

f (x)
και h(3) = h(−3) = 1. Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα Rolle, υπάρχει ξ ∈
(−3, 3) τέτοιο, ώστε:

h′(ξ) = 0 ⇔ e−ξ2
f ′(ξ)− 2ξe−ξ2

f (ξ) = 0 ⇔e−ξ2 ̸=0 f ′(ξ) = 2ξ f (ξ)

Πρόβλημα 2.9 Οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο [α, β] και παραγω-
γίσιμες στο (α, β) και για κάθε x ∈ [α, β] ισχύει f ′(x)g(x) ̸= f (x)g′(x)(1) .
Αν f (α) = f (β) = 0 να δείξετε ότι η εξίσωση g(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον
ρίζα στο (α, β).

■

Λύση Για x = α, από την (1) έπεται:

f ′(α)g(α) ̸= f (α)g′(α) ⇔ f ′(α)g(α) ̸= 0 ⇔ g(α) ̸= 0

Για x = β, από την (1) έπεται :

f ′(β)g(β) ̸= f (β)g′(β) ⇔ f ′(β)g(β) ̸= 0 ⇔ g(β) ̸= 0

Υποθέτουμε ότι είναι g(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (α, β). Θεωρούμε τη συνάρτηση
h(x) = f (x)

g(x) η οποία ορίζεται στο διάστημα [α, β].
Για τη συνάρτηση h έχουμε:

• Η h είναι συνεχής στο[α, β].

• Η h είναι παραγωγίσιμη στο(α, β) με h′(x) = f ′(x)g(x)− f (x)g′(x)
g2(x)

• h(α) = f (α)
g(α) = 0 και h(β) = f (β)

g(β)
= 0 δηλαδή h(α) = h(β).

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (α, β)
τέτοιο ώστε:

h′(ξ) = 0 ⇔ f ′(ξ)g(ξ)− f (ξ)g′(ξ)
g2(ξ)

= 0 ⇔ f ′(ξ)g(ξ)− f (ξ)g′(ξ) = 0
⇔ f ′(ξ)g(ξ) = f (ξ)g′(ξ)

Άτοπο γιατί για κάθε x ∈ [α, β] ισχύει f ′(x)g(x) ̸= f (x)g′(x).
Επομένως θα υπάρχει κ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε g(κ) = 0 που σημαίνει ότι η
εξίσωση g(x) = 0 έχει ρίζα τον αριθμό κ ∈ (α, β).

Πρόβλημα 2.10 Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη
στο(α, β) με f (α) = f (β) = 0 . Να δείξετε ότι για κάθε λ ∈ R υπάρχει
ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = λ f (ξ).

■
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Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x)
eλx η οποία ορίζεται στο διάστημα

[α, β].
Για τη συνάρτηση h έχουμε:

• Η h είναι συνεχής στο [α, β].

• Η h είναι παραγωγίσιμη στο (α, β) με

• h′(x) = f ′(x)eλx− f (x)eλxλ

(eλx)2 = f ′(x)−λ f (x)
eλx

• h(α) = f (α)
eλα = 0 και h(β) = f (β)

eλβ = 0 δηλαδή h(α) = h(β).

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (α, β)
τέτοιο ώστε:

h′(ξ) = 0 ⇔ f ′(ξ)−λ f (ξ)
eλξ = 0 ⇔ f ′(ξ)− λ f (ξ) = 0 ⇔ f ′(ξ) = λ f (ξ)

Ασκήσεις προς λύση
1. Η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο [0, 1] με f (0) = 1

e και f (1) = e2. Να
δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 3 f (ξ).

2. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [0, 1] με f (0) = eκ και f (1) = 1.
Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = −κ f (ξ)

3. Έστω η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο
(α, β). Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 1

α−ξ +
1

β−ξ .

4. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β)
με f (α) = f (β) = 0 . Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε
f ′(ξ) = f (ξ).

5. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [−π
2 , π

2 ] και παραγωγίσιμη στο (−π
2 , π

2 )
. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (−π

2 , π
2 ) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = ϵφξ

6. Αν η γραφική παράσταση μιας παραγωγίσιμης στο R συνάρτησης g τέ-
μνει τη γραφική παράσταση της f (x) = ex σε δύο σημεία, να αποδείξετε
ότι υπάρχει ξ ∈ R τέτοια, ώστε g′(ξ) = g(ξ).

7. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : [−α, α] → R, για την οποία ισχύει
f (−α) = f (α). Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (−α, α) τέτοια, ώστε
f ′(ξ) + 2ξ f (ξ) = 0.

8. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [0, 2] και παραγωγίσιμη
στο (0, 2) και ισχύει f (0) = 1 και f (2) = 1

e8 . Να δείξετε ότι υπάρχει
τουλάχιστον ένα ξ ∈ (0, 2) τέτοιο, ώστε f ′(ξ) = −3ξ2 · f (ξ).

9. Αν για τις παραγωγίσιμες συναρτήσεις f , g ισχύει f (α) = f (β), g(α) = eα,
g(β) = eβ, να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε f ′(ξ)eξ +
g(ξ) = g′(ξ).
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Μέθοδος 2.6 — Εύρεση της αρχικής μέσω της σχέσης F(α) = F(β). Σε
ασκήσεις που μας δίνεται ότι ισχύει μια δοσμένη σχέση μπορούμε με
κατάλληλο μετασχηματισμό να καταλήξουμε στην σχέση F(α) = F(β),
οπότε εφαρμόζουμε το θεώρημα Rolle για την F στο διάστημα [α, β].

Πρόβλημα 2.11 Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], α > 0 και παραγω-
γίσιμη στο (α, β). Αν α f (β) = β f (α) να δείξετε ότι:
(α) Υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = λ f (ξ).
(β) Η εφαπτομένη της C f στο σημείο A(ξ, f (ξ)) διέρχεται από την αρχή
των αξόνων.

■

Λύση
(α) Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x)

x η οποία ορίζεται στο διάστημα[α, β].
Για τη συνάρτηση h έχουμε:

• Η h είναι συνεχής στο [α, β].

• Η h είναι παραγωγίσιμη στο (α, β) με h′(x) = x f ′(x)− f (x)
x2

• h(α) = f (α)
α καιh(β) = f (β)

β δηλαδή h(α) = h(β) (επειδή α f (β) = β f (α) ⇔
f (α)

α = f (β)
β ).

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (α, β)
τέτοιο ώστε:

h′(ξ) = 0 ⇔ ξ f ′(ξ)− f (ξ)
ξ2 = 0 ⇔ ξ f ′(ξ)− f (ξ) = 0 ⇔ ξ f ′(ξ) = f (ξ)

(β) Επειδή η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο ξ έπεται ότι ορίζεται η
εφαπτομένη στη C f στο σημείο A(ξ, f (ξ)) η οποία έχει εξίσωση:

y − f (ξ) = f ′(ξ)(x − ξ)(1)

Για το x = 0 και y = 0 η (1) γίνεται − f (ξ) = − f ′(ξ)ξ ⇔ ξ f ′(ξ) = f (ξ) που
ισχύει. Άρα η εφαπτομένη της C f στο σημείο Α διέρχεται από την αρχή των
αξόνων.

Ασκήσεις προς λύση
1. Δίνονται οι συναρτήσεις f , g, συνεχείς στο [α, β] παραγωγίσιμες στο (α, β)

και f (α)
g(α) = f (β)

g(β)
. Αν g(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ [α, β], να αποδείξετε ότι

υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε f ′(ξ)
g′(ξ) =

f (ξ)
g(ξ) .

2. Έστω ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει α f (β) =

β f (α) με 1 < α < β. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (α, β)
τέτοιο, ώστε f (ξ) = ξ · f ′(ξ) · lnξ.



174 Κεφάλαιο 2. Βασικά Θεωρήματα

3. Έστω συνάρτηση f : [α, β] → R με f (x) > 0 για κάθε x ∈ [α, β] και
g(x) = ex f (x). Αν η f είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο
(α, β) και α − β = ln( f (β))− ln( f (α)), να δείξετε ότι :
(α) υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε g′(ξ) = 0.
(β) Η εφαπτομένη της C f στο σημείο M(ξ, f (ξ)) διέρχεται από το σημείο
B(1, ξ f (ξ)).
(γ) Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο(α, β) και είναι g′′(ξ) = 0,
τότε είναι f ′(ξ) = − f ′′(ξ).

4. Δίνονται οι συναρτήσεις f , g, συνεχείς στο [α, β] παραγωγίσιμες στο
(α, β). Αν ισχύει f (x) > 0 για κάθε x ∈ [α, β] και

ln[ f (α)
f (β)

] = g(β)− g(α),

να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε :
f ′(ξ) + f (ξ)g′(ξ) = 0.

5. Έστω μια συνάρτηση f συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη στο (α, β)και
ισχύει ότι e f (α)− f (β) = β

α . Να δείξετε ότι η εξίσωση x · f ′(x) + 1 = 0 έχει
τουλάχιστον μία ρίζα στο (α, β).

6. Έστω μια συνάρτηση f συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη στο (α, β)Αν
ισχύει ότι f (x) ̸= 0 και f (β)lnα = f (α)lnβ για κάθε x ∈ [α, β] με α > 0.
Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε f (ξ) = ξ2 f ′(ξ).

7. Έστω ότι ισχύει η σχέση β · ηµα = α · ηµβ με 0 < α < β < π
2 να δείξετε

ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστεϵϕξ = ξ .

8. Αν η συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α, β] και ισχύει f ′(α)
f ′(β)

=

eα−β, να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε f ′′(ξ) = f ′(ξ).

9. Αν (α + 1)β = (β + 1)α με 0 < α < β , να δείξετε ότι υπάρχει ένα
τουλάχιστον ξ ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε ξ = (ξ + 1) ln(ξ + 1).

10. Έστω f , g : R → R δύο παραγωγίσιμες συναρτήσεις με συνεχείς παρα-
γώγους για τις οποίες ισχύει f (x)g′(x)− f ′(x)g(x) ̸= 0 για κάθεx ∈ R.
Να αποδείξετε μεταξύ δύο ριζών της εξίσωσης g(x) = 0 υπάρχει ρίζα
της εξίσωσης f (x) = 0.

Μέθοδος 2.7 — Εύρεση ρίζας για την f ′′(x) = 0 . Όταν μας ζητείται η
ύπαρξη μιας ρίζας της f ′′(x) = 0 σε ένα διάστημα (α, β), τότε:

• Εφαρμόζουμε το θεώρημα Rolle για την f σε δύο κατάλληλα υπο-
διαστήματα του (α, β) οπότε εξασφαλίζουμε δύο τουλάχιστον ρίζες
της f ′(x) = 0, έστω ξ1 < ξ2.
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• Εφαρμόζουμε το θεώρημα Rolle για την f ′ στο διάστημα [ξ1, ξ2]
οπότε εξασφαλίζουμε την ρίζα της f ′′(x) = 0.

Πρόβλημα 2.12 Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγω-
γίσιμη στο [0,+∞ και ισχύει f (1) − f (2) = −7

6 − 1
2 ln 2 και f (2) − f (e) =

5−e3+3 ln 2
6 . Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈ (1, e) τέτοια, ώστε

2 f ′′(ξ) = 2ξ − 1
ξ2 .

■

Λύση Θεωρούμε την συνάρτηση g(x) = 2 f (x)− 1
3 x3 − lnx.

• Η g είναι συνεχής στα διάστημα [1, 2] και [2, e] ως άθροισμα συνεχών.

• Η g είναι παραγωγίσιμη στα διαστήματα (1, 2) και (2, e) με g′(x) =
2 f ′(x)− x2 − 1

x .

•
{

g(1) = 2 f (1)− 1
3

g(2) = 2 f (2)− 8
3 − ln 2

⇔ g(1) = g(2) ⇔ f (1)− f (2) = −7
6 − 1

2 ln 2

Ισχύει.

•
{

g(e) = 2 f (e)− 1
3 e3 − 1

g(2) = 2 f (2)− 8
3 − ln 2

⇔ g(e) = g(2) ⇔ f (2) − f (e) = 5−e3+3 ln 2
6

Ισχύει.

Οπότε υπάρχουν τουλάχιστον από ένα ξ1 ∈ (1, 2) και ξ2 ∈ (2, e) τέτοια ώστε:
g′(ξ1) = g′(ξ2) = 0

• Η g′ είναι συνεχής στο [ξ1, ξ2] ⊆ [1, e] ως άθροισμα συνεχών.

• Η g′ είναι παραγωγίσιμη στο (ξ1, ξ2) ⊆ (1, e) με g′′(x) = 2 f ′′(x)− 2x + 1
x2

• g′(ξ1) = g′(ξ2) = 0. Οπότε υπάρχει ένα ξ ∈ (ξ1, ξ2) ⊆ (1, e) τέτοιο, ώστε:

g′′(ξ) = 0 ⇔ 2 f ′′(ξ) = 2ξ − 1
ξ2

Ασκήσεις προς λύση
1. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R

και ισχύει f (1)− 1 = f (e) = 1 + f (e2). Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ένα
τουλάχιστον ξ ∈ (1, e2) τέτοιο, ώστε f ′′(ξ) = 1

ξ2 .

2. Αν η εξίσωση x3 + αx2 + βx + γ = 0 έχει τρεις πραγματικές ρίζες και
άνισες ανά δύο, να δείξετε ότι α2 > 3β.

3. Αν η εξίσωση αx4 + βx3 + γx2 + x + 2 = 0 έχει τέσσερις διαφορετικές
ρίζες να δειχθεί ότι 3β2 > 8αγ.
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4. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R με
f (3) = 9, f (−3) = −9 και f (0) = 0.Να δείξετε ότι η εξίσωση f ′′(x) = 2x
έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (−3, 3).

5. Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R. Αν η καμπύλη
y = f (x) δέχεται δύο παράλληλες εφαπτόμενες να δειχθεί ότι η καμπύλη
y = f ′(x) δέχεται οριζόντια εφαπτομένη.

6. Δίνεται συνάρτηση f : [1, 3] → R δύο φορές παραγωγίσιμη με f (1) =
2, f (2) = ln(2e3) και f (3) = ln(3e4). Να αποδείξετε ότι:
(α) Η γραφική παράσταση της g(x) = f (x)− lnx − x έχει δύο οριζόντιες
εφαπτομένες στο [1, 3].
(β) υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (1, 3) τέτοιο, ώστε ξ2 f ′′(ξ) = −1

7. Δίνεται συνάρτηση f : R → R δύο φορές παραγωγίσιμη για την οποία
ισχύει f (0) = f (2) = 2 και f (1) = 3. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα
τουλάχιστον ξ ∈ (0, 2) τέτοιο ώστε f ′′(ξ) = 4 − 6ξ

8. Έστω μια συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο R για την οποία
ισχύει f (−π

2 ) = f (π
2 ) =

π2

4 και f (0) = −1. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα
τουλάχιστον ξ ∈ (−π

2 , π
2 ) τέτοιο, ώστε f ′′(ξ) = συνξ + 2.

9. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη δύο φορές στο [α, γ]. Αν

| f (α)− f (β)|+ | f (β)− f (γ)|+ | f (γ)− f (α)| = 0 με β ∈ (α, γ)

να δειχθεί ότι η εξίσωση f ′′(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (α, γ).

10. Δίνεται η συνάρτηση g η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο
(0,+∞). Αν η Cg διέρχεται από τα σημεία (α, α), (β, β) και Γ(γ, γ) με
0 < α < β < γ, να δείξετε ότι :
(α) υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (0,+∞) τέτοια, ώστε 1

ξ1
g(ξ1) = g′(ξ1) και 1

ξ2
g(ξ2) =

g′(ξ2)

(β) Αν η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία (ξ1, g(ξ1)) , Λ(ξ2, g(ξ2))
διέρχεται και από την αρχή των αξόνων, τότε υπάρχει ξ > 0 τέτοιο,
ώστε g′′(ξ) = 0

Μέθοδος 2.8 — Ύπαρξη μοναδικής ρίζας . Για την ύπαρξη μοναδικής ρί-
ζας κάνουμε τα εξής:

• Με την βοήθεια του τύπου της εξίσωσης θεωρούμε κατάλληλη
συνάρτηση f η οποία ορίζεται στο διάστημα [α, β].

• Εφαρμόζουμε το θ.Bolzano στο διάστημα [α, β] για να διαπιστώ-
σουμε ότι η συνάρτηση έχει μία τουλάχιστον ρίζα ρ1 στο διά-
στημα αυτό. Εάν δεν προκύπτει κάποια ρίζα από το θεώρημα
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του Bolzano εφαρμόζουμε το θεώρημα Rolle στην αρχική της f ,
έτσι εξασφαλίζουμε στο (α, β) μία τουλάχιστον ρίζα. Εάν η ρίζα
της εξίσωσης είναι προφανής δεν χρειάζεται να εφαρμόσουμε το
θ.Bolzano

• Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f έχει άλλη ρίζα ρ2 στο διάστημα
[α, β].

• Εφαρμόζουμε το θ.Rolle στο διάστημα [ρ1, ρ2] και καταλήγουμε σε
άτοπο.

Πρόβλημα 2.13 Να δείξετε ότι η εξίσωση lnx + 2x = 10(1) έχει μοναδική
ρίζα στο διάστημα (e, e3).

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = lnx + 2x − 10 η οποία ορίζεται στο
διάστημα [e, e3]. Για την f ισχύουν:
Η f είναι συνεχής στο [e, e3].{

f (e) = 2e − 9 < 0
f (e3) = 3e3 − 7 > 0

⇔ f (e) f (e3) < 0

Από το θεώρημα Bolzano έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (e, e3)
τέτοιο ώστε f (ξ) = 0. Επομένως η εξίσωση f (x) = 0 έχει στο (e, e3) μία
τουλάχιστον ρίζα την ξ.
Υποθέτουμε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει στο διάστημα (e, e3) και άλλη ρίζα
εκτός από την ξ, την ρ και π.χ. ρ < ξ. Τότε :

• Η f είναι συνεχής στο [ρ, ξ] ⊂ (e, e3).

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (ρ, ξ) με f ′(x) = 1
x + 2x.

• f (ρ) = f (ξ) = 0.

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον κ ∈ (ρ, ξ)
τέτοιο ώστε f ′(κ) = 0 ⇔ 1

κ + 2κ = 0 άτοπο γιατί κ ∈ (ρ, ξ) ⊂ (e, e3).
Επομένως η εξίσωση f (x) = 0 ⇔ lnx + 2x − 10 = 0 ⇔ lnx + 2x = 10 έχει
μοναδική ρίζα στο διάστημα (e, e3) τον αριθμό ξ.

Πρόβλημα 2.14 Να δείξετε ότι η εξίσωση x3 + 4x + a = 0 έχει μόνο μία ρίζα
στο R.

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = x3 + 4x + a με πεδίο ορισμού το A = R.
1 τρόπος:
Η εξίσωση f (x) = 0 είναι πολυωνυμική περιττού βαθμού και επομένως έχει
μία τουλάχιστον ρίζα ξ στοR.
2 τρόπος:
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Είναι lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x3 + 4x + a) = lim
x→+∞

x3 = +∞. Επομένως υπάρχει
κ > 0 τέτοιο ώστε f (κ) > 0.
Είναι lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞
(x3 + 4x + a) = lim

x→−∞
x3 = −∞. Επομένως υπάρχει

λ < 0 τέτοιο ώστε f (λ) < 0.
Για την f ισχύουν:

• Η f είναι συνεχής στο [λ, κ]

• f (λ) f (κ) < 0.

Από το θεώρημα του Bolzano ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (λ, κ) ⊂ R
τέτοιο ώστε f (ξ) = 0.
Υποθέτουμε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει στοR και άλλη ρίζα εκτός από την
ξ, την ρ και π.χ. ρ < ξ. Τότε :

• Η f είναι συνεχής στο [ρ, ξ] ⊂ R.

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (ρ, ξ) με f ′(x) = 3x2 + 4.

• f (ρ) = f (ξ) = 0.

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον κ ∈ (ρ, ξ)
τέτοιο ώστε f ′(κ) = 0 ⇔ 3κ2 + 4 = 0 άτοπο.
Άρα η εξίσωση f (x) = 0 ⇔ 3x2 + 4x + a = 0 έχει στο R μοναδική ρίζα τον
αριθμό ξ.

Πρόβλημα 2.15 Να δείξετε ότι η εξίσωση ax = λx + β έχει ακριβώς μία
πραγματική ρίζα όταν είναι 0 < a < 1 και λ > 0. ■

Λύση Θεωρούμε την συνάρτηση f (x) = ax − λx − β με πεδίο ορισμού το
A = R.
lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞
(ax − λx − β) = +∞. Επομένως υπάρχει κ < 0 τέτοιο ώστε

f (κ) > 0
lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞
(ax − λx − β) = −∞. Επομένως υπάρχει µ > 0 τέτοιο ώστε

f (µ) < 0.
Για την f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο [κ, µ]

• f (κ) f (µ) < 0.

Από το θεώρημα Bolzano έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (κ, µ)
τέτοιο ώστε f (ξ) = 0 που σημαίνει ότι ο ξ είναι ρίζα της εξίσωσης f (x) = 0.
Υποθέτουμε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει στο R και άλλη ρίζα εκτός από την
ξ, την ρ και π.χ. ρ < ξ. Για την f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο [ρ, ξ].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (ρ, ξ) με f ′(x) = axlna − λ.
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• f (ρ) = f (ξ) = 0.

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ1 ∈ (ρ, ξ)
τέτοιο ώστε:

f ′(ξ1) = 0 ⇔ aξ1 lna − λ = 0 ⇔ aξ1 lna = λ

άτοπο γιατί είναιλ > 0 και aξ1 lna < 0 (0 < a < 1 ⇔ lna < 0).
Άρα η εξίσωση f (x) = 0 ⇔ ax −λx− β = 0 ⇔ ax = λx+ β έχει στο R μοναδική
ρίζα τον αριθμό ξ.

Πρόβλημα 2.16 Έστω μια συνάρτηση f τέτοια, ώστε f ′′(x) ̸= 2 + 1
x2 για

κάθε x ∈ [1, e] και f (1) = 1, f (e) = e2 − 1. Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικός
αριθμός ξ ∈ (1, e) τέτοιος ώστε f ′(ξ) = 2ξ − 1

ξ .
■

Λύση Θεωρούμε την συνάρτηση g(x) = f (x)− x2 + lnx.

• Η g είναι συνεχής στο [1, e] ως άθροισμα συνεχών.

• Η g είναι παραγωγίσιμη στο (1, e)

•
{

g(1) = f (1)− 1 = 0
g(e) = f (e)− e2 + 1 = 0

⇔ g(1) = g(e)

Οπότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈ (1, e) τέτοιο, ώστε:

g′(ξ) = 0 ⇔ f ′(ξ) = 2ξ − 1
ξ

Έστω ότι υπάρχουν δύο ρίζες της g′(x) = 0, τις ξ < ξ ′ ∈ (1, e).

• Η g′ είναι συνεχής στο [ξ, ξ ′] ως άθροισμα συνεχών.

• Η g είναι παραγωγίσιμη στο (ξ, ξ ′) με g′′(x) = f ′′(x)− 2x + 1
x2

• g′(ξ) = g′(ξ ′) = 0

Οπότε υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ (ξ, ξ ′) τέτοιο ώστε:

g′′(x0) = 0 ⇔ f ′′(x0) = 2 + 1
x2

0
άτοπο.

Άρα το ξ ∈ (1, e) είναι μοναδική ρίζα της g′(ξ) = 0 ⇔ f ′(ξ) = 2ξ − 1
ξ .
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Ασκήσεις προς λύση
1. Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν στο διάστημα Δ μοναδική

ρίζα όταν:
(α) x3 + 4x + 2 = 0 και ∆ = (−3, 0)

(β) συνx = x και ∆ = (0, π)

(γ) e−x − x − 2 = 0 και ∆ = (−1, 0)

(δ) x3 − 9x2 + 24x − 1 = 0 και ∆ = (0, 2)

(ε) ln 3x + ex − 2 = 0 και ∆ = (0,+∞)

(ζ) xϵφx = −1 και ∆ = (π
2 , π)

2. Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μοναδική ρίζα στο R.
(α) αx3 + 2x + β = 0α > 0.
(β) ex + x3 − 2 = 0.
(γ) αx = λx + β, α > 1, λ < 0.
(δ) ln(x2 + 1) + 3x = 2.

3. Να δείξετε ότι η εξίσωση x3 − αx2 + (α2 + 1)x = 1 έχει μοναδική ρίζα στο
R.
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση xex + 1 = ex έχει μοναδική ρίζα.

4. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2x + 3x = 5x έχει μοναδική λύση στο R.

5. Δίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο (0, 1), συνεχής στο [0, 1]. Αν
ισχύει 1 < f (x) <

√
2 για κάθε x ∈ [0, 1] και f ′(x) ̸= 5 για κάθε x ∈ (0, 1),

να αποδειχθεί ότι υπάρχει ένα μόνο ρ ∈ (0, 1) τέτοιο, ώστε f (ρ) = 5ρ− 2.

6. Δίνεται η συνάρτηση f για την οποία ισχύουν f ′′(x) ̸= ex για κάθεx ∈ R
και f (0)− f (1) = 2 − e. Να δείξετε ότι η C f ′ και Cg′ όπουg(x) = ex − x
έχουν ένα μόνο κοινό σημείο με τετμημένη x0 ∈ (0, 1).

7. Έστω μια συνάρτηση f για την οποία ισχύει f (0) − f (1) = −e και
f ′′(x) ̸= ex για κάθε x ∈ R. Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικός αριθ-
μός x0 ∈ (0, 1) τέτοιος, ώστε f ′(x0) = ex0 + 1.

8. Έστω μια συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο [1, 2] με f (2) =
2 f (1) και f ′′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (1, 2). Να δείξετε ότι f (x) = x f ′(x)
έχει μοναδική ρίζα στο (1, 2).

9. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει 1 <
f (x) < 3 και f ′(x) < 1 για κάθε x ∈ R. Να αποδείξετε ότι υπάρχει
μοναδικό x0 ∈ (0, 1) τέτοιο, ώστε f (x0) = ex0 + x0.

10. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι παραγωγίσιμη στο [1, 2] με 1
2 <

f (x) < 1 για κάθε x ∈ [1, 2] και f ′(x) ̸= 1
2 για κάθε x ∈ (1, 2). Να δείξετε

ότι υπάρχει μοναδικό x0 ∈ (1, 2) τέτοιο ώστε f (x0) =
1
2 x0.
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Μέθοδος 2.9 — Ύπαρξη μοναδικών ριζών. Για την ύπαρξη μοναδικών
ριζών κάνουμε τα εξής:

• Με το θεώρημα Bolzano ή το θεώρημα Rolle δείχνουμε ότι η εξί-
σωση f (x) = 0 έχει ν ρίζες. (Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε όλες
τις παραπάνω μεθόδους)

• Υποθέτουμε ότι η εξίσωση έχει v + 1 ρίζες.

• Καταλήγουμε σε άτοπο.

Πρόβλημα 2.17 Να δείξετε ότι η εξίσωση x4 + 3x2 − x + a = 0, a < 0 έχει
δύο μόνο ρίζες στο R.

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = x4 + 3x2 − x + a με πεδίο ορισμού το
A = R.
Είναι f (0) = a < 0 και lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞
(x4 + 3x2 − x + a) = lim

x→−∞
x4 = +∞

. Επομένως υπάρχει λ < 0 τέτοιο ώστε f (λ) > 0.
Για την f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο [λ, 0]

• f (λ) f (0) < 0.

Από το θεώρημα Bolzano έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ1 ∈ (λ, 0) ⊂ R
τέτοιο ώστε f (ξ1) = 0 που σημαίνει ότι ο ξ1 είναι ρίζα της εξίσωσης f (x) = 0.
Είναι lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞
(x4 + 3x2 − x + a) = lim

x→+∞
x4 = +∞. Επομένως υπάρ-

χει κ > 0 τέτοιο ώστε f (κ) < 0.
Για την f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο [0, κ]

• f (0) f (κ) < 0.

Από το θεώρημα Bolzano έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ2 ∈ (0, κ) ⊂ R
τέτοιο ώστε f (ξ2) = 0 που σημαίνει ότι ο ξ2 είναι ρίζα της εξίσωσης f (x) = 0.
Υποθέτουμε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει στο R τρεις ρίζες, τις ρ1 < ρ2 < ρ3.
Για την f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο [ρ1, ρ2].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (ρ1, ρ2).

• f (ρ1) = f (ρ2) = 0.

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον κ1 ∈ (ρ1, ρ2)
τέτοιο ώστε: f ′(κ1) = 0.
Για την f έχουμε:
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• Η f είναι συνεχής στο [ρ2, ρ3].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (ρ2, ρ3).

• f (ρ2) = f (ρ3) = 0.

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον κ2 ∈ (ρ2, ρ3)
τέτοιο ώστε: f ′(κ2) = 0.
Είναι f ′(x) = 4x3 + 6x − 1. Η συνάρτηση f ′ είναι συνεχής στο [κ1, κ2] και
παραγωγίσιμη στο (κ1, κ2) με f ′′(x) = 12x2 + 6. Ισχύει f ′(κ1) = f ′(κ2) = 0.
Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (κ1, κ2)
τέτοιο ώστε f ′′(ξ) = 0 ⇔ 12κ2 + 6 = 0 άτοπο. Επομένως, η συνάρτηση f έχει
στο R δύο μόνο ρίζες, τις ξ1, ξ2.

Πρόβλημα 2.18 Δίνετε η συνάρτηση f (x) = 3x4 + x3 + 5x2 − 9x. Να δείξετε
ότι η εξίσωση f ′(x) = 0 έχει μία μόνο ρίζα στο διάστημα (0, 1).

■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη
και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = 12x3 + 3x2 + 10x − 9.
1 τρόπος:
Για την f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο [0, 1].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (0, 1)

• f (0) = 0 και f (1) = 0 δηλαδή f (0) = f (1).

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, 1)
τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 0. Επομένως η εξίσωση f (x) = 0 έχει μία τουλάχιστον
ρίζα στο (0, 1).
2 τρόπος:

• Η f είναι συνεχής στο [0, 1]

• f ′(0) = −9, f ′(1) = 16

• f ′(0) f ′(1) < 0

Από το θεώρημα Bolzano έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, 1) τέτοιο
ώστε f ′(ξ) = 0, δηλαδή ο ξ είναι ρίζα της εξίσωσης f ′(x) = 0 στο (0, 1).
Υποθέτουμε ότι η εξίσωση f ′(x) = 0 έχει στο διάστημα (0, 1) και άλλη ρίζα
εκτός από την ξ, την ρ και π.χ. ρ < ξ. Τότε για την f ′ έχουμε :

• Η f ′ είναι συνεχής στο [ρ, ξ].

• Η f ′ είναι παραγωγίσιμη στο (ρ, ξ) με f ′′(x) = 36x2 + 6x + 10.

• f ′(ρ) = f ′(ξ) = 0.
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Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον κ ∈ (ρ, ξ) ⊂
(0, 1) τέτοιο ώστε f ′′(κ) = 0 ⇔ 36κ2 + 6κ + 10 = 0 άτοπο γιατί ο κ ∈ (ρ, ξ) ⊂
(0, 1).
Επομένως η εξίσωση f ′(x) = 0 έχει στο διάστημα (0, 1) μοναδική ρίζα τον
αριθμό ξ.

Πρόβλημα 2.19 (α) Να λύσετε την εξίσωση 2x + συνx = 1.
(β) Αν f (x) = x2 + ηµx + 5 να δείξετε ότι η ευθεία (ϵ) : y = x + 5 εφάπτεται
στη C f .

■

Λύση
(α) Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = 2x + συνx − 1 με πεδίο ορισμού τοA = R.
Είναι h(0) = 2 · 0 + συν0 − 1 = 0. Άρα ο αριθμός 0 είναι ρίζα της εξίσωσης .
Υποθέτουμε ότι η εξίσωση έχει στο R και άλλη ρίζα εκτός του 0, τη ρ και
π.χ. ρ > 0. Για την h έχουμε:

• Η h είναι συνεχής στο [0, ρ].

• Η h είναι παραγωγίσιμη στο (0, ρ) με h′(x) = 2 − ηµx

• h(0) = 0 = h(ρ) .

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, ρ) τέ-
τοιο ώστε: h′(ξ) = 0 ⇔ 2− ηµξ = 0 ⇔ ηµξ = 2 άτοπο. Ομοίως αν υποθέσουμε
ότι ρ < 0.
Άρα η εξίσωση h(x) = 0 ⇔ 2x + συνx − 1 = 0 ⇔ 2x + συνx = 1 έχει μοναδική
ρίζα στο R τον αριθμό 0.
(β) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει
f ′(x) = 2x + συνx. Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη ορίζεται εφαπτομένη σε
κάθε σημείο της C f . Για να εφάπτεται η ευθεία (ϵ) : y = x + 5 στη C f πρέπει
να υπάρχει σημείο A(ξ, f (ξ)) τέτοιο ώστε το σύστημα:

(Σ)

{
f ′(ξ) = 1
f (ξ) = ξ + 5

για να είναι συμβιβαστώ. Είναι:

Σ =

{
2ξ + συνξ = 1
ξ2 + ηµξ + 5 = ξ + 5

⇔
{

2ξ + συνξ = 1
ξ2 + ηµξ = ξ

⇔
{

ξ = 0
ξ2 + ηµξ = ξ

⇔

ξ = 0
Επομένως η ευθεία (ϵ) : y = x+ 5 εφάπτεται στη C f στο σημείο A = (0, f (0) =
5).

Ασκήσεις προς λύση
1. Να δείξετε ότι η εξίσωση x2 = xηµx + συνx έχει δύο μόνο ρίζες στο

διάστημα (−π, π).
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2. Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν δύο μόνο ρίζες στο R.
(α) συνx = x2.
(β) x4 + x3 + 2x2 − 3αx + β = 0β < 0

Μέθοδος 2.10— Ύπαρξη ν το πολύ ριζών. Για την ύπαρξη ριζών κάνουμε
τα εξής:

• Υποθέτουμε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει (κ + 1) ρίζες στο Δ, τις
ρ1 < ρ2 < · · · < ρκ < ρκ+1.

• Κατόπιν εφαρμόζουμε το θεώρημα Rolle στη συνάρτηση f στα
διαστήματα [ρ1, ρ2], [ρ2, ρ3], . . . , [ρκ, ρκ+1]

• Καταλήγουμε κάποια στιγμή σε άτοπο.

Τονίζουμε ότι:
Αν η συνάρτηση f είναι ν φορές παραγωγίσιμη στο Δ και η εξίσωση
f (x) = 0 έχει κ ρίζες στο Δ, τότε η εξίσωση f ′(x) = 0 έχει τουλάχιστον
(κ − 1) ρίζες στο Δ, η εξίσωση f ′′(x) = 0 έχει τουλάχιστον (κ − 2) ρίζες
στο Δ κ.τ.λ. Τα παραπάνω αποδεικνύονται εφαρμόζοντας το θεώρημα
Rolle

Πρόβλημα 2.20 Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και
για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(x) ̸= 0. Να δείξετε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει το
πολύ δύο ρίζες στο R.

■

Λύση Υποθέτουμε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει τρεις ρίζες στο R, τις ρ1 <
ρ2 < ρ3. Η συνάρτηση f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle
στα διαστήματα [ρ1, ρ2] και [ρ2, ρ3]. Επομένως υπάρχουν ξ1 ∈ (ρ1, ρ2) και
ξ2 ∈ (ρ2, ρ3) τέτοια ώστε f ′(ξ1) = f ′(ξ2) = 0 .
Λύση Επειδή η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R έπεται ότι f ′ είναι
παραγωγίσιμη και συνεπώς είναι και συνεχής στο R. Για την f ′ έχουμε:

• Η f ′ είναι συνεχής στο[ξ1, ξ2].

• Η f ′ είναι παραγωγίσιμη στο (ξ1, ξ2)

• f ′(ξ1) = f ′(ξ2) = 0.

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον κ ∈ (ξ1, ξ2)
τέτοιο ώστε f ′′(κ) = 0 άτοπο γιατί για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(x) ̸= 0. Επομένως
η εξίσωση f (x) = 0 έχει το πολύ δύο ρίζες στο R.

Πρόβλημα 2.21 Αν α, β, γ ∈ R και είναι 3β2 < 8α2γ2 να δείξετε ότι η εξίσωση:

α2x4 + βx3 + γ2x2 + 2x + 1 = 0
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δεν έχει τέσσερις ρίζες άνισες.
■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = α2x4 + βx3 + γ2x2 + 2x + 1 η οποία έχει
πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = 4α2x3 + 3βx2 + 2γ2x + 2

Υποθέτουμε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει 4 ρίζες, τις ρ1 < ρ2 < ρ3 < ρ4.
Η συνάρτηση f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle στα δια-
στήματα [ρ1, ρ2],[ρ2, ρ3] και [ρ3, ρ4]. Επομένως υπάρχουν ξ1 ∈ (ρ1, ρ2), ξ2 ∈
(ρ2, ρ3) καιξ3 ∈ (ρ3, ρ4) τέτοια ώστε f ′(ξ1) = f ′(ξ2) = f ′(ξ3) = 0.
Η συνάρτηση f ′ είναι παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R είναι :

f ′′(x) = 12α2x2 + 6βx + 2γ2

Η συνάρτηση f ′ ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle στα
διαστήματα[ξ1, ξ2] και[ξ2, ξ3]. Επομένως υπάρχουν κ1 ∈ (ξ1, ξ2) καικ2 ∈ (ξ2, ξ3)
τέτοια ώστε f ′′(κ1) = f ′′(κ2) = 0. Δηλαδή η εξίσωση f ′′(x) = 0 που είναι δεύ-
τερου βαθμού έχει 2 ρίζες άνισες κ1 < κ2. Επομένως, πρέπει:
∆ > 0 ⇔ 36β2 − 4 · 12α2 · 2γ2 > 0 ⇔ 3β2 − 8α2γ2 > 0 ⇔ 3β2 > 8α2γ2 άτοπο,
γιατί 3β2 < 8α2γ2.
Άρα η εξίσωση α2x4 + βx3 + γ2x2 + 2x + 1 = 0 δεν μπορεί να έχει 4 ρίζες.

Πρόβλημα 2.22 Δίνεται η συνάρτηση f : R → R η οποία είναι παραγωγίσιμη.
Να δείξετε ότι μεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της εξίσωσης f ′(x) = 0 υπάρχει
το πολύ μία ρίζα της εξίσωσης f (x) = 0.

■

Λύση Έστω α, β(α < β) δύο διαδοχικές ρίζες της εξίσωσης f ′(x) = 0. Τότε
είναι f ′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (α, β). Υποθέτουμε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει
δύο ρίζες στο (α, β), τις ρ1 < ρ2. Για την συνάρτηση f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο[ρ1, ρ2].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (ρ1, ρ2)

• f (ρ1) = f (ρ2) = 0.

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (ρ1, ρ2) ⊆
(α, β) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 0 άτοπο γιατί για κάθε x ∈ (α, β) ισχύει f ′(x) ̸= 0.
Άρα η εξίσωση f (x) = 0 έχει το πολύ μία ρίζα στο (α, β).

Πρόβλημα 2.23 Έστω η συνάρτηση f η οποία είναι παραγωγίσιμη στο R και
ισχύει f 5(x) + e f (x) + f (x) = x5 + ex + 2010(1) για κάθε x ∈ R. Να δείξετε
ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει μία το πολύ ρίζα.

■

Λύση Υποθέτουμε ότι η f έχει δύο ρίζες ρ1, ρ2 ∈ R με ρ1 < ρ2( f (ρ1) = f (ρ2)).
Οπότε για την συνάρτηση f ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle,
άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈ (ρ1, ρ2) τέτοιο, ώστε f ′(ξ) = 0.
Αν παραγωγίσουμε την σχέση (1), θα πάρουμε
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5 f 4(x) f ′(x) + e f (x) f ′(x) + f ′(x) = 5x4 + ex

Για x = ξ, αφού f ′(ξ) = 0, θα πάρουμε 5ξ4 + eξ = 0, άτοπο. Άρα η εξίσωση
f (x) = 0 δεν έχει δύο ρίζες και θα έχει το πολύ μία.

Ασκήσεις προς λύση
1. Να δείξετε ότι η εξίσωση x4 − x3 + x2 − 2x − 1 = 0 δεν μπορεί να έχει

τέσσερις ρίζες πραγματικές και άνισες.

2. Να δείξετε ότι η εξίσωση x4 + αx3 + βx2 + γx + δ = 0 με α ̸= 0 και
3α2 < 8β δεν μπορεί να έχει τέσσερις ρίζες πραγματικές και άνισες.

3. Να δείξετε ότι η εξίσωση ex + x2 − x − 1 = 0 έχει δύο το πολύ ρίζες.

4. Να δείξετε ότι η εξίσωση x4 − αx3 + αx2 + x − 1 = 0 με 0 < α < 2 έχει
δύο το πολύ ρίζες.

5. Αν η παράγωγος f ′(x) της συνάρτησης f έχει μοναδική ρίζα να δειχθεί
ότι η f (x) = 0 έχει το πολύ δύο ρίζες στο R.

6. Να δείξετε ότι η εξίσωση 1
3 x3 − 2x2 + αx + β = 0 με α > 4 έχει το πολύ

μία ρίζα στο (0, 1). Ομοίως για την εξίσωση x3 − 3x + λ = 0.

7. Να δείξετε ότι η εξίσωση x2v + αx + β = 0v ∈ N έχει το πολύ δύο
πραγματικές ρίζες.

8. Να δείξετε ότι η εξίσωση x4 + α2x2 + βx + γ = 0 με α ̸= 0 έχει το πολύ
δύο ρίζες άνισες.

9. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση λxex = e, λ ∈ R, x ∈ R, έχει το πολύ δύο
πραγματικές τιμές.

10. Έστω η συνάρτηση f η οποία είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει
f 2(x)− e f (x) − f (x) = x3 + ex για κάθε x ∈ R.Να δείξετε ότι η εξίσωση
f (x) = 0 έχει μια το πολύ ρίζα.

11. Δίνεται μια συνάρτηση f με ex f ′′(x) ̸= x − 2 για κάθε x ∈ R. Να δείξετε
ότι η εξίσωση f (x) = x

ex έχει το πολύ δύο πραγματικές ρίζες.

12. Δίνεται μια συνάρτηση f με f ′(x) ̸= 2x− 1 για κάθε x ∈ R. Να αποδείξετε
ότι η εξίσωση f (x) = x2 − x έχει το πολύ μία πραγματική ρίζα.

13. Δίνεται η συνάρτηση f με f ′(x) ̸= x για κάθε x ∈ R. Να δειχθεί ότι η
εξίσωση 2 f (x) = x2 έχει το πολύ μια πραγματική ρίζα.

Μέθοδος 2.11 — Rolle-εφαπτομένη . .
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Πρόβλημα 2.24 Δίνεται η συνάρτηση f με f (x) = α
3 x3 + ( β

2 + δ)x2 + (γ −
δ)x + δ όπου α, β, γ, δ ∈ R με α

3 + β
2 + γ = 0 . Να δείξετε ότι υπάρχει

ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο
σημείο A(ξ, f (ξ)) να είναι παράλληλη με τον άξονα x′x.

■

Λύση Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη ορίζεται εφαπτομένη σε κάθε σημείο
της C f . Για τη συνάρτηση f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο [0, 1].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (0, 1)

• f (0) = δ και f (1) = α
3 + β

2 + δ + γ − δ + δ = α
3 + β

2 + γ + δ = δ δηλαδή
f (0) = f (1) .

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, 1)
τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 0.
Λύση Η ευθεία (ϵ) που εφάπτεται στηνC f στο σημείο A(ξ, f (ξ)) έχει συντε-
λεστή διεύθυνσης f ′(ξ) και επειδή f ′(ξ) = 0 έπεται ότι ϵ//x′x.

Ασκήσεις προς λύση
1. Δίνεται f (x) = x2 − (α + β)x + 6 με την C f να δέχεται εφαπτομένη πα-

ράλληλη στην ευθεία y = x στο σημείο με x0 = 5
2 . Να εξετάσετε αν

υπάρχουν α, β ∈ R τέτοια, ώστε για την συνάρτηση f να εφαρμόζεται
το Θ. Rolle στο [2, 3].

2. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x5 − β2x3 − α3x2 + α3β2 + 4 = 0 με α < β.
Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη στη C f στο
σημείο A(ξ, f (ξ)) να είναι παράλληλη με τον άξονα x′x.

3. Έστω μια συνάρτηση f συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη στο (α, β) και
τα σημεία (α, f (α)), B(β, f (β)). Να δείξετε ότι για κάθε σημείο (γ, δ) της
ευθείες AB με γ /∈ [α, β] υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη
της C f στο σημείο Γ(ξ, f (ξ)) να διέρχεται από το .

4. Έστω μια συνάρτηση f , συνεχής στο [1, 2] και παραγωγίσιμη στο (1, 2)
με 2 f (1) = f (2). Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (1, 2) τέτοιο, ώστε η
εφαπτομένη της C f στο σημείο M(ξ, f (ξ)) να διέρχεται από την αρχή
των αξόνων.

5. Έστω μια συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο R με f (−1) =
f (1) = 1 και f (0) = 0. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον
ξ ∈ (−1, 1) τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη της C f ′ στο σημείο M(ξ, f ′(ξ))
να είναι παράλληλη στην ευθεία (ϵ) : y = 2x − 3.

6. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x6 + 3x4 + 2x2 − 8x − 7. Να δείξετε ότι η
γραφική παράσταση της f δεν έχει εφαπτόμενες παράλληλες μεταξύ
τους.
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7. Έστω μια συνάρτηση f συνεχής στο [1, e], παραγωγίσιμη στο (1, e) και
f (e) = 0. Να δείξετε ότι:
(α) Υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο της Ch όπου h(x) = f (x) · lnxμε
τετμημένη x0 ∈ (1, e) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη σε αυτό το σημείο να
είναι παράλληλη στον άξονα x′x.
(β) Η εξίσωση x · f ′(x) · lnx = − f (x) έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (1, e).

8. Έστω ότι δεν υπάρχει σημείο της γραφικής παράστασης της παραγωγί-
σιμης συνάρτησης f : R → R στο οποίο η εφαπτομένη να είναι κάθετη
στην ευθεία x + 2y − 1 = 0. Να δείξετε ότι η C f και η ευθεία y = 2x
τέμνονται σε ένα το πολύ σημείο.

9. Έστω μια συνάρτηση f συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη στο (α, β),
f (α) = f (β) = 0 και c /∈ [α, β]. Να δείξετε ότι:

(α) Για την G(x) = f (x)
x−c όπου c[α, β] εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle.

(β) Αν c /∈ [α, β], τότε υπάρχει c0 ∈ (α, β) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της
C f στο σημείο (c0, f (c0)) να διέρχεται από το (c, 0).

Διάφορες εφαρμογές
1. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → (0,+∞) για την οποία ισχύει

lim
x→1

(x2 − 1) f (x) + ηµ(x − 1)√
x + 3 − 2

= 12

(α) Να βρείτε την τιμή f (1)

(β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, 1) τέτοιο, ώστε
f (ξ)ln f (ξ) + ξ f ′(ξ) = 0

2. Δίνεται συνάρτηση f : R → R δύο φορές παραγωγίσιμη για την οποία
ισχύει: f (x2)− x2 f (1 − x) + 2 f (x) = 3x3 + 2x + 3 για κάθε x ∈ R.
(α) Να βρείτε τις εφαπτομένες της C f στα σημεία της A(0, f (0)) και
B(1, f (1)).
(β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση: g(x) = ( f ′(x)− f (x))e3x ικανοποιεί
τις προϋποθέσεις του θεωρήματος του Rolle στο διάστημα [0, 1].
(γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 1) τέτοιο, ώστε f ′′(ξ) + 2 f ′(ξ) =
3 f (ξ).

3. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : [0, α] → R όπου α > 0, για την

οποία ισχύει: lim
x→0

x f (x)−
√

x2 + 4 + 2
ηµx

= f (α). Να αποδείξετε ότι:

(α) ένα τουλάχιστον σημείο M(x0, f (x0)) με x0 ∈ (0, α) στο οποίο η C f
έχει οριζόντια εφαπτομένη.
(β) ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, α) τέτοιο, ώστε f ′(ξ) + 2ξ = α.
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4. Δίνεται συνάρτηση f : R → R με συνεχή δεύτερη παράγωγο και f (2) f (4) ̸=
0. Η εφαπτομένη της C f στο σημείο της A(2, f (2)) είναι παράλληλη με
στην ευθεία (ζ) : f ′(4)x − f (2)

f (4)y + 2010 = 0 να αποδείξετε ότι:

(α) f (2) f ′(2) = f (4) f ′(4)

(β) υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (2, 4) τέτοιο, ώστε f (ξ) f ′′(ξ)+ ( f ′(ξ))2 =
0

(γ) η εξίσωση x f (x) f ′′(x) + 1 − x = 0 έχει μία τουλάχιστον λύση στο
διάστημα (0, 4).

5. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R με f ′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ R.
(α) Να αποδείξετε ότι η f είναι 1 − 1

(β) Αν η γραφική παράσταση της f−1 διέρχεται από τα σημεία A(6, 1)
και B(2, 3) τότε:
(1) Να λύσετε την εξίσωση: f−1(4 + f (x2 − 1)) = 1

(2) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (1, 3) τέτοιο, ώστε f (ξ)
f ′(ξ) = −ξ
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2.2 Θεώρημα μέσης τιμής
Το θεώρημα μέσης τιμής αποτελεί γενίκευση του θεωρήματος Rolle. Λόγω
όμως των πολλών και σημαντικών εφαρμογών του θεωρείται ένα από τα
πλέον θεμελιώδη θεωρήματα της ανάλυσης.

Θεώρημα 2.2.1 — Θεώρημα μέσης τιμής. Αν για τη συνάρτηση f ισχύουν οι
ακόλουθες προϋποθέσεις:

• Η f είναι συνεχής στο [α, β].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (α, β).

Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (α, β), τέτοιο ώστε:

f ′(ξ) = f (β)− f (α)
β−α ή f (β)− f (α) = (β − α) f ′(ξ)

Γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος Μέσης Τιμής

Γεωμετρικά, το θεώρημα της μέσης τιμής σημαίνει ότι αν ισχύουν για τη
συνάρτηση f οι παραπάνω προϋποθέσεις, τότε υπάρχει κάποιο ξ ∈ (α, β),
τέτοιο ώστε η εφαπτόμενη της C f στο σημείο (ξ, f (ξ)) να είναι παράλληλη
στην ευθεία που ορίζεται από τα σημεία A(α, f (α)) και B(β, f (β)).

Παρατήρηση 2.2.2 .

1. Αν κάποια από της προϋποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής δεν
ισχύει, τότε το θεώρημα δεν εφαρμόζεται.

2. Το αντίστροφο του θεωρήματος δεν ισχύει. Δηλαδή μπορεί να μην
ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος αλλά να υπάρχει εφαπτο-
μένη της γραφικής παράστασης της f παράλληλη στην ΑΒ.
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3. Αν η f παραγωγίσιμη στο [α, β] τότε θα είναι και συνεχής στο [α, β]
άρα το θεώρημα πάλι εφαρμόζεται.

2.2.1 Ερωτήσεις σωστού - λάθους και πολλαπλής επιλογής
A. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με σωστό (Σ) ή λάθος (Λ).

1. Για μια παραγωγίσιμη στο R συνάρτηση fαν x0 ∈ R, υπάρχει ξ ∈ R
τέτοιο ώστε να ισχύει f (x)− f (x0) = f ′(ξ)(x − x0)

2. Αν για το διάστημα [α, β] ισχύει f (β) < f (α) υπάρχει x0 ∈ (α, β) τέτοιο,
ώστε f ′(x0) < 0.

3. Αν για την f εφαρμόζεται το Θ. Rolle στο [α, β] εφαρμόζεται και το
Θ.Μ.Τ στο [α, β]

4. Αν για την f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ στο [α, β] εφαρμόζεται και το Θ.
Rolle στο [α, β]

5. Αν στη συνάρτηση f (x) = αx2 + βx+γ εφαρμόσουμε το Θ.Μ.Τ σε οποιο-
δήποτε διάστημα [κ, λ], τότε ο αριθμός ξ είναι κ+λ

2 .

6. Για τη συνάρτηση f (x) = |ηµx| εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ στο [−π
2 , π

2 ]

7. Αν f (α) < f (β), η εφαπτομένη στο (ξ, f (ξ)) σχηματίζει με τον άξονα x′x
οξεία γωνία

8. Έστω ότι για τη συνάρτηση f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. Αν η f ′ είναι
γνησίως αύξουσα στο [α, β] τότε f ′(α) < f (β)− f (α)

β−α < f ′(β)

9. Έστω ότι για τη συνάρτηση f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. Αν η f ′ είναι
γνησίως φθίνουσα στο [α, β] τότε f ′(α) > f (β)− f (α)

β−α > f ′(β)

10. Έστω ότι για τη συνάρτηση f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. Αν η f είναι γνη-
σίως αύξουσα στο [α, β] τότε f ′(ξ) = f (β)− f (α)

β−α > 0

B. Στις παρακάτω προτάσεις να επιλέξετε την σωστή απάντηση.

1. Μια συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το διάστημα [α, β]. Το θεώρημα
μέσης τιμής ισχύει για την f , όταν
Α. η f είναι συνεχής στο [α, β]

Β. η f έχει ίσες τιμές στα σημεία α και β
Γ. η f είναι παραγωγίσιμη στο (α, β)

Δ. η f είναι παραγωγίσιμη στο (α, β) και συνεχής στα α και β
Ε. η f είναι συνεχής στο (α, β)
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2. Το θεώρημα μέσης τιμής του διαφορικού λογισμού για τη συνάρτηση
f (x) = lnx, για κάθε x1, x2 > 0, εξασφαλίζει ένα ξ μεταξύ των x1, x2
ώστε να ισχύει

Α. ln x1
x2

= ξ
x1−x2

Β. ln x1
x2

= x1−x2
ξ

Γ. ln(x1 − x2) =
1
ξ (x1 − x2)

Δ. ln x1
x2

= ξx1 − x2

E. ln(x1 − x2) = ξ(x1 − x2)

2.2.2 Μεθοδολογίες για την επίλυση ασκήσεων

Μέθοδος 2.12 — Προσδιορισμός Παραμέτρων ώστε να ισχύει το Θ.Μ.Τ .
Για τον προσδιορισμό παραμέτρων μέσω του Θ.Μ.Τ:

• Απαιτούμε η f συνεχής στο [α, β].

• Απαιτούμε η f να είναι παραγωγίσιμη στο (α, β).

Πρόβλημα 2.25 Δίνεται η συνάρτηση:

f (x) =

{
αx + β x ≤ 1
lnx x > 1

Να βρείτε τα α, β ∈ R ώστε να ισχύει το θεώρημα της μέσης τιμής για την
f στο [0, 2]. ■

Λύση Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Η f είναι συνεχής στο [0, 1 και στο (1, 2] και για να είναι συνεχής στο [0, 2]
πρέπει να είναι συνεχής και στο x0 = 1, δηλαδή πρέπει να ισχύει η σχέση:
lim

x→1+
f (x) = lim

x→1−
= f (1) (1). Είναι:

• lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

lnx = 0

• lim
x→1−

= lim
x→1−

(αx + β) = α + β

• f (1) = α + β.

Άρα η (1) γίνεται : α + β = 0 (2).
Η f είναι παραγωγίσιμη στο (0, 1) και στο (1, 2) και για να είναι παραγωγίσιμη
και στο (0, 2) πρέπει να είναι παραγωγίσιμη και στο x0 = 1, δηλαδή πρέπει
να ισχύει η σχέση:

lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1−

f (x)− f (1)
x − 1

∈ R (3)

Είναι:



2.2 Θεώρημα μέσης τιμής 193

• lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1+

lnx − (α + β)

x − 1
= lim

x→1+

lnx
x − 1

= lim
x→1+

(lnx)′

(x − 1)′

= lim
x→1+

1
x
= 1

• lim
x→1−

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1−

αx + β − α − β

x − 1
= lim

x→1−

α(x − 1)
x − 1

= α.

Άρα η (3) γίνεται : α = 1. Με α = 1 από την (2) έπεται ότι β = −1. Επομένως,
μεα = 1 και β = −1 εφαρμόζεται το θεώρημα της μέσης τιμής στη συνάρτηση
f στο διάστημα [0, 2].

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε τα α, β ∈ R ώστε να ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος

μέσης τιμής για τη συνάρτηση f στο διάστημα [1, 5] όταν:

f (x) =

{
ln2x 0 < x ≤ e
αx − β x > e

2. Δίνεται η συνάρτηση

f (x) =

{
αx2 + βx x ≤ 1
1
x x > 1

Να βρείτε τα α, β ώστε να ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ για την f
στο [0, 2] και μετά να λύσετε την εξίσωση 2 f ′(x) = f (2)− f (0)

Μέθοδος 2.13 — Διαχωρισμός του [α, β] σε υποδιαστήματα και εφαρμογή
του Θ.Μ.Τ . Συνήθως όταν ζητούμε να αποδείξουμε την ύπαρξη δύο του-
λάχιστον σημείων του διαστήματος (α, β) ώστε να ισχύει κάποια σχέση,
διαχωρίζουμε το διάστημα (α, β) σε δύο τουλάχιστον υποδιαστήματα
(συνήθως του ίδιου πλάτους) και εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ.

• Διαχωρισμός (α, β) σε ίσα υποδιαστήματα δύο ( β−α
2 πλά-

τος) (α, α+β
2 ), ( α+β

2 , β) τρία ( β−α
3 πλάτος) (α, 2α+β

3 ), (2α+β
3 , α+2β

3 )

, ( α+2β
3 , β).

• Αν θέλουμε να δείξουμε μια σχέση της μορφής λ1 f ′(ξ1)+λ2 f ′(ξ2)+
· · ·+ λν f ′(ξν) = λ όπου λ1, λ2, . . . , λν ∈ N και ξ1, ξ2, . . . , ξν ∈ (α, β)
, τότε χωρίζουμε το διάστημα [α, β] σε ν υποδιαστήματα της μορφής
[α, γ1], [γ1, γ2], . . . , [γκ−1, β] με μήκη το καθένα

λ1
β−α

λ1+λ2+···+λν
, λ2

β−α
λ1+λ2+···+λν

,…,λν
β−α

λ1+λ2+···+λν

οπότε
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γ1 = α + λ1
β−α

λ1+λ2+···+λν
, γ2 = α + (λ1 + λ2)

β−α
λ1+λ2+···+λν

,…,γν−1 =

α + (λ1 + λ2 + · · ·+ λν)
β−α

λ1+λ2+···+λν

και εφαρμόζουμε το Θεώρημα Μέσης Τιμής σε καθένα από τα
παραπάνω υποδιαστήματα.

Πρόβλημα 2.26 Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη
στο (α, β) να δειχθεί ότι υπάρχει ξ, ξ1, ξ2 του (α, β) ώστε να είναι: 2 f (ξ) =
f ′(ξ1) + f ′(ξ2)

■

Λύση Για τη συνάρτηση f ισχύει το Θ.Μ.Τ στα διαστήματα: ∆ = [α, β], ∆1 =

[α, α+β
2 ] και ∆2 = [ α+β

2 , β].
Υπάρχουν ξ, ξ1, ξ2 αντίστοιχα ώστε:

• (β − α) f ′(ξ) = f (β)− f (α) (1)

• ( α+β
2 − α) f ′(ξ1) = f ( α+β

2 )− f (α) ⇔ (β − α) f ′(ξ1) = 2 f ( α+β
2 )− 2 f (α) (2)

• (β − α+β
2 ) f ′(ξ2) = f (β)− f ( α+β

2 ) ⇔ (β − α) f ′(ξ2) = 2 f (β)− 2 f ( α+β
2 )(3)

Με την πρόσθεση των (2) και (3) είναι:
(β − α)[ f ′(ξ1) + f ′(ξ2)] = 2( f (β)− f (α)) και λόγω της (1)

(β − α)[ f ′(ξ1) + f ′(ξ2)] = 2(β − α) f ′(ξ) ⇔ 2 f (ξ) = f ′(ξ1) + f ′(ξ2)

Πρόβλημα 2.27 Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, ν], ν ∈ N, ν ≥ 2 και
παραγωγίσιμη στο (0, ν). Να δείξετε ότι υπάρχουν x0, ξ1, ξ2, ξ3, ..., ξν ∈ (0, ν)
τέτοια ώστε:

f ′(ξ1) + f ′(ξ2) + f ′(ξ3) + .... + f ′(ξv) = v f ′(x0)

■

Λύση Η συνάρτηση f είναι συνεχής στα διαστήματα [0, 1], [1, 2], [2, 3], ...., [v −
1, v] και παραγωγίσιμη στα διαστήματα (0, 1), (1, 2), (2, 3), ...., (v − 1, v). Επο-
μένως, από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχουν

ξ1 ∈ (0, 1), ξ2 ∈ (1, 2), ξ3 ∈ (2, 3), ......, ξv ∈ (v − 1, v)

τέτοιο ώστε να ισχύουν οι σχέσεις:
f (1)− f (0) = f ′(ξ1)
f (2)− f (1) = f ′(ξ2)
f (3)− f (2) = f ′(ξ3)

.

.

.
f (v)− f (v − 1) = f ′(ξv)(+)

f (v)− f (0) = f ′(ξ1) + f ′(ξ2) + f ′(ξ3) + ... + f ′(ξv)(1)



2.2 Θεώρημα μέσης τιμής 195

Για την f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο [0, v].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (0, v).

Από το θεώρημα της μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει x0 ∈ (0, v) τέτοιο ώστε:

f (v)− f (0) = v f ′(x0) (2)

Επομένως, η (1) λόγω της (2) γίνεται:

v f ′(x0) = f ′(ξ1) + f ′(ξ2) + f ′(ξ3) + ... + f ′(ξv)

Πρόβλημα 2.28 Για την συνάρτηση f ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεω-
ρήματος Rolle στο [α, β]. Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (α, β) τέτοια,
ώστε:

4 f ′(ξ1) + 7 f ′(ξ2) = 0

■

Λύση Η συνάρτηση f Θα είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο
(α, β) και επιπλέων ισχύει ότι f (α) = f (β) αφού για την συνάρτηση ισχύει το
Θεώρημα Rolle.
Χωρίζουμε το διάστημα [α, β] σε 4+ 7 = 11 διαστήματα ίσου πλάτους d = β−α

11 .
Θεωρούμε το σημείο γ τέτοιο, ώστε να χωρίζει το διάστημα [α, β] σε δύο
διαστήματα: [α, γ] πλάτους 4d και [γ, β] πλάτους 7d. Είναι γ − α = 4d και
β − γ = 7d.
Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ στην f στα διαστήματα [α, γ] και [γ, β]. Οπότε υπάρ-
χουν ξ1 ∈ (α, γ) και ξ2 ∈ (γ, β) τέτοια ώστε:

f ′(ξ1) =
f (γ)− f (α)

γ−α = 1
4

f (γ)− f (α)
d ⇔ 4 f ′(ξ1) = f (γ)− f (α) (1) και

f ′(ξ2) =
f (β)− f (γ)

β−γ = 1
7

f (β)− f (γ)
d ⇔ 7 f ′(ξ2) = f (β)− f (γ) (2)

Προσθέτουμε κατά μέλη τις σχέσεις (1) και (2) οπότε θα πάρουμε:

4 f ′(ξ1) + 7 f ′(ξ2) =
f (β)− f (α)

d = 0

Ασκήσεις προς λύση
1. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β)και

f (α) = f (β). Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (α, β) τέτοια ώστε f ′(ξ1)+
f ′(ξ2) = 0.

2. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β). Να
αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ1, ξ2, ξ3 ∈ (α, β) ώστε να ισχύει: f ′(ξ1) + f ′(ξ2) +

f ′(ξ3) = 3 f (β)− f (α)
β−α



196 Κεφάλαιο 2. Βασικά Θεωρήματα

3. Δίνεται συνάρτηση f , παραγωγίσιμη στο [1, 10], με f (1) = 4 και f (10) = 9.
Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2, ξ3 ∈ (1, 10) τέτοια, ώστε 2 f ′(ξ1) +
3 f ′(ξ2) + 4 f ′(ξ3) = 5

4. Έστω μια συνάρτηση f , για την οποία ισχύουν οι προϋποθέσεις του
θεωρήματος Rolle στο [1, 7]. Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν ξ1, ξ2, ξ3 ∈
(1, 7) τέτοια, ώστε: f ′(ξ1) + 2 f ′(ξ2) + 3 f ′(ξ3) = 0

5. Αν για την συνάρτηση f ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle
στο [α, β] να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (α, β) τέτοια ώστε: 3 f ′(ξ1) +
2 f ′(ξ2) = 0

6. Έστω η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο [0, α] με α > 1, για την οποία
ισχύει f (x2) = 2 f (x) για κάθε x ∈ [0, α]. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν
ξ1, ξ2 ∈ (0, α) τέτοια, ώστε: f ′(ξ1) + f ′(ξ2) =

f (α)
2(
√

α−1) .

7. Έστω μια συνεχής συνάρτηση f στο [α, α + 2006] και παραγωγίσιμη στο
(α, α + 2006). Αν ισχύει ότι f (α + 2006) = f (α) + 2006, να δείξετε ότι
υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (α, α + 2006) τέτοιο, ώστε f ′(ξ1) + f ′(ξ2) = 2.

8. Δίνεται συνάρτηση f : R → R με συνεχή πρώτη παράγωγο, για την οποία
ισχύουν f (1) = 2 και f (3) = f (4) = 6. Να αποδείξετε ότι:
(α) υπάρχει x0 ∈ (1, 3), ώστε f ′(x0) = 2

(β) υπάρχει ξ ∈ (1, 4), ώστε f ′(ξ) = 1

Μέθοδος 2.14 — Θ.Μ.Τ - Θ. Bolzano - Θ.Ε.Τ . Όταν μας ζητείται να δεί-
ξουμε την ύπαρξη ξ1, ξ2 ∈ (α, β) τέτοια ώστε να ισχύει μια συναρτησιακή
σχέση μεταξύ των f ′(ξ1) και f ′(ξ2) τότε εφαρμόζουμε σε δύο διαστήματα
[α, x0] και [x0, β] για την f το Θεώρημα Μέσης Τιμής, όπου το x0 θα μας
δίνεται σε προηγούμενα ερωτήματα της άσκησης ή θα προκύπτει από
το θεώρημα Bolzano ή το Θεώρημα Ενδιαμέσων τιμών.

Πρόβλημα 2.29 Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και f (α) = β,
f (β) = α, (α < β), να δειχτεί ότι:
(α) υπάρχει x0 ∈ (α, β) ώστε f (x0) = x0
(β) υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (α, β) ώστε f ′(ξ1) f ′(ξ2) = 1

■

Λύση
(α) Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x)− x.
Είναι συνεχής στο [α, β] και

• h(α) = f (α)− α = β − α > 0,

• h(β) = f (β)− β = α − β = −(β − α) < 0.
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Έτσι ισχύει το Θ.Bolzano υπάρχει x0 ∈ (α, β) ώστε h(x0) = 0 ⇔ f (x0)− x0 = 0
και τελικά f (x0) = x0.
(β) Για τη συνάρτηση f ισχύει το Θ.Μ.Τ στα διαστήματα [α, x0] και [x0, β].
Έτσι προκύπτει ότι:
Υπάρχει ξ1 ∈ (α, x0) ώστε: f ′(ξ1) =

f (x0)− f (α)
x0−α = x0−β

x0−α (1)
Υπάρχει ξ2 ∈ (x0, β) ώστε: f ′(ξ2) =

f (β)− f (x0)
β−x0

= α−x0
β−x0

(2)
Με πολλαπλασιασμό των (1) και (2) κατά μέλη έχουμε:

f ′(ξ1) f ′(ξ2) =
x0−β
x0−α · α−x0

β−x0
= 1

Πρόβλημα 2.30 Η συνάρτηση f : [1, 5] → R είναι συνεχής στο [1, 5] και δύο
φορές παραγωγίσιμη στο (1, 5). Αν f (1) = −2 και για κάθε x ∈ (1, 5) είναι
f ′(x) > 1, να δείξετε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει μόνο μία ρίζα. ■

Λύση Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [1, 5] και παραγωγίσιμη στο(1, 5).
Επομένως, από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (1, 5) τέτοιο
ώστε:

f (5)− f (1) = (5 − 1) f ′(ξ) ⇔ f (5) + 2 = 4 f ′(ξ) (1)

Επειδή η f είναι συνεχής στο [1, 5] και είναι f (1) f (5) < 0, από το θεώρημα
Bolzano έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (1, 5) τέτοιο ώστε f (ξ) = 0, δηλαδή ο ξ ∈ (1, 5)
είναι ρίζα της εξίσωσης f (x) = 0.
Υποθέτουμε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει στο (1, 5) και άλλη ρίζα εκτός της ξ,
τη ρ και π.χ. ρ<ξ. για την f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο [ρ, ξ].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (ρ, ξ).

• f (ρ) = f (ξ).

Από το θεώρημα Rolle έπεται ότι υπάρχει κ ∈ (ρ, ξ) τέτοιο ώστε f ′(κ) = 0.
Άτοπο αφού f ′(x) > 1 για κάθε x ∈ (1, 5).

Πρόβλημα 2.31 Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο[α, β] και παραγωγίσιμη
στο (α, β) και η συνάρτηση f ′ είναι συνεχής στο(α, β). Αν υπάρχει γ ∈ (α, β)

τέτοιο ώστε : f (γ)− f (β)
f (γ)− f (α) > 0 (1), να δείξετε ότι η εξίσωση f ′(x) = 0 έχει μία

τουλάχιστον ρίζα στο (α, β).
■

Λύση Η f είναι συνεχής στο [α, γ] και παραγωγίσιμη στο(α, γ). Επομένως,
από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ1 ∈ (α, γ) τέτοιο ώστε:

f (γ)− f (α) = (γ − α) f ′(ξ1) (2).

Η f είναι συνεχής στο [γ, β] και παραγωγίσιμη στο(γ, β). Επομένως, από το
θεώρημα της μέσης τιμής έπεται υπάρχει ξ2 ∈ (γ, β) τέτοιο ώστε:
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f (γ)− f (β) = (γ − β) f ′(ξ2) (3).

H (1) λόγω των (2) και (3) γίνεται:

(γ−β) f ′(ξ1)
(γ−α) f ′(ξ2)

> 0 ⇔ (γ − β)(γ − α) f ′(ξ1) f ′(ξ2) > 0 ⇔β>γ
γ>α f ′(ξ1) f ′(ξ2) < 0

Για την f ′ έχουμε:

• Η f ′ είναι συνεχής στο [ξ1, ξ2].

• f ′(ξ1) f ′(ξ2) < 0

Από το θεώρημα Bolzano έπεται ότι υπάρχει κ ∈ (ξ1, ξ2) ⊆ (α, β) τέτοιο ώστε
f ′(κ) = 0 που σημαίνει ότι ο αριθμός κ είναι ρίζα της εξίσωσης f ′(x) = 0.

Ασκήσεις προς λύση
1. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : [α, β] → R για την οποία ισχύει

f (α) = 3α και f (β) = 3β. Να αποδείξετε ότι:
(α) υπάρχει ξ ∈ (α, β), ώστε f (ξ) = 3(α + β − ξ)

(β) υπάρχουν x1, x2 ∈ (α, β) διαφορετικά μεταξύ τους, ώστε:

f ′(x1) f ′(x2) = 9

2. Δίνεται η συνάρτηση f , συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β)
με f (α) = −2 και f (β) = 2.
(α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει x0 ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f (x0) = 0

(β) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (α, β) τέτοια ώστε:

1
f ′(ξ1)

+ 1
f ′(ξ2)

= β−α
2

3. Δίνεται συνάρτηση f , με συνεχή πρώτη παράγωγο στο [0, 2] και f (2) =
f (0) + 2. Να αποδείξετε ότι:
(α) Υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (0, 2) τέτοια, ώστε f ′(ξ1) + f ′(ξ2) = 2.
(β) Υπάρχει ξ ∈ (0, 2) τέτοιο, ώστε 2 f ′(ξ) = f ′(ξ1) + f ′(ξ2)

4. Δίνεται συνάρτηση f , παραγωγίσιμη στο [1, 2], για την οποία ισχύει
f (1) = 4 και f (2) = 1. Να δείξετε ότι:
(α) Υπάρχει x0 ∈ (1, 2) τέτοιο, ώστε f (x0) = 3x0 − 2

(β) Υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (1, 2) τέτοια, ώστε f ′(ξ1) · f ′(ξ2) = 9

5. Έστω μια συνάρτηση fη οποία είναι συνεχής στο [a, β],παραγωγίσιμη στο
(α, β) με f (a) = β και f (β) = a. Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (a, β)
τέτοια ώστε f ′(ξ1) · f ′(ξ2) = 1.
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6. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : [0, 1] → [0, 1] με f (0) = 0 και
f (1) = 1. Να αποδείξετε ότι:
(α) Υπάρχει γ ∈ (0, 1) τέτοιο, ώστε f (γ) = 1 − γ

(β) Υπάρχουν α, β ∈ (0, 1) με α ̸= β τέτοια, ώστε f ′(α) · f ′(β) = 1.

7. Έστω μια συνάρτηση f , η οποία είναι συνεχής στο [α, β] με f (α) ̸= f (β)
και παραγωγίσιμη στο (α, β). Να δείξετε ότι:

(α) Υπάρχει x0 ∈ (α, β) τέτοια, ώστε f (x0) =
f (α)+3 f (β)

4 .
(β) Υπάρχουν ξ1, ξ2, ξ3 ∈ (α, β) τέτοια, ώστε 3

f ′(ξ1)
+ 1

f ′(ξ2)
= 4

f ′(ξ3)

8. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο [1, 2] με f (1) = 2 και f (2) = 4.
Να αποδείξετε ότι:
(α) Υπάρχει x0 ∈ (1, 2) τέτοιο, ώστε f (x0) = 2(3 − x0)

(β) Υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (1, 2) τέτοια, ώστε f ′(ξ1) · f ′(ξ2) = 4.

9. Έστω μια συνάρτηση f : [α, β] → R με f ′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (α, β) και
f (α) ̸= f (β). Να δείξετε ότι:
(α) Υπάρχει x0 ∈ (α, β) τέτοιο ώστε 3 f (x0) = f (α) + 2 f (β)

(β) Υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (α, β) τέτοια, ώστε f ′(ξ1)(x0 − α) = 2 f ′(ξ2)(β− x0).
(γ) Υπάρχουν ξ1, ξ2, ξ3 τέτοια, ώστε 2

f ′(ξ1)
+ 1

f ′(ξ2)
= 3

f ′(ξ3)

10. Έστω η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο [0, 1] και f (0) = 0, f (1) = 1.
Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (0, 1) τέτοια ώστε να ισχύει:

1
f ′(ξ1)

+ 1
f ′(ξ2)

= 2

Μέθοδος 2.15 — Ρίζες της f ′′. Για να δείξουμε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β)
τέτοιο, ώστε f ′′(x) = 0 κάνουμε τα εξής:

• Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ για την f σε δύο διαστήματα [α, x0] και
[x0, β] και βρίσκουμε ξ1 ∈ (α, x0) και ξ2 ∈ (x0, β) τέτοια, ώστε
f ′(ξ1) = f ′(ξ2)

• Εφαρμόζουμε το Θεώρημα Rolle για την f ′ στο [ξ1, ξ2] και βρί-
σκουμε ένα ξ ∈ (ξ1, ξ2) τέτοιο, ώστε f ′′(ξ) = 0.

Πρόβλημα 2.32 Αν η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
και ισχύει: f (1) = 7 f (7)− 6 f (8) (1). Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ R τέτοιο
ώστε f ′′(ξ) = 0.

■

Λύση Η (1) ⇔ f (1)− f (7) = 6[ f (7)− f (8)] (2).
Η f είναι συνεχής στο [1, 7] και παραγωγίσιμη στο(1, 7). Επομένως, από το
θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ1 ∈ (1, 7) τέτοιο ώστε:
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f (1)− f (7) = (1 − 7) f ′(ξ1) ⇔ f (1)− f (7) = −6 f ′(ξ1) (3).

Η f είναι συνεχής στο [7, 8] και παραγωγίσιμη στο(7, 8). Επομένως, από το
θεώρημα της μέσης τιμής έπεται υπάρχει ξ2 ∈ (7, 8) τέτοιο ώστε:

f (7)− f (8) = (7 − 8) f ′(ξ2) ⇔ f (7)− f (8) = − f ′(ξ2)(4).

H (2) λόγω τον (3) και (4) γίνεται:

6 f ′(ξ1) = −6 f ′(ξ2) ⇔ f ′(ξ1) = f ′(ξ2)

Για την f ′ έχουμε:

• Η f ′ είναι συνεχής στο [ξ1, ξ2].

• Η f ′ είναι παραγωγίσιμη στο (ξ1, ξ2).

• f ′(ξ1) = f ′(ξ2).

Από το θεώρημα Rolle έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (ξ1, ξ2) τέτοιο ώστε f ′′(ξ) = 0.

Πρόβλημα 2.33 Αν η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγί-
σιμη και τα σημεία A(α, f (α)), B(β, f (β)), Γ(γ, f (γ)) με α < β < γ είναι
συνευθεϊακά, να δείξετε ότι:
(α) Υπάρχουν δύο εφαπτόμενες της C f που είναι παράλληλες.
(β) Υπάρχει ξ ∈ R τέτοιο ώστε f ′′(ξ) = 0. ■

Λύση
(α) Έστω (ε) η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Α, Β, Γ. Τότε είναι:

λϵ =
f (β)− f (α)

β−α = f (γ)− f (β)
γ−β (1)

Επειδή η f είναι συνεχής στο διάστημα [α, β]και[β, γ] και παραγωγίσιμη στα
(α, β) και (β, γ), από τα θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχουν ξ1 ∈ (α, β)
και ξ2 ∈ (β, γ) τέτοια ώστε:

f ′(ξ1) =
f (β)− f (α)

β−α (2) και f ′(ξ2) =
f (γ)− f (β)

γ−β (3).

Επομένως η (1) γίνεται f ′(ξ1) = f ′(ξ2).
Έστω (ϵ1) και (ϵ2) οι εφαπτόμενες της C f στα σημεία (ξ1, f (ξ1)) και (ξ2, f (ξ2))
αντίστοιχα. Η(ϵ1) έχει συντελεστή διεύθυνσης f ′(ξ1) και (ϵ2) έχει συντελεστή
διεύθυνσης f ′(ξ2). Επειδή f ′(ξ1) = f ′(ξ2) ⇔ ϵ1//ϵ2.
(β) Για την f ′ έχουμε:

• Η f ′ είναι συνεχής στο [ξ1, ξ2].

• Η f ′ είναι παραγωγίσιμη στο (ξ1, ξ2).

• f ′(ξ1) = f ′(ξ2).

Από το θεώρημα Rolle έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (ξ1, ξ2) τέτοιο ώστε f ′′(ξ) = 0.
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Πρόβλημα 2.34 Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και δύο φορές πα-
ραγωγίσιμη στο (α, β). Αν είναι 2 f ( α+β

2 ) = f (α) + f (β) (1). Να δείξετε ότι
υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f ′′(ξ) = 0.

■

Λύση Η (1) ⇔ f ( α+β
2 )− f (α) = f (β)− f ( α+β

2 ) (2).
Η f είναι συνεχής στο [α, α+β

2 ] και παραγωγίσιμη στο(α, α+β
2 ). Επομένως, από

το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ1 ∈ (α, α+β
2 ) τέτοιο ώστε:

f ( α+β
2 )− f (α) = ( α+β

2 − α) f ′(ξ1) ⇔ f ( α+β
2 )− f (α) = β−α

2 f ′(ξ1)(3)

Η f είναι συνεχής στο [ α+β
2 , β] και παραγωγίσιμη στο( α+β

2 , β). Επομένως, από
το θεώρημα της μέσης τιμής έπεται υπάρχει ξ2 ∈ ( α+β

2 , β) τέτοιο ώστε:

f (β)− f ( α+β
2 ) = (β − α+β

2 ) f ′(ξ2) ⇔ f (β)− f ( α+β
2 ) = β−α

2 f ′(ξ2)(4)

H (2) λόγω των (3) και (4) γίνεται: β−α
2 f ′(ξ1) =

β−α
2 f ′(ξ2) ⇔ f ′(ξ1) = f ′(ξ2).

Για την f ′ έχουμε:

• Η f ′ είναι συνεχής στο [ξ1, ξ2].

• Η f ′ είναι παραγωγίσιμη στο (ξ1, ξ2).

• f ′(ξ1) = f ′(ξ2).

Από το θεώρημα Rolle έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (ξ1, ξ2) ⊂ (α, β) τέτοιο ώστε
f ′′(ξ) = 0.

Ασκήσεις προς λύση
1. Η συνάρτηση f είναι περιττή στο [−α, α] και δύο φορές παραγωγίσιμη.

Να δειχτεί ότι υπάρχει ξ ∈ (−α, α) ώστε να είναι f ′′(ξ) = 0.

2. Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο [−1, 3], για την οποία
ισχύει 2 f (1) = f (−1) + f (3). Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (−1, 3)
τέτοιο, ώστε f ′′(ξ) = 0.

3. Η συνάρτηση είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [−3, 3] και ισχύει f (−3) =
6 f (2)− 5 f (3). Να δείξετε ότι:
(α) Υπάρχουν εφαπτόμενες στη C f που είναι παράλληλες.
(β) Υπάρχει ξ ∈ (−3, 3) τέτοιο ώστε f ′′(ξ) = 0.

4. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [1, 5]
με f (1) + f (5) = 2 f (3). Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (1, 5) τέτοιο, ώστε
f ′′(ξ) = 0

5. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [a, β] και δύο φορές
παραγωγίσιμη στο (α, β). Αν f ( a+β

2 ) = f (a)+ f (β)
2 , να δείξετε ότι υπάρχει

ξ ∈ (a, β) τέτοιο f ′′(ξ) = 0.
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6. Δίνεται μια συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο
R. Αν τα σημεία A(a, f (a)),B(β, f (β)),Γ(γ, f (γ)) με α < β < γ είναι
συνευθειακά να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, γ) τέτοιο ώστε f ′′(ξ) = 0.

7. Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει f ′′(x) ̸= 0. Να δείξετε ότι δεν υπάρχουν στη γραφική
παράσταση της f τρία σημεία που να είναι συνευθεϊακά.

8. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [1, 3]
με f (1)+ f (3)

2 = f (2) + 1. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (1, 3) τέτοιο, ώστε
f ′′(ξ) = 2.

9. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [0, 2]
και η συνάρτηση g : [0, 1] → R για τις οποίες ισχύει: f (x + 1)− f (x) =
(x2 − x)g(x) + 1 για κάθε x ∈ [0, 1]. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 2)
τέτοιο, ώστε f ′′(ξ) = 0.

10. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R
και η συνάρτηση g(x) = f (x)− f (2 − x) για κάθε x ∈ R. Να δείξετε ότι
υπάρχει ξ ∈ (0, 2) τέτοιο, ώστε f ′′(ξ) = f ′′(ξ − 2).

11. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R και
υπάρχει γ ∈ R τέτοιο, ώστε f (2) = −2γ + 2, f (4) = γ + 2, f (6) = 4γ + 2.
Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ R τέτοιο, ώστε f ′′(ξ) = 0.

12. Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α, α + 1] και ισχύουν
f (α + 1) = f (α) + β, f ′(α + 1) = f ′(α) = β. Να δείξετε ότι υπάρχουν
ξ1, ξ2 ∈ (α + 1, β) τέτοια ώστε f ′′(ξ1) = f ′′(ξ2).

13. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = (9 − x2)συνx. Να δείξετε ότι υπάρχουν
ξ1, ξ2 ∈ (−3, π

2 ) τέτοια ώστε ξ1 ̸= ξ2 και f ′(ξ1) = f ′(ξ2).

14. Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R, για την οποία
ισχύει:

x2 − 1 ≤ f (x) ≤ x4 − x2 για κάθε x ∈ R

(α) Να υπολογίσετε τα f ′(−1) και f ′(1)

(β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (−1, 1) τέτοιο, ώστε f ′′(ξ) = 2

15. Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο R, για την οποία
ισχύει f (1) + f (2) = f (0)+ f (3). Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f ′′(x) = 0,
έχει τουλάχιστον μία ρίζα.

16. Έστω μια συνεχής συνάρτηση f : [0, 3] → R, παραγωγίσιμη στο (0, 3) και
ισχύει f (0) + f (2) = f (1) + f (3).
(α) Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (0, 3)τέτοια ώστε f ′(ξ1) + f ′(ξ2) = 0

(β) Αν η f είναι 1 − 1 και η f ′ είναι συνεχής, να δείξετε ότι η εξίσωση
f ′(x) = 0 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (0, 3).
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Μέθοδος 2.16 — Θ.Μ.Τ - Εφαπτομένη . .

Πρόβλημα 2.35 Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [2, 6] και παραγωγίσιμη
στο (2, 6) και είναι f (6) = 3, f (2) = −5. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (2, 6)
τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της C f στο σημείο A(ξ, f (ξ)) να είναι κάθετη
με την ευθεία (δ) : y = −1

2 x + 9.
■

Λύση
1 τρόπος
Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [2, 6] και παραγωγίσιμη στο (2, 6). Επομένως,
από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (2, 6) τέτοιο ώστε:

f (6)− f (2) = (6 − 2) f ′(ξ) ⇔ 3 − (−5) = 4 f ′(ξ) ⇔ 8 = 4 f ′(ξ) ⇔ f ′(ξ) = 2 .

2 τρόπος
θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x)− 2x η οποία ορίζεται στο [2, 6]. Για την
h έχουμε:

• Η h είναι συνεχής στο [2, 6].

• Η h είναι παραγωγίσιμη στο (2, 6) με h′(x) = f ′(x)− 2.

• h(2) = f (2) − 4 = −5 − 4 = −9 και h(6) = f (6) − 12 = 3 − 12 = −9
δηλαδή h(2) = h(6).

Από το θεώρημα Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (2, 6) τέτοιο
ώστε:

h′(ξ) = 0 ⇔ f ′(ξ)− 2 = 0 ⇔ f ′(ξ) = 2.

Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο ξ ορίζεται η εφαπτομένη στη C f στο
σημείο A(ξ, f (ξ)) η οποία έχει συντελεστή διεύθυνσης f ′(ξ) = 2.
Επειδή f ′(ξ)(−1

2) = 2(−1
2) = −1 έπεται ότι η εφαπτομένη της C fστο σημείο

A(ξ, f (ξ)) είναι κάθετη με την ευθεία (δ) : y = −1
2 x + 9.

Πρόβλημα 2.36 Η συνάρτηση f : [2, 3] → R είναι παραγωγίσιμη με f (2) = 4
και f (3) = 6. Να δείξετε ότι υπάρχει εφαπτομένη της C f η οποία διέρχεται
από την αρχή των αξόνων.

■

Λύση Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη ορίζεται εφαπτομένη σε κάθε σημείο
της C f . Έστω A(ξ, f (ξ)) σημείο τηςC f και (ϵ) η εφαπτομένη της C f στο Α, η
οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων. Η (ϵ) έχει εξίσωση:

y − f (ξ) = f ′(ξ)(x − ξ) (1).

Επειδή το σημείο O(0, 0) ανήκει στην (ϵ), από την(1) έπεται ότι:
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− f (ξ) = −ξ f ′(ξ) ⇔ ξ f ′(ξ)− f (ξ) = 0.

Άρα αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση x f ′(x)− f (x) = 0 έχει μία τουλάχιστον
ρίζα στο διάστημα [2, 3].
Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x)

x η οποία ορίζεται στο [2, 3].
Για την h έχουμε:

• Η h είναι συνεχής στο [2, 3].

• Η h είναι παραγωγίσιμη στο (2, 3) με h′(x) = x f ′(x)− f (x)
x2 .

• h(2) = f (2)
2 = 4

2 = 2και h(3) = f (3)
3 = 6

3 = 2 δηλαδή h(2) = h(3).

Από το θεώρημα Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (2, 3) τέτοιο
ώστε: h′(ξ) = 0 ⇔ ξ f ′(ξ)− f (ξ)

ξ2 = 0 ⇔ ξ f ′(ξ) − f (ξ) = 0 που σημαίνει ότι ο
αριθμός ξ ∈ (2, 3) είναι ρίζα της εξίσωσης x f ′(x)− f (x) = 0.
Άρα υπάρχει ξ ∈ (2, 3) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη στη C f στο σημείο A(ξ, f (ξ))
να διέρχεται από την αρχή των αξόνων

Ασκήσεις προς λύση
1. Η συνάρτηση f : [−2, 6] → R είναι παραγωγίσιμη με f (6) = 18 και

f (−2) = 2. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (−2, 6) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη
στη C f στο σημείο A(ξ, f (ξ)) να είναι παράλληλη στην ευθεία y = 2x+ 5.

2. Η συνάρτηση f : [α, β] → R είναι παραγωγίσιμη στο[α, β] με f (α) = 2β και
f (β) = 2α. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη
στη C f στο σημείο A(ξ, f (ξ)) να είναι κάθετη στην ευθεία y = 1

2 x + 15.

3. Δίνεται συνάρτηση f , παραγωγίσιμη στο [1, 3], για την οποία ισχύει
f (3) = 12 και f (1) = 4. Να αποδείξετε ότι υπάρχει σημείο της γρα-
φικής παράστασης της f , στο οποίο η εφαπτομένη να είναι παράλληλη
στην ευθεία y = 4x − 1.

Μέθοδος 2.17 — Εύρεση σχέσης μέσω Θ.Μ.Τ. Όταν μας δίνεται να απο-
δείξουμε μία σχέση, τότε σχηματίζουμε τον λόγο μεταβολής και εφαρ-
μόζουμε το Θ.Μ.Τ σε κατάλληλο διάστημα.

Πρόβλημα 2.37 Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο[α, β] και δύο παραγω-
γίσιμη στο (α, β) και για κάθε x ∈ [α, β] ισχύει f (x) > 0. Να δείξετε ότι

υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f (α)
f (β)

= e(α−β)
f ′(ξ)
f (ξ) .

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = ln f (x) η οποία ορίζεται στο [α, β].
Η h είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β) με h′(x) = f ′(x)

f (x) .
Επομένως, από το θεώρημα της μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β)
τέτοιο ώστε: h(α)− h(β) = (α − β)h′(ξ) ⇔
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ln f (α)− ln f (β) = (α − β) f ′(ξ)
f (ξ) ln f (α)

f (β)
= (α − β) f ′(ξ)

f (ξ) ⇔ f (α)
f (β)

= e(α−β)
f ′(ξ)
f (ξ)

Δίνεται ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β).
Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε: e f (β) − e f (α) = (β − α) f ′(ξ)e f (ξ)

Ασκήσεις προς λύση
1. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R

με f (x) > 0 για κάθε x ∈ R. Αν οι a, β, γ (α < γ) είναι διαδοχικοί
αριθμοί αριθμητικής προόδου με διαφορά ω και οι f (a), f (β), f (γ) είναι
διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου , να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, γ)
τέτοιο ώστε [ f ′(ξ)]2 = f (ξ) · f ′′(ξ).

2. Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α, β] και για κάθε
x ∈ [α, β] είναι f (x) ̸= 0. Αν f ′(α) = α f (α), f ′(β) = β f (β) και g(x) = f ′(x)

f (x) ,
να δείξετε ότι:
(α) Υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε g′(ξ) = 1.
(β) f ′′(ξ) f (ξ) = [ f ′(ξ)]2 + [ f (ξ)]2

Μέθοδος 2.18 — Πρόσημο της f ′ και f ′′. Για την εύρεση του προσήμου
έχουμε ότι:
Α. Για να δείξουμε ότι υπάρχει τέτοιο, ώστε f ′(x) < 0 ή f ′(x) > 0 σε
ένα διάστημα [α, β] αρκεί να εφαρμόσουμε το Θ.Μ.Τ για την f στο [α, β].
Β. Για να δείξουμε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε f ′′(ξ) < 0 ή
f ′′(ξ) > 0 κάνουμε τα εξής:

• Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ για την f σε δύο διαστήματα [α, x0] και
[x0, β] και βρίσκουμε ξ1 ∈ (α, x0) και ξ2 ∈ (x0, β) τέτοια, ώστε
f ′(ξ1) ̸= f ′(ξ2)

• Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ για την f ′ στο [ξ1, ξ2] και αποδεικνύουμε
το ζητούμενο.

Πρόβλημα 2.38 Η συνάρτηση f : [α, β] → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
με f (α) > 0 και f (β) = f ′(β) = 0. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο
ώστε f ′′(ξ) > 0.

■

Λύση Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β).
Επομένως, από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ1 ∈ (α, β) τέτοιο
ώστε:

f (β)− f (α) = (β − α) f ′(ξ1) ⇔ − f (α) = (β − α) f ′(ξ1) ⇔ f ′(ξ1) = − f (α)
β−α

Η συνάρτηση f ′ είναι συνεχής στο [ξ1, β] και παραγωγίσιμη στο (ξ1, β). Επο-
μένως, από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (ξ1, β) ⊆ (α, β)
τέτοιο ώστε:
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f ′(β)− f ′(ξ1) = (β − ξ1) f ′′(ξ) ⇔ f (α)
β−α = (β − ξ1) f ′′(ξ) (1)

Επειδή f (α)
β−α > 0, από (1) έπεται ότι (β − ξ1) f ′′(ξ) > 0 ⇔ξ1<β f ′′(ξ) > 0.

Πρόβλημα 2.39 Έστω μια συνάρτηση f συνεχής στο [α, β], δύο φορές πα-
ραγωγίσιμη στο (α, β) τέτοια, ώστε f (α) = f (β) = 0 και υπάρχει γ ∈ (α, β)
με f (γ) < 0. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει x0 ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε f ′′(x0) > 0.

■

Λύση Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], δύο φορές παραγωγίσιμη στο
(α, β).
Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ για την f στα διαστήματα [α, γ] και [γ, β]. Οπότε
υπάρχουν ξ1 ∈ (α, γ) και ξ2 ∈ (γ, β) τέτοια, ώστε:

f ′(ξ1) =
f (γ)− f (α)

γ−α = f (γ)
γ−α < 0 αφού f (γ) < 0 και γ − α > 0

f ′(ξ2) =
f (β)− f (γ)

β−γ = − f (γ)
γ−α > 0 αφού f (γ) < 0 και β − γ > 0

Η f ′ είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο [ξ1, ξ2] ⊆ (α, β) (Αφού η f είναι
δύο φορές παραγωγίσιμη στο (α, β)). Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ για την f ′ στο
[ξ1, ξ2]. Οπότε υπάρχει ένα x0 ∈ (ξ1, ξ2) τέτοιο, ώστε:

f ′′(x0) =
f ′(ξ2)− f ′(ξ1)

ξ2−ξ1
> 0 ⇔ f ′′(x0) > 0

Διότι f ′(ξ2) > 0, − f ′(ξ1) > 0 και ξ2 − ξ1 > 0.

Πρόβλημα 2.40 Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [−α, α], α > 0 και είναι
f (α) = α, f (−α) = −α. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο (−α, α) και για κάθε
x ∈ (−α, α) ισχύει | f ′(x)| ≤ 1, να δείξετε ότι f (0) = 0.

■

Λύση Η είναι συνεχής στο [−α, 0] και παραγωγίσιμη στο (−α, 0). Από το
θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ1 ∈ (−α, 0) τέτοιο ώστε:

f ′(ξ1) =
f (0)− f (−α)

α ⇔ f ′(ξ1) =
f (0)+α

α

Η είναι συνεχής στο [0, α] και παραγωγίσιμη στο (0, α). Από το θεώρημα μέσης
τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ2 ∈ (0, α) τέτοιο ώστε:

f ′(ξ2) =
f (α)− f (0)

α ⇔ f ′(ξ2) =
α− f (0)

α

Για κάθε x ∈ (−α, α) ισχύει | f ′(x)| ≤ 1, οπότε και:

{
{
| f ′(ξ1)| ≤ 1
| f ′(ξ2)| ≤ 1

⇔
{ | f (0)+α|

α ≤ 1
|α− f (0)|

α ≤ 1
⇔

{
| f (0) + α| ≤ α

|α − f (0)| ≤ α
⇔{

−α ≤ f (0) + α ≤ α

−α ≤ α − f (0) ≤ α
⇔

{
f (0) ≤ 0
f (0) ≥ 0

⇔ f (0) = 0
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Πρόβλημα 2.41 Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] και για κάθε
x ∈ [α, β] ισχύει f ′(x) ≥ M . Να δείξετε ότι: f (β) ≥ f (α) + M(β − α) (1).

■

Λύση Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] έπεται ότι η f είναι
συνεχής στο (α, β). Επομένως, από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει
ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f (β)− f (α) = (β − α) f ′(ξ) (2).
Η (1) γίνεται:

f (β) ≥ f (α) + M(β − α) ⇔ f (β)− f (α) ≥ M(β − α)
⇔ (β − α) f ′(ξ) ≥ M(β − α) ⇔ f ′(ξ) ≥ M

που είναι αληθής γιατί για κάθε x ∈ [α, β] ισχύει f ′(x) ≥ M.

Ασκήσεις προς λύση
1. Έστω μια συνάρτηση f της οποίας η f ′ είναι γνησίως φθίνουσα στο

(−∞, a]. Να δείξετε ότι f ′(x) > f (x)− f (a)
x−a για κάθε x < a.

2. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι παραγωγίσιμη στο R με συνεχή
παράγωγο. Αν γ ∈ (a, β) και [ f (γ) − f (a)] · [ f (β) − f (γ)] < 0 (1), να
δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, β) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 0

3. Έστω η συνάρτηση f : [a, β] → R η οποία είναι γνησίως αύξουσα και
συνεχής. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο (a, β), τότε υπάρχει ξ ∈ (a, β)
τέτοιο ώστε f ′(ξ) > 0.

4. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [a, β]
με f (a) < 0, f (β) = f ′(β) = 0. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, β) τέτοιο
ώστε f ′′(ξ) < 0.

5. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [a, β] και ισχύει f ′(x) ≤
κ για κάθε x ∈ (a, β). Να δείξετε ότι f (β) ≤ f (a) + κ(β − a).

6. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει
−1 ≤ f ′(x) ≤ 1 για κάθε x ∈ R. Να δείξετε ότι | f (β)− f (a)| ≤ |β − a|,
για κάθε a, β ∈ R.

7. Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α, β] με f (α) f ′(β) =
f (β) f ′(α) και f ′(x) ̸= 0. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε
f (ξ) f ′′(ξ) > 0.

8. Η συνάρτηση f : [0, 1] → R είναι παραγωγίσιμη με f (0) = 0 και f (x) > 0
για κάθε x ∈ (0, 1). Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ, x0 με 0 < x0 < ξ < 1,
τέτοια ώστε (1 − ξ) f ′(ξ) = f (ξ) και ξ f ′(x0) < f ′(ξ).

9. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι παραγωγίσιμη στο [0, 1] με f (0) = 0
και f (x) > 0 για κάθε x ∈ (0, 1). Να δείξετε ότι:
(α) Υπάρχει ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε f (ξ) = (1 − ξ) f ′(ξ)

(β) Υπάρχει x0 ∈ (0, ξ) τέτοιο ώστε f ′(x0) <
f ′(ξ)

ξ
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10. Έστω μια συνάρτηση fη οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [0, 2]
με f (0) = f (2) = 0. Να δείξετε ότι:
(α) Υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (0, 2) με ξ1 < ξ2 τέτοια ώστε f ′(ξ1) − f ′(ξ2) =
2 f (1).
(β) Υπάρχει ξ ∈ R τέτοιο ώστε | f ′′(ξ)| > | f (1)|.

11. Έστω f μια δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση στο [−2, 2] με | f (x)| ≤ 1
για κάθε x ∈ [−2, 2].
(α) Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ R με −2 < ξ1 < 0 < ξ2 < 2 και
ισχύει | f ′(ξ1)| ≤ 1 και | f ′(ξ2)| ≤ 1.
(β) Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (ξ1, ξ2) τέτοιο ώστε | f ′′(ξ)| ≤ 2

ξ2−ξ1
.

12. Η συνάρτηση f : [5, 6] → R είναι συνεχής στο [5, 6] και παραγωγίσιμη
στο (5, 6) και για κάθε x ∈ (5, 6) ισχύει f ′(x) > 2. Αν f (5) = −2, να
δείξετε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει μοναδική ρίζα στο (5, 6).

13. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α, β]
με f ′′(x) > 0 για κάθε x ∈ [α, β]. Αν υπάρχει x0 ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε
f (x0) = 0 να δείξετε ότι f (α)

x0−α + f (β)
β−x0

> 0.

Μέθοδος 2.19 — Απόδειξη απλών ή διπλών ανισοτήτων . Για να αποδεί-
ξουμε μία απλή ή διπλή ανίσωση κάνουμε τα εξής:

• Μετασχηματίζουμε τη διπλή ανισότητα έτσι ώστε στο κέντρο της
να σχηματιστεί η διαφορά f (β) − f (α) όπου f συνάρτηση που
ορίζουμε εμείς.

• Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ στο (α, β) και γράφουμε f ′(ξ) = f (β)− f (α)
β−α

(1).

• Θέτουμε α < ξ < β και μορφοποιούμε την παράσταση f ′(ξ) οπότε
σχηματίζεται μία ανισότητα της μορφής < f ′(ξ) < (Εδώ μας
βοηθάει και η μονοτονία της f ′)(2).

• Θέτουμε στη (2) το f ′(ξ) από την (1) και αποδεικνύουμε τη ζητού-
μενη σχέση.

Πρόβλημα 2.42 Αν α > β > 0 να δείξετε ότι:
(α) α−β

α < lnα − lnβ < α−β
β (1)

(β) νβν−1(α − β) < αν − βν < ναν−1(α − β) (2) (ν ≥ 2).
■

Λύση
(α) Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = lnx η οποία ορίζεται στο διάστημα [β, α].
Για την f έχουμε:



2.2 Θεώρημα μέσης τιμής 209

• Η f είναι συνεχής στο [β, α].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (β, α).

Από το θεώρημα της μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (β, α) τέτοιο ώστε:

f (α)− f (β) = (α − β) f ′(ξ) ⇔ lnα − lnβ = (α − β) 1
ξ (3).

Η σχέση (1) γίνεται:

α−β
α < (α−β)

ξ < α−β
β ⇔ 1

α < 1
ξ < 1

β ⇔ β < ξ < α αληθής.

Επομένως α−β
α < lnα − lnβ < α−β

β με α > β > 0.
(β) Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = xv η οποία ορίζεται στο [β, α].
Για την f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο [β, α].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (β, α) με f ′(x) = vxv−1.

Από το θεώρημα της μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (β, α) τέτοιο ώστε:

f (α)− f (β) = (α − β) f ′(ξ) ⇔ αv − βv = (α − β)vξv−1 (4).

Η σχέση (2) γίνεται:

νβν−1(α − β) < (α − β)νξν−1 < ναν−1(α − β) ⇔ βν−1 < ξν−1 < αν−1

⇔ lnβν−1 < lnξν−1 < lnαν−1 ⇔ (ν − 1)lnβ < (ν − 1)lnξ < (ν − 1)lnα
⇔ lnβ < lnξ < lnα ⇔ β < ξ < a

αληθής. Επομένως νβν−1(α − β) < αν − βν < ναν−1(α − β) με α > β > 0.

Πρόβλημα 2.43 Να δείξετε ότι:
(α) 2 − e

2 < ln2 < 2
e

(β) συν 5π
18 < 1

2 +
π
√

3
36

■

Λύση
(α) Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = lnx η οποία ορίζεται στο διάστημα [2, e].
Για την f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο [2, e].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (2, e).

Από το θεώρημα της μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (2, e) τέτοιο ώστε:

f (2)− f (e) = (2 − e) f ′(ξ) ⇔ ln2 − lne = (2 − e) 1
ξ ⇔ ln2 − 1 = 2−e

ξ + 1(1).

Η σχέση (α) λόγω της (1) γίνεται:
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2 − e
2 < 1 + 2−e

ξ < 2
e ⇔ 1 − e

2 < 2−e
ξ < 2

e − 1 ⇔ 2−e
2 < 2−e

ξ < 2−e
e ⇔ 1

e < 1
ξ <

1
2 ⇔ 2 < ξ < e

αληθής.
(β) Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = συνx η οποία ορίζεται στο[5π

18 , π
3 ]. Για την

f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο[5π
18 , π

3 ].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (5π
18 , π

3 ) με f ′(x) = −ηµx.

Από το θεώρημα της μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (5π
18 , π

3 ) τέτοιο ώστε:

f (5π
18 )− f (π

3 ) = (5π
18 − π

3 ) f ′(ξ) ⇔ συν 5π
18 − συν π

3 = − π
18(−ηµξ)

⇔ συν 5π
18 − 1

2 = π
18 ηµξ ⇔ συν π

18 = π
18 ηµξ + 1

2 (2).

Η σχέση (β) λόγω της (2) γίνεται:

π
18 ηµξ + 1

2 < 1
2 +

π
√

3
36 ⇔ π

18 ηµξ < π
√

3
36 ⇔ ηµξ <

√
3

2

αληθής, γιατί 5π
18 < ξ < π

3 .

Πρόβλημα 2.44 Αν 0 < α ≤ β < π
2 , να δείξετε ότι: α−β

συν2β
≤ ϵφα − ϵφβ ≤ α−β

συν2α

(1).
■

Λύση Αν α = β, τότε η (1) γίνεται 0 ≤ 0 ≤ 0 που ισχύει.
Αν 0 < α < β < π

2 θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = ϵφx η οποία ορίζεται στο
[α, β] ⊆ (0, π

2 ).
Για την f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο[α, β].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (α, β) με f ′(x) = 1
συν2x .

Από το θεώρημα της μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε:

f (α)− f (β) = (α − β) f ′(ξ) ⇔ ϵφα − ϵφβ = (α − β) 1
συν2ξ

(2).

Η σχέση (1) λόγω της (2) γίνεται:

α−β
συν2β

≤ (α − β) 1
συν2ξ

≤ α−β
συν2α

⇔ 1
συν2β

≥ 1
συν2ξ

≥ 1
συν2α

⇔ συν2β ≤ συν2ξ ≤ συν2α ⇔
√

συν2β ≤
√

συν2ξ ≤
√

συν2α
⇔ |συνβ| ≤ |συνξ| ≤ |συνα|

και επειδή 0 < α < ξ < β < π
2 ⇔ συνβ > 0 και συνα > 0 και συνξ > 0 έχουμε:

συνβ ≤ συνξ ≤ συνα ⇔ α ≤ ξ ≤ β αληθής.
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Πρόβλημα 2.45 Αν α < β, να δείξετε ότι: 2e
α+β

2 < eα + eβ (1).
■

Λύση Η (1) ⇔ e
α+β

2 − eα < eβ − e
α+β

2 (2).
Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = ex η οποία ορίζεται στο [α, β]. Η f είναι
συνεχής στο [α, α+β

2 ] και παραγωγίσιμη στο (α, α+β
2 ) με f ′(x) = ex.

Από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ1 ∈ (α, α+β
2 ) τέτοιο ώστε:

f ( α+β
2 )− f (α) = ( α+β

2 − α) f ′(ξ1) ⇔ e
α+β

2 − eα = β−α
2 eξ1 (3).

Η f είναι συνεχής στο [ α+β
2 , β] και παραγωγίσιμη στο ( α+β

2 , β).
Από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ2 ∈ ( α+β

2 , β) τέτοιο ώστε:

f (β)− f ( α+β
2 ) = (β − α+β

2 ) f ′(ξ2) ⇔ eβ − e
α+β

2 = β−α
2 eξ2 (4).

Η (2) λόγω των (3) και (4) γίνεται:

β−α
2 eξ1 < β−α

2 eξ2 ⇔ eξ1 < eξ2 ⇔ ξ1 < ξ2

αληθής.

Πρόβλημα 2.46 Αν η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο R με f ′ γνησίως
αύξουσα στο (0,+∞). Να αποδείξετε ότι f (1) + f (4) > f (2) + f (3) .

■

Λύση Αρκεί αν δείξουμε ότι: f (4)− f (3) > f (2)− f (1).
Η συνάρτηση f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο R άρα και στα διαστή-
ματα [1, 2], [3, 4]. Σε κάθε ένα από τα προηγούμενα διαστήματα εφαρμόζουμε
το θεώρημα μέσης τιμής, οπότε έχουμε ότι:
Στο διάστημα [1, 2] υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ1 ∈ (1, 2) τέτοιο, ώστε:

f ′(ξ1) =
f (2)− f (1)

2−1 = f (2)− f (1)

Στο διάστημα [3, 4] υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ2 ∈ (3, 4) τέτοιο, ώστε:

f ′(ξ2) =
f (4)− f (3)

4−3 = f (4)− f (3)

Το ξ1 ∈ (1, 2) και το ξ2 ∈ (3, 4) άρα:

ξ1 < ξ2 ⇔ f ′↑ f ′(ξ1) < f ′(ξ2) ⇔ f (2)− f (1) < f (4)− f (3)
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Πρόβλημα 2.47 Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [1, 5] και παραγωγίσιμη
στο (1, 5) με f (1) = 2 και για κάθε x ∈ (1, 5) ισχύει 2 < f ′(x) < 3. Να
δείξετε ότι: 10 < f (5) < 14 (1).

■

Λύση Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [1, 5] και παραγωγίσιμη στο (1, 5).
Επομένως, από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον
ξ ∈ (1, 5) τέτοιο ώστε

f (5)− f (1) = (5 − 1) f ′(ξ) ⇔ f (5)− 2 = 4 f ′(ξ) ⇔ f (5) = 4 f ′(ξ) + 2.

Η (1) γίνεται:

10 < 4 f ′(ξ) + 2 < 14 ⇔ 8 < 4 f ′(ξ) < 12 ⇔ 2 < f ′(ξ) < 3

που ισχύει γιατί για κάθε x ∈ (1, 5) είναι 2 < f ′(x) < 3.

Ασκήσεις προς λύση
1. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 5] και παραγωγίσιμη στο (0, 5)

με f (0) = 10. Αν για κάθε x ∈ (0, 5) είναι | f ′(x)| < 1, να δείξετε ότι
5 < f (5) < 15.

2. Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο [2006, 2008], με f (2006) = 0 και
παραγωγίσιμη στο (2006, 2008), με | f ′(x)| ≤ 2, για κάθε x ∈ (2006, 2008).
Να αποδείξετε ότι | f (2008)| ≤ 4.

3. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [1, 4] και παραγωγίσιμη στο (1, 4) και
για κάθε x ∈ (1, 4) ισχύει 1 < f ′(x) < 2 . Αν f (1) = 2, να δείξετε ότι
5 < f (4) < 8.

4. Έστω μία συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [0, 6] και παραγωγίσιμη
στο (0, 6). Αν η f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο (0, 6), να αποδειχθεί ότι
f (0) + f (6) > f (2) + f (4).

5. Έστω μία παραγωγίσιμη στο [α, β] συνάρτηση f της οποίας η f ′ είναι
γνησίως φθίνουσα στο [α, β]. Να δειχθεί ότι ισχύει f ( α+β

2 ) > f (α)+ f (β)
2 .

6. Έστω f συνεχής και παραγωγίσιμη συνάρτηση στο R και έστω ότι η f ′

είναι γνησίως αύξουσα. Να αποδείξετε ότι f (4) + f (5) < f (3) + f (6).

7. Η συνάρτηση f ′ είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [α, δ] και α < β ≤
γ < δ με α + δ = β + γ. Να αποδείξετε ότι f (α) + f (δ) < f (β) + f (γ)

8. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [1, 7] και παραγωγίσιμη
στο (1, 7). Αν η f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο (1, 7), να δείξετε ότι :
f (1) + f (7) > f (3) + f (5).

9. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [0,+∞ με f (0) = 0.
Αν 1 ≤ f ′(x) ≤ 2 για κάθε x > 0, να δείξετε ότι x ≤ f (x) ≤ 2x για κάθε
x ≥ 0.
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10. Να δείξετε ότι x−1
x ≤ lnx ≤ x − 1 για κάθε x > 0.

11. Να δείξετε ότι: x + 1 < ex < xex + 1 για κάθε x > 0

12. Να λύσετε την εξίσωση 9x + 3x = 5x + 7x

13. Να αποδείξετε ότι για κάθε x > 0, ισχύει: 1
x+1 < ln x+1

x < 1
x

14. Αν x ≥ 2, να αποδείξετε ότι: 1
ln(x+1)x+1 < ln(ln(x + 1))− ln(lnx) < 1

ln xx .

15. Να δείξετε τις παρακάτω ανισότητες: 1− x1
x2

< ln x2
x1

< x2
x1
− 1, 0 < x1 < x2

16. Να δείξετε ότι:
(α) ηµ(a + h) < ηµα + hσυνα, όπου 0 < α < α + h < π

2

(β) συν(α + h) < συνα − hηµα , όπου 0 < α < α + h < π
2

17. Να δείξετε ότι ln eβ+1
ea+1 < β − α για κάθε α, β ∈ R με α < β.

18. Να δείξετε ότι :
(α) 1

3 < ln 3
2 < 1

2 (β) 2 − e
2 < ln2 < 2

e

19. Αν 0 < α < β < π
2 να δείξετε ότι:

(α) β−α
ηµ2β

< σφα − σφβ < β−α
ηµ2α

(β) ϵφα < ln(συνα)−ln(συνβ)
β−α < ϵφβ

(γ) ϵφα
ϵφβ < α

β

(δ)

20. Αν α < β, να δείξετε ότι :

(α) 2αln2 < 2β−2α

β−α < 2βln2 (β) eα(β − α) < eβ − eα < eβ(β − α)

21. Για κάθε x, y ∈ R να δείξετε ότι:
(α) |ηµx − ηµy| ≤ |x − y| (β) |συν2x − συν2y| ≤ |x − y|.

22. Για κάθε x, y ∈ R να δείξετε ότι:

(α) | ln x2+1
y2+1 | ≤ |x − y| (β) | ln 2ex+1

2ey+1 | ≤ |x − y|

23. Αν 0 < x ≤ y < π
2 , να δείξετε ότι (y− x)συνy ≤ ηµy− ηµx ≤ (y− x)συνx.

24. Αν 0 < x < y < 1, να δείξετε ότι |xσυνx − yσυνy| < 2|x − y|.

25. Να δείξετε ότι για κάθε x, y ∈ R ισχύει |
√

x2 + α2 −
√

y2 + α2| ≤ |x − y|.

Μέθοδος 2.20 — Συνδυασμός Θ.Μ.Τ με όρια. ...

Πρόβλημα 2.48 Δίνεται η συνάρτηση f , παραγωγίσιμη στο R, για την οποία
ισχύει f ′(x) ≥ x2 + 1, για κάθε x ∈ R. Να αποδείξετε ότι lim

x→+∞
f (x) = +∞.

■
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Λύση Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R άρα και στο [0, x].
Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R άρα και στο [0, x].
Επομένως βάσει του θεωρήματος μέσης τιμής, υπάρχει ξ ∈ (0, x) τέτοιο, ώστε:

f ′(ξ) = f (x)− f (0)
x−0 ⇔ f ′(ξ) = f (x)− f (0)

x

Επειδή f ′(x) ≥ x2 + 1, για κάθε x ∈ R, έχουμε:

f ′(ξ) ≥ ξ2 + 1 ⇔ f (x)− f (0)
x ≥ ξ2 + 1 ⇔ f (x) ≥ (ξ2 + 1)x + f (0)

Επειδή ξ2 + 1 > 0 είναι lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[(ξ2 + 1)x + f (0)] = +∞.

Ασκήσεις προς λύση
1. Αν για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) ≤ M < 0, να αποδείξετε ότι:

(α) f (x) ≤ x · M + f (0) αν x > 0.
(β) f (x) ≥ x · M + f (0) αν x < 0.
(γ) lim

x→+∞
f (x) = −∞

(δ) lim
x→−∞

f (x) = +∞

(ε) η f είναι αντιστρέψιμη.
(στ)

2. Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο [0,+∞ με f ′ γνησίως φθί-
νουσα.
(α) Να δείξετε ότι: f (x + 1)− f (x) < f ′(x) < f (x)− f (x − 1), x ≥ 1

(β) Αν lim
x→∞

f (x) ∈ R να δείξετε ότι lim
x→∞

f ′(x) = 0

Διάφορες εφαρμογές στο θεώρημα μέσης τιμής
1. Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R. Αν υπάρχει εφα-

πτόμενη (ϵ) της C f η οποία έχει με την C f δύο τουλάχιστον κοινά σημεία,
να αποδείξετε ότι:
(α) η f ′ δεν είναι ένα προς ένα.
(β) υπάρχει x0 ∈ R με f ′′(x0) = 0

2. Η συνάρτηση f : [0, a] → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ (0, a) ισχύει | f ′′(x)| ≤ θ, θ > 0. Αν για κάθε x ∈ [0, a] ισχύει f (x) ≤
f (ξ) με ξ ∈ (0, a) να δείξετε ότι | f ′(0)|+ | f ′(α)| ≤ αθ.

3. Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα [α, β] και
f (x) ̸= 0 για κάθε x ∈ [α, β]. Αν f ′(α) = α f (α) και f ′(β) = β f (β) να απο-
δείξετε ότι υπάρχει x0 ∈ (α, β) τέτοια, ώστε f ′′(x0) f (x0) = ( f ′(x0))

2 +
( f (x0))

2

4. Η συνάρτηση f : [0, 1] → R είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα [0, 1], με
f (0) = 0 και f (x) > 0 για κάθε x ∈ (0, 1). Να αποδείξετε ότι υπάρχουν
x0 και ξ με 0 < x0 < ξ < 1, ώστε (1 − ξ) f ′(ξ) = f (ξ) και ξ f ′(x0) < f ′(ξ).
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5. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [1, 5] και ισχύει f (1) = 7 και
| f ′(x)| ≤ 2

√
x για κάθε x ∈ [1, 5], να αποδείξετε ότι:

(α) −2
√

x(x − 1) + 7 ≤ f (x) ≤ 2
√

x(x − 1) + 7

(β) −5 ≤ f (4) ≤ 19.

6. Δίνεται η συνάρτηση f , η οποία είναι παραγωγίσιμη στο R με f ′(x) ̸= 0
για κάθε x ∈ R και της οποίας η γραφική παράσταση C f διέρχεται από
τα σημεία A(−2, 1) και B(1, 7).
(α) Να δειχθεί ότι η f αντιστρέφεται.
(β) Να λυθεί η εξίσωση f−1(−6 + f (x2 − 8)) = −2

(γ) Να αποδειχθεί ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο της C f , στο οποίο
η εφαπτομένη της C f είναι κάθετη στην ευθεία x + 2y − 2007 = 0.

7. Έστω η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R και οι αριθμοί
0 < α < β, ώστε f (α) = β, f (β) = α και f (α + β) = 0. Να δείξετε ότι:
(α) υπάρχει x0 ∈ (α, β), ώστε f (x0) = x0,
(β) υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (α, β), με ξ1 < ξ2, ώστε f ′(ξ1) f ′(ξ2) = 1

(γ) η εξίσωση f ′′(x) = 0 έχει λύση στο (α, α + β).

8. Η συνάρτηση f : [α, β] → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο (α, β) και
συνεχής με f (α) = f (β) = 0. Να αποδείξετε ότι:
(α) αν υπάρχει x0 ∈ (α, β) με f (x0) > 0, τότε υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο,
ώστε f ′′(ξ) < 0

(β) αν υπάρχει x0 ∈ (α, β) με f (x0) < 0, τότε υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο,
ώστε f ′′(ξ) > 0

9. Θεωρούμε συνάρτηση f παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο στο [1, 2].
Για την f ισχύουν:
(1) f (1) = f (2)− 7

3

(2) f ′(1) > 4

Να αποδείξετε ότι:
(α) Υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ (1, 2) τέτοιο ώστε f ′(x0) = x2

0.
(β) Υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈ (1, 2) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 4ξ .

10. Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x), x ∈ [0, 2] με τιμές στο [0, 4], που είναι
παραγωγίσιμη και ισχύει f ′(x) ̸= 2 για κάθε x ∈ [0, 2]. Να αποδείξετε
ότι υπάρχει μοναδικό ξ ∈ [0, 2] ώστε f (ξ) = 2ξ.

11. Μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 1] και παραγωγίσιμη στο (0, 1)
με f (0) = α, α > 0 και f (1) = 0 .
(α) Αποδείξτε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα x ∈ (0, 1) ώστε f (x0) = αx0.
(β) Αποδείξτε ότι υπάρχει x1, x2 ∈ (0, 1), ώστε f ′(x1) f ′(x2) = α2.



216 Κεφάλαιο 2. Βασικά Θεωρήματα

12. Δίνεται συνάρτηση f : [α, β] → R, δύο φορές παραγωγίσιμη με f (α) =
f (β) = 0 και f (x) > 0 για κάθε x ∈ (α, β). Να αποδείξετε ότι υπάρχει
x0 ∈ (α, β) με f ′′(x0) ≤ 0.

13. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : [0, 1] → R για την οποία η f ′ είναι
γνησίως φθίνουσα στο [0, 1]. Επίσης ισχύει f ′(1) = 1 και η εφαπτομένη
της C f στο σημείο της A(0, f (0)) έχει εξίσωση y = 2x + 1.
(α) Να βρείτε τις τιμές f (0) και f ′(0)

(β) Να αποδείξετε ότι 2 < f (1) < 3

(γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, 1), ώστε (2 −
3ξ) f (ξ) = f (1 − ξ)− 4ξ

14. Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο [1, e] με f (1) = 2,
f (e) = e + 1 και σύνολο τιμών το [−1, 4]. Να αποδείξετε ότι:
(α) Υπάρχουν τουλάχιστον δύο τιμές x1, x2 ∈ (1, e) με x1 ̸= x2 ώστε
f ′(x1) = f ′(x2) = 0.
(β) Υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈ (1, e) τέτοιο ώστε f ′′(ξ) = 0.
(γ) Υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ (1, e) τέτοιο ώστε:

f (x0)[ f ′(x0)− 4 f 4(x0)] = x0.

(δ) Η ευθεία y = −x + e + 2 τέμνει την γραφική παράσταση της f σε
ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη c0 ∈ (1, e).
(ε) Υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (1, e) με ξ1 ̸= ξ2 τέτοιοι ώστε να ισχύει:

f ′(ξ1) f ′(ξ2) = 1.

15. Α. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] και
ισχύουν f ′(α) > 0, f ′(β) < 0

(α) Δικαιολογήστε γιατί υπάρχει ξ ∈ (α, β) στο οποίο η f παίρνει μέγιστη
τιμή.
(β) Αποδείξτε ότι f ′(ξ) = 0.
Β. Υποθέστε τώρα ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] και
ισχύει f ′(α) f ′(β) < 0. Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε
f ′(ξ) = 0.
Γ. Αν για μια συνάρτηση f ισχύει f ′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ ∆, αποδείξτε
τα επόμενα:
(α) f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ ∆ ή f ′(x) < 0 για κάθε x ∈ ∆.
(β) Η γραφική παράσταση της f τέμνει τον x′x άξονα το πολύ σε ένα
σημείο.
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16. Έστω f : (0,+∞) → R, δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0,+∞) και υπάρ-
χουν α, β, γ > 0 µε α < β < γ τέτοια ώστε f (α) = α, f (β) = β, f (γ) = γ.
Να αποδείξετε ότι:
(α) Υπάρχουν κ, λ > 0 τέτοια ώστε f (κ) = κ f ′(κ), f (λ) = λ f ′(λ).
(β) Αν η ευθεία που περνά από τα (κ, f (κ)), (λ, f (λ)) περνάει και από
την αρχή των αξόνων, δείξτε ότι υπάρχει x0 > 0 τέτοιος ώστε f ′′(x0) = 0.

17. Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη και παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα της
μορφής (α,+∞) με lim

x→+∞
f (x) = λ ∈ RΝα αποδείξετε ότι:

(α) lim
x→+∞

f (x + ϵ)− f (x)
ϵ

= λ για κάθε ϵ > 0

(β) αν επιπλέον ισχύει ότι lim
x→+∞

f (x) = κ, κ ∈ (0,+∞), τότε λ = 0.

18. Έστω μια συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο [−2, 2] με | f (x)| ≤ 1
για κάθε x ∈ [−2, 2]. Να δείξετε ότι:
(α) Υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ R με −2 < ξ1 < 0 < ξ2 < 2 και ισχύει | f ′(ξ1)| ≤ 1
και | f ′(ξ2)| ≤ 1

(β) Υπάρχει ξ ∈ (ξ1, ξ2) τέτοιο, ώστε | f ′′(ξ)| ≤ 2
ξ2−ξ1

.

19. Δίνεται η παραγωγίσιμη στο διάστημα [a, β] συνάρτηση f ώστε:

f (a) f (β) + a2 + β2 = 2aβ

(α) Να δείξετε ότι υπάρχει x0 ∈ (a, β) ώστε: f (x0) = 0.
(β) Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (a, β) με ξ1 < x0 < ξ2, ώστε:

f ′(ξ1) f ′(ξ2) > 0

(γ) Αν f (a) > 0, να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, β): f ′(ξ) ≤ −2.
(δ) Υπάρχει περίπτωση να ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος
Rolle για τη συνάρτηση f στο διάστημα [a, β]; Ισχύει το ίδιο διαστήματα
υποσύνολα του [a, β];

20. Έστω μια συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο [0, 2] με f (0) +
f (2) = f (1). Να δείξετε ότι:
(α) Υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (0, 2) με ξ1 < ξ2 τέτοια ώστε f ′(ξ1) = f ′(ξ2) + f (1)

(β) Αν | f ′′(x)| ≤ 1 για κάθε x ∈ (0, 2), τότε | f (1)| < 2.





3. Συνέπειες του Θ.Μ.Τ

3.1 Σταθερή συνάρτηση
Έστω συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το σύνολο A. Αν για κάθε x ∈ A
ισχύει f (x) = c τότε λέμε ότι η συνάρτηση είναι σταθερή. Γνωρίζουμε ότι η
συνάρτηση f : ∆ → R με f (x) = c είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα Δ και ότι
για κάθε x ∈ ∆ ισχύει f ′(x) = 0. Με τη βοήθεια του θεωρήματος της μέσης
τιμής αποδεικνύουμε ότι ισχύει και το αντίστροφο. Συγκεκριμένα ισχύει:

Πρόταση 3.1.1 Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και για
κάθε εσωτερικό σημείο x ∈ ∆ είναι f ′(x) = 0 τότε η f είναι σταθερή στο Δ.

Πρόταση 3.1.2 Αν οι συναρτήσεις f , g είναι συνεχείς σε ένα διάστημα Δ και για
κάθε εσωτερικό σημείο x ∈ ∆ ισχύει f ′(x) = g′(x) τότε υπάρχει μια σταθερά
c τέτοια ώστε f (x) = g(x) + c για κάθε x ∈ ∆.
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Παρατήρηση 3.1.3 .

1. Η πρόταση και το πόρισμα ισχύουν σε διάστημα Δ και όχι σε ένωση
διαστημάτων. Π.χ. για τη συνάρτηση f με:

f (x) =

{
−3 x < 0
4 x > 0

ισχύει f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ (−∞, 0)∪ (0,+∞) και όμως η f δεν είναι
σταθερή στο (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

2. Αν ∆1, ∆2 είναι διαστήματα και είναι f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ ∆1 ∪ ∆2
τότε υπάρχουν c1, c2 ∈ R τέτοια ώστε:

f (x) =

{
c1 x ∈ ∆1

c2 x ∈ ∆2

3.1.1 Ερωτήσεις σωστού - λάθους και πολλαπλής επιλογής
A. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με σωστό (Σ) ή λάθος (Λ).

1. Αν για τη συνάρτηση f , ισχύει f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ (α, x0) ∪ (x0, β),
τότε είναι σταθερή στο (α, x0) ∪ (x0, β).

2. Αν οι συναρτήσεις f , g είναι συνεχείς στο Δ με f ′(x) = g′(x), για κάθε
εσωτερικό σημείο xτου Δ, τότε ισχύει f (x) = g(x) για κάθε x ∈ ∆.

3. Αν οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιμες στο∆ και ισχύει f ′(x) =
g′(x) + 3, για κάθεx ∈ ∆, τότε η συνάρτηση h(x) = f (x) − g(x) είναι
γνησίως φθίνουσα στο Δ.

4. Αν f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ R∗, τότε η f είναι σταθερή στο R∗.

5. Αν f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ R, τότε η f (x) = c στο R.

6. Αν f ′(x) = g′(x) για κάθε x ∈ ∆1 ∪ ∆2 τότε f (x) = g(x) + c για κάθε
x ∈ ∆1 ∪ ∆2

7. Αν f ′(x) = g′(x) για κάθε x ∈ R τότε f (x) = g(x) για κάθε x ∈ R.

B. Στις παρακάτω προτάσεις να επιλέξετε την σωστή απάντηση.

1. Οι συναρτήσεις f , g ορίζονται στο R και είναι δύο φορές παραγωγίσιμες
σ’ αυτό. Αν f ′(x) = g′(x) για όλα τα x ∈ R, ποια από τις παρακάτω
συνθήκες πρέπει να ισχύει επιπλέον, ώστε f (x) = g(x), για όλα τα
x ∈ R;
Α. f και g συνεχείς στο R
B. f (0) = g(0)

Γ. f ′′(x) = g′′(x) + c
Δ. f ′′(0) = g′′(0)

E. δεν χρειάζεται να προστεθεί άλλη συνθήκη
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2. Αν για τις παραγωγίσιμες στο R συναρτήσεις f , g ισχύει f ′(x) = g′(x),
x ∈ R, τότε
Α. f (x) = g(−x) + c
B. f (x) = −g(x) + c
Γ. f (x) = g(x)− c

Δ. f (x) + g(−x) = c
E. f (−x) = g(x) + c
(ST)

3.1.2 Μεθοδολογίες για την επίλυση ασκήσεων

Μέθοδος 3.1 — Απόδειξη ταυτοτήτων ή σχέσεων. Ταυτότητες

• Μεταφέρουμε όλους τους όρους στο 1 μέλος.

• Θέτουμε το 1 μέλος ως μια συνάρτηση f (x).

• Παραγωγίζουμε και αποδεικνύουμε ότι f ′(x) = 0.

• Η f (x) είναι σταθερή δηλαδή ισχύει f (x) = c

Σχέσεις

• Λύνουμε ως προς την σταθερά c, έστω c = h(x).

• Αποδεικνύουμε ότι η h(x) είναι σταθερή συνάρτηση δηλαδή
h′(x) = 0.

Πρόβλημα 3.1 Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει

ηµ6x + συν6x − 3
2(ηµ4x + συν4x) = −1

2

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση

f (x) = ηµ6x + συν6x − 3
2(ηµ4x + συν4x) (1)

με πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθεx ∈ R είναι:

f ′(x) = 6ηµ5xσυνx − 6συν5xηµx − 3
2
(4ηµ3xσυνx − 4συν3xηµx)

= 6ηµxσυνx(ηµ4x − συν4x)− 6ηµxσυνx(ηµ2x − συν2x)

= 6ηµxσυνx(ηµ2x + συν2x)(ηµ2x − συν2x)

= −6ηµxσυνx(ηµ2x − συν2x)

= 6ηµxσυνx(ηµ2x − συν2x)− 6ηµxσυνx(ηµ2x − συν2x) = 0

Επειδή f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ R έπεται ότι f (x) = c για κάθε x ∈ R (2).
Για x = 0 από την (1) έπεται ότι f (0) = −1

2
Για x = 0 από την (2) έπετα ότι f (0) = c
από τις δύο παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι ⇔ c = −1

2 .
Επομένως, για κάθε x ∈ R ισχύει f (x) = −1

2 , δηλαδή:
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ηµ6x + συν6x − 3
2(ηµ4x + συν4x) = −1

2

Πρόβλημα 3.2 Δίνεται η συνάρτηση f : R → R με

f (x) = συν4x − ηµ4x − ασυν2x

Να βρείτε το α ∈ R ώστε η συνάρτηση f να είναι σταθερή.
■

Λύση Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι:

f ′(x) = 4συν3xηµx − 4ηµ3xσυνx + 2αηµ2x

= −4ηµxσυνx(συν2x + ηµ2x) + 2αηµ2x
= −2ηµ2x + 2αηµ2x = 2ηµ2x · (α − 1)

Για να είναι η συνάρτηση f σταθερή πρέπει για κάθε x ∈ R να ισχύει f ′(x) =
0 ⇔ 2ηµ2x · (α − 1) = 0 που αυτό συμβαίνει όταν α − 1 = 0 ⇔ α = 1.

Ασκήσεις προς λύση
1. Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει:

(α) ηµ6x + συν6x + 3ηµ2xσυν2x = 1.
(β) συν2x + συν2(π

3 + x) + συν2(π
3 − x) = 3

2 .

2. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f με

f (x) = ηµ8x + συν8x − 2(ηµ2xσυν2x − 1)2 + 1

είναι σταθερή και να βρείτε τον τύπο της.

3. Να βρεθεί ο λ ∈ R ώστε η συνάρτηση f (x) = ηµ6x+ συν6x+ληµ2xσυν2x
να είναι σταθερή στο R.

Μέθοδος 3.2 — Θεωρητικές Εφαρμογές. • Για να δείξουμε ότι μία
συνάρτηση είναι σταθερή σε ένα διάστημα ∆ πρέπει να δείξουμε
ότι η παράγωγος της είναι μηδέν, δηλαδή f ′(x) = 0 .

• Αν για την συνάρτηση f μας δίνεται μια ανισοτική σχέση τότε
με βάση τον ορισμό της παραγώγου δείχνουμε ότι f ′(x0) = 0 για
τυχαίο x0 του πεδίου ορισμού της f .

Πρόβλημα 3.3 Δίνεται η συνάρτηση f : R → R και ότι για κάθε α, β ∈ R
ισχύει η σχέση:| f (α) − f (β)| ≤ |α − β|v, v ≥ 2. Να δείξετε ότι η f είναι
σταθερή.

■

Λύση Για κάθε x, x0 ∈ R ισχύει:
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| f (x)− f (x0)| ≤ |x − x0|v (1)

Με x ̸= x0, η

(1) ⇔ | f (x)− f (x0)|
|x−x0|

≤ |x−x0|v
|x−x0|

⇔ | f (x)− f (x0)
x−x0

| ≤ |x − x0|v−1

Επειδή lim
x→x0

|x − x0|v−1 = 0 έπεται ότι lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= 0 που σημαίνει ότι

η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0 και μάλιστα f ′(x0) = 0. Επειδή
το x0 είναι ένα οποιοδήποτε σημείο του R έπεται ότι για κάθε x ∈ R ισχύει
f ′(x) = 0, δηλαδή η f είναι σταθερή.

Πρόβλημα 3.4 Για κάθε x, y ∈ R ισχύει | f (x)− f (y)|+ συν(x − y) ≤ 1. Να
δείξετε ότι η f είναι σταθερή.

■

Λύση Για κάθε x, x0 ∈ R ισχύει:

| f (x)− f (x0)|+ συν(x − x0) ≤ 1 ⇔ | f (x)− f (x0)| ≤ 1 − συν(x − x0) (1).

Με x ̸= x0, η

(1) ⇔ | f (x)− f (x0)|
|x−x0|

≤ 1−συν(x−x0)
|x−x0|

⇔ | f (x)− f (x0)
x−x0

| ≤ |1−συν(x−x0)
x−x0

|.

Επειδή

lim
x→x0

1 − συν(x − x0)

x − x0
= lim

x→x0

(1 − συν(x − x0))
′

(x − x0)′
= lim

x→x0
ηµ(x − x0) = 0

Επομένως είναι και lim
x→x0

|1 − συν(x − x0)

x − x0
| = 0. Άρα lim

x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= 0,

δηλαδή f ′(x0) = 0. Επειδή το x0 είναι ένα οποιοδήποτε σημείο του R έπεται
ότι για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = 0 που σημαίνει ότι η συνάρτηση f είναι
σταθερή.

Πρόβλημα 3.5 Οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιμες και για κάθε x ∈ R
ισχύουν οι σχέσεις f ′(x) = g2(x) και g′(x) + f 2(x) = 0. Να δείξετε ότι η
συνάρτηση h(x) = [ f (x)]3 + [g(x)]3 είναι σταθερή στο R.

■

Λύση Αρκεί να δείξουμε ότι h′(x) = 0 για κάθε x ∈ R.

h′(x) = 3[ f (x)]2 f ′(x) + 3[g(x)]2g′(x) = 3 f 2(x)g2(x) + 3g2(x)(− f 2(x))

= 3 f 2(x)g2(x)− 3g2(x) f 2(x) = 0

Άρα η h(x) σταθερή στο R.
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Πρόβλημα 3.6 Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και
για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(x) = − f (x). Αν f (0) = 0, να δείξετε ότι:

[ f (x)]2 + [ f ′(x)]2 = [ f ′(0)]2

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = [ f (x)]2 + [ f ′(x)]2 (1) με πεδίο ορισμού
το A = R. Η h είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει:

h′(x) = 2 f (x) f ′(x) + 2 f ′(x) f ′′(x) = 2 f (x) f ′(x) + 2 f ′(x)(− f (x)) = 0

Επειδή είναι h′(x) = 0 για κάθε x ∈ R έπεται ότι h(x) = c (2) για κάθεx ∈ R.

για x = 0, από (1) h(0) = [ f (0)]2 + [ f ′(0)]2 = [ f ′(0)]2

για x = 0, από (2) h(0) = c ⇔ c = [ f ′(0)]2

Επομένως, για κάθε x ∈ R ισχύει h(x) = [ f ′(0)]2 δηλαδή [ f (x)]2 + [ f ′(x)]2 =
[ f ′(0)]2.

Πρόβλημα 3.7 Έστω μια συνάρτηση f : (0,+∞) → R με f ′(x) = 1
1+x2 για

κάθε x > 0. Αν f (1) = 0, να δείξετε ότι f ( 1
x ) = − f (x) για κάθε x > 0.

■

Λύση Θεωρούμε την συνάρτηση h(x) = f ( 1
x ) + f (x) η οποία είναι παραγωγί-

σιμη συνάρτηση ως άθροισμα δύο παραγωγίσιμων συναρτήσεων των f (x) και
f ( 1

x ) (Σύνθεση παραγωγίσιμων).
Έχουμε ότι:

h′(x) = ( f ( 1
x ) + f (x))′ = − f ′( 1

x )
1
x2 + f ′(x) = − x2

1+x2
1
x2 +

1
1+x2 = 0

Άρα η h(x) είναι σταθερή συνάρτηση δηλαδή h(x) = c.
Όμως για x = 1 έχουμε

h(1) = c ⇔ f (1) + f (1) = c ⇔ 2 f (1) = c ⇔ c = 0.

Άρα f ( 1
x ) + f (x) = 0 ⇔ f ( 1

x ) = − f (x)

Ασκήσεις προς λύση
1. Οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιμες και για κάθε x ∈ R ισχύουν οι

σχέσεις f ′(x) = κg(x) και g′(x) = −κ f (x). Αν f (0) = 0 και g(0) = 1 να
δείξετε ότι [ f (x)]2 + [g(x)]2 = 1 για κάθε x ∈ R.

2. Αν f ′′(x) = − f (x) για κάθε x ∈ R, f (0) = α και f ′(0) = β, να αποδείξετε
ότι [ f (x)]2 + [ f ′(x)]2 = α2 + β2.

3. Αν η συνάρτηση f είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη στο R και για κάθε
x ∈ R ισχύει 2 f (x) = x[1+ f ′(x)] να δείξετε ότι η συνάρτηση f ′′(x) είναι
σταθερή στο R.
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4. Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R
είναι f ′′(x) + f (x) = 0. Αν f (0) = f ′(0) = 0 να δείξετε ότι:
(α) η συνάρτηση h(x) = [ f ′(x)]2 + [ f (x)]2 είναι σταθερή.
(β) f (x) = 0 για κάθε x ∈ R.

5. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει: f ′(x) = 2 f (−x)
για κάθε x ∈ R. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f 2(x) + f 2(−x)
για κάθε x ∈ R, είναι σταθερή.

6. Έστω μια συνάρτηση f : R → R με f ′(x) = 1
ex+1 για κάθε x ∈ R και

f (0) = 0. Να δείξετε ότι: f (−x) = f (x)− x για κάθε x ∈ R.

7. Έστω μια συνάρτηση f : (0,+∞) → R με f ′(x) = 1
1+x2 για κάθε x > 0.

Αν f (1) = 0, να δείξετε ότι f ( 1
x ) = − f (x) για κάθε x > 0.

8. Έστω μια συνάρτηση f : R → R η οποία είναι παραγωγίσιμη στο R με
f (x) > 0 για κάθε x ∈ R. Αν η συνάρτηση g(x) =

√
f (x) + ln f (x) , x ∈ R

είναι σταθερή, να δείξετε ότι και η f είναι σταθερή.

9. Αν f ′(x) = 1
1+x2 για κάθε x ∈ R και f (0) = 1, να αποδείξετε ότι:

(α) f ( x+λ
1−λx )− f (λ) = f (x)− 1 για κάθε x ∈ R − { 1

λ}, λ ∈ R

(β) f ( αx+1
α−x ) = f (x) + f ( 1

α )− 1 για κάθε x ∈ R − {α}, a ∈ R.

10. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R και ότι για κάθε x, y ∈ R ισχύει η σχέση:
| f (x)− f (y)| ≤ c|x − y|α με c > 0 και α > 1. Να δείξετε ότι η f είναι
σταθερή στο R.

11. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R και ότι για κάθε x, y ∈ R ισχύει f (x)−
f (y) ≤ (x − y)4. Να δείξετε ότι η f είναι σταθερή στο R.

12. Αν | f (x)− f (y)|+ συν(2x − 2y) ≤ 1 για κάθε x, y ∈ R να αποδείξετε ότι
η συνάρτηση f είναι σταθερή.

Μέθοδος 3.3 Αν μας ζητάνε να αποδείξουμε ότι f (x) = f1(x) και g(x) =
g1(x) όπου f1, g1 γνωστές συναρτήσεις τότε κάνουμε τα εξής:
Θεωρούμε τη συνάρτηση

h(x) = [ f (x)− f1(x)]2 − [g(x)− g1(x)]2.

Αποδεικνύουμε ότι η συνάρτηση h(x) είναι σταθερή, δηλαδή h′(x) = 0 .

Πρόβλημα 3.8 Οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιμες στο R και για κάθε
x ∈ R ισχύει f ′(x) = g(x) και f (x) = −g′(x). Αν g(0) = 1 και f (0) = 0, να
δείξετε ότι:
(α) [ f (x)]2 + [g(x)]2 = 1 και για κάθε x ∈ R.
(β) f (x) = ηµx και g(x) = συνx.
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■

Λύση
(α) Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = [ f (x)]2 + [g(x)]2 (1) με πεδίο ορισμού
τοA = R. Η h είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι:

h′(x) = 2 f (x) f ′(x) + 2g(x)g′(x) = 2 f (x) f ′(x) + 2 f ′(x)(− f (x))
= 2 f (x) f ′(x)− 2 f ′(x) f (x) = 0

Επειδή είναι h′(x) = 0 για κάθε x ∈ R έπεται ότι h(x) = c (2) για κάθε x ∈ R.

για x = 0, από (1) h(0) = [ f (0)]2 + [g(0)]2 = 0 + 1 = 1
για x = 0, από (2) h(0) = c ⇔ c = 1

Επομένως, για κάθε x ∈ R ισχύει h(x) = 1 ⇔ [ f (x)]2 + [g(x)]2 = 1.
(β) Θεωρούμε τη συνάρτηση

h(x) = [ f (x)− ηµx]2 + [g(x)− συνx]2 (1)

με πεδίο ορισμού τοA = R. Η h είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι:

h′(x) = 2[ f (x)− ηµx][ f ′(x)− συνx] + 2[g(x)− συνx][g′(x) + ηµx]
= 2[ f (x)− ηµx][ f ′(x)− συνx] + 2[ f ′(x)− συνx][− f (x) + ηµx]
= 2[ f (x)− ηµx][ f ′(x)− συνx]− 2[ f ′(x)− συνx][ f (x)− ηµx] = 0

Επειδή είναι h′(x) = 0 για κάθε x ∈ R έπεται ότι h(x) = c (2) για κάθε x ∈ R.

για x = 0, από (1) h(0) = [ f (0)− ηµ0]2 + [g(0)− συν0]2 = 0
για x = 0, από (2) h(0) = c ⇔ c = 0

Επομένως, για κάθε x ∈ R ισχύει:

h(x) = 0 ⇔ [ f (x)− ηµx]2 + [g(x)− συνx]2 = 0

δηλαδή f (x)− ηµx = 0 καιg(x)− συνx = 0 άρα f (x) = ηµx και g(x) = συνx.

Πρόβλημα 3.9 Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και
για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(x) = − f (x). Αν f (0) = 1 και f ′(0) = 0, να δείξετε
ότι f (x) = συνx.

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση

h(x) = [ f (x)− συνx]2 + [ f ′(x) + ηµx]2 (1)
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με πεδίο ορισμού το A = R. Η h είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R
ισχύει:

h′(x) = 2[ f (x)− συνx][ f ′(x) + ηµx] + 2[ f ′(x) + ηµx][ f ′′(x) + συνx]
= 2[ f ′(x) + ηµx][ f (x)− συνx + f ′′(x) + συνx]
= 2[ f ′(x) + ηµx][ f (x)− f (x)] = 0

Επειδή είναι h′(x) = 0 για κάθε x ∈ R έπεται ότι h(x) = c (2) για κάθε x ∈ R.

για x = 0, από (1) h(0) = [ f (0)− συν0]2 + [ f ′(0) + ηµ0]2 = 0
για x = 0, από (2) h(0) = c ⇔ c = 0

Επομένως, για κάθε x ∈ R ισχύει:

h(x) = 0 ⇔ [ f (x)− συνx]2 + [ f ′(x)− ηµx]2 = 0 ⇔
f (x)− συνxκαι f ′(x)− ηµx = 0

δηλαδή f (x) = συνx και f ′(x) = −ηµx.

Πρόβλημα 3.10 Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και
για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(x) = − f (x). Αν f (0) = 0 και f ′(0) = 1, να δείξετε
ότι f (x) = ηµx.

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση

h(x) = [ f (x)− ηµx]2 + [ f ′(x)− συνx]2 (1)

με πεδίο ορισμού το A = R. Η h είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R
ισχύει:

h′(x) = 2[ f (x)− ηµx][ f ′(x)− συνx] + 2[ f ′(x)− συνx][ f ′′(x) + ηµx]
= 2[ f ′(x)− συνx][ f (x)− ηµx + f ′′(x) + ηµx]
= 2[ f ′(x)− συνx][ f (x)− f ′′(x)]
= 2[ f ′(x)− συνx][ f (x)− f (x)] = 0

Επειδή είναι h′(x) = 0 για κάθε x ∈ R έπεται ότι h(x) = c (2) για κάθεx ∈ R.

για x = 0, από (1) h(0) = [ f (0)− ηµ0]2 + [ f ′(0)− συν0]2 = 0
για x = 0, από (2) h(0) = c ⇔ c = 0

Επομένως, για κάθε x ∈ R ισχύει:

h(x) = 0 ⇔ [ f (x)− ηµx]2 + [ f ′(x)− συνx]2 = 0 ⇔ f (x)− ηµx και
f ′(x)− συνx = 0

δηλαδή f (x) = ηµx και f ′(x) = συνx.

Ασκήσεις προς λύση
1. Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε

x ∈ R ισχύει f ′′(x) = − f (x). Αν f (0) = 1 και f ′(0) = 0, να δείξετε ότι η
συνάρτηση h(x) = [ f (x)− συνx]2 + [ f ′(x) + ηµx]2 είναι σταθερή στο R
και ότι είναι f (x) = συνx.
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Μέθοδος 3.4 — Προσδιορισμός του τύπου συνάρτησης. Όταν θέλουμε
να προσδιορίσουμε τον τύπο μιας συνάρτησης:

• Συνήθως δίνεται ισότητα της μορφής f ′(x) = g(x) εάν όχι προ-
σπαθούμε να τη δημιουργήσουμε.

• Προσπαθούμε με βάση τους κανόνες παραγώγισης των βασικών
και των σύνθετων συναρτήσεων να βρούμε την αρχική της συνάρ-
τησης g(x).

• Αν G(x) η αρχική της g(x) η σχέση γράφεται f ′(x) = G′(x) οπότε
f (x) = G(x) + c.

• Βρίσκουμε τη σταθερά c από τη δεδομένη τιμή της f .

Πρόβλημα 3.11 Να βρείτε όλες τις συναρτήσεις f : R → R όταν για κάθε
x ∈ R ισχύει:
(α) f ′(x) = ηµ3x − 5x4 − 2x + 3
(β) f ′′(x) = ex − ηµx + συν3x − x2

(γ) f ′′(x) = πσυν(πx) + e−x

(δ) f (3)(x) = x + x2

(ε) f ′′(x) = ex + συνx − x
(στ) f ′(x) = 2x

x2+1 + 3e3x − 1
■

Λύση
(α) f ′(x) = (−1

3 συν3x − x5 − x2 + 3x)′ ⇔

f ′(x) = ηµ3x − 5x4 − 2x + 3 ⇔ f (x) = −1
3 συν3x − x5 − x2 + 3x + c

(β) Έχουμε ότι:

f ′′(x) = ex − ηµx + συν3x − x2

⇔ ( f ′(x))′ = (ex + συνx +
1
3

ηµ3x − 1
3

x3)′

⇔ f ′(x) = ex + συνx +
1
3

ηµ3x − 1
3

x3 + c

⇔ f ′(x) = (ex + ηµx − 1
9

συν3x − 1
12

x4 + cx)′

⇔ f (x) = ex + ηµx − 1
9

συν3x − 1
12

x4 + cx + c1

(γ) Έχουμε ότι:

f ′′(x) = πσυν(πx) + e−x ⇔ ( f ′(x))′ = (ηµ(πx)− e−x)′

⇔ f ′(x) = ηµ(πx)− e−x + c ⇔ f ′(x) = (− 1
π

συν(πx) + e−x + cx)′

⇔ f (x) = − 1
π

συν(πx) + e−x + cx + c1
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(δ) Έχουμε ότι:

f (3)(x) = x + x2 ⇔ ( f ′′(x))′ = (
1
2

x2 +
1
3

x3)′

⇔ f ′′(x) =
1
2

x2 +
1
3

x3 + c ⇔ ( f ′(x))′ = (
1
6

x3 +
1

12
x4 + cx)′

⇔ f ′(x) =
1
6

x3 +
1

12
x4 + cx + c1 ⇔ f ′(x) = (

1
24

x4 +
1

60
x5 +

c
2

x2 + c1x)′

⇔ f (x) =
1

24
x4 +

1
60

x5 +
c
2

x2 + c1x + c2

(ε) Έχουμε ότι:

f ′′(x) = ex + συνx − x ⇔ ( f ′(x))′ = (ex + ηµx − 1
2

x2)′

⇔ f ′(x) = ex + ηµx − 1
2

x2 + c ⇔ f ′(x) = (ex − συνx − 1
6

x3 + cx)′

⇔ f (x) = ex − συνx − 1
6

x3 + cx + c1

(στ) Έχουμε ότι:

f ′(x) =
2x

x2 + 1
+ 3e3x − 1 ⇔ f ′(x) = (ln(x2 + 1) + e3x − x)

⇔ f (x) = ln(x2 + 1) + e3x − x + c

Πρόβλημα 3.12 Αν η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει f ′(x) = κ f (x) να δείξετε ότι f (x) = ceκx για κάθε x ∈ R.

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x)
eκx με πεδίο ορισμού το R. Η h είναι

παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι:

h′(x) = ( f (x)
eκx )′ = f ′(x)eκx−κ f (x)eκx

(eκx)2 = κ f (x)eκx−κ f (x)eκx

(eκx)2 = 0

Επειδή είναι h′(x) = 0 για κάθε x ∈ R έπεται ότι για κάθε x ∈ R ισχύει:

h(x) = c ⇔ f (x)
eκx = c ⇔ f (x) = ceκx

Πρόβλημα 3.13 (α) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R να δείξετε
ότι f ′(x) = f (x) όταν και μόνο όταν f (x) = cex.
(β) Η συνάρτηση h : R → R είναι παραγωγίσιμη με h(0) = 1. Αν για κάθε
x ∈ R ισχύει h′(x) + 2x = h(x) + x2 + 5 να δείξετε ότι h(x) = 6ex − x2 − 5

■

Λύση
(α) Για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = f (x) και θα δείξουμε ότι f (x) = cex.
Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x)

ex με πεδίο ορισμού το R. Η h είναι παρα-
γωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι:
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h′(x) = f ′(x)ex− f (x)ex

(ex)2 = f (x)ex− f (x)ex

(ex)2 = 0

Επειδή h′(x) = 0 για κάθε x ∈ R ισχύει:

h(x) = c ⇔ f (x)
ex = c ⇔ f (x) = cex

Έστω f (x) = cex. Η f είναι παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R ισχύει:

f ′(x) = (cex)′ = cex = f (x)

(β) Για κάθε x ∈ R ισχύει:

h′(x) + 2x = h(x) + x2 + 5 ⇔ (h(x) + x2 + 5)′ = h(x) + x2 + 5

⇔ h(x) + x2 + 5 = cex ⇔ h(x) = cex − x2 − 5

Επειδή h(0) = 1 έπεται ότι ce0 − 02 − 5 = 1 ⇔ c = 6.
Άρα h(x) = 6ex − x2 = 5.

Πρόβλημα 3.14 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει f ′(x) f (x) = 0 (1). Να δείξετε ότι η f είναι σταθερή.

■

Λύση Για κάθε x ∈ R ισχύει:

f ′(x) f (x) = 0 ⇔ 2 f ′(x) f (x) = 0 ⇔ [ f 2(x)]′ = 0 ⇔ f 2(x) = c

Προφανώς είναι c ≥ 0.
Αν c = 0 τότε για κάθε x ∈ R ισχύει f 2(x) = 0 ⇔ f (x) = 0, δηλαδή η f είναι
σταθερή.
Αν c > 0 τότε για κάθε x ∈ R δηλαδή f (x) ̸= 0 για κάθε x ∈ R και από την
(1) έπεται ότι f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ R, δηλαδή η f (x) = c.

Πρόβλημα 3.15 Αν η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
και για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(x) = f (x) να δείξετε ότι f (x) = κex + λe−x.

■

Λύση Είναι ( f (x) + f ′(x))′ = f ′(x) + f ′′(x) = f ′(x) + f (x).
Επομένως για κάθε x ∈ R ισχύει: f (x) + f ′(x) = c1ex (1).
Από την (1) έπεται:

f (x) + f ′(x) = c1ex ⇔ ( f (x)ex)′ = (
c1

2
e2x)′

⇔ f (x)ex =
c1

2
e2x + c ⇔ f (x) =

c1

2
ex + ce−x

Άρα f (x) = κex + λe−x όπου κ = c1
2 και λ = c.

Πρόβλημα 3.16 Η συνάρτηση f : R∗
+ → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και

για κάθε x ∈ R∗
+ ισχύει f ′′(x2) = 3

4x . Αν f (1) = 2, να βρείτε τη συνάρτηση
f .

■
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Λύση
1 τρόπος
Ισχύει ( f ′(x2))′ = f ′′(x2) · (x2)′ = 3

4x 2x = 3
2 = (3

2 x)′.
Άρα f ′(x2) = 3

2 x + c (1).
Για x = 1 από (1) έπεται f (1) = 3

2 + c ⇔ − 1
2 = 3

2 + c ⇔ c = −2.
Επομένως για κάθε x ∈ R∗

+ ισχύει f ′(x2) = 3
2 x − 2 (2).

Ισχύει ( f ′(x2))′ = f ′(x2) · (x2)′ = (3
2 x − 2)2x = 3x2 − 4x = (x3 − 2x2)′.

Άρα f ′(x2) = x3 − 2x2 + κ (3).
Για x = 1 από (3) έπεται f (1) = 1 − 2 + κ ⇔ 2 = −1 + κ ⇔ κ = 3.
Επομένως για κάθε x ∈ R∗

+ ισχύει f (x2) = x3 − 2x2 + 3 (4)
Θέτουμε x2 = ω και επειδή τοx ∈ R∗

+ έχουμε x =
√

ω με ω > 0. Επομένως η
(4) γίνεται: f (ω) = ω

√
ω − 2ω + 3.

Άρα η συνάρτηση f έχει τύπο f (x) = x
√

x − 2x + 3 με x ∈ (0,+∞).
2 τρόπος
Για κάθεx ∈ R∗

+ ισχύει f ′′(x2) = 3
4x (1).

Θέτουμε x2 = ω και επειδή x ∈ R∗
+ ισχύει x =

√
ω με ω > 0. Άρα η (1) γίνεται:

f ′′(ω) = 3
4
√

ω
⇔ ( f ′(ω))′ = (3

2
√

ω)′ ⇔ f ′(ω) = 3
2
√

ω + c (1)

Με ω = 1 από (1) έχουμε f ′(1) = 3
2

√
1 + c ⇔ − 1

2 = 3
2 + c ⇔ c = −2.

Επομένως για κάθε ω ∈ R∗
+ ισχύει:

f ′(ω) = 3
2
√

ω − 2 ⇔ ( f (ω))′ = (ω
3
2 − 2ω)′ ⇔ f (ω) = ω

3
2 − 2ω + κ(2)

Για ω = 1 από (2) έχουμε: f (1) = 1 − 2 + κ ⇔ 2 = −1 + κ ⇔ κ = 3
Επομένως η συνάρτηση f έχει τύπο f (x) = x

√
x − 2x + 3 με x ∈ (0,+∞).

Πρόβλημα 3.17 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R είναι f ′(x3) = 8x− 1. Αν f (1) = 6, να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης
f .

■

Λύση Ισχύει ( f (x3))′ = f ′(x3) · (x3)′ = (8x− 1) · 3x2 = 24x3 − 3x2 = (6x4 − x3)′.
Άρα f (x3) = 6x4 − x3 + c για κάθε x ∈ R (1).
Για x = 1 από (1) έπεται f (1) = 6 − 1 + c ⇔ 6 = 5 + c ⇔ c = 1.
Επομένως για κάθε x ∈ R ισχύει f (x3) = 6x4 − x3 + 1 (2).
Θέτουμε x3 = ω.
Αν x ≥ 0 τότε x = 3

√
ω, ω ≥ 0 και η (2) γίνεται f (ω) = 6ω 3

√
ω − ω + 1

Αν x ≤ 0 τότε x = −
√
−ω, ω < 0 και η (2) γίνεται f (ω) = −6ω 3

√
−ω − ω + 1

Επομένως είναι: f (ω) =

{
6ω 3

√
ω − ω + 1 ω ≥ 0

−6ω 3
√
−ω − ω + 1 ω < 0

Πρόβλημα 3.18 Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και
για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(2x − 1) = 6x − 1. Αν f (1) = 5 και f ′(−1) = 1, να
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βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f .
■

Λύση
1 τρόπος
Ισχύει:

( f ′(2x − 1))′ = f ′′(2x − 1) · (2x − 1)′ = (6x − 1) · 2 = 12x − 2 = (6x2 − 2x)′

Άρα f ′(2x − 1) = 6x2 − 2x + c για κάθε x ∈ R (1).
Για x = 0 από (1) έπεται f ′(−1) = c ⇔ c = 1.
Επομένως για κάθε x ∈ R είναι f ′(2x − 1) = 6x2 − 2x + 1. Ισχύει

( f (2x − 1))′ = f ′(2x − 1) · (2x − 1)′ = (6x2 − 2x + 1) · 2

= 12x2 − 4x + 2 = (4x3 − 2x2 + 2x)′

Άρα f (2x − 1) = 4x3 − 2x2 + 2x + κ για κάθε x ∈ R. (2)
Για x = 1 από (2) έπεται f (1) = 4 − 2 + 2 + κ ⇔ 5 = 4 + κ ⇔ κ = 1 .
Επομένως για κάθε x ∈ R ισχύει f (2x − 1) = 4x3 − 2x2 + 2x + 1 (3)
Θέτουμε 2x − 1 = ω ⇔ x = ω+1

2 και η (3) γίνεται:

f (ω) = 4(
ω + 1

2
)3 − 2(

ω + 1
2

)2 + 1 ⇔ f (ω) =
1
2

ω3 + ω2 +
3
2

ω + 2

Επομένως είναι f (x) = 1
2 x3 + x2 + 3

2 x + 2 με x ∈ R.
2 τρόπος
Για κάθεx ∈ R ισχύει f ′′(2x − 1) = 6x − 1 (1).
Θέτουμε 2x − 1 = ω ⇔ x = ω+1

2 και η (1) γίνεται:

f ′′(ω) = 3(ω + 1)− 1 ⇔ f ′′(ω) = 3ω + 2 ⇔ ( f ′(ω))′ = (
3
2

ω2 + 2ω)′

⇔ f ′(ω) =
3
2

ω2 + 2ω + c(2)

Για ω = −1 από (2) έπεται

f ′(−1) = 3
2 − 2 + c ⇔ 1 = 3

2 − 2 + c ⇔ c = 3
2

Επομένως για κάθε ω ∈ R ισχύει:

f ′(ω) =
3
2

ω2 − 2ω +
3
2
⇔ f ′(ω) = (

1
2

ω3 + ω2 +
3
2

ω)′

⇔ f (ω) =
1
2

ω3 + ω2 +
3
2

ω + κ(3)

Με ω = 1 από (3) έπεται: f (1) = 1
2 + 1 + 3

2 + κ ⇔ 5 = 3 + κ ⇔ κ = 2.
Επομένως για κάθε ω ∈ R είναι f (ω) = 1

2 ω3 + ω2 + 3
2 ω + 2. Άρα η συνάρτηση

f έχει τύπο f (x) = 1
2 x3 + x2 + 3

2 x + 2.
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Πρόβλημα 3.19 Η συνάρτηση f : R → R είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη και
για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(x) = f (3)(x). Να δείξετε ότι f (x) = cex + αx + β.

■

Λύση Για κάθε x ∈ R ισχύει:

f ′′(x) = f (3)(x) ⇔ ( f ′′(x))′ = f ′′(x) ⇔ f ′′(x) = cex

⇔ ( f ′(x))′ = (cex)′ ⇔ f ′(x) = cex + α ⇔ f ′(x) = (cex + αx)′

⇔ f (x) = cex + αx + β

Πρόβλημα 3.20 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει η σχέση: f ′(x) + κ f (x) = e−κxσυνx. Αν f (0) = 1997 να βρείτε
τον τύπο της συνάρτησης.

■

Λύση Για κάθε x ∈ R ισχύει:

f ′(x) + κ f (x) = e−κxσυνx ⇔ eκx f ′(x) + κeκx f (x) = συνx
⇔ eκx f ′(x) + (eκx)′ f (x) = συνx ⇔ (eκx f (x))′ = (ηµx)′

⇔ eκx f (x) = ηµx + c(1)

Για x = 0 από (1) έπεται e0 f (0) = ηµ0 + c ⇔ 1997 = c.
Επομένως η

(1) ⇔ eκx f (x) = ηµx + 1997 ⇔ f (x) = e−κx(ηµx + 1997)

Πρόβλημα 3.21 Η συνάρτηση f : (0,+∞) → R είναι παραγωγίσιμη και για
κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει f ′(x) · x = f (x) + x2lnx. Αν f (1) = 5 να βρείτε τον
τύπο της συνάρτησης f .

■

Λύση Για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει:

f ′(x) · x = f (x) + x2lnx ⇔ f ′(x) · x − f (x) = x2lnx ⇔ f ′(x) · x − f (x)
x2 = lnx

⇔ (
f (x)

x
)′ = (xlnx − x)′ ⇔ f (x)

x
= xlnx − x + c(1)

Για x = 1 από (1) έπεται f (1) = −1 + c ⇔ 5 = −1 + c ⇔ c = 6.
Άρα για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει f (x)

x = xlnx − x + 6 δηλαδή: f (x) = x(xlnx −
x + 6)

Πρόβλημα 3.22 Η συνάρτηση f : (−π
2 , π

2 ) → R είναι παραγωγίσιμη και για
κάθε x ∈ (−π

2 , π
2 ) ισχύει f ′(x) + f (x) · ϵφx = 2xσυνx. Αν είναι f (0) = 2 να

βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f .
■
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Λύση Για κάθε x ∈ (−π
2 , π

2 ) ισχύει:

f ′(x) + f (x) · ϵφx = 2xσυνx ⇔ f ′(x) + f (x)
ηµx
συνx

= 2xσυνx

⇔ f ′(x)συνx + f (x)ηµx = 2xσυν2x ⇔ f ′(x)συνx − f (x)(συνx)′ = 2xσυν2x

⇔ f ′(x)συνx − f (x)(συνx)′

συν2x
= 2x ⇔ (

f (x)
συνx

)′ = (x2)′

⇔ f (x)
συνx

= x2 + c(1)

Για x = 0 από (1) έπεται f (0) = c ⇔ 2 = c.
Άρα για κάθε x ∈ (−π

2 , π
2 ) ισχύει: f (x)

συνx = x2 + 2 ⇔ f (x) = συνx · (x2 + 2).

Πρόβλημα 3.23 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει η σχέση: f ′(x) = x · 2−x − f (x)ln2. Αν είναι f (1) = 1

4 να βρείτε
τον τύπο της συνάρτησης f .

■

Λύση Για κάθε x ∈ R ισχύει:

f ′(x) = x · 2−x − f (x)ln2 ⇔ f ′(x) =
x
2x − f (x)ln2 ⇔ f ′(x)2x = x − f (x)ln2 · 2x

⇔ f ′(x)2x + f (x)2xln2 = x ⇔ f ′(x)2x + f (x)(2x)′ = (
1
2

x2)′

⇔ ( f (x)2x)′ = (
1
2

x2)′ ⇔ f (x)2x =
1
2

x2 + c(1)

Για x = 1 από (1) έπεται f (1) · 2 = 1
2 + c ⇔ 1

42 = 1
2 + c ⇔ c = 0.

Άρα για κάθε x ∈ R ισχύει f (x)2x = 1
2 x2 ⇔ f (x) = 1

2 x22−x.

Πρόβλημα 3.24 Η συνάρτηση f : (0,+∞) → R είναι παραγωγίσιμη και για
κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει x f ′(x)− f (x)ln f (x) = 0 και f (x) > 1. Αν f (e) = e
να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f .

■

Λύση Για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει:

x f ′(x)− f (x)ln f (x) = 0 ⇔ x f ′(x) = f (x)ln f (x) ⇔ 1
x
=

f ′(x)
f (x)ln f (x)

⇔ (lnx)′ = [ln(ln f (x))]′ ⇔ lnx = ln[ln f (x)] + c(1)

Για x = e από (1) έπεται

lne = ln[ln f (e)] + c ⇔ 1 = ln(lne) + c ⇔ 1 = ln1 + c ⇔ c = 1

Άρα για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει:

lnx = ln[ln f (x)] + 1 ⇔ lnx − 1 = ln[ln f (x)] ⇔ ln
x
e
= ln[ln f (x)]

⇔ ln f (x) =
x
e
⇔ ln f (x) = ln e

x
e ⇔ f (x) = e

x
e
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Πρόβλημα 3.25 Δίνεται η συνάρτηση f : (0,+∞) → R η οποία είναι πα-
ραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει x f ′(x)− x f (x) = ex. Αν είναι
f (1) = e να βρείτε τον τύπο της f .

■

Λύση Για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει:

x f ′(x)− x f (x) = ex ⇔ x( f ′(x)− f (x)) = ex ⇔ f ′(x)− f (x)
ex =

1
x

⇔ f ′(x)ex − f (x)ex

e2x =
1
x
⇔ (

f (x)
ex )′ = (ln |x|)′ ⇔ f (x)

ex = ln |x|

⇔ f (x) = ex ln |x|+ c(1)

Για x = 1 από (1) έπεται f (1) = eln1 + c ⇔ e = c.
Άρα για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει f (x) = ex ln x + e.

Πρόβλημα 3.26 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει η σχέση: f (x) + f ′(x) = − f ′(x)e−x. Αν είναι f (0) = 3 να βρείτε
τον τύπο της συνάρτησης f .

■

Λύση Για κάθε x ∈ R ισχύει:

f (x) + f ′(x) = f ′(x)e−x ⇔ f (x) + f ′(x) = − f ′(x)
ex

⇔ f (x)ex + f ′(x)ex = − f ′(x) ⇔ f ′(x)ex + f (x)(ex)′ = (− f (x))′

⇔ [ f (x)ex]′ = [− f (x)]′ ⇔ f (x)ex = − f (x) + c(1)

Για x = 0 από (1) έπεται:

f (0)e0 = − f (0) + c ⇔ 3 = −3 + c ⇔ c = 6

Άρα για κάθε x ∈ R ισχύει:

f (x)ex = − f (x) + 6 ⇔ f (x)ex + f (x) = 6 ⇔ f (x)(ex + 1) = 6 ⇔ f (x) = 6
ex+1

Πρόβλημα 3.27 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει η σχέση: f ′(x) = ax+1 + f (x)lna με 0 < a ̸= 1. Αν f (−1) = 0
να βρείτε τον τύπο στης συνάρτησης f .

■

Λύση Για κάθε x ∈ R ισχύει:

f ′(x) = ax+1 + f (x)lna ⇔ f ′(x)− f (x)lna = ax+1 ⇔ f ′(x)ax+1 − f (x)ax+1lna = (ax+1)2

⇔ f ′(x)ax+1 − f (x)(ax+1)′ = (ax+1)2 ⇔ f ′(x)ax+1 − f (x)(ax+1)′

(ax+1)2 = 1

⇔ (
f (x)
ax+1 )

′ = (x)′ ⇔ f (x)
ax+1 = x + c ⇔ f (x) = ax+1(x + c)(1)

Για x = −1 από (1) έπεται:
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f (−1) = a(−1 + c) ⇔ 0 = a(c − 1) ⇔ c = 1

Άρα για κάθε x ∈ R ισχύει: f (x) = ax+1(x + 1).

Πρόβλημα 3.28 Η συνάρτηση f : [α, β] → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ (α, β) ισχύει f ′(x) ≥ 0. Αν f (α) = f (β) να δείξετε ότι η f είναι σταθερή.

■

Λύση Επειδή η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] έπεται ότι η f
είναι συνεχής στο [α, β]. Έστω x0 ∈ (α, β). Για την f έχουμε:

• Η f είναι συνεχής στο [α, x0].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (α, x0).

Από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ1 ∈ (a, x0) τέτοιο ώστε να
ισχύει f (α)− f (x0) = (α − x0) f ′(ξ1) (1).
Επειδή a − x0 < 0 και f ′(ξ1) ≥ 0 από (1) έπεται ότι f (α)− f (x0) ≤ 0 δηλαδή
f (α) ≤ f (x0) (2)

• Η f είναι συνεχής στο [x0, β].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (x0, β).

Από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ2 ∈ (x0, β) τέτοιο ώστε να
ισχύει f (x0)− f (β) = (x0 − β) f ′(ξ2) (3).
Επειδή x0 − β < 0 και f ′(ξ2) ≥ 0 από (3) έπεται ότι f (x0)− f (β) ≤ 0 δηλαδή
f (x0) ≤ f (β) (4).
Επειδή f (α) = f (β) = κ. Τότε, από (3) και (4) έχουμε κ ≤ f (x0) ≤ κ δηλαδή
f (x0) = κ για κάθε x0 ∈ (α, β).επομένως είναι f (x) = κ για κάθε x ∈ [α, β]
που σημαίνει ότι η f είναι σταθερή στο [α, β].

Πρόβλημα 3.29 Η συνάρτηση f : R∗ → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R∗ ισχύει f (x) = x2 f ′(x). Αν f (1) = 1997

e να βρείτε τον τύπο της
συνάρτησης f .

■

Λύση Για κάθε x ∈ R∗ ισχύει:

x2 f ′(x) = f (x) ⇔ x2 f ′(x)− f (x) = 0 ⇔ f ′(x)− 1
x2 f (x) = 0

⇔ e
1
x f ′(x)− 1

x2 e
1
x f (x) = 0 ⇔ e

1
x f ′(x) + (

1
x
)′e

1
x f (x) = 0

⇔ [ f (x)e
1
x ]′ = 0 ⇔ f (x)e

1
x = c(1)

Για x = 1 από (1) έπεται ότι: f (1)e = c ⇔ 1997
e = c ⇔ c = 1997.

Άρα για κάθε x ∈ R ισχύει f (x)e
1
x = 1997 ⇔ f (x) = 1997e−

1
x .
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Πρόβλημα 3.30 Να βρείτε τη συνάρτηση f : R → R όταν γνωρίζετε ότι
σε κάθε σημείο M(x0, f (x0)) της C f ορίζεται εφαπτομένη με συντελεστή
διεύθυνσης λ = 6x0

2x2
0+1

και ότι το σημείο A(0, 3) ανήκει στη C f .
■

Λύση Επειδή ορίζεται εφαπτομένη σε κάθε σημείο M(x0, f (x0)) της C f με
συντελεστή διεύθυνσης λ = 6x0

2x2
0+1

έπεται ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R
με:

f ′(x) =
6x

2x2 + 1
⇔ f ′(x) = 3

2x
x2 + 2

⇔ f ′(x) = [3 ln(x2 + 1)]′

⇔ f (x) = 3 ln(x2 + 1) + c(1)

Επειδή το A(0, 3) ανήκει στη C f έπεται ότι f (0) = 3 ⇔ 3 ln 1+ c = 3 ⇔ c = 3.
Άρα για κάθε x ∈ R ισχύει f (x) = 3 ln(x2 + 1) + 3.

Πρόβλημα 3.31 Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και
για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(x) = f (x) + 2. Αν f ′(0) = 1 και f (0) = 5 να βρείτε
τον τύπο της f .

■

Λύση Ισχύει ( f (x) + f ′(x) + 2)′ = f ′(x) + f ′′(x) = f ′(x) + f (x) + 2.
Επομένως για κάθε x ∈ R ισχύει f (x) + f ′(x) + 2 = cex (1).
Για x = 0 από (1) έπεται f (0) + f ′(0) + 2 = ce0 ⇔ 8 = c.
Άρα f (x) + f ′(x) + 2 = 8cex για κάθε x ∈ R (2).
Η (2) γίνεται:

ex f (x) + ex f ′(x) + 2ex = 8e2x ⇔ ex( f (x) + 2) + ex f ′(x) = 8e2x

⇔ (ex)′( f (x) + 2) + ex( f (x) + 2)′ = (4e2x)′ ⇔ [ex( f (x) + 2)]′ = (4e2x)′

⇔ ex( f (x) + 2) = 4e2x + c(3)

Για x = 0 από (3) έπεται:

e0( f (0) + 2) = 4e0 + c ⇔ 7 = 4 + c ⇔ c = 3

Άρα για κάθε x ∈ R ισχύει ex( f (x) + 2) = 4e2x + 3 δηλαδή:

ex f (x) + 2ex = 4e2x + 3 ⇔ f (x) = 4e2x+3−2ex

ex ⇔ f (x) = 4ex + 3e−x − 2

Πρόβλημα 3.32 Η συνάρτηση f : (1,+∞) → R είναι παραγωγίσιμη και για
κάθε x ∈ (1,+∞) ισχύει 2 f (x) = −x f ′(x)lnx.
(α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f (x)ln2x είναι σταθερή στο (1,+∞).
(β) Αν f (e) = 1997 να βρείτε τον τύπο της f .

■
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Λύση
(α) Η συνάρτηση g(x) = f (x)ln2x είναι παραγωγίσιμη στο (1,+∞) και για
κάθε x ∈ (1,+∞) είναι:

g′(x) = f ′(x)ln2x + 2 f (x)lnx
1
x
= f ′(x)ln2x − x f ′(x)lnxlnx

1
x

= f ′(x)ln2x − f ′(x)ln2x = 0

Επειδή είναι g′(x) = 0 για κάθε x ∈ (1,+∞) έπεται ότι g(x) = c για κάθε
x ∈ (1,+∞) που σημαίνει ότι η g είναι σταθερή στο (1,+∞).
(β) Για κάθε x ∈ (1,+∞) είναι g(x) = c ⇔ f (x)ln2x = c(1)
Για x = e από (10 έπεται f (e) = c ⇔ 1997 = c.
Άρα για κάθε x ∈ (1,+∞) ισχύει f (x) = 1997

ln2x .

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε τη συνάρτηση f : A → R όταν:

(α) f ′(x) = 1
2
√

x για κάθε x ∈ A με A = (0,+∞) και f (4) = 1.

(β) f ′(x) = 4x
x2+3 για κάθε x ∈ A με A = R και f (0) = 2 ln 3.

(γ) f ′(x) = ηµx + xσυνx για κάθε x ∈ A με A = R και f (π) = −1.
(δ) f ′(x) = ex(1 + x) για κάθε x ∈ A με A = R και f (0) = 2.
(ε) f ′(x) = 1

x−1 −
1
x για κάθε x ∈ A με A = R − {0, 1} και f (2) = − ln 2.

2. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : ∆ → R σε καθεμιά από τις
παρακάτω περιπτώσεις:
(α) f ′(x) = ηµx + xσυνx x ∈ ∆ = R και f (0) = 1

(β) f ′(x) = 2xσυνx − x2ηµx, x ∈ ∆ = R και f (0) = 2

(γ) f ′(x) = ex(ηµx + συνx), x ∈ ∆ = R και f (0) = 3

(δ) f ′(x) = lnx + 1, x ∈ ∆ = (0,+∞) και f (1) = 2

3. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : ∆ → R σε καθεμία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:
(α) f ′(x) = xσυνx−ηµx

x2 , x ∈ ∆ = (0,+∞) και f (π
2 ) =

1
π

(β) f ′(x) = 2x−x2

ex , x ∈ ∆ = R και f (0) = 3

(γ) f ′(x) = − 2x
(x2+1)2 ,x ∈ ∆ = R και f (0) = 1

(δ) f ′(x) = συνx
ηµ2x , x ∈ ∆ = (0, π) και f (π

2 ) = 3

4. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : ∆ → R σε καθεμία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:
(α) f ′(x) = 4(x − 1)3, x ∈ ∆ = R και f (2) = 3

(β) f ′(x) = συν3x + 2xex2+1, x ∈ ∆ = R και f (0) = 1
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(γ) f ′(x) = x√
x2+1

+ 2x
x2+1 ,x ∈ ∆ = R και f (0) = 3

(δ) f ′′(x) = − 1
συν2x , x ∈ ∆ = [0, π

2 ) και f ′(π
4 ) = 2, f (0) = 1

5. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : ∆ → R σε καθεμιά από τις
παρακάτω περιπτώσεις όταν ισχύουν:
(α) f ′(x) = 3x2 f (x), f (x) > 0, x ∈ ∆ = R και f (0) = 1

(β) f ′(x)− 2xe− f (x) = 0, x ∈ ∆ = R και f (1) = 1

(γ) x2 f ′(x) + e− f (x) = 0, x ∈ ∆ = (0,+∞) και f (1) = 0

(δ) f ′(x) + 2x f 2(x) = 0, f (x) ̸= 0 x ∈ ∆ = R και f (0) = 1

(ε) f ′(x)− ex
√

f (x)− 1 = 0, f (x) > 1 x ∈ ∆ = R και f (0) = 2

6. Σε καθεμία από τις παρακάτω περιπτώσεις να βρείτε τον τύπο της
συνάρτησης f : ∆ → R όταν ισχύουν:
(α) f ′(x)συνx = 1 + f (x) · ηµx, x ∈ ∆ = [0, π

2 ) και f (0) = 1

(β)x f ′(x) = 1
x2 − 2 f (x)x ∈ ∆ = (0,+∞) και f (1) = 0

(γ) 1 + x f ′(x) = xe− f (x), x ∈ ∆ = (0,+∞) και f (1) = 0

7. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : ∆ → R σε καθεμιά από τις
παρακάτω περιπτώσεις:
(α) f ′(x) · ηµx = f (x) · συνx + 2ηµx, x ∈ ∆ = (0, π) και f (π

2 ) = 0

(β) f ′(x) = f (x)
x + x2,x ∈ ∆ = (0,+∞) και f (1) = 2

(γ) f ′(x) = f (x) + 2xex, x ∈ ∆ = R και f (0) = −1

8. Έστω μια συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύουν f ′′(x) + f ′′(2 −
x) = 2 για κάθε x ∈ R και f (1) = 1. Να δείξετε ότι : f (x) + f (2 − x) =
x2 − 2x + 3, x ∈ R.

9. Έστω οι συναρτήσεις f , g : R → R γι τις οποίες ισχύει f ′′(x) = g′′(x)+ 6x
για κάθε x ∈ R και f (1) = g(1), f ′(1) = 4, g′(1) = 0. Να βρείτε τα
διαστήματα του x που η C f είναι πάνω από τη Cg

10. Έστω μια συνάρτηση f : R → R με f (1) = 2 και f ′(x + ex) = 1 για κάθε
x ∈ R. Να βρείτε την f (1 + e).

11. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει η
σχέση: f ′(x) = f (x)συνx. Να δείξετε ότι f (x) = f (0)eηµx για κάθε x ∈ R.

12. Αν βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f , όταν ισχύει f ′(x)+ (2x+ 3) f (x) =
e−x2+1 και f (0) = e.

13. Οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιμες στο R και για κάθε x ∈ R ισχύει
η σχέση: f ′(x) = κ f (x)g′(x), κ ̸= 0. Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ R είναι
f (x) = ceκg(x).
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14. Να βρείτε την παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R όταν για κάθε x ∈ R
ισχύει:
(α) 3 f ′(x) + 2 = 3 f (x) + 2x και f (0) = 1.
(β) 3 f ′(x) = 3 f (x) + 4x + 1 και f (0) = 8.

15. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R που είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο
R και ότι για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(x) = 2 − ηµx − ex. Αν f ′(0) = −3 και
f (0) = −1 να βρείτε τον τύπο της f .

16. Δίνεται η συνάρτηση f : R∗
+ → R που είναι παραγωγίσιμη και ότι για

κάθε x ∈ R∗
+ ισχύει f ′(x2) = 3x + 5. Αν f (1) = 8 να βρείτε την f .

17. Να βρεθεί η συνάρτηση f : R → R που είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
όταν για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(2x + 1) = 12x + 6 και f ′(3) = 27, f (1) = 1.

18. Δίνεται η συνάρτηση f : R∗
+ → R που είναι παραγωγίσιμη και ότι για

κάθε x ∈ R∗
+ ισχύει f ′(x3) = x και f (1) = 2. Να βρείτε το f (3).

19. Η συνάρτηση f : [0,+∞ → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ [0,+∞
ισχύει f ′(x4) = 2x5. Αν f (1) = 8

9 να βρείτε την f .

20. Δίνεται ότι η συνάρτηση f : (0,+∞) → R είναι παραγωγίσιμη και ότι για
κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει f ′(x)

f (x) = 1
x και f (x) ̸= 0. Αν f (1) = 2 να βρείτε

την f .

21. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει
f (x) > 0 και f ′(x) = f (x)(1 + ex). Αν f (ln 3) = 3 να βρείτε την f .

22. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει
η σχέση: 2 f ′(x) = ex− f (x). Αν f (0) = 0 να βρείτε την f .

23. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει
f (x) > 0 και f (x)ln f (x) = f ′(x) και f (0) = e.

(α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = ln f (x)
ex είναι σταθερή στο R.

(β) Να βρείτε την f .

24. Να βρείτε τη συνάρτηση f : A → R όταν:
(α) x f ′(x) = − f (x)+ x f (x)+ 1 για κάθε x ∈ A με A = R και f (1) = e− 1.
(β) f ′(x)ηµx = f (x)συνx + f (x)ηµx για κάθε x ∈ A με A = (0, π) και
f (π

2 ) = e
π
2 .

25. Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει η σχέση : f (x)− 2 f ′(x) + f ′′(x) = ex. Αν g(x) = f ′(x)− f (x)
με g(0) = 1 τότε:

(α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση h(x) = g(x)
ex − x είναι σταθερή στο R κα

να βρεθεί η g.
(β) Να βρείτε τη συνάρτηση f όταν f (0) = 1.
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26. Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει (x2 + 1) f ′′(x) + 4x f ′(x) + 2 f (x) = 0

(α) Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης g : R → R όταν για κάθε x ∈ R
ισχύει g(x) = 2x f (x) + (x2 + 1) f ′(x).
(β) Να βρείτε τον τύπο της f όταν γνωρίζουμε ότι f (0) = 0 και f ′(0) = 2.

27. Οι συναρτήσεις f , g είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο R και ισχύει
f (0) = g(0). Αν για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(x) = g′′(x) να δείξετε ότι
f (x)− g(x) = cx.

28. Αν οι συναρτήσεις f , g είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο R με g′(0)
f ′(0) =

g(0)
f (0) . Αν για κάθε x ∈ R είναι g′′(x) f (x)− f ′′(x)g(x) = 0 και f (x) ̸= 0,

να αποδείξετε ότι g(x) = g(0)
f (0) f (x) για κάθε x ∈ R.

29. Οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιμες στο R και για κάθε x ∈ R
ισχύει η σχέση f ′(x) + g(x) = f (x) + g′(x). Αν f (0) = g(0) να δείξετε ότι
f (x) = g(x) για κάθε x ∈ R.

30. Έστω συναρτήσεις f , g δύο φορές παραγωγίσιμες στο R για τις οποίες
ισχύει ότι: f ′′(x)g(x) = f (x)g′′(x) για κάθε x ∈ R και f ′(0)g(0) =
f (0)g′(0). Αν g(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ R να δείξετε ότι: f (x) = κg(x)
για κάθε x ∈ R.

31. Να βρείτε τη συνάρτηση f : R → R όταν γνωρίζουμε ότι κάθε σημείο
M(x0, f (x0)) της C f ορίζεται εφαπτομένη με συντελεστή διεύθυνσης λ =
συνx0−ηµx0

ex0 και ότι το σημείο A(0, 3) ανήκει στη C f .

32. Η συνάρτηση f : (0,+∞) → Rείναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈
(0,+∞) ισχύει e f ′(x)xx = x. Αν f (1) = −3

4 , να βρείτε τον τύπο της f .

33. Να βρείτε συνάρτηση f , δύο φορές παραγωγίσιμη στο R για την οποία
ισχύει f (x) + x · f ′(x) + f ′′(x) = 0 για κάθε x ∈ R, με f ′(0) = 0 και
f (0) = 2.

34. Δίνεται συνάρτηση f , με συνεχή πρώτη παράγωγο στο R για την οποία
ισχύει f (x0) = f ′(x0) = 0, x0 ∈ R και f (x) ̸= 0 για κάθε x ∈ R − {x0}.
Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ R τέτοιο, ώστε f ′′(ξ) = 0.

35. Να βρείτε συνάρτηση f , δύο φορές παραγωγίσιμη στο R, για την οποία
ισχύει: f ′′(x) + 2 f ′(x) + f (x) = 0 για κάθε x ∈ R και f (0) = f ′(0) = 1.

36. Αν για κάθε x ∈ R ισχύει f (x)− f ′(x) = (x − 1)2 και f (0) = 4, να βρεθεί
η συνάρτηση f .

37. (α) Να αποδειχθεί ότι μια συνάρτηση f ορισμένη στο R έχει την ιδιότητα
f ′ = f αν και μόνο αν f (x) = cex όπου c πραγματική σταθερά.
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(β) Να βρεθεί η συνάρτηση g ορισμένη στο διάστημα (−π
2 , π

2 ) η οποία
ικανοποιεί τις σχέσεις g′(x) · συνx + g(x) · ηµx = g(x) · συνx και g(0) =
1992.

38. Έστω f : R → R παραγωγίσιμη συνάρτηση με f (0) = 1 και (x2 +

2)[ f (x)− f ′(x)] = 2x f (x) για κάθε x ∈ R. Να αποδειχθεί ότι f (x) = 2ex

x2+2 ,
x ∈ R.

39. Θεωρούμε παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R τέτοια, ώστε: 2x f (x) +
(x2 + 1) f ′(x) = ex για κάθε x ∈ R, με f (0) = 1. Να αποδείξετε ότι
f (x) = ex

x2+1 ,x ∈ R.

40. Έστω μια συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύουν f (0) =
√

3 και
f ′(x) f (x)− ex

√
1 + f 2(x) = 0 για κάθε x ∈ R. Να βρεθεί το τύπος της

f .

41. Να βρεθεί παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R με f (0) = 2, για την
οποία ισχύει ( f (x)− ex)( f ′(x)− ex) = 0 για κάθε x ∈ R.

42. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R με f (x) ̸= 0 και f (x) f ′(x)−
συνx = 0 για κάθε x > 0. Αν f (0) = 2, να βρείτε τον τύπο της f .

43. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : (0,+∞) → R με f (1) = 1
2 και

f ′(x) = −2 f 3(x) για κάθε x > 0. Να βρείτε:
(α) την παράγωγο της συνάρτησης g(x) = 1

f 2(x)

(β) τον τύπο της συνάρτησης f .

44. Έστω οι συναρτήσεις f , g δύο φορές παραγωγίσιμες στο R, για τις οποίες
ισχύει f (2) = g(2), f (1) = g(1) + 1 και f ′′(x) = g′′(x) για κάθε x ∈ R.
Να αποδειχθεί ότι:
(α) g(x) = f (x) + x − 2, x ∈ R

(β) Αν ρ1, ρ2 με ρ1 < 2 < ρ2, ρίζες τις f , τότε η g έχει ρίζα στο (ρ1, ρ2)

(γ) Αν x1, x2 με x1 < x2 ρίζες τις g, τότε η εξίσωση f ′(x) + 1 = 0 έχει ρίζα
στο (x1, x2).

45. Έστω μια συνάρτηση f : R → R με f (x) > 0 και f ′′(x)− 2x f ′(x) = 2 f (x)
για κάθε x ∈ R. Αν f ′(0) = 0 και f (2) = e, να βρείτε τον τύπο της f .

46. Έστω μια συνάρτηση f : R → R με f (x) > 0 και f ′(x) = f (x) · ln f (x) για
κάθε x ∈ R. Αν f (0) = 1, να βρείτε τον τύπο της f .

47. Έστω μια συνάρτηση f : R → R η οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύουν
f ′(x) = x−1

x f (x) για κάθε x ̸= 0 και f (1) = 2 = f (−1). Να βρείτε τον
τύπο της f .

48. Έστω μια συνάρτηση f για την οποία ισχύουν f (1) = 1 και x + f ′(x) ·
f (x) = f (x) + x · f ′(x) για κάθε x ∈ R. Να βρείτε την f .
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49. Έστω μια συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύουν f (0) =
√

e − 1
και f ′(x) · f (x)− x f 2(x) = x για κάθε x ∈ R. Να βρείτε την συνάρτηση
f .

50. Έστω μια συνάρτηση f : R → R με f (x) ̸= 1 και f ′(x) = e2x+ex

f (x)−1 για κάθε
x ∈ R. Αν f (0) = 3, να βρείτε τον τύπο της f .

51. Να βρείτε συνάρτηση f ορισμένη στο (0, π) η οποία ικανοποιεί τις σχέ-
σεις f ′(x)ηµx = f (x)(συνx + ηµx) για κάθε x ∈ (0, π) και f (π

2 ) = e
π
2 .

Μέθοδος 3.5 — Εύρεση τύπου συνάρτησης μέσω συναρτησιακών σχέ-
σεων. .

Πρόβλημα 3.33 Δίνεται η συνάρτηση f : R → R τέτοια, ώστε f (0) = 1,
f (1) = 7 και για κάθε x, y ∈ R να ισχύει f (x + y)− f (x) = λx(λ + x) (1) με
λ > 0.
(α) Να δειχθεί ότι η f είναι παραγωγίσιμη και να βρείτε την f ′

(β) Να βρείτε τον τύπο της f .
■

Λύση
(α) Για κάθε x ∈ R και h ̸= 0 ισχύει:

lim
h→0

f (x + h)− f (x)
h

= lim
h→0

λh(λ + x)
h

= λ2 + λx ∈ R

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη με f ′(x) = λ2 + λx, x ∈ R, λ > 0.
(β) Από την σχέση (1) για x = 1 και y = −1 έχουμε ότι:

f (0)− f (1) = λ(λ + 1) ⇔ λ2 + λ − 6 = 0 ⇔
{

λ = 2
λ = −3 απορρίπτεται λ > 0

Για λ = 2 η f ′ γίνεται: f ′(x) = 2x + 4 ⇔ f (x) = x2 + 4x + c
Είναι f (0) = 1 ⇔ c = 1
Άρα f (x) = x2 + 4x + 1, x ∈ R

Πρόβλημα 3.34 Αν για την παραγωγίσιμη στο R συνάρτηση f ισχύουν f (x +
y) ≤ f (x) f (y) (1) για κάθε x, y ∈ R και f (0) = f ′(0) = 1, να βρεθεί η f .

■

Λύση Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη και f (0) = f ′(0) = 1, οπότε για
h ̸= 0 ισχύει:

f ′(0) = lim
h→0

f (0 + h)− f (0)
h

= lim
h→0

f (h)− 1
h

= 1

Η f είναι παραγωγίσιμη για κάθε x ∈ R άρα υπάρχει το όριο:
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f ′(x) = lim
h→0

f (x + h)− f (x)
h

Για y = h η σχέση (1) γράφεται:

f (x + h) ≤ f (x) f (h) ⇔− f (x) f (x + h)− f (x) ≤ f (x) f (h)− f (x)

Αν διαιρέσουμε και τα δύο μέλη με h ̸= 0 θα πάρουμε ότι:
Αν h > 0 f (x+h)− f (x)

h ≤ f (x) f (h)− f (x)
h

Επειδή τα όρια υπάρχουν, ισχύει

lim
h→0+

f (x + h)− f (x)
h

≤ lim
h→0+

f (x)[ f (h)− 1]
h

⇔ f ′(x) ≤ f (x) lim
h→0+

f (h)− 1
h

⇔ f ′(x) ≤ f (x)(3)

Αν h < 0, όμοια βρίσκουμε ότι f ′(x) ≥ f (x) (4)
Από (3) και (4) έχουμε ότι f ′(x) = f (x) ⇔ f (x) = cex. Είναι f (0) = 1 ⇔ c = 1
άρα f (x) = ex

Ασκήσεις προς λύση
1. Αν για κάθε x, y ∈ R ισχύουν οι σχέσεις f (x+ y) = f (x) · f (y), f (x) = 1+

x · g(x), όπου g συνάρτηση με limx→0 g(x) = 1 , να βρείτε τη συνάρτηση
f .

2. Αν για τη συνάρτηση f ισχύουν f ′(0) = 2 και f (x + y) = ex f (y) + ey f (x)
για κάθε x, y ∈ R, να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R και
να βρείτε τον τύπο της f .

3. Η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο R και ικανοποιεί τις συνθήκες f (x +
y) = f (x) f (y)− ηµx · ηµy για κάθε x, y ∈ R, f ′(0) = 0 και η f δεν είναι
σταθερή μηδενική συνάρτηση. Να αποδειχθεί ότι η f είναι παραγωγίσιμη
στο R και ισχύει f (x) = συνx.

4. Έστω η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο 0 με f ′(0) = 1 και για κάθε
x, y ∈ R ισχύει f (x + y) = f (x) · συνy + f (y) · συνx. Να αποδειχθεί ότι:
(α) η f είναι παραγωγίσιμη στο R

(β) Είναι f (x) = ηµx, x ∈ R.

5. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R τέτοια, ώστε f (1) = −2, f (2) = 3 και
για κάθε x, y ∈ R ισχύει f (x + y)− f (x) = 2(λ2 − 1)xy − y2 όπου λ > 1.
(α) Να αποδειχθεί ότι η f είναι παραγωγίσιμη και να βρείτε την f ′.
(β) Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση f

6. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 με f ′(0) = 1. Αν
για κάθε x, y ∈ R ισχύει f (x + y) = f (x)e2y + f (y)e2x, να δείξετε ότι:

(α) f (0) = 0 και limx→0
f (x)

x = 1.
(β) f ′(x) = 2 f (x) + e2x για κάθε x ∈ R.
(γ) f (x) = xe2x για κάθε x ∈ R.
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Μέθοδος 3.6 — Σταθερή συνάρτηση σε ένωση διαστημάτων. Όταν
έχουμε ότι ισχύει η σχέση: f ′(x) = g′(x) για κάθε x ∈ A ∪ B τότε:

• Αν x ∈ A, τότε f (x) = g(x) + c1.

• Αν x ∈ B, τότε f (x) = g(x) + c2.

Οπότε:

f (x) =

{
g(x) + c1 x ∈ A
g(x) + c2 x ∈ B

Πρόβλημα 3.35 Έστω μια συνάρτηση f : R → R η οποία είναι συνεχής και
ισχύει x2 f ′(x) = x2συνx − 1 για κάθε x ̸= 0. Αν f (π) = f (−π) = 0, να
βρείτε την f .

■

Λύση Για x < 0 έχουμε ότι:

x2 f ′(x) = x2συνx − 1 ⇔ f ′(x) = συνx − 1
x2 ⇔ f (x) = ηµx + 1

x + c1

Για x = −π έχουμε ότι: f (−π) = 0 ⇔ ηµ(−π)− 1
π + c1 = 0 ⇔ c1 = 1

π . Άρα για
x < 0, f (x) = ηµx + 1

x + 1
π .

Για x > 0 όμοια έχουμε ότι: f (x) = ηµx + 1
x + c2.

Για x = π έχουμε ότι: f (π) = 0 ⇔ ηµ(π) + 1
π + c1 = 0 ⇔ c1 = − 1

π . Οπότε η
συνάρτηση είναι f (x) = ηµx + 1

x − 1
π . Τελικά η συνάρτηση f έχει τύπο:

f (x) =

{
ηµx + 1

x + 1
π x < 0

ηµx + 1
x − 1

π x > 0

Ασκήσεις προς λύση
1. Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το σύνολο A = (−∞, 2) ∪ (3, 6] και

ισχύει f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ A. Να βρεθεί η συνάρτηση f .

2. Μια συνάρτηση f έχε πεδίο ορισμού το σύνολο A = (2, 5) ∪ [8, 10] και
ισχύει f ′(x) = 2x για κάθε x ∈ A. Αν f (3) = 10 και f (10) = 25 να βρεθεί
η συνάρτηση f .

3. Έστω μια συνάρτηση f με f ′(x) =

{
2x − 1, x < 0
3x2 − 1, x ≥ 0

. Αν f (1) = 2 να

βρείτε την f .

4. Έστω μια συνάρτηση f : R → R η οποία είναι συνεχής και ισχύει
x2 f ′(x) = x2συνx − 1 για κάθε x ̸= 0. Αν f (π) = f (−π) = 0, να βρείτε
την f .
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5. Έστω μια συνάρτηση f : R → R η οποία είναι συνεχής και ισχύει (x +
2) f ′(x) = 2x2 + 5x + 2 για κάθε x ∈ R και f (0) = 1. Να βρείτε την f .

6. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει
η σχέση: x f ′(x) = (x + 1) f (x). Αν f (1) = e, f (−1) = 1

e να βρείτε την f .

7. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύουν
f (−1) = −4, f (1) = 3 και f ′(x) = 3x2+x+2

x2 για κάθε x ̸= 0. Να βρείτε τον
τύπο της f .

8. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει f (2) =
11 και (x − 1) f ′(x) = 2x2 + 3x − 5 για κάθε x ∈ R. Να βρείτε τον τύπο
της f .

9. Έστω μια συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει f (0) = 2010 και
(x − 2) f ′(x) = x2 − 5x + 6 για κάθε x ∈ R. Να βρεθεί η f .

10. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης στις παρακάτω περιπτώσεις

(α) f ′(x)− 1 = f (x)
x , x ∈ ∆ = R και f (−1) = 2 f (1) = 1

(β) f ′(x) = 1
x2 −

f (x)
x , x ∈ ∆ = R και f (1) = e = − f (−1)

11. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει f (1) =
1 και f (−1) = −4και x3 f ′(x) + x2 f (x) = 1 για κάθε x ̸= 0.
(α) Να βρείτε τον τύπο της f

(β) Να υπολογίσετε τα όρια
(1) lim

x→0
f (x)

(2) lim
x→−∞

(x · f (x))

Διάφορες εφαρμογές
1. Δίνεται συνάρτηση f : R → R δύο φορές παραγωγίσιμη για την οποία

ισχύει: f ′′(x) = f (x) για κάθε x ∈ R. Επίσης η εφαπτομένη της C f στο
σημείο της A(0, f (0)) έχει εξίσωση y = 3x − 1. Να βρείτε:
(α) τις τιμές f (0) και f ′(0)

(β) τον τύπο της f

2. Δίνεται συνάρτηση f : (0,+∞) → R δύο φορές παραγωγίσιμη, για την
οποία ισχύει:

x2 f ′′(x) + x f ′(x)− f (x) = 3x2 για κάθε x ∈ (0,+∞)

Αν επιπλέον ισχύει: lim
x→1

f (x)− 3x2

x2 − 4x + 3
= 2 να βρείτε:

(α) τις τιμές f (1) και f ′(1)

(β) τον τύπο της f
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3. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει
x f ′(x) = 2x2 + f (x) για κάθε x ∈ R. Επίσης η ευθεία (ϵ) : y = 5x − 8
εφάπτεται στη C f στο σημείο M(α, f (α)) , με α > 0. Να βρείτε
(α) το σημείο M

(β) τον τύπο της f

4. Δίνεται συνάρτηση f : [0, π
2 ) → R δύο φορές παραγωγίσιμη για την

οποία ισχύει: f ′′(x) − f (x) = 2 f ′(x)ϵϕx για κάθε x ∈ [0, π
2 ). Επίσης η

εφαπτομένη της C f στο σημείο της A(0, f (0)) έχει εξίσωση y = 2x + 1.
(α) Να βρείτε τις τιμές f (0) και f ′(0)

(β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f ′(x)συνx − f (x)ηµx είναι
σταθερή
(γ) Να βρείτε τον τύπο της f .

5. Δίνεται συνάρτηση f : R → (0,+∞) για την οποία ισχύει:

lim
x→0

x f (x)− x − ηµx · ηµ3x√
x2 + 4 − 2

= −8

και f ′′(x) f (x) = ( f ′(x))2 + 6x f 2(x) για κάθε x ∈ R. Να βρείτε
(α) την εξίσωση της εφαπτομένης της C f στο σημείο της M(0, f (0))

(β) τον τύπο της f

6. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f με πεδίο ορισμού D f = (0, 1) ∪
(1,+∞) για την οποία ισχύει f (x) ̸= 0 για κάθε x ∈ D f και f ′(x)

f (x) =
1
x − 1

xlnx για κάθε x ∈ D f .

(α) Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης g(x) = f (x)lnx
x

(β) Αν επιπλέον η C f διέρχεται από τα σημεία A(1
e , 1

e ) και B(e2, e), τότε
να βρείτε:

(1) τον τύπο της f

(2) το lim
x→1

f (x)

(3) την εφαπτομένη της C f στο σημείο της Γ(e, f (e))

(4) το lim
x→0

( f (x)
ηµ 1

x
ηµx

)

7. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει :
f (x + y) = f (x) f (y)e2xy για κάθε x, y ∈ R. Επίσης η εφαπτομένη (ϵ) στο
σημείο της A(0, f (0)) είναι παράλληλη στην ευθεία (ζ) : 2x− 2y+ 2011 =
0.
(α) Να βρείτε την την εξίσωση της (ϵ)

(β) Να αποδείξετε ότι f ′(x) = f (x)(2x + 1) για κάθε x ∈ R

(γ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f (x)
ex2+x

είναι σταθερή στο R
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8. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει:

lim
x→2

f (x)− 2x2 + 3x
x2 − 4

= −1
2
και 2 f ′′(x) + f ′′(4 − x) = 6 για κάθε x ∈ R

(α) Να βρείτε τις τιμές f (2) και f ′(2)

(β) Να αποδείξετε ότι: 2 f (x) + f (4 − x) = 3x2 − 9x + 12 για κάθε x ∈ R

(γ) Να βρείτε τον τύπο της f

(δ) Να υπολογίσετε το lim
x→+∞

f ′(x)ηµx
f (x)
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3.2 Μονοτονία συνάρτησης
Για να μελετήσουμε μια συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία χρησιμοποιούμε
τα συμπεράσματα της παρακάτω πρότασης:
Πρόταση 3.2.1 — Μονοτονία. Έστω συνάρτηση f που είναι συνεχής στο διά-
στημα Δ.

• Αν f ′(x) > 0 για κάθε εσωτερικό σημείο x ∈ ∆ τότε η συνάρτηση f είναι
γνησίως αύξουσα στο Δ.

• Αν f ′(x) < 0 για κάθε εσωτερικό σημείο x ∈ ∆ τότε η συνάρτηση f είναι
γνησίως φθίνουσα στο Δ.

Παρατήρηση 3.2.2 .

1. Δεν ισχύει το αντίστροφο της πρότασης 1. συγκεκριμένα μια συνάρ-
τηση f που είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα Δ μπορεί να είναι
γνησίως αύξουσα (φθίνουσα) στο Δ και χωρίς να ισχύει f ′(x) > 0
( f ′(x) < 0) για κάθε εσωτερικό σημείο x ∈ ∆. Για παράδειγμα η συ-
νάρτηση f (x) = x3 που είναι παραγωγίσιμη στο R με f ′(x) = 3x2 είναι
γνησίως αύξουσα στο R και δεν ισχύει f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ R αφού
είναι f ′(0) = 0.

2. Η πρόταση 1 δεν ισχύει πάντοτε για ένωση διαστημάτων. Για πα-
ράδειγμα η συνάρτηση f (x) = − 1

x είναι παραγωγίσιμη στο R∗ με
f ′(x) = 1

x2 , ισχύει f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ R∗ και όμως η f δεν είναι
γνησίως αύξουσα στο (−∞, 0) ∪ (0,+∞) = R∗.

3. Αν είναι f ′(x) > 0 (αντίστοιχα f ′(x) < 0) για κάθε x ∈ (α, β) ∪ (β, γ)
και η f είναι συνεχής στο β τότε η f είναι γνησίως αύξουσα (αντίστοιχα
φθίνουσα) στο διάστημα (α, γ).
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4. Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως μονότονη στο διάστημα Δ τότε η f
είναι «ένα-ένα» στο Δ και επομένως ισχύουν:

• Η εξίσωση f (x) = 0 έχει τα πολύ μια ρίζα στο Δ.
• Αν α, β ∈ ∆ τότε: α = β ⇔ f (α) = f (β).
• Αν α, β ∈ ∆ τότε: α ̸= β ⇔ f (α) ̸= f (β).

5. Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο Δ και ξ ∈ ∆ τότε: Για
κάθε x ∈ ∆ με x < ξ ισχύει f (x) < f (ξ) και για κάθε x ∈ ∆ με x > ξ
ισχύει f (x) > f (ξ).

6. Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο Δ και ξ ∈ ∆ τότε: Για
κάθε x ∈ ∆ με x < ξ ισχύει f (x) > f (ξ) και για κάθε x ∈ ∆ με x > ξ
ισχύει f (x) < f (ξ).

7. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα
∆ = (α, β) τότε το σύνολο των τιμών της f στο Δ είναι το διάστημα
f (∆) = ( lim

x→α+
f (x), lim

x→β−
f (x)). Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και

γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ∆ = (α, β) τότε το σύνολο των τιμών
της f στο Δ είναι το διάστημα f (∆) = ( lim

x→β−
f (x), lim

x→α+
f (x)).

3.2.1 Ερωτήσεις σωστού - λάθους και πολλαπλής επιλογής
A. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με σωστό (Σ) ή λάθος (Λ).

1. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ , παραγωγίσιμη
σε κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ και γνησίως αύξουσα στο Δ , τότε
f ′(x) > 0 σε κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ.

2. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ , παραγωγίσιμη
σε κάθε εσωτερικό σημείο του Δ και γνησίως φθίνουσα στο Δ, τότε
f ′(x) < 0 σε κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ.

3. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα Δ με f ′(x) > 0 σε κάθε
εσωτερικό σημείο x του Δ, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το
Δ.

4. Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα και παραγωγίσιμη στο διά-
στημα Δ, τότε ισχύει f ′(x) ≥ 0, για κάθε x ∈ ∆.

5. Η συνάρτηση f με f ′(x) = −2ηµx + 1
ηµ2x + 3, x ∈ [π

2 , π] είναι γνησίως
αύξουσα στο διάστημα αυτό.

B. Στις παρακάτω προτάσεις να επιλέξετε την σωστή απάντηση.

1. Αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και γνησίως φθίνουσα,
τότε
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Α. f ′(x) > 0, για κάθε x ∈ R
Β. f ′(x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R

Γ. f ′(x) ≤ 0, για κάθε x ∈ R
Δ. f ′(x) < 0, για κάθε x ∈ R

Ε. η f (x) δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο στο R

2. Αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και γνησίως αύξουσα,
τότε
Α. f ′(x) > 0, για κάθε x ∈ R
Β. f ′(x) ≥ 0, για κάθε x ∈ R

Γ. f ′(x) ≤ 0, για κάθε x ∈ R
Δ. f ′(x) < 0, για κάθε x ∈ R

Ε. η f (x) δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο στο R

3. Αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R∗ με f ′(x) > 0, τότε
Α. η f είναι γνησίως αύξουσα, για κάθε x ∈ R∗

Β. η f είναι γνησίως φθίνουσα, για κάθε x ∈ R∗

Γ. η f είναι γνησίως αύξουσα, στο (−∞, 0) και γνησίως αύξουσα στο
(0,+∞)

Δ. η f είναι γνησίως αύξουσα, στο (−∞, 0) και γνησίως φθίνουσα στο
(0,+∞)

3.2.2 Μεθοδολογίες για την επίλυση ασκήσεων

Μέθοδος 3.7 — Εύρεση διαστημάτων μονοτονίας συνάρτησης. Για να
προσδιορίσουμε τα διαστήματα μονοτονίας μιας συνάρτησης f κάνουμε
τα εξής:

• Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της f

• Υπολογίζουμε την f ′

• Βρίσκουμε τις ρίζες και το πρόσημο της f ′ και κατασκευάζοντας
τον πίνακα προσήμων της (χρησιμοποιώντας την πρότασης 1) βρί-
σκουμε την μονοτονίας της f

Πρόβλημα 3.36 Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της συνάρτησης f
όταν:
(α) f (x) = x

lnx
(β) f (x) = x5ex

(γ) f (x) = x3

ex

(δ)
■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = x

lnx έχει πεδίο ορισμού το A = (0, 1) ∪ (1,+∞). Η f
είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = lnx−1

ln2x . Με x ∈ A είναι :

• f ′(x) = 0 ⇔ lnx−1
ln2x = 0 ⇔ lnx − 1 = 0 ⇔ lnx = 1 ⇔ lnx = lne ⇔ x = e

δεκτή.

• f ′(x) > 0 ⇔ lnx−1
ln2x > 0 ⇔ lnx − 1 > 0 ⇔ lnx > 1 ⇔ lnx > lne ⇔ x > e
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• f ′(x) < 0 ⇔ lnx−1
ln2x < 0 ⇔ lnx − 1 < 0 ⇔ lnx < 1 ⇔ lnx < lne ⇔ x ∈

(0, 1) ∪ (1, e)

Κατασκευάζουμε τον πίνακα μονοτονίας της συνάρτησης.

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 e +∞

− − 0 +

ee

Η f είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα (0, 1) και (1, e] και γνησίως
αύξουσα στο [e,+∞).
(β) Η συνάρτηση f (x) = x5ex έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παρα-
γωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = x4ex(x + 5). Με x ∈ A είναι:

• f ′(x) = 0 ⇔ x4ex(x + 5) = 0 ⇔ x = 0 ή x = −5

• f ′(x) > 0 ⇔ x4ex(x + 5) > 0 ⇔ x ∈ (−5, 0) ∪ (0,+∞)

• f ′(x) < 0 ⇔ x4ex(x + 5) < 0 ⇔ x ∈ (−∞,−5)

Κατασκευάζουμε τον πίνακα μονοτονίας της συνάρτησης.

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −5 0 +∞

− 0 + 0 +

Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞,−5] και γνησίως αύξουσα στο [−5,+∞)
(διότι είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα [−5, 0] και [0,+∞] και συνεχής
στο x0 = 0).
(γ) Η συνάρτηση f (x) = x3

ex έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παραγω-
γίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = x2(3−x)

ex . Με x ∈ A είναι:

• f ′(x) = 0 ⇔ x2(3−x)
ex = 0 ⇔ x2(3 − x) = 0 ⇔ x = 0 ή x = 3

• f ′(x) > 0 ⇔ x2(3−x)
ex > 0 ⇔ x2(3 − x) > 0 ⇔ x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 3)

• f ′(x) < 0 ⇔ x2(3−x)
ex < 0 ⇔ x2(3 − x) < 0 ⇔ x > 3

Κατασκευάζουμε τον πίνακα μονοτονίας της συνάρτησης.
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 3 +∞

+ 0 + 0 −

Η f είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞, 3] (διότι είναι γνησίως αύξουσα στα
διαστήματα (−∞, 0] και [0, 3] και συνεχής στο x0 = 0) και γνησίως φθίνουσα
στο [3,+∞).

Πρόβλημα 3.37 Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της συνάρτησης f
όταν:
(α) f (x) = 1

3 x3 − 3x2 + 9x + 2 (β) f (x) =
√

x2 − 4x + 3
■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = 1

3 x3 − 3x2 + 9x + 2 έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f
είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = x2 − 6x + 9 = (x − 3)2.
Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 3 +∞

+ 0 +

Η f είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞,+∞) (διότι είναι γνησίως αύξουσα στα
διαστήματα (−∞, 3] και [3,+∞) και συνεχής στο x0 = 3).
(β) Η συνάρτηση f (x) =

√
x2 − 4x + 3έχει πεδίο ορισμού το A = (−∞, 1] ∪

[3,+∞).
Η f είναι συνεχής στο A και δεν είναι παραγωγίσιμη στα σημεία x1 = 1 και
x2 = 3.
Η f είναι παραγωγίσιμη στο A1 = (−∞, 1) ∪ (3,+∞) και για κάθε x ∈ A1
ισχύει f ′(x) = x−2√

x2−4x+3
. Το πρόσημο της f ′και η μονοτονία της f φαίνονται

στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 3 +∞

− +

Υποσημείωση: Δεν είναι απαραίτητο να εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη
στο άκρο x0 = 0 αφού για την μελέτη της μονοτονίας σε διάστημα [a, b] μας
ενδιαφέρει η συνέχεια της f στο [a, b] και το πρόσημο της f ′ στο (a, b).
Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 1] και γνησίως αύξουσα στο [3,+∞).
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Πρόβλημα 3.38 Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της συνάρτησης f
όταν:
(α) f (x) = 1−ηµx

ηµx , x ∈ (0, π)

(β) f (x) = aσυν2x + 1, a > 1, x ∈ [0, 2π]
(γ) f (x) = ex

συνx , x ∈ [0, π
2 ) ∪ (π

2 , π]

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = 1−ηµx

ηµx έχει πεδίο ορισμού το A = (0, π). Η f είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = −συνx

ηµ2x . Το πρόσημο της f ′ και
η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:
Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, π

2 ] και γνησίως αύξουσα στο [π
2 , π).

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 π
2 π +∞

− 0 +

(β) Η συνάρτηση f (x) = aσυν2x + 1 έχει πεδίο ορισμού το [0, 2π]. Η f είναι πα-
ραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = −2aσυν2x · lna · ηµ2x. Το πρόσημο
της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 π
2 π 3π

2 2π +∞

0 − 0 + 0 − 0 + 0

Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, π
2 ], [π, 3π

2 ] και γνησίως αύξουσα στο [π
2 , π],

[3π
2 , 2π].

(γ) Η συνάρτηση f (x) = ex

συνx έχει πεδίο ορισμού το A = [0, π
2 ) ∪ (π

2 , π]. Η f
είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = ex(συνx+ηµx)

συν2x . Το πρόσημο
της f ′και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:
Η f είναι γνησίως αύξουσα στο [0, π

2 ), (π
2 , 3π

4 ] και γνησίως φθίνουσα στο
[3π

4 , π].

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 π
2 3π

4 π +∞

+ + 0 −



3.2 Μονοτονία συνάρτησης 255

Πρόβλημα 3.39 Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της συνάρτησης f

όταν: f (x) =

{
x2

ex , x > 0
x2 + x , x ≤ 0

■

Λύση Η συνάρτηση f (x) =

{
x2

ex , x > 0
x2 + x, x ≤ 0

έχει πεδίο ορισμού το A = R.

Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο A1 = (−∞, 0) και για κάθε x ∈ A1
ισχύει f ′(x) = 2x + 1. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο A2 = (0,+∞)

και για κάθε x ∈ A2 ισχύει f ′(x) = x(2−x)
ex .

Υποσημείωση: Όταν μελετάμε την μονοτονία μιας «κλαδωτής» συνάρτησης f
δεν είναι απαραίτητο να εξετάσουμε αν αυτή είναι παραγωγίσιμη στα σημεία
εκείνα που εκατέρωθεν της η f αλλάζει τύπο. Εξετάζουμε τη συνέχεια στα
σημεία αυτά.
Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.

• lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

x2

ex − 0
x

= lim
x→0+

x
ex = 0

• lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

x2 − x
x

= lim
x→0−

(x + 1) = 1

Η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0,
Είναι όμως συνεχής στο x0 = 0 αφού είναι

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0−

f (x) = f (0)

Επομένως: f (x) =

{
2x + 1 x < 0
x(2−x)

ex x > 0
Το πρόσημο της f ′και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:
Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞,−1

2 ] και γνησίως αύξουσα στο [−1
2 , 2](διότι

είναι γνησίως

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1
2 0 2 +∞

− 0 + + 0 −

Πρόβλημα 3.40 Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της συνάρτησης f
όταν:
(α) f (x) = 1

2 e2x + 3ex − 4x + 2
(β) f (x) = xlnx (γ) f (x) = ln(x −

√
x)

■
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Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = 1

2 e2x + 3ex − 4x + 2 έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = e2x + 3ex − 4 =
(ex − 1)(ex + 4). Το πρόσημο της f ′και η μονοτονία της f φαίνονται στον
πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 0]και γνησίως αύξουσα στο [0,+∞).
(β) Η συνάρτηση f (x) = xlnx έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞). Η f είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = 2xlnx lnx

x . Το πρόσημο της
f ′και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞

− 0 +

Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, 1]και γνησίως αύξουσα στο [1,+∞).
(γ) Η συνάρτηση f (x) = ln(x −

√
x) έχει πεδίο ορισμού το A = (1,+∞). Η f

είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = 2
√

x−1
2
√

x(x−
√

x) . Το πρόσημο
της f ′και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα: Η f είναι γνησίως αύξουσα
στο (1,+∞).

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

+

Πρόβλημα 3.41 (α) Δίνεται η συνάρτηση f : ∆ → R η οποία είναι παραγω-
γίσιμη στο διάστημα Δ και για κάθε x ∈ ∆ ισχύει f ′(x) ≥ 0. Επιπλέον, δεν
υπάρχει διάστημα ∆1∆ τέτοιο ώστε να ισχύει f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ ∆1.
Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα.
(β) Να μελετήσετε τη μονοτονία της συνάρτησης g(x) = x − ηµx.

■

Λύση
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(α) Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f δεν είναι γνησίως αύξουσα στο Δ. Τότε
υπάρχουν x1, x2 ∈ ∆ τέτοιο ώστε x1 < x2 και f (x1) ≥ f (x2) (1). Για κάθε
x0 ∈ (x1, x2) έχουμε:
Η f είναι συνεχής στο [x1, x0]
Η f είναι παραγωγίσιμη στο (x1, x0). Από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι
υπάρχει ξ1 ∈ (x1, x0) τέτοιο ώστε f (x1)− f (x0) = (x1 − x0) f ′(ξ1) (2).
Επειδή x1 < x0 ⇔ x1 − x0 < 0 και f ′(ξ1) ≥ 0 από τη (2) έπεται ότι f (x1)−
f (x0) ≤ 0 δηλαδή f (x1) ≤ f (x0) (3).
Ομοίως η συνάρτηση f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος μέσης
τιμής στο διάστημα [x0, x2] και επομένως υπάρχει ξ2 ∈ (x0, x2) τέτοιο ώστε
f (x0)− f (x2) = (x0 − x2) f ′(ξ2) (4).
Επειδή x0 < x2 ⇔ x0 − x2 < 0 και f ′(ξ2) ≥ 0 από την (3) έπεται ότι f (x0)−
f (x2) ≤ 0 δηλαδή f (x0) ≤ f (x2) (5).
Από (1) και (3) και (5) έπεται ότι f (x1) ≤ f (x0) ≤ f (x2) ≤ f (x1), δηλαδή
f (x1) ≤ f (x0) ≤ f (x1), δηλαδή f (x0) = f (x1) για κάθε x0 ∈ (x1, x2).
Δείξαμε ότι για κάθε x0 ∈ (x1, x2) ισχύει f (x0) = f (x1) που σημαίνει ότι η f
είναι σταθερή στο ∆1 = (x1, x2). Επομένως ισχύει f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ ∆1
άτοπο αφού δεν υπάρχει διάστημα ∆1∆ τέτοιο ώστε να ισχύει f ′(x) = 0 για
κάθε x ∈ ∆1. Επομένως η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο ∆.
(β) Η συνάρτηση g(x) = x − ηµx έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η g είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει g′(x) = 1 − συνx. Είναι g′(x) ≥ 0 για
κάθε x ∈ A και δεν υπάρχει διάστημα ∆1 ⊆ R τέτοιο ώστε να ισχύει g′(x) = 0
για κάθε x ∈ ∆1. Επομένως, σύμφωνα με το πρώτο ερώτημα η g είναι γνησίως
αύξουσα στο R.
Υποσημείωση: Δείξαμε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο Δ όταν
ισχύει f ′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ ∆ και η συνάρτηση f ′(x) μηδενίζεται σε άπειρα
σημεία του Δ που όμως δεν «συγκροτούν» υποδιαστήματα του Δ, δηλαδή η
f δεν είναι σταθερή σε κανένα υποδιάστημα του Δ. Ομοίως όταν f ′(x) ≤ 0.

Ασκήσεις προς λύση
1. Να μελετήσετε την μονοτονία των παρακάτω συναρτήσεων:

(α) f (x) = x3 − 6x2 + 9x − 1
(β) f (x) = ln(1 − x2)

(γ) f (x) = x2

2 − 4x + 4lnx + 7
2

(δ) f (x) = x2 − lnx
(ε) f (x) = xln2x + xlnx − x
(στ) f (x) = 2

x − 3
x2

2. Να μελετήσετε την μονοτονία των παρακάτω συναρτήσεων:
(α) f (x) = ηµ2x − x, x ∈ [0, 2π]

(β) f (x) = ln(
√

x2 + 1 − x)
(γ) f (x) = x − e

1
x

(δ) f (x) = l − x + e
1
x

(ε) f (x) = x(1 − lnx)2

(στ) f (x) = xxe2−x

3. Να μελετήσετε την μονοτονία των παρακάτω συναρτήσεων:
(α) f (x) =

√
x2 − 5x + 6

(β) f (x) = ex

1+ex , x ∈ [0, 1]
(γ) f (x) = x2 − 3 3

√
x2

(δ) f (x) = x − 2ηµx, x ∈ [0, π]

(ε) f (x) = ln(ax)
x , a < 0

(στ) f (x) = x4 − 2x2 + 5, x ∈ [−2, 3]

4. Να μελετήσετε την μονοτονία των παρακάτω συναρτήσεων:
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(α) f (x) = 1 −
√

2 − x
(β) f (x) = x

√
1 − x2

(γ) f (x) = e2x − 3ex + x − 1

(δ) f (x) = xln2x − 3x + 2
(ε) f (x) = ln(ex − 1)− 2x + 1
(στ) f (x) = x3 + 3x + 3συνx

5. Να μελετήσετε την μονοτονία των παρακάτω συναρτήσεων:

(α) f (x) = συνx−ηµx
ex , x ∈ [0, 2π]

(β) f (x) = x3e1−x
(γ) f (x) = eηµx, x ∈ [−π, π]
(δ) f (x) = xσυνx − ηµx, x ∈ [0, 2π]

6. Να μελετήσετε την μονοτονία των παρακάτω συναρτήσεων:

(α) f (x) = −
√

2συνx − x, x ∈ [0, π
2 ]

(β) f (x) = ηµx + συνx, x ∈ [0, π]
(γ) f (x) = ηµ2x + συνx, x ∈ (0, π)

(δ) f (x) = 2xe−x + (x − 1)2

(ε) f (x) = x2 + 2συνx − 3, x ∈ [−π, π]

(στ) f (x) = (x2 − x)lnx + x2

2

7. Να μελετήσετε την μονοτονία των παρακάτω συναρτήσεων:

(α) f (x) =

{
x2 + 6x − 30 x < 4
10 −

√
x2 − 16 x ≥ 4

(β) f (x) =

{
x

x−lnx x > 0
0 x = 0

(γ) f (x) =

{
ex − x − e x ≤ 1
x2 − 4x + 2 x > 1

(δ) f (x) =

{
e−

1
x2 x ̸= 0

0 x = 0

(ε) f (x) =

{√
x2 + 5 x ≤ 2

x2 + x − 3 x > 2
(στ) f (x) = x2 − |x − 1|+ 2

Μέθοδος 3.8—Εύρεση παραμέτρων. Όταν μας ζητείται ο προσδιορισμός
παραμέτρων, ώστε μια συνάρτηση να έχει κάποιο συγκεκριμένο είδος
μονοτονίας, κάνουμε τα εξής:

• Βρίσκουμε την f ′.

• Βρίσκουμε το πρόσημο της f ′ για τις διάφορες τιμές της παραμέ-
τρου.

• Εξετάζουμε σε ποια περίπτωση ισχύει το ζητούμενο.

Πρόβλημα 3.42 Να προσδιορίσετε τις τιμές του a ∈ R ώστε η συνάρτηση f
με f (x) = ax3 + 1

2 ax2 + x + 2 να είναι γνησίως αύξουσα στο R.
■

Λύση Η συνάρτηση f (x) = ax3 + 1
2 ax2 + x + 2 έχει πεδίο ορισμού το A = R.

Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = 3ax2 + ax + 1.

• Αν a = 0, τότε f ′(x) = 1 > 0 που σημαίνει ότι η f είναι γνησίως αύξουσα
στο R.

• Αν a ̸= 0, το τριώνυμο έχει διακρίνουσα ∆ = α2 − 12α = α(α − 12).
Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: (α) ∆ >, (β) ∆ = 0, (γ) ∆ < 0.
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(α) Αν ∆ > 0 ⇔ α(α − 12) > 0 ⇔ α ∈ (−∞, 0) ∪ (12,+∞) τότε η εξίσωση
f ′(x) = 0 έχει δύο άνισες ρίζες τις x1 < x2. Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία
της f φαίνονται στους παρακάτω πίνακες:

∆ > 0 και α < 0
x

f ′(x)

f (x)

−∞ x1 x2 +∞

− 0 + 0 −

∆ > 0 και α > 0
x

f ′(x)

f (x)

−∞ x1 x2 +∞

+ 0 − 0 +

Παρατηρούμε ότι με ∆ > η f δεν είναι γνησίως αύξουσα στο R.
(β) Αν ∆ = 0 ⇔ α(α − 12) = 0 ⇔ α = 0 απορρίπτεται ή α = 12. Με α = 12
η εξίσωση f ′(x) = 0 έχει διπλή ρίζα τον αριθμό x0 = −1

6 . Το πρόσημο της f ′

και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ x0 = −1
6 +∞

+ 0 +

Η f είναι γνησίως αύξουσα στο R (διότι είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα
(−∞, )(−1

6 ] και [−
1
6 , (+∞) και συνεχής στο x0 = −1

6).
(γ) Αν ∆ < 0 ⇔ α(α − 12) < 0 ⇔ α ∈ (0, 12) τότε η εξίσωση f ′(x) = 0 είναι
αδύνατη στο R. Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον
πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

Παρατηρούμε ότι με a ∈ (0, 12) η f είναι γνησίως αύξουσα στο R . Επομένως
με a ∈ [0, 12] η f είναι γνησίως αύξουσα στο R
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Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε τις τιμές του α ∈ R ώστε η συνάρτηση f (x) = ln(x2 + 2x +

2)− αx να είναι γνησίως φθίνουσα.

2. Να βρείτε τις τιμές του α ∈ R ώστε η συνάρτηση f (x) = −x3 + αx− 6x+ 2
να είναι

(α) γνησίως φθίνουσα.

(β) γνησίως αύξουσα.

3. Να βρείτε τις τιμές του α ∈ R ώστε η συνάρτηση f (x) = ln(α2 + x2) +
x, α ̸= 0 να είναι γνησίως αύξουσα.

4. Να βρείτε τις τιμές του α ∈ R ώστε η συνάρτηση f (x) = ln(α2 + x2) +
αx + 1 α ̸= 0 να είναι γνησίως φθίνουσα στο R.

5. Να βρείτε τις τιμές της παραμέτρου λ ∈ R, για τις οποίες η συνάρτηση
f (x) = x3 + λx2 + 3x − 2008 είναι γνησίως αύξουσα στο R.

6. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = x3

3 − λx2

2 + (λ2 − λ + 1)x + 3 είναι
γνησίως αύξουσα για κάθε λ ∈ R.

Μέθοδος 3.9 — Εύρεση του προσήμου μιας συνάρτησης. Για να βρούμε
το πρόσημο μιας συνάρτησης f όταν x ∈ (α, β) αρκεί να γνωρίζουμε την
μονοτονία της και μία ρίζα της x0 ∈ (α, β).
Αν f ↑ στο (α, β) τότε:

• x > x0 ⇔ f ↑ f (x) > f (x0) = 0

• x < x0 ⇔ f ↑ f (x) < f (x0) = 0

Αν f ↑ στο (α, β) και x0 = α τότε x > α ⇔ f ↑ f (x) > f (α) = 0, δηλαδή η
συνάρτηση f είναι θετική στο (α, β)
Αν f ↑ στο (α, β) και x0 = β τότε x < β ⇔ f ↑ f (x) < f (β) = 0, δηλαδή η
συνάρτηση f είναι αρνητική στο (α, β).
Όμοια όταν η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο (α, β).

Πρόβλημα 3.43 Να βρείτε το πρόσημο των παρακάτω συναρτήσεων.
(α) f (x) = xlnx − x + 1 (β) f (x) = ex − x − 1

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = xlnx − x + 1 έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞). Η f
είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = lnx . Το πρόσημο της
f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞

− 0 +

Για κάθε x ∈ (0, 1] ισχύει:

x ≤ 1 ⇔ f ↓ f (x) ≥ f (1) ⇔ f (x) ≥ 0

Για κάθε x ∈ [1,+∞) ισχύει:

x ≥ 1 ⇔ f ↑ f (x) ≥ f (1) ⇔ f (x) ≥ 0

(β) Η συνάρτηση f (x) = ex − x − 1 έχει πεδίο ορισμού το A ∈ R. Η f είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = ex − 1. Το πρόσημο της f ′

και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

Για κάθε x ∈ (−∞, 0] ισχύει:

x ≤ 0 ⇔ f ↓ f (x) ≥ f (0)

Για κάθε x ∈ [0,+∞) ισχύει:

x ≥ 0 ⇔ f ↑ f (x) ≥ f (0)

Πρόβλημα 3.44 Δίνεται ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως μονότονη στο R
και υπάρχει ξ ∈ R τέτοιο ώστε f (ξ) = 0.
(α) Αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο R να δείξετε ότι f (x) < 0 για κάθε
x ∈ (−∞, ξ) και f (x) > 0 για κάθε x ∈ (ξ,+∞).
(β) Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R να δείξετε ότι f (x) > 0 για κάθε
x ∈ (−∞, ξ) και f (x) < 0 για κάθε x ∈ (ξ,+∞).

■

Λύση
(α) Για κάθε x ∈ (−∞, ξ) ισχύει x < ξ ⇔ f ↑ f (x) < f (ξ) ⇔ f (x) < 0. Για κάθε
x ∈ (ξ,+∞) ισχύει x > ξ ⇔ f ↑ f (x) > f (ξ) ⇔ f (x) > 0.
(β) Για κάθε x ∈ (−∞, ξ) ισχύει x < ξ ⇔ f ↓ f (x) > f (ξ) ⇔ f (x) > 0. Για κάθε
x ∈ (ξ,+∞) ισχύει x > ξ ⇔ f ↓ f (x) < f (ξ) ⇔ f (x) < 0.
Σχόλιο: Είναι σημαντικό να γνωρίζουμε ότι αν η f είναι γνησίως μονότονη στο
διάστημα Δ και υπάρχει ξ ∈ ∆ τέτοιο ώστε f (ξ) = 0 τότε: το ξ είναι μοναδική
ρίζα της εξίσωσης f (x) = 0 στο Δ και η f αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του
ξ.
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Πρόβλημα 3.45 Δίνεται ότι η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
στο R. Για την f ισχύουν f (0) = −1, f (2) = 3 και f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ R.
Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 3) τέτοιο ώστε f (ξ) = (3 − ξ) f ′(ξ).

■

Λύση
1 Τρόπος
Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 2] και ισχύει f (0) · f (2) = −3 < 0. Από
το θεώρημα Bolzano έπεται ότι υπάρχει κ ∈ (0, 2) τέτοιο ώστε f (κ) = 0.
Θεωρούμε την συνάρτηση h(x) = (3 − x) f (x) η οποία ορίζεται στο [0, 3]. Για
την h έχουμε:

• Η h είναι συνεχής στο [κ, 3].

• Η h είναι παραγωγίσιμη στο (κ, 3) με h′(x) = (3 − x) f ′(x)− f (x)

• h(κ) = h(3)

Από το θεώρημα Rolle έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (κ, 3) ⊂ (0, 3) τέτοιο ώστε:

h′(ξ) = 0 ⇔ (3 − ξ) f ′(ξ)− f (ξ) = 0 ⇔ (3 − ξ) f ′(ξ) = f (ξ)

2 Τρόπος
Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = (3− x) f ′(x)− f (x) η οποία ορίζεται στο [0, 3].
Για τη g έχουμε:

• Η g είναι συνεχής στο [0, 3]

• g(0) = 3 f ′(0) − f (0) = 3 f ′(0) + 1 > 0, και g(3) = − f (3). Επειδή για
κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) > 0 έπεται ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως
αύξουσα στο R. Άρα ισχύει 2 < 3 ⇔ f (2) < f (3) ⇔ f (3) > 3 > 0 δηλαδή
− f (3) < 0.

• Επομένως g(0) · g(3) < 0.

Από το θεώρημα Bolzano έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 3) τέτοιος ώστε:

g(ξ) = 0 ⇔ (3 − ξ) f ′(ξ)− f (ξ) = 0 ⇔ (3 − ξ) f ′(ξ) = f (ξ)

Πρόβλημα 3.46 Δίνεται ότι η συνάρτηση f : [α, β] → R είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη και ότι είναι f ′(α) < 0 και f ′′(x) < 0 για κάθε x ∈ [α, β]. Να
δείξετε ότι f (β) < f (α)

■

Λύση Επειδή f ′′(x) < 0 για κάθε x ∈ [α, β] έπεται ότι η συνάρτηση f ′ είναι
γνησίως φθίνουσα στο [α, β].
Για κάθε x ∈ (α, β) ισχύει α < x < β ⇔ f ′↓ f ′(β) < f ′(x) < f ′(α) < 0 δηλαδή
f ′(x) < 0 για κάθε x ∈ (α, β).
Επειδή η f είναι συνεχής στο [α, β] έπεται ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως
φθίνουσα στο [α, β]. Είναι α < β ⇔ f ↓ f (α) > f (β).
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Πρόβλημα 3.47 Δίνεται ότι η συνάρτηση f : [α, β] → R είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη στο [α, β] και ότι f (α) = f (β) = 0 και f ′′(x) < 0 για κάθε
x ∈ [α, β]. Να δείξετε ότι f (x) > 0 για κάθε x ∈ (α, β).

■

Λύση Επειδή f ′′(x) < 0 για κάθε x ∈ [α, β] έπεται ότι η συνάρτηση f ′ είναι
γνησίως φθίνουσα στο [α, β]. Για την f ισχύουν:

• Η f είναι συνεχής στο [α, β].

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (α, β)

• f (α) = f (β) = 0

Από το θεώρημα του Rolle έπεται ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (α, β)
τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 0. Το πρόσημο της f ′′ και η μονοτονία της f ′ φαίνονται
στον παρακάτω πίνακα.

x

f ′′(x)

f ′(x)

−∞ ξ +∞

− 0 +

• Για κάθε x ∈ (α, ξ] ισχύει x ≤ ξ ⇔ f ′↓ f ′(x) ≥ f ′(ξ) ⇔ f ′(x) ≥ 0.

• Για κάθε x ∈ [ξ, β ισχύει x ≥ ξ ⇔ f ′↓ f ′(x) ≤ f ′(ξ) ⇔ f ′(x) ≤ 0.

Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ ξ +∞

+ 0 −

Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο [α, ξ] και γνησίως φθίνουσα στο
[ξ, β]. Επομένως:

• Για κάθε x ∈ (α, ξ] ισχύει x > α ⇔ f ↑ f (x) > f (α) ⇔ f (x) > 0.

• Για κάθε x ∈ [ξ, β] ισχύει x < β ⇔ f ↓ f (x) > f (β) ⇔ f (x) > 0.

Άρα είναι f (x) > 0 για κάθε x ∈ (α, β).
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Ασκήσεις προς λύση
1. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 + 2

√
x − 1 − 1. Να μελετήσετε της f ως

προς την μονοτονία, να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημό της.

2. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = xσυνx − ηµx, x ∈ [0, π
2 ]. Να μελετήσετε την

f ως προς την μονοτονία, να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημό της.

3. Να βρείτε το πρόσημο της συνάρτησης f (x) = lnx + vx − v, v ∈ N∗ στο
διάστημα (0,+∞).

4. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ln 1
x−1 − x2 + 4.

(α) Να εξετάσετε την συνάρτηση ως προς την μονοτονία, να βρείτε τις
ρίζες και το προσημό της.

(β) Να λύσετε την ανίσωση x < 1 + e4−x2 .

5. Έστω μια συνάρτηση f : [α, β] → R με f (β) = f ′(α) = 0, η f είναι συνεχής
στο [α, β] και f ′′(x) > 0 για κάθε x ∈ (α, β). Να βρείτε το πρόσημο της
f .

6. (α) Έστω μια συνάρτηση f : [α,+∞ με συνεχή πρώτη παράγωγο για την
οποία ισχύουν f (α) = f ′(α) = 0 και f ′′(x) > 0 για κάθε x ∈ (α,+∞). Να
δείξετε ότι f (x) > 0 για κάθε x > α.
(β) Να δείξετε ότι 2xlnx < x2 − 1 για κάθε x > 1.

7. Έστω μια συνάρτηση f : [α, β] → R για την οποία ισχύει f (α) = f (β)
και f ′′(x) > 0 για κάθε x ∈ [α, β]. Να αποδείξετε ότι f ′(α) f ′(β) < 0.

8. Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0, 2) με f ′′(x) > 0,
για κάθε x ∈ (0, 2) και f ′(1) = 0. Να αποδείξετε ότι:
(α) f ′(0) < 0 < f ′(2)

(β) f (x) ≥ f (1), για κάθε x ∈ (0, 2)

9. Δίνεται συνάρτηση f , δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α, β], με f (α) =
f (β) = λ < 0 και f ′′(x) > 0, για κάθε x ∈ (α, β). Να αποδείξετε ότι
f (x) < 0, για κάθε x ∈ [α, β].

10. Έστω μια συνάρτηση f : [α, β] → R με f (α) = f (β) = 0 και f ′′(x) < 0
για κάθε x ∈ [α, β]. Να δείξετε ότι:
(α) Υπάρχει μοναδικό ξ ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε f ′(ξ) = 0

(β) f ↑ στο [α, ξ] και f ↓ στο [ξ, β]

(γ) f (x) > 0 για κάθε x ∈ (α, β).

Μέθοδος 3.10 — Εύρεση μονοτονίας μέσω του προσήμου της f ′′ ή βοηθη-
τικής . Όταν είναι δύσκολη ή αδύνατη η εύρεση του προσήμου της f ′

με τους γνωστούς αλγεβρικούς τρόπους μελετούμε τη μονοτονία της και
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βρίσκουμε το πρόσημο της f ′′. Από το πρόσημο της f ′′ βρίσκω την μο-
νοτονία και ο πρόσημο της f ′ και τέλος από το πρόσημο της f ′ βρίσκω
την μονοτονία της f .
Όταν είναι δύσκολη η αδύνατη η εύρεση του προσήμου μιας παρά-
στασης με τους γνωστούς αλγεβρικούς τρόπους, θεωρούμε κατάλληλη
συνάρτηση και μελετούμε τη μονοτονία της. Στη συνέχεια βρίσκουμε το
πρόσημό της.

Πρόβλημα 3.48 Να μελετήσετε τη μονοτονία της συνάρτησης f (x) = 2ex −
x2 − 2x + 1.

■

Λύση Η συνάρτηση f (x) έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παραγω-
γίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) = 2ex − 2x − 2. Το πρόσημο της f ′ δεν
βρίσκεται με αλγεβρικές μεθόδους. Άρα βρίσκουμε την δεύτερη παράγωγο της
συνάρτησης, δηλαδή f ′′(x) = 2ex − 2 = 2(ex − 1). Το πρόσημο της f ′′ και η
μονοτονία της f ′ φαίνεται στο διπλανό πίνακα.

ex − 1 ≥ 0 ⇔ ex ≥ e0 ⇔ x ≥ 0

x

f ′′(x)

f ′(x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

Μία ρίζα της f ′ είναι το x0 = 0.
Πρόσημο της f ′:

• x < 0 ⇔ f ′↓ f (x) > f (0) ⇔ f (x) > 0

• x > 0 ⇔ f ′↑ f (x) > f (0) ⇔ f (x) > 0

Άρα η f ′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ R, οπότε η f (x) είναι γνησίως αύξουσα στο R

Πρόβλημα 3.49 Να μελετήσετε τη μονοτονία της συνάρτησης f (x) = xlnx
1−x .

■

Λύση Η συνάρτηση f (x) = xlnx
1−x έχει πεδίο ορισμού το A = (0, 1) ∪ (1,+∞).

Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = lnx+1−x
(1−x)2 . Θα βρούμε

το πρόσημο της παράστασης lnx + 1 − x με x ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞). Θεωρούμε
τη συνάρτηση h(x) = lnx + 1 − x με πεδίο ορισμού το (0,+∞). Η h είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ (0,+∞) είναι h′(x) = 1

x − 1 = 1−x
x . Το πρόσημο

της h′ και η μονοτονία της h φαίνονται στον πίνακα:
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x

h′(x)

h(x)

−∞ 0 1 +∞

+ 0 −

Για κάθε x ∈ (0, 1) ισχύει:

x < 1 ⇔h↑ h(x) < h(1)

Για κάθε x ∈ (1,+∞) ισχύει:

x > 1 ⇔h↓ h(x) < h(1)

Επομένως για κάθε x ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) ισχύει h(x) < h(1) ⇔ lnx + 1 − x < 0.
Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞

− 0 −

Πρόβλημα 3.50 Να μελετήσετε τη μονοτονία της συνάρτησης f (x) = x−e
lnx−1 .

■

Λύση Η συνάρτηση f (x) = x−e
lnx−1 έχει πεδίο ορισμού το A = (0, e) ∪ (e,+∞).

Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = xlnx−2x+e
x(lnx−1)2 . Για

κάθε x ∈ A είναι x(lnx − 1)2 > 0. Θα βρούμε το πρόσημο της παράστασης
xlnx − 2x + e με x ∈ (0, e) ∪ (e,+∞).
Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = xlnx − 2x + e με x ∈ (0,+∞). Η h είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ (0,+∞) είναι h′(x) = lnx − 1 . Το πρόσημο
της h′ και η μονοτονία της h φαίνονται στον πίνακα

x

h′(x)

h(x)

−∞ 0 e +∞

− 0 +

Για κάθε x ∈ (0, e) ισχύει:

x < e ⇔h↓ h(x) > h(e)

Για κάθε x ∈ (e,+∞) ισχύει:
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x > e ⇔h↑ h(x) > h(e)

Επομένως για κάθε x ∈ (0, e)∪ (e,+∞) ισχύει h(x) > h(e) ⇔ xlnx − 2x + e > 0.
Άρα για κάθε x ∈ (0, e) ∪ (e,+∞) είναι f ′(x) > 0. Έτσι έχουμε τον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 e +∞

+ +

Η f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (0, e) και (e,+∞).

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε το πρόσημο της συνάρτησης f (x) = ex + 4x6 + 3x2 − x − 1, x ∈

R

2. Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία τη συνάρτηση f (x) = 6ηµx −
6x + x3.

3. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = x
ηµx είναι γνησίως αύξουσα στο (0, π).

4. Να μελετηθεί η μονοτονία της συνάρτησης f (x) = 2xlnx − x2 + 1.

5. Να μελετηθεί η μονοτονία της συνάρτησης f (x) = 2xlnx − x2.

6. Να μελετηθεί η μονοτονία της συνάρτησης f (x) = lnx
x−1 .

7. Να μελετηθεί η μονοτονία της συνάρτησης f (x) = ln(x+1)
x .

8. Να μελετηθεί η μονοτονία της συνάρτησης f (x) = 2x−lnx
2
√

x .

9. Να μελετηθεί η μονοτονία της συνάρτησης f (x) = ηµx
x στο [−π, π].

Μέθοδος 3.11—Απόδειξη ή επίλυση ανισοτήτων . Απόδειξη ανισώσεων
Για να αποδείξουμε ότι για κάθε x ∈ ∆ ισχύει η ανισότητα f (x) ≥ g(x)
εργαζόμαστε ως εξής: Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x) − g(x) με
x ∈ A όπου ∆ ⊂ και κατόπιν βρίσκουμε τα διαστήματα μονοτονίας της
h. Στην συνέχεια βρίσκουμε το πρόσημο της h στο Δ.
Επίλυση ανισώσεων
Για να λύσουμε μία ανίσωση εργαζόμαστε ως εξής:

• Μεταφέρουμε όλους τους όρους στο 1 μέλος και θεωρούμε συνάρ-
τηση.

• Βρίσκουμε τη μονοτονία της και μία ρίζα της.

• Με την βοήθεια της μονοτονίας λύνουμε την ανίσωση
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Παρατήρηση
Στις δύο παραπάνω περιπτώσεις μπορούμε επίσης να θεωρήσουμε ως
συνάρτηση την h(x) = f (x)

g(x) − 1 εάν η g(x) ̸= 0 ή την h(x) = ln f (x)−
lng(x) εάν f (x), g(x) > 0.

Πρόβλημα 3.51 Να δείξετε ότι ισχύει:
(α) ex ≥ x + 1 για κάθε x ∈ R.
(β) 2 ln(ηµx) + συν2x < 1 για κάθε x ∈ (0, π).

■

Λύση
(α) Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = ex − x − 1 με πεδίο ορισμού το A ∈ R . Η
f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = ex − 1. Το πρόσημο
της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

Για κάθε x ∈ (−∞, (0]) ισχύει:

x ≤ 0 ⇔ f ↓ f (x) ≥ f (0)

Για κάθε x ∈ [0, (+∞) ισχύει:

x ≥ 0 ⇔ f ↑ f (x) ≥ f (0)

Επομένως για κάθε x ∈ R ισχύει f (x) ≥ f (0) ⇔ ex − x − 1 ≥ 0 δηλαδή
ex ≥ x + 1 για κάθε x ∈ R.
(β) Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = 2 ln(ηµx) + συν2x − 1 με πεδίο ορισμού
το A ∈ (0, π). Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ (0, π) ισχύει:
f ′(x) = 2συνx

ηµx − 2ηµxσυνx = 2συν3x
ηµx

Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 π
2 π +∞

+ 0 −

Για κάθε x ∈ (0, (π
2 ]) ισχύει:

x ≤ π
2 ⇔ f ↑ f (x) ≤ f (π

2 )
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Για κάθε x ∈ [π
2 , (π) ισχύει:

x ≥ π
2 ⇔ f ↓ f (x) ≤ f (π

2 )

Επομένως για κάθε x ∈ (0, π) ισχύει:
f (x) ≤ f (π

2 ) ⇔ 2 ln(ηµx) + συν2x − 1 ≤ −1 < 0.
Άρα για κάθε x ∈ (0, π) ισχύει 2 ln(ηµx) + συν2x − 1 < 0 δηλαδή 2 ln(ηµx) +
συν2x < 1 .

Πρόβλημα 3.52 Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύουν:
(α) x − x2

2 < ln(x + 1) < x. (β) lnx ≤ x − 1 ≤ xlnx
■

Λύση
(α) Θα δείξουμε ότι για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει x − x2

2 < ln(x + 1).
Θεωρούμε την συνάρτηση f (x) = ln(x + 1) − x + x2

2 με πεδίο ορισμού A =

(0,+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = 1
x+1 − 1 +

x = x2

x+1 .
Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

0 +

Για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει:

x > 0 ⇔ f ↑ f (x) > f (0) ⇔ ln(x + 1)− x + x2

2 > 0

δηλαδή ln(x + 1) > x − x2

2 για κάθε x ∈ (0,+∞).
Θα δείξουμε ότι για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει ln(x + 1) < x. Θεωρούμε την
συνάρτηση g(x) = ln(x + 1)− x με πεδίο ορισμού το A = (0,+∞). Η g είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει g′(x) = 1

x+1 − 1 = −x
x+1 . Το πρόσημο

της g′ και η μονοτονία της g φαίνονται στον διπλανό πίνακα.

x

g′(x)

g(x)

−∞ 0 +∞

0 +

Για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει: x > 0 ⇔g↑ g(x) < g(0) ⇔ ln(x + 1)− x < 0 ⇔
ln(x + 1) < x.
Επομένως δείξαμε ότι για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει x − x2

2 < ln(x + 1) < x.
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(β) Θα δείξουμε ότι για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει lnx ≤ x − 1. Θεωρούμε τη
συνάρτηση f (x) = lnx − x + 1 με πεδίο ορισμού το A = (0,+∞). Η f είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = 1

x − 1 = 1−x
x . Το πρόσημο

της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞

+ 0 −

Για κάθε x ∈ (0, (1]) ισχύει:

x ≤ 1 ⇔ f ↑ f (x) ≤ f (1)

Για κάθε x ∈ [1, (+∞) ισχύει:

x ≥ 1 ⇔ f ↓ f (x) ≤ f (1)

Επομένως για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει f (x) ≤ f (1) ⇔ lnx − x + 1 ≤ 0 ⇔
lnx ≤ x − 1
Θα δείξουμε ότι για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει x − 1 ≤ xlnx. Θεωρούμε τη
συνάρτηση g(x) = xlnx − x + 1 με πεδίο ορισμού το A = (0,+∞). Η f είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει g′(x) = lnx. Το πρόσημο της g′ και
η μονοτονία της g φαίνονται στον πίνακα:

x

g′(x)

g(x)

−∞ 0 1 +∞

+ 0 −

Για κάθε x ∈ (0, (1]) ισχύει:

x ≤ 1 ⇔g↓ g(x) ≥ g(1)

Για κάθε x ∈ [1, (+∞) ισχύει:

x ≥ 1 ⇔g↑ g(x) ≥ g(1)

Επομένως για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει:

g(x) ≥ g(1) ⇔ xlnx − x + 1 ≥ 0 ⇔ xlnx ≥ x − 1

Άρα για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει lnx ≤ x − 1 ≤ xlnx.
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Πρόβλημα 3.53 Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει:
(α) ex − 1 > ln(x + 1) (β) x + 2 > ex(2 − x)

■

Λύση
(α) Θεωρούμε την συνάρτηση f (x) = ex − 1 − ln(x + 1) με πεδίο ορισμού A =
[0, (+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = ex − 1

x+1 =
ex(x+1)−1

x+1 . Επειδή x ≥ 0 έπεται ότι και το x + 1 > 0. Επομένως το πρόσημο
της f ′ εξαρτάται από το πρόσημο της παράστασης ex(x + 1)− 1. Για αυτό
θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = ex(x + 1)− 1 με πεδίο ορισμού A = [0, (+∞).
Η h είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει h′(x) = ex(x + 2). Το
πρόσημο της h′ και η μονοτονία της h φαίνονται στον πίνακα:

x

h′(x)

h(x)

−∞ 0 +∞

0 +

Για κάθε x ∈ [0, (+∞) ισχύει:

x ≥ 0 ⇔h↑ h(x) ≥ h(0) ⇔ ex(x + 1)− 1 ≥ 0

Επομένως για κάθε x ∈ [0, (+∞) ισχύει ex(x + 1)− 1 ≥ 0. Το πρόσημο της f ′

και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

0 +

Για κάθε x ∈ [0, (+∞) ισχύει:

x > 0 ⇔ f ↑ f (x) > f (0) ⇔ ex − 1 − ln(x + 1) > 0 ⇔ ⇔ ex − 1 > ln(x + 1)

(β) Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = ex(2 − x) − x − 2 με πεδίο ορισμού το
A = [0, (+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) =
ex(1 − x) − 1. Η f ′ είναι παραγωγίσιμη στο A = [0, (+∞) και για κάθε x ∈
[0, (+∞) ισχύει f ′′(x) = −xex.
Το πρόσημο της f ′′ και η μονοτονία της f ′ φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′′(x)

f ′(x)

−∞ 0 +∞

0 −
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Για κάθε x ∈ [0, (+∞) ισχύει:

x ≥ 0 ⇔ f ′↓ f ′(x) ≤ f ′(0) ⇔ ex(1 − x)− 1 ≤ 0

Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

0 +

Για κάθε x ∈ [0, (+∞) ισχύει:

x > 0 ⇔ f ↓ f (x) < f (0) ⇔ ex(2 − x)− x − 2 < 0 ⇔ ⇔ x + 2 > ex(2 − x)

Πρόβλημα 3.54 Να λυθούν οι ανισώσεις
(α) x2 + lnx > 1 (β) ηµx > x · συνx x ∈ (0, π

2 )
■

Λύση
(α) Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = x2 + lnx − 1, για x > 0.

f ′(x) = 2x + 1
x = 2x2+1

x > 0 για κάθε x > 0

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα για κάθε x > 0. Προφανής ρίζα της συνάρ-
τησης είναι η x = 1. Άρα

f (x) > 0 ⇔ f (x) > f (1) ⇔ x > 1

(β) θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = ηµx − xσυνx με x ∈ (0, π
2 )

f ′(x) = συνx − συνx + xηµx = xηµx > 0

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0, π
2 ) και x = 0 προφανής ρίζα της. Άρα:

f (x) > 0 ⇔ f (x) > f (0) ⇔ x > 0

Ασκήσεις προς λύση
1. Να λύσετε τις ανισώσεις:

(α) x5 + 47x > 48
(β) e1−x > x3

(γ) x2 + 8lnx > 8x − 7
(δ)

√
x + ln(x + 1) > e−x − 1

2. Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ A ισχύει:
(α) ex ≤ xex + 1, A = R
(β) x2 − 1 > 2xlnx, A = (1,+∞)
(γ) lnx ≥ x−1

x , A = (0,+∞)

(δ) ln(1 + ex) < ln 2 + x2

8 + x
2 , A =

(−∞, 0)

(ε) xηµx + συνx > 1, A = (0, π
2 ]

(ζ) ηµx ≥ x − x3

6 , A = [0,+∞)

(η) xϵϕx + 1 > 1
συνx για κάθε x ∈ (0, π

2 )
(θ) ϵϕx > x για κάθε x ∈ (0, π

2 )

(ι) 3ϵϕx > x3 + 3x για κάθε x ∈ (0, π
2 ).
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3. Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ A ισχύει:
(α) ex ≥ ex, A = R
(β) ex ≥ xe, A = (0,+∞)
(γ) elnx ≤ x, A = (0,+∞)

(δ) ex + e−x ≥ x2 + 2, A = R
(ε) ex > 1

1+x , A = (0,+∞)
(ζ) ex > 1 + ln(x + 1), A = (0,+∞)

4. Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύουν:

(α) 1 − x < e−x < 1 − x + x2

2

(β) ex > 1 + (1 + x) ln(1 + x)

5. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = ln(1 + x)− x και g(x) = ln(1 + x)− x +
x2

2 .
(α) Να μελετήσετε τις f , g ως προς το πρόσημο.

(β) Για κάθε x > 0 να δείξετε ότι: 2x−x2

2 < ln(1 + x) < x .

6. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ex−1

x−1 .
(α) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία.
(β) Αν α < β < 1 να δείξετε ότι eα−β < α−1

β−1

7. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = συνx
ηµ2x , x ∈ [0, 2π].

(α) Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία την f .

(β) Αν α, β ∈ (0, π
2 ) με β < α να δείξετε ότι: ηµ2α

ηµ2β
> συνα

συνβ

8. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ln x+α
2 − αlnα

x+α − xlnx
x+α , x ≥ α > 0.

(α) Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία την f .

(β) Αν β ≥ α να δείξετε ότι: ln α+β
2 ≤ α

α+β lnα + β
α+β lnβ.

9. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2 x−1
x+1 − lnx, x > 0.

(α) Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία την f .

(β) Αν 1 < α < β να αποδείξετε ότι: ln β
α > 2 β−α

β+α .

10. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ln(x−1)
lnx , x > 2.

(α) Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία την f .
(β) Να δείξετε ότι: ln(x − 1) · ln(x + 1) < ln2x, x > 2.

11. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = α2−x2

2αx − lnα + lnx, με α > 0.
(α) Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία την f .

(β) Αν β ≥ α να δείξετε ότι: ln β
α > β2−α2

2αβ .

12. Αν β ≥ α > 0 να δείξετε ότι: ln(αα · ββ) ≥ (α + β) ln α+β
2
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13. (α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = lnx
ln(x+1) είναι γνησίως αύξουσα

στο (0,+∞).
(β) Αν 0 < α < β, να δείξετε ότι (1 + β)lnα < (1 + α)lnβ.

14. Αν 0 < α < β < π
2 , να δείξετε ότι: α

β < ηµα
ηµβ < πα

2β .

15. Αν για κάθε α, β ∈ R ισχύει eα − eβ + α − β < συνα − συνβ, να δείξετε ότι
α < β.

16. Να δείξετε ότι για κάθε α, β με α > β > 0 ισχύει eα−β > 1+α
1+β

17. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2(x − 2)lnx + x2 − 1

(α) Να μελετήσετε την f ′ ως προς τη μονοτονία.
(β) Να λύσετε την ανίσωση

f (2x2) + 2 f (x + 2) > f (2x + 4) + 2 f (x2)

(β) Να λύσετε την εξίσωση

f (x3 + 2) + f (x2) = f (x2 + 2) + f (x3)

18. Έστω f : R → R μια παραγωγίσιμη συνάρτηση με συνεχή παράγωγο, η
οποία δεν μηδενίζεται στο R.
(α) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως μονότονη στο R

(β) Να αποδείξετε ότι f (x + f ′(x)) > f (x)

Μέθοδος 3.12 — Απόδειξη η επίλυση ανισοτήτων με βοηθητική συνάρ-
τηση. .

Πρόβλημα 3.55 Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και για κάθε
x ∈ R ισχύει η σχέση x f ′(x) > συνx − f (x) (1). Να δείξετε ότι για κάθε
x ̸= 0 είναι f (x) > ηµx

x .
■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = x f (x) − ηµx με πεδίο ορισμού το
A = R. Η h είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι h′(x) = x f ′(x) +
f (x)− συνx και λόγω της (1) είναι h′(x) > 0 για κάθε x ∈ R. Επομένως η h
είναι γνησίως αύξουσα στο R.
Για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει:

x > 0 ⇔h↑ h(x) > h(0) ⇔ x f (x)− ηµx > 0 ⇔ x f (x) > ηµx ⇔x>0 f (x) > ηµx
x

Για κάθε x ∈ (−∞, 0) ισχύει:

x < 0 ⇔h↑ h(x) < h(0) ⇔ x f (x)− ηµx < 0 ⇔ x f (x) < ηµx ⇔x<0 f (x) > ηµx
x
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Πρόβλημα 3.56 Δίνεται ότι η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και
ότι για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) > f (x). Αν f (0) = 1 να δείξετε ότι για κάθε
x ∈ (−∞, 0) ισχύει f (x) < ex και για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει f (x) > ex.

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x)
ex με πεδίο ορισμού το A = R. Η h

είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι h′(x) = f ′(x)− f (x)
ex . Παρατηρούμε

ότι για κάθε x ∈ R ισχύει h′(x) > 0 που σημαίνει ότι η συνάρτηση h είναι
γνησίως αύξουσα στο R. Επομένως έχουμε:
Για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει:

x > 0 ⇔h↑ h(x) > h(0) ⇔ f (x)
ex > 1 ⇔ f (x) > ex

Για κάθε x ∈ (−∞, 0) ισχύει:

x < 0 ⇔h↑ h(x) < h(0) ⇔ f (x)
ex < 1 ⇔ f (x) < ex

Πρόβλημα 3.57 Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R με f ′ γνησίως
αύξουσα στο R. Να λυθεί η ανίσωση:

f (x2 + 3) + f (x + 1) > f (x2 + 1) + f (x + 3)

■

Λύση Η δοσμένη ανίσωση γράφεται:

f (x2 + 3) + f (x + 1) > f (x2 + 1) + f (x + 3) ⇔
f (x2 + 3)− f (x2 + 1) > f (x + 3)− f (x + 1)

Θεωρώντας τη συνάρτηση g(x) = f (x + 2)− f (x) η παραπάνω ανίσωση γί-
νεται: g(x2 + 1) > g(x + 1)(1). Αρκεί λοιπόν να βρούμε την μονοτονία της
g.Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη με g′(x) = f ′(x + 2) − f ′(x) για κάθε
x ∈ R. Όμως για κάθε x ∈ R ισχύει ότι: x + 2 > x ⇔ f ′ f ′(x + 2) > f ′(x) ⇔
f ′(x + 2)− f ′(x) > 0 ⇔ g′(x) > 0. Άρα η συνάρτηση g είναι γνησίως αύξουσα
στο R. Η ανίσωση (1) γίνεται:

g(x2 + 1) > g(x + 1) ⇔ x2 + 1 > x + 1 ⇔ x(x − 1) > 0 ⇔ x < 0 ή x > 1

Ασκήσεις προς λύση
1. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει

f ′(x) < 3x2. Αν είναι f (0) = 0, να δείξετε ότι:

(α) f (x) > x3 για κάθε x ∈ (−∞, 0)

(β) f (x) < x3 για κάθε x ∈ (0,+∞)
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2. Δίνεται συνάρτηση f , παραγωγίσιμη στο R, για την οποία ισχύει f ′(x) <
2e2x, x ∈ R. Αν η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο
M(0, 1), να αποδείξετε ότι:
(α) f (x) > e2x για κάθε x < 0

(γ) f (x) < e2x για κάθε x > 0

3. Έστω f , g δύο συναρτήσεις παραγωγίσιμες στο R για τις οποίες ισχύει
ότι g′(x) = f ′(x) + ηµ2x + ex + 1 για κάθε x ∈ R. Να δείξετε ότι:

g(x) + f (0) > f (x) + g(0) για κάθε x > 0

4. Έστω η συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει f ′(x) < ex − x για
κάθε x ∈ R. Αν f (0) = 1 να δείξετε ότι x2

2 + f (x) < ex για κάθε x > 0.

5. Δίνεται συνάρτηση g παραγωγίσιμη στο R, για την οποία ισχύει g′(x) >
5x4, για κάθε x > 0. Να υπολογίσετε το όριο lim

x→∞
g(x).

6. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R, για την οποία ισχύει
f ′(x) > x, για κάθε x ∈ R. Να αποδείξετε ότι f (4)− f (2) > 6.

7. Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f , g : [α, β] → R, για τις οποίες
ισχύει ότι f ′(x) < g′(x) για κάθε x ∈ (α, β) και f (β) = g(β). Να αποδεί-
ξετε ότι η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τη γραφική
παράσταση της g στο διάστημα (α, β).

8. Έστω μια συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει f ′(x) > 2 f (x) για
κάθε x ∈ R και f (0) = 1. Να δείξετε ότι f (x) > e2x για κάθε x > 0.

9. Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α, β], α > 0, με
f ′′(x) < 0, για κάθε x ∈ (α, β), f (β) = α και f (α) = α2

β . Να αποδείξετε
ότι f (x) > α

β x, για κάθε x ∈ (α, β).

10. Έστω μια συνεχής συνάρτηση f : [0,+∞) → R η οποία είναι παραγωγί-
σιμη στο (0,+∞). Αν f (0) = 1, f ′(x) > 1 και f ′′(x) > 0 για κάθε x > 0,
να δείξετε ότι: x + 1 < f (x) < x f ′(x) + 1 για κάθε x > 0.

11. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα [0, 2] με συνεχή πα-
ράγωγο στο [0, 2]. Αν f (0) = 0 και υπάρχει κ > 0 τέτοιο, ώστε f ′(x) > κ
για κάθε x ∈ [0, 2], να αποδείξετε ότι f (x) > κ για κάθε x ∈ (1, 2].

12. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R με f (0) = 0 και f (x) + f ′(x) >
0 για κάθε x ∈ R. Να αποδείξετε ότι x · f (x) > 0 για κάθε x ̸= 0.

13. Έστω μια συνεχής συνάρτηση f : [0,+∞) → R για την οποία ισχύει
f ′(x) > − f (x)

x για κάθε x > 0. Να δείξετε ότι f (x) > 0 για κάθε x > 0.

14. Αν xg′(x) > συνx − g(x) για κάθε x ∈ R, να αποδείξετε ότι g(x) > ηµx
x

g(x) > ηµx
x για κάθε x ̸= 0.
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15. Έστω μια συνάρτηση f : (0,+∞) → R με f (π) = 0. Αν για κάθε x > 0
ισχύει x f ′(x) < f (x) + x2συνx να δείξετε ότι f (x) < xηµx για κάθε
x > π.

16. Έστω μια συνεχής συνάρτηση f : [0, π
2 ] → R με f (0) = 1. Αν ισχύει

f (x)ηµx < συνx(exσυνx − f ′(x)) για κάθε x ∈ (0, π
2 ) , να δείξετε ότι αν

f (x) < exσυνx, για κάθε x ∈ (0, π
2 ).

17. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R με f ′′(x) < 0 για κάθε x ∈ R. Να
αποδείξετε ότι α ∈ R τότε ισχύει: f (x) ≤ f ′(α)(x − α) + f (α) για κάθε
x ∈ R.

18. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : [1,+∞) → R, για την οποία ισχύει
x · f ′(x) < f (x) + x2ex, για κάθε x > 1 και f (1) = e. Να αποδείξετε ότι
f (x) < x · ex, για κάθε x > 1.

19. Έστω οι συνεχείς συναρτήσεις f , g : [0,+∞) → R με f (0) = g(0) = 1,
g(x) > 0 και f ′(x)g(x) < g′(x) για κάθε x > 0. Να δείξετε ότι f (x) <
1 + lng(x) για κάθε x ∈ (0,+∞).

20. Έστω οι συνεχείς συναρτήσεις f , g : [1,+∞) → R για τις οποίες ισχύει
x( f ′(x)− xg′(x)) < f (x) για κάθε x ≥ 1 και f (1) = g(1). Να δείξετε ότι
f (x) < xg(x) για κάθε x > 1.

21. Δίνεται συνάρτηση f , δύο φορές παραγωγίσιμη στο R με f (x) > 0 και
f ′′(x) f (x)− ( f ′(x))2 > 0, για κάθε x ∈ R. Να αποδείξετε ότι:

(α) Η συνάρτηση f ′
f είναι γνησίως αύξουσα.

(β) Για κάθε x1, x2 ∈ R ισχύει f ( x1+x2
2 ) ≤

√
f (x1) f (x2)

Μέθοδος 3.13 — Εύρεση συνόλου τιμών συνάρτησης. Για να βρούμε το
σύνολο τιμών της συνάρτησης f : ∆ → R βρίσκουμε τα διαστήματα
μονοτονίας της και στην συνέχεια υπολογίζουμε το σύνολο τιμών σε
καθένα από αυτά τα διαστήματα και το σύνολο τιμών της συνάρτησης
θα είναι η ένωση τους.

Πρόβλημα 3.58 Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης όταν:
(α) f (x) = x2 − 4x + 5
(β) f (x) = x

ex
(γ) f (x) = lnx − x

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = x2 − 4x + 5 έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) = 2x − 4. Το πρόσημο της f ′ και
η μονοτονία της f φαίνονται στον διπλανό πίνακα:
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ 2 +∞

− 0 +

Αν ∆1 = (−∞, 2] τότε f (∆1) = [ f (2), lim
x→−∞

f (x) = [1,+∞)

Αν ∆2 = [2,+∞ τότε f (∆2) = [ f (2), lim
x→−∞

f (x) = [1,+∞)

Είναι A = ∆1 ∪ ∆2.
Άρα f (A) = f (∆1) ∪ f (∆2) = [1,+∞ ∪ [1,+∞ = [1,+∞
(β) Η συνάρτηση f (x) = x

ex έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παραγω-
γίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = ex−xex

(ex)2 = 1−x
ex .

Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον διπλανό πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

+ 0 −

Αν ∆1 = (−∞, 1] τότε f (∆1) = ( lim
x→−∞

f (x), f (1)] = (−∞,
1
e
].

Αν ∆2 = [1,+∞ τότε f (∆2) = ( lim
x→+∞

f (x), f (1)] = (0,
1
e
]

Είναι A = ∆1 ∪ ∆2.
Άρα f (A) = f (∆1) ∪ f (∆2) = (−∞, 1

e ] ∪ (0, 1
e ] = (−∞, 1

e ]
(γ) Η συνάρτηση f (x) = lnx − x έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞) . Η f
είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ (0,+∞) είναι f ′(x) = 1

x − 1 = 1−x
x . Το

πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞

+ 0 −

Αν ∆1 = (0, 1] τότε f (∆1) = ( lim
x→0+

f (x), f (1)] = (−∞,−1]

Αν ∆2 = [1,+∞ τότε f (∆2) = ( lim
x→+∞

f (x), f (1)] = (−∞,−1]

Είναι A = ∆1 ∪ ∆2.
Άρα f (A) = f (∆1) ∪ f (∆2) = (−∞,−1] ∪ (−∞,−1] = (−∞,−1]

Πρόβλημα 3.59 Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f όταν:
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(α) f (x) = ηµx − x, x ∈ [0, 2π]

(β) f (x) =

{
x

x−1 x < 1
x2 − 2x + 3 x ≥ 1

(γ) f (x) = x + 2
√

x, x ∈ [0, 9]

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = ηµx − x έχει πεδίο ορισμού το A = [0, 2π]. Η f είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = συνx − 1. Το πρόσημο της f ′

και η μονοτονία της f φαίνονται στον διπλανό πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2π +∞

+ 0

Το σύνολο τιμών της συνάρτησης f είναι: f (A) = [ f (2π), f (0)] = [−2π, 0]
(β) Η συνάρτηση f (x) έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f δεν είναι συνεχής
στο x0 = 1 αφού lim

x→1−
f (x) = lim

x→1−

x
x − 1

= −∞. Επομένως η f δεν είναι
παραγωγίσιμη στο x0 = 1. Η f είναι παραγωγίσιμη στο (−∞, 1) και για κάθε
x ∈ (−∞, 1) είναι f ′(x) = −1

(x−1)2 . Η f είναι παραγωγίσιμη στο (1,+∞) και για
κάθε x ∈ (1,+∞) είναι f ′(x) = 2x − 2.
Άρα

f ′(x) =

{
−1

(x−1)2 x < 1

2x − 2 x > 1

Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον διπλανό πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

− +

Αν ∆1 = (−∞, 1) τότε f (∆1) = ( lim
x→1−

f (x), lim
x→−∞

f (x)) = (−∞,−1).
Αν ∆2 = (1,+∞) τότε f (∆2) = ( lim

x→1+
f (x), lim

x→+∞
f (x)) = (2,+∞)

Είναι

A = ∆1 ∪ ∆2 ∪ {1}

Άρα

f (A) = f (∆1) ∪ f (∆2) ∪ { f (1)} = (−∞, 1) ∪ (2,+∞) ∪ {2} = (−∞, 1) ∪ [2,+∞)



280 Κεφάλαιο 3. Συνέπειες του Θ.Μ.Τ

(γ) Η συνάρτηση f (x) = x + 2
√

x έχει πεδίο ορισμού το A = [0, 9]. Η f είναι
συνεχής στο Α και δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Η f είναι παραγωγίσιμη
στο (0, 9] και για κάθε x ∈ (0, 9] ισχύει f ′(x) = 1+ 1√

x . Το πρόσημο της f ′ και
η μονοτονία της f φαίνονται στον διπλανό πίνακα.

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 9 +∞

+

Το σύνολο τιμών της f είναι: f (A) = [ f (0), f (9)] = [0, 15]

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f όταν:

(α) f (x) = 3x − ln(x2 + 1)

(β) f (x) =

{
x2 x ≤ 1
4 − x x > 1

(γ) f (x) = xe−
1
x

(δ) f (x) = e−
1
x

x

2. Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f όταν:

(α) f (x) = 32−x − 3 · 2x + 1
(β) f (x) =

√
1 − x − lnx + 2

(γ) f (x) = ln(x+1)
x+1 στο [0, e − 1]

(δ) f (x) = x2−6x+3
x2−6x+11

3. Να βρείτε το σύνολο τιμών των παρακάτω συναρτήσεων:

(α) f (x) = e−x−ex

e−x+ex

(β) f (x) = lnx +
√

x − 2008

(γ) f (x) = x
x2+1

(δ) f (x) = x4 − 4x + 6

4. Δίνεται συνάρτηση f τρεις φορές παραγωγίσιμη στο [α, β] με α < β <
0, για την οποία ισχύει ότι f ′(α) = f ′(β) = β, f (α) = 2α, f (β) = β
και f ′′′(x) > 0 για κάθε x ∈ (α, β). Να βρείτε το σύνολο τιμών της
συνάρτησης g(x) = f (x)− βx

Μέθοδος 3.14 — Εύρεση ύπαρξης ριζών η επίλυση μιας εξίσωσης. Ένας
άλλος τρόπος για να διαπιστώσουμε αν η εξίσωση f (x) = 0 έχει ρίζα σε
ένα διάστημα Δ είναι η εύρεση του συνόλου τιμών f (∆) της f . Συγκε-
κριμένα:

• Αν ο αριθμός 0 /∈ f (∆) τότε η εξίσωση f (x) = 0 είναι αδύνατη στο
Δ.

• Αν ο αριθμός 0 ∈ f (∆) τότε υπάρχει ξ ∈ ∆ τέτοιο ώστε f (ξ) = 0,
δηλαδή ο ξ είναι ρίζα της εξίσωσης f (x) = 0. Αν επιπλέον η f
είναι γνησίως μονότονη στο Δ, ο αριθμός ξ είναι μοναδική ρίζα της
εξίσωσης f (x) = 0 στο Δ.
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(Θυμίζουμε ότι και με τα θεωρήματα Bolzano και Rolle διαπιστώνουμε
αν μια εξίσωση έχει ρίζα σε ένα διάστημα Δ)
Επίλυση εξίσωσης της μορφής f (x) = g(x)
Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x)− g(x) ή την h(x) = f (x)

g(x) − 1 εάν
η g(x) ̸= 0 ή την h(x) = ln f (x) − lng(x) εάν f (x), g(x) > 0, με x ∈
A όπου ∆ ⊆ και κατόπιν βρίσκουμε τα διαστήματα μονοτονίας της
h. Στην συνέχεια βρίσκουμε το σύνολο τιμών της σε καθένα από τα
υποδιαστήματα και διαπιστώνουμε εάν υπάρχει ρίζα.

Πρόβλημα 3.60 Αν η συνάρτηση f : R → R είναι γνησίως μονότονη στο R
να δείξετε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει το πολύ μία ρίζα στο R.

■

Λύση Υποθέτουμε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει στο R δύο ρίζες, τις ρ1 < ρ2.

• Αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο R τότε ρ1 < ρ2 ⇔ f ↑ f (ρ1) < f (ρ2) ⇔
0 < 0 άτοπο.

• Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R τότε ρ1 < ρ2 ⇔ f ↓ f (ρ1) > f (ρ2) ⇔
0 > 0 άτοπο.

Άρα η εξίσωση f (x) = 0 έχει το πολύ μία ρίζα στο R.

Πρόβλημα 3.61 Να δείξετε ότι η εξίσωση lnx + x − 2 = 0 έχει μοναδική ρίζα
στο (0,+∞).

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = lnx + x − 2 με πεδίο ορισμού το A =
(0,+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = 1

x + 1 = 1+x
x .

Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+

Το σύνολο τιμών της συνάρτησης f είναι:

f (A) = ( lim
x→0+

f (x), lim
x→+∞

f (x)) = (−∞,+∞)

Επειδή 0 ∈ f (A) έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (0,+∞) τέτοιο ώστε f (ξ) = 0 και
επειδή επιπλέον η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞), ο αριθμός ξ είναι
μοναδική ρίζα της εξίσωσης f (x) = 0.
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Πρόβλημα 3.62 Να δείξετε ότι η εξίσωση x3 + 2x2 + x − 1 = 0 έχει μοναδική
ρίζα στο R.

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = x3 + 2x2 + x − 1 με πεδίο ορισμού
A = R . Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = 3x2 + 4x + 1.
Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον διπλανό πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 −1
3 +∞

+ 0 − 0 +

Αν ∆1 = (−∞,−1], ∆2 = [−1,−1
3 ] και ∆3 = [−1

3 ,+∞ τότε:

• f (∆1) = ( lim
x→−∞

f (x), f (−1)] = (−∞,−1]. Επειδή ο 0 f (∆1) έπεται ότι η
εξίσωση f (x) = 0 είναι αδύνατη στο ∆1 = (−∞,−1].

• f (∆2) = [ f (−1
3), f (−1)] = [−31

27 ,−1]. Επειδή ο 0 f (∆1) έπεται ότι η εξί-
σωση f (x) = 0 είναι αδύνατη στο ∆2 = [−1,−1

3 ].

• f (∆3) = [ f (−1
3), lim

x→+∞
f (x) = [−31

27
,+∞. Επειδή ο 0 ∈ f (∆3) έπεται ότι

υπάρχει ξ ∈ (−1
3 ,+∞) τέτοιο ώστε f (ξ) = 0 και επειδή επιπλέον η

f είναι γνησίως αύξουσα στο ∆3 έπεται ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει
μοναδική ρίζα στο ∆3 τον αριθμό ξ.

Άρα η εξίσωση x3 + 2x2 + x − 1 = 0 έχει στο R μοναδική ρίζα τον αριθμό ξ.

Πρόβλημα 3.63 Να βρείτε για ποιες τιμές του α(0 < α ̸= 8
3) η εξίσωση

2x3 − 6x2 + 3α = 0 έχει:
(α) Τρεις ρίζες στο R
(β) Μοναδική ρίζα στο R

■

Λύση Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = 2x3 − 6x2 + 3α με πεδίο ορισμού το
A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = 6x2 − 12x =
6x(x − 2).
Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον διπλανό πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2 +∞

+ 0 − 0 +
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Αν ∆1 = (−∞, 0], ∆2 = [0, 2] και ∆3 = [2,+∞) τότε:

• f (∆1) = ( lim
x→−∞

f (x), f (0)] = (−∞, 3a]

• f (∆2) = [ f (2), f (0)] = [3a − 8, 3a]

• f (∆3) = [ f (2), lim
x→+∞

f (x) = [3a − 8,+∞

(α) Αν 3a− 8 < 0 ⇔ 0 < a < 8
3 τότε ο αριθμός 0 ανήκει στα διαστήματα f (∆1),

f (∆2), f (∆3). Επομένως υπάρχουν ξ1 ∈ (−∞, 0), ξ2 ∈ (0, 2) και ξ3 ∈ (2,+∞)
τέτοια ώστε f (ξ1) = f (ξ2) = f (ξ3) = 0. Επομένως η εξίσωση f (x) = 0 που
είναι 3 βαθμού έχει στο R τρεις ρίζες άνισες ξ1 < ξ2 < ξ3.
(β) Αν 3a − 8 > 0 ⇔ a > 8

3 τότε ο αριθμός 0 ανήκει μόνο στο διάστημα
f (∆1) που σημαίνει ότι υπάρχει ξ ∈ (−∞, 0) τέτοιο ώστε f (ξ) = 0 και επειδή
επιπλέον η f είναι γνησίως αύξουσα στο ∆1 έπεται ότι ο ξ είναι μοναδική ρίζα
της f (x) = 0 στο ∆1. Επειδή ο αριθμός 0 f (∆2) ∪ f (∆3) έπεται ότι η εξίσωση
είναι αδύνατη στο [0,+∞. Άρα όταν α > 8

3 η εξίσωση f (x) = 0 έχει στο R
μοναδική ρίζα.

Πρόβλημα 3.64 Αν α, β ∈ R να δείξετε ότι α5 + eα = β5 + eβ ⇔ α = β.
■

Λύση Θεωρούμε την συνάρτηση f (x) = x5 + ex με πεδίο ορισμού το A = R . Η
f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = 5x4 + ex. Παρατηρούμε
ότι είναι f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ R δηλαδή η συνάρτηση f είναι γνησίως
αύξουσα και επομένως η f είναι 1 − 1. Άρα:

α5 + eα = β5 + eβ ⇔ f (α) = f (β) ⇔ α = β

Πρόβλημα 3.65 (α) Να δείξετε ότι η εξίσωση 2x = x2 έχει τρεις ρίζες άνισες.
(β) Να λύσετε την εξίσωση 2x + 3x = 5x. ■

Λύση
(α) Είναι 2x = x2 ⇔ x2

2x = 1 ⇔ x2

2x − 1 = 0
Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = x2

2x − 1 με πεδίο ορισμού το A = R. Η συνάρ-
τηση f είναι παραγωγίσιμη για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = x(2−xln2)

2x .
Είναι f (2) = 0 και f (x) = 0. Επομένως η εξίσωση f (x) = 0 έχει προφανείς ρί-
ζες τους αριθμούς 2 και 4. Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται
στο διπλανό πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2ln2 +∞

− 0 + 0 −
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Η f είναι γνησίως αύξουσα στο [0, 2/ ln 2]. Επομένως η εξίσωση f (x) = 0 έχει
στο διάστημα [0, 2/ ln 2] μοναδική ρίζα τον αριθμό 2.
Η f είναι γνησίως αύξουσα στο [2/ ln 2,+∞). Επομένως η εξίσωση f (x) = 0
έχει στο διάστημα [2/ ln 2,+∞) μοναδική ρίζα τον αριθμό 4.
Αν ∆ = (−∞, 0] τότε f (∆) = [ f (0), lim

x→−∞
f (x) = [−1,+∞). Επειδή ο 0 ∈ f (∆)

έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ (−∞, 0) τέτοιο ώστε f (ξ) = 0 και επιπλέον η f είναι
γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 0] έπεται ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει στο (−∞, 0]
μοναδική ρίζα τον αριθμό ξ.
Επομένως η εξίσωση f (x) = 0 έχει στο R τρεις ρίζες.
(β) Είναι

2x + 3x = 5x ⇔ (2
5)

x + (3
5)

x − 1 = 0

Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = (2
5)

x +(3
5)

x − 1 με πεδίο ορισμού A = R. Είναι
f (1) = 0 που σημαίνει ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει προφανή ρίζα τη x0 = 1. Η f
είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = (2

5)
x ln 2

5 + (3
5)

x ln 3
5 < 0.

Επειδή είναι f ′(x) < 0 για κάθε x ∈ R έπεται ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα
στο R. Επομένως η εξίσωση f (x) = 0 έχει στο R έχει μοναδική ρίζα την x0 = 1.

Πρόβλημα 3.66 (α) Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει lnx < x
(β) Να δείξετε ότι η εξίσωση (x + 1)2 = 2xlnx έχει το πολύ μια ρίζα στο
(0,+∞)

■

Λύση
(α) Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = lnx − x με πεδίο ορισμού το A = (0,+∞).
Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = 1

x − 1 = 1−x
x . Το

πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞

+ 0 −

• Για κάθε x ∈ (0, 1) ισχύει:

x ≤ 1 ⇔ f ↑ f (x) ≤ f (1)

• Για κάθε x ∈ [1,+∞ ισχύει:

x ≥ 1 ⇔ f ↓ f (x) ≤ f (1)

Επομένως για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει f (x) ≤ f (1) ⇔ lnx − x ≤ −1 < 0
δηλαδή lnx < x για κάθε x > 0.
(β) Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = (x + 1)2 − 2xlnx με πεδίο ορισμού το
A = (0,+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ (0,+∞) είναι f ′(x) =
2(x − lnx) > 0 που σημαίνει ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞).
Υποθέτουμε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει στο (0,+∞) δύο ρίζες, τις
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ρ1 < ρ2 ⇔ f ↑ f (ρ1) < f (ρ2) ⇔ 0 < 0 άτοπο

Επομένως η εξίσωση f (x) = 0 έχει στο (0,+∞) το πολύ μία ρίζα.

Πρόβλημα 3.67 Δίνεται ότι η συνάρτηση f (x) = (x − 2)ex + αx + 2 με α > 1
.
(α) Να δείξετε ότι f ′(x) ≥ α − 1 για κάθε x ∈ R.
(β) Να βρείτε τη μονοτονία της f .
(γ) Να δείξετε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει μοναδική ρίζα στο R.

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει:

f ′(x) = (x − 2)ex + ex + α = ex(x − 1) + α

Θέλουμε να δείξουμε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει:

f ′(x) ≥ α − 1 ⇔ ex(x − 1) + α ≥ α − 1 ⇔ ex(x − 1) + 1 ≥ 0 (1)

Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = ex(x − 1) + 1 με πεδίο ορισμού το R. Η h
είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει h′(x) = ex(x − 1) + ex = xex. Το
πρόσημο της h′ και η μονοτονία της h φαίνονται στον πίνακα.

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

• Για κάθε x ∈ (−∞, 0] ισχύει:

x ≤ 0 ⇔h↓ h(x) ≥ h(0) ⇔ h(x) ≥ 0

• Για κάθε x ∈ [0,+∞ ισχύει:

x ≥ 0 ⇔h↑ h(x) ≥ h(0) ⇔ h(x) ≥ 0

Επομένως για κάθε x ∈ R ισχύει h(x) ≥ 0 ⇔ ex(x − 1) + 1 ≥ 0 δηλαδή η (1).
(β) Επειδή α > 1 ⇔ α − 1 > 0 είναι f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ R που σημαίνει ότι
η f είναι γνησίως αύξουσα στο R.
(γ) Είναι f (0) = 0 και επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο R έπεται ότι η
εξίσωση f (x) = 0 έχει μοναδική ρίζα τη x0 = 0.

Πρόβλημα 3.68 Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις
(α) x2 + x + lnx = 2 (β) ex + ln(x + 1) = 1

■
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Λύση
(α) Θεωρούμε την εξίσωση f (x) = x2 + x + lnx − 2 για x > 0

f ′(x) = 2x + 1 + 1
x = 2x2+x+1

x > 0 για κάθε x > 0

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞). Προφανής ρίζα της εξίσωσης είναι
η x = 1 η οποία είναι μοναδική δίοτι η συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη.
(β) Θεωρούμε την εξίσωση f (x) = ex + ln(x + 1)− 1 για x > −1

f ′(x) = ex + 1
x+1 > 0 για κάθε x > −1

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο (−1,+∞). Προφανής ρίζα της εξίσω-
σης είναι η x = 0 η οποία είναι μοναδική δίοτι η συνάρτηση είναι γνησίως
μονότονη.

Πρόβλημα 3.69 Να λύσετε τις εξισώσεις:
(α) x2 − x = lnx
(β) ex = xex + 1 (γ) e

x
e = x

■

Λύση
(α) Η εξίσωση x2 − x = lnx ορίζεται όταν x > 0. Θεωρούμε τη συνάρτηση
f (x) = x2 − x − lnx με πεδίο ορισμού το A = (0,+∞). Είναι f (1) = 0 που
σημαίνει ότι ο αριθμός 1 είναι ρίζα της εξίσωσης f (x) = 0. Η f είναι παρα-
γωγίσιμη και για κάθε x ∈ (0,+∞) είναι f ′(x) = 2x − 1 − 1

x = 2x2−x−1
x . Το

πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞

− 0 +

• Για κάθε x ∈ (0, 1) ισχύει x < 1 ⇔ f ↓ f (x) > f (1) ⇔ f (x) > 0. Επομένως
η εξίσωση f (x) = 0 είναι αδύνατη στο (0, 1).

• Για κάθε x ∈ (1,+∞) ισχύει x > 1 ⇔ f ↑ f (x) > f (1) ⇔ f (x) > 0 .
Επομένως η εξίσωση f (x) = 0 είναι αδύνατη στο (1,+∞).

Άρα η εξίσωση x2 − x = lnx έχει μοναδική ρίζα τον αριθμό 1.
(β) Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = ex − xex − 1 με πεδίο ορισμού το A = R.
Είναι f (0) = 0 που σημαίνει ότι ο αριθμός 0 είναι προφανής ρίζα της εξίσωσης
f (x) = 0. Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) = −xex. Το
πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −
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• Για κάθε x ∈ (−∞, 0) ισχύει x < 0 ⇔ f ↑ f (x) < f (1) ⇔ f (x) < 0 .
Επομένως η εξίσωση f (x) = 0 είναι αδύνατη στο (−∞, 0).

• Για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει x > 0 ⇔ f ↓ f (x) < f (1) ⇔ f (x) < 0.
Επομένως η εξίσωση f (x) = 0 είναι αδύνατη στο (0,+∞).

Άρα η εξίσωση ex = xex + 1 έχει μοναδική ρίζα τον αριθμό 0.
(γ) Για κάθε x ∈ R ισχύει e

x
e > 0. Επομένως η εξίσωση e

x
e = x είναι αδύνατη

όταν x ∈ (−∞, 0]. Θα εξετάσουμε αν η εξίσωση e
x
e = x έχει ρίζες στο διάστημα

(0,+∞). Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = e
x
e − x με πεδίο ορισμού το A =

(0,+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x∞(0,+∞) είναι f ′(x) = e
x
e −e
e .

Είναι f (e) = 0 που σημαίνει ότι ο e είναι προφανής ρίζα της εξίσωσης f (x) = 0.
Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον διπλανό πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 e +∞

− 0 +

• Για κάθε x ∈ (0, e) ισχύει x < e ⇔ f ↓ f (x) > f (e) ⇔ f (x) > 0. Επομένως
η εξίσωση f (x) = 0 είναι αδύνατη στο (0, e).

• Για κάθε x ∈ (e,+∞) ισχύει x > e ⇔ f ↑ f (x) > f (e) ⇔ f (x) > 0 .
Επομένως η εξίσωση f (x) = 0 είναι αδύνατη στο (e,+∞).

Άρα η εξίσωση f (x) = 0 έχει μοναδική ρίζα τον αριθμό e.

Πρόβλημα 3.70 Δίνεται ότι η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και
η συνάρτηση f ′ είναι γνησίως μονότονη στο R. Να δείξετε ότι οποιαδήποτε
εφαπτομένη της C f έχει με αυτή ένα μόνο κοινό σημείο.

■

Λύση Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο R έπεται ότι σε κάθε σημείο
M(ξ, f (ξ)) της C f ορίζεται εφαπτόμενη. Η εφαπτόμενη (ϵ) της C f στο σημείο
M(ξ, f (ξ)) έχει εξίσωση:

y − f (ξ) = f ′(ξ)(x − ξ) ⇔ y = f ′(ξ)(x − ξ) + f (ξ)

Για να έχει η C f με την (ϵ) ένα μόνο κοινό σημείο πρέπει η εξίσωση: f (x) =
f ′(ξ)(x − ξ) + f (ξ) να έχει μόνο μία ρίζα.
Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x)− f ′(ξ)(x − ξ)− f (ξ) με πεδίο ορισμού
το R. Είναι h(ξ) = 0, δηλαδή ο ξ είναι ρίζα της εξίσωσης h(x) = 0. Υποθέτουμε
ότι η εξίσωση h(x) = 0 έχει στο R και άλλη μία ρίζα εκτός της ξ, τη ρ και π.χ
ρ < ξ . Για την h έχουμε:

• Η h είναι συνεχής στο [ρ, ξ]
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• Η h είναι παραγωγίσιμη στο (ρ, ξ) με h′(x) = f ′(x)− f ′(ξ)

• h(ρ) = h(ξ) = 0

Από το θεώρημα Rolle έπεται ότι υπάρχει κ ∈ (ρ, ξ) τέτοιο ώστε:

h′(κ) = 0 ⇔ f ′(κ) = f ′(ξ)

άτοπο διότι η f ′ είναι γνησίως μονότονη δηλαδή είναι 1 − 1 και αφού κ ̸=
ξ ⇔ f (κ) ̸= f (ξ). Επομένως η (ϵ) και η C f έχουν μόνο ένα κοινό σημείο.

Πρόβλημα 3.71 Έστω f : R → R μια συνάρτηση με f (2) = f (3) η οποία
είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με f ′′(x) > 0, για κάθε x ∈ R. Να λύσετε
την εξίσωση f (x2 + 2) = f (x2 + 1).

■

Λύση Έστω η συνάρτηση g(x) = f (x + 1)− f (x), x ∈ R. Οπότε η δοσμένη
εξίσωση γίνεται: g(x2 + 1) = 0(1). Η g είναι παραγωγίσιμη για κάθε x ∈ R με
g′(x) = f ′(x + 1)− f ′(x). Αφού η f ′′(x) > 0 τότε η f ′ είναι γνησίως αύξουσα
για κάθε x ∈ R. Όμως για κάθε x ∈ R ισχύει ότι:

x + 1 > x ⇔ f ′ f ′(x + 1) > f ′(x) ⇔ f ′(x + 1)− f ′(x) > 0 ⇔ g′(x) > 0

Άρα η συνάρτηση g είναι γνησίως αύξουσα στο R, οπότε και 1 − 1. Επίσης
g(2) = f (3)− f (2) = 0. Η (1) γίνεται:

g(x2 + 1) = g(2) ⇔1−1 x2 + 1 = 2 ⇔ x2 = 1 ⇔ x = ±1

Πρόβλημα 3.72 Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2x + ln(x2 + 1), x ∈ R
(α) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση f .
(β) Να λύσετε την εξίσωση: 2(x2 − 3x + 2) = ln[ (3x−2)2+1

x4+1 ]
■

Λύση
(α) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι: D f = R
Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη με f ′(x) = 2+ 2x

x2+1 = 2(1+ 1
x2+1) > 0 οπότε

η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα.
(β) Η εξίσωση γίνεται:

2(x2 − 3x + 2) = ln[ (3x−2)2+1
x4+1 ] ⇔ ln[(3x − 2)2 + 1]− ln(x4 + 1) =

2x2 − 6x + 4 ⇔⇔ 2x2 + ln(x4 + 1) = ln[(3x − 2)2 + 1] + 2(3x − 2) ⇔
f (3x − 2) = f (x2) ⇔⇔ x2 − 3x + 2 = 0 ⇔ x = 1x = 2
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Ασκήσεις προς λύση
1. Να λύσετε τις εξισώσεις:

(α) x + ln(x2 + 1) = 0
(β) 3x2 + 2x + lnx = 5
(γ) ex−1 + x − 2 = 0

(δ) lnx + 2x = 2
(ε) αx + α3x = 2
(ζ) 2ex + 2x = x2 + 2

2. Να δείξετε ότι η εξίσωση ϵφx + ηµx − x − 2 = 0 έχει στο (0, π
2 ) μοναδική

ρίζα.

3. Να δείξετε ότι η εξίσωση xex = 2 έχει στο διάστημα (0, 1) μοναδική ρίζα.

4. Να δείξετε ότι η εξίσωση lnx · ex = λ έχει μοναδική ρίζα για κάθε λ ∈ R

5. Να δείξετε ότι η εξίσωση 3x3 + 2x + α = 0 έχει στο R μοναδική ρίζα.

6. Να δείξετε ότι η εξίσωση x + 2lnx
x = 0 έχει το πολύ μία ρίζα.

7. Να δείξετε ότι η εξίσωση (1 − x)ex = 3x έχει στο (0, 1) μοναδική ρίζα.

8. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 1
x + lnx με x ∈ [e, e2]. Να δείξετε ότι υπάρχει

μοναδικό ξ ∈ [e, e2] τέτοιο ώστε f (ξ) = 3
2 .

9. Να δείξετε ότι για κάθε α ∈ (0, 1) υπάρχει μοναδικό ξ ∈ (−2, 1) τέτοιο
ώστε αηµξ − ξ = 1.

10. Να δείξετε ότι η εξίσωση x3 − 3x + α = 0, |α| < 2 έχει μια μόνο ρίζα στο
(−1, 1).

11. Να λύσετε την εξίσωση ln(x − 1) + x2 + x − 6 = 0.

12. Να λύσετε τις εξισώσης

(α) ln 1+ηµ2θ
1+συν2θ

= −eσυνθ + e−ηµθ

(β) ex2+x+1 − ex+1 + x2 = 0

(γ) e|x| − e2 = |x| − 2
(δ) ηµxθ + συνxθ = 1, θ ∈ (0, π

2 )

13. Να δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μια μόνο ρίζα.
(α) ex+1 + e = −1 − ln(x + e)
(β) ex + 2x = 0

(γ) lnx = −3x
(δ) 4x5 − 5x4 + 3 = 0

14. Να δείξετε ότι η εξίσωση x7 + 7x = 0 έχει το πολύ μία ρίζα στο R.

15. Να δείξετε ότι η εξίσωση x10 − 10x + α = 0 με α ∈ (9,+∞) είναι αδύνατη
στο R.

16. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:
(α) 3x + 2x = 5x − 4x

(β) 10x − 9x = 8x − 7x

(γ) x + 2x = 3x

17. Αν για κάθε α, β > 0 ισχύει α3 − β3 = lnβ − lnα να δείξετε ότι α = β.
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18. Αν για κάθε α, β ∈ (0,+∞) ισχύει ln(α3 + 1)− ln(β3 + 1) = β3 − α3 να
δείξετε ότι α = β.

19. Οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιμες στο R και για κάθε x ∈ R είναι
f ′(x) > 0 και g′(x) < 0. Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των
f , g έχουν το πολύ ένα κοινό σημείο.

20. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x9 + ex

(α) Να αποδείξετε ότι η f είναι 1 − 1

(β) Να λύσετε την εξίσωση x9 + ex = 1

(γ) Να λύσετε την ανίσωση x9 + ex = e + 1

21. Έστω η συνάρτηση f (x) = x3 + x − 1

(α) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.
(β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει μοναδική ρίζα στο (0, 1)

(γ) Αν g : R → R μια συνάρτηση για την οποία ισχύει αg3(x) + βg2(x) +
γg(x) = x3 + x − 1 για κάθε x ∈ R με α, β, γ ∈ R και β2 − 4αγ < 0 να
αποδείξετε ότι η εξίσωση g(x) = 0 έχει ακριβώς μια πραγματική ρίζα
στο (0, 1).

22. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x + ex.
(α) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία
(β) Να λύσετε τις εξισώσεις

(1) ex3+x − e2x = x − x3

(2) ex2+x+1 − ex+1 + x2 = 0

(γ) Να λύσετε την ανίσωση ex2−1 + x2 > 2

23. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = (2
3)

x − 2x + 4
3 .

(α) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία
(β) Να λύσετε την εξίσωση: 3 · 2x + 4 · 3x = 3 · 6x

24. (α) Να μελετήσετε την μονοτονία της συνάρτησης f (x) = ( 6
10)

x + ( 8
10)

x

(β) Να λύσετε την εξίσωση 6x + 8x = 10x.

25. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 − 1 + lnx.
(α) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.

(β) Να λύσετε την εξίσωση: ln ηµθ
συνθ = συν2θ, θ ∈ (0, π

2 ).
(γ) Να λύσετε την εξίσωση f (x) + f (x17) = f (x3) + f (x2008)

26. Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία τη συνάρτηση f (x) = αx − x ,
0 < α < 1 και να βρείτε τις τιμές του κ ∈ R που ικανοποιεί τη σχέση:

ακ2−4 − ακ−2 = (κ2 − 4)− (κ − 2)
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27. Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f , g : R → R με f (0) = g(0). Αν
f ′(x) + x2 + 2x + 2 = g′(x) + 2ex για κάθε x ∈ R να αποδείξετε ότι:
(α) Οι C f , Cg έχουν ακριβώς ένα κοινό σημείο.
(β) Οι C f , Cg έχουν κοινή εφαπτόμενη στο κοινό τους σημείο.

28. Έστω η συνάρτηση f (x) = e−x + xlnx − 2. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα
μόνο σημείο M της C f με τετμημένη ξ ∈ (0, 1) ώστε η εφαπτομένη της
C f σε αυτό να είναι παράλληλη στον άξονα x′x.

29. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα [0, 1] με 1 − e <
f (x) < −1 και f ′(x) ≥ 1 για κάθε x ∈ [0, 1], να δείξετε ότι υπάρχει ένας
μόνο αριθμός x0 ∈ (0, 1) τέτοιος ώστε f (x0) = x0 − ex0

30. Έστω f : R → R μια συνάρτηση με f (3) = f (1) η οποία είναι 2 φορές
παραγωγίσιμη με f ′′(x) < 0 για κάθε x ∈ R. Να λύσετε την εξίσωση
f (x4 + 3) = f (x4 + 1).

31. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [1, e] με 0 < f (x) < 1 και
f ′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [1, e], να δείξετε ότι υπάρχει ένας μόνο αριθμός
x ∈ (1, e) τέτοιος ώστε f (x0) + x0 ln x0 = x0.

Μέθοδος 3.15 — Εύρεση μονοτονίας από δοσμένη σχέση. Προσπαθούμε
να γράψουμε την f ′ ως συνάρτηση της f , συνήθως παραγωγίζοντας την
δοσμένη σχέση.

Πρόβλημα 3.73 Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία
ισχύει:
f 3(x) + f (x) = e−x − 1 (1) για κάθε x ∈ R
(α) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R.
(β) Να λύσετε την εξίσωση f (lnx) = f (1 − x)

■

Λύση
(α) Από την (1) παραγωγίζοντας έχουμε ότι:

( f 3(x) + f (x))′ = (e−x − 1)′ ⇔ 3 f 2(x) f ′(x) + f ′(x) = −e−x ⇔
f ′(x)[3 f 2(x) + 1] = −e−x ⇔ f ′(x) = − e−x

3 f 2(x)+1 < 0

Άρα η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα.
(β) Αφού η f είναι γνησίως φθίνουσα θα είναι και 1− 1. Οπότε για κάθε x > 0
ισχύει:

f (lnx) = f (1 − x) ⇔ lnx = 1 − x ⇔ lnx + x − 1 = 0 (2)

Προφανής ρίζα της εξίσωσης (2) είναι η x0 = 1
Θα αποδείξουμε ότι είναι μοναδική. Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = lnx +
x − 1 για x > 0.
Είναι g′(x) = 1

x + 1 > 0 για κάθε x > 0. Η g είναι γνησίως αύξουσα στο
(0,+∞) οπότε και 1 − 1 άρα η x0 = 1 είναι μοναδική ρίζα της
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Ασκήσεις προς λύση
1. Έστω η συνάρτηση f : R → R παραγωγίσιμη στο R με f (x) > 0 για κάθε

x ∈ R αν ισχύει: f 3(x) + ln f (x) = x3 + x2 + 2x − 1 για κάθε x ∈ R τότε:
(α) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο R.
(β) Να λύσετε την εξίσωση f (lnx) = f (1 − x2)

2. Έστω μια συνάρτηση f : [α, β] → R η οποία είναι δύο φορές παρα-
γωγίσιμη και ισχύει f ′′(x) > 0 για κάθε x ∈ (α, β). Να δείξετε ότι η
συνάρτηση g(x) = f (x)− f (α)

x−α είναι γνησίως αύξουσα στο (α, β).

3. Δίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο [0,+∞ με f (0) = 0. Αν f ′′(x) >
0 για κάθε x ∈ (0,+∞), να δείξετε ότι η g(x) = f (x)

x , x > 0 είναι γνησίως
αύξουσα στο (0,+∞).

4. Δίνεται συνάρτηση f , ορισμένη στο R, με συνεχή πρώτη παράγωγο, για
την οποία ισχύουν οι σχέσεις f (x) = − f (2 − x) και f ′(x) ̸= 0, για κάθε
x ∈ R.
(α) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως μονότονη.
(β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει μοναδική ρίζα.
(γ) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συ-
νάρτησης g(x) = f (x)

f ′(x) , στο σημείο που τέμνει τον άξονα x′x, σχηματίζει
με αυτόν γωνία 45.

5. Δίνεται συνάρτηση f , παραγωγίσιμη στο R, που ικανοποιεί τη σχέση
f (x)− e− f (x) = x − 1 για κάθε x ∈ R και f (0) = 0.
(α) Να εκφράσετε την f ′ ως συνάρτηση της f .
(β) Να αποδείξετε ότι x

2 ≤ f (x) ≤ x f ′(x) .

6. Έστω μια συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει f (1 − x) = − f (1 +
x) για κάθε x ∈ R. Αν η f είναι παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο και
ισχύει f ′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ R, να λύσετε την εξίσωση f (x) = 0.

7. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει: f 3(x)+
f (x) = e1−x για κάθε x ∈ R.
(α) Να εξετάσετε την f ως προς την μονοτονία.
(β) Να λύσετε την ανίσωση f (ηµ2x) > f (x2)

8. Αν η συνάρτηση f : (0,+∞) είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ισχύει
f ( f ′(x)) + f (x) = 0 για κάθε x > 0 και f (1) = 0 . Να αποδείξετε ότι:
(α) Η f είναι γνησίως αύξουσα.
(β) f ′(1) = 1

(γ) f ′( f ′(x)) = x για κάθε x ∈ R

(δ) f (x) = lnx, για x > 0
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Μέθοδος 3.16 — Εύρεση μονοτονίας με την βοήθεια του Θ.Μ.Τ. Αυτή την
μέθοδο την χρησιμοποιούμε όταν δεν γνωρίζουμε εάν μια συνάρτηση
είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα ∆

Πρόβλημα 3.74 Έστω f , g δύο συναρτήσεις συνεχείς στο [0, α] και παρα-
γωγίσιμες στο(0, α). Υποθέτουμε ότι f (0) = 0 και f ′(x) > 0, στο (0, α). Αν
η f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο (0, α) να δείξετε ότι η f (x)

x είναι γνησίως
αύξουσα στο (0, α)

■

Λύση Έστω η συνάρτηση h(x) = f (x)
x με x ∈ (0, α). Τότε h′(x) = x f ′(x)− f (x)

x2 .
Δεν γνωρίζουμε εάν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη. (Δεν μπορούμε να
παραγωγίσουμε δεύτερη φορά ούτε να θεωρήσουμε βοηθητική συνάρτηση).
Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ για την f στο [0, x]. Οπότε υπάρχει ξ ∈ (0, x) τέτοιο
ώστε f ′(ξ) = f (x)− f (0)

x−0 ⇔ x f ′(ξ) = f (x).
Για

ξ < x ⇔ f ′↑ f ′(ξ) < f ′(x) ⇔ f (x)
x < f ′(x) ⇔ x f ′(x)− f (x) > 0

Άρα και h′(x) > 0 που σημαίνει ότι η h(x) είναι γνησίως αύξουσα στο (0, α)

Ασκήσεις προς λύση
1. Δίνεται συνάρτηση f : R → R με f (1) = 0 η οποία είναι 2 φορές πα-

ραγωγίσιμη με f ′′(x) > 0 για κάθε x ∈ R. Να μελετήσετε ως προς τη
μονοτονία τη συνάρτηση g(x) = x(lnx − 1) + f (x)

x−1 , x > 1.

2. Έστω f , g δύο συναρτήσεις συνεχείς στο [0, α] και παραγωγίσιμες στο
(0, α). Υποθέτουμε ότι f (0) = g(0) = 0 και f ′(x) > 0, g′(x) > 0 στο (0, α).
Να δείξετε ότι αν η f ′

g′ είναι γνησίως αύξουσα στο (0, α), να δείξετε ότι
η f

g είναι γνησίως αύξουσα στο (0, α).





IIIΜΕΛΕΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ





4. Ακρότατα-Θεώρημα Fermat

4.1 Η έννοια του ακροτάτου
Η παράγωγος μιας συνάρτησης σε ένα σημείο καθορίζει την κλίση της γρα-
φικής παράστασης στο συγκεκριμένο σημείο. Η κλίσης της καμπύλης μπορεί
να πάρει την τιμή μηδέν σε πολλά σημεία. Μελετώντας την συμπεριφορά της
πρώτης και της δεύτερης παραγώγου της συνάρτησης, δεξιά και αριστερά
από αυτά τα σημεία παίρνουμε τις πληροφορίες που χρειαζόμαστε για την
γραφική της παράσταση.
Ορισμός 4.1.1 Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το ∆ λέμε ότι παρουσιάζει
στο σημείο x0 ∈ ∆:

• Μέγιστο, όταν για κάθε x ∈ ∆ ισχύει f (x) ≤ f (x0). Ο αριθμός f (x0)
ονομάζεται μέγιστο ή μέγιστη τιμή της f .

• Ελάχιστο, όταν για κάθε x ∈ ∆ ισχύει f (x) ≥ f (x0). Ο αριθμός f (x0)
ονομάζεται ελάχιστο ή ελάχιστη τιμή της f .

Το μέγιστο και το ελάχιστο μιας συνάρτησης f ονομάζονται ολικά ακρότατα
ή απλά ακρότατα της f .

Ορισμός 4.1.2 Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το ∆ λέμε ότι παρουσιάζει
στο σημείο x0 ∈ ∆:

• Τοπικό μέγιστο, όταν υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ (x0 −
δ, x0 + δ) ∩ ∆ να ισχύει f (x) ≤ f (x0). Ο αριθμός f (x0) ονομάζεται
τοπικό μέγιστο της f . (Σχήμα 1)
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• Τοπικό ελάχιστο, όταν υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈
(x0 − δ, x0 + δ)∩∆ να ισχύει f (x) ≥ f (x0). Ο αριθμός f (x0) ονομάζεται
τοπικό ελάχιστο της f . (Σχήμα 2)

(αʹ) Σχήμα 1 (βʹ) Σχήμα 2

Τα τοπικά μέγιστα και τα τοπικά ελάχιστα της f ονομάζονται τοπικά ακρό-
τατα της συνάρτησης f , ενώ τα σημεία στα οποία η f παρουσιάζει τοπικά
ακρότατα λέγονται θέσεις ή σημεία τοπικών ακροτάτων.

Παρατήρηση 4.1.1 .

1. Το μεγαλύτερο τοπικό μέγιστο μιας συνάρτησης f δεν είναι υποχρε-
ωτικά μέγιστο της f .

2. Ένα τοπικό μέγιστο της f μπορεί να είναι μικρότερο από ένα τοπικό
ελάχιστό της.

3. Ένα τοπικό ελάχιστο μπορεί να είναι μεγαλύτερο από ένα τοπικό
μέγιστο.

4. Μπορεί η συνάρτηση f να έχει τοπικά ακρότατα και να μην έχει
ολικά.

5. Τα ολικά ακρότατα είναι και τοπικά, ενώ το αντίστροφο δεν ισχύει
πάντα.

6. Αν η f έχει μέγιστο, τότε αυτό είναι το μεγαλύτερο από τα τοπικά
μέγιστά της.

7. Αν η f έχει ελάχιστο, τότε αυτό είναι το μικρότερο από τα τοπικά
ελάχιστά της.

4.2 Προσδιορισμός των ακροτάτων
Θεώρημα 4.2.1 — Fermat. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη στο Δ και x0 ένα
εσωτερικό σημείο του Δ. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο και είναι
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παραγωγίσιμη σε αυτό, τότε: f ′(x0) = 0.

Γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος fermat

Αν η συνάρτηση f : ∆ → R παρουσιάζει στο εσωτερικό σημείο x0 του διαστή-
ματος Δ τοπικό ακρότατο και είναι παραγωγίσιμη στο x0, τότε σύμφωνα με
το θεώρημα Fermat είναι f ′(x0) = 0, που σημαίνει ότι η εφαπτομένη της Cr
στο σημείο (x0, f (x0)) είναι παράλληλη με τον άξονα x′x.

Σχήμα 3

Παρατήρηση 4.2.2 .

1. Αν η συνάρτηση f : ∆ → R είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο
x0 του διαστήματος Δ και είναι f ′(x0) ̸= 0 , τότε αποκλείεται η f να
παρουσιάζει στο σημείο x0 τοπικό ακρότατο.

2. Αν η συνάρτηση f : ∆ → R είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο
x0 του διαστήματος Δ και είναι f ′(x0) = 0, αυτό δε σημαίνει ότι η f
παρουσιάζει στοx0 τοπικό ακρότατο. Για παράδειγμα, η συνάρτηση
f (x) = x5, x ∈ R είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 = 0,
ισχύει f ′(0) = 0 και όμως η f δεν παρουσιάζει στο x0 = 0 τοπικό
ακρότατο. Δηλαδή το αντίστροφο του θεωρήματος δεν ισχύει.

3. Μπορεί η συνάρτηση f : ∆ → R να παρουσιάζει στο εσωτερικό σημείο
x0 του διαστήματος Δ τοπικό ακρότατο και η f να μην είναι παρα-
γωγίσιμη στο x0. Για παράδειγμα η συνάρτηση f (x) = |x − 2|, x ∈ R
παρουσιάζει στο εσωτερικό σημείο x0 = 2 ελάχιστο και όμως η f δεν
είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 2.

4. Αν η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το [α, β], τότε είναι δυνατόν η
f να παρουσιάζει στα άκρα α, β του Δ τοπικά ακρότατα και χωρίς
να ισχύει f ′(α) = 0 ή f ′(β) = 0. Για παράδειγμα, η συνάρτηση f :
[1, 5] → R με f (x) = 8x + 2 παρουσιάζει στα σημεία x1 = 1 και x2 = 5
ακρότατα και είναι f ′(1) = f ′(5) = 8.
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Παρατήρηση 4.2.3 Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα, τα εσωτερικά
σημεία του Δ, στα οποία η f (x) είναι διαφορετική από το μηδέν, δεν είναι
θέσεις τοπικών ακροτάτων. Επομένως, όπως φαίνεται και στα σχήματα 1
και 2, οι π ι θ α ν έ ς θ έ σ ε ι ς των τ ο π ι κ ώ ν α κ ρ ο τ ά τ ω ν μιας
συνάρτησης f σ’ ένα διάστημα Δ είναι:

1. Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η παράγωγος της f μηδενίζεται.

2. Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η f δεν παραγωγίζεται.

3. Τα άκρα του Δ (αν ανήκουν στο πεδίο ορισμού της).

Τα ε σ ω τ ε ρ ι κ ά σημεία του Δ στα οποία η f δεν παραγωγίζεται ή η
παράγωγός της είναι ίση με το μηδέν, λέγονται κρίσιμα σημεία της f στο
διάστημα Δ.
Γνωρίζουμε ότι οι πιθανές θέσεις τοπικών ακρότατων μιας συνάρτησης f
που είναι συνεχής στο διάστημα ∆ = [α, β] είναι:

• Τα κρίσιμα σημεία της f .

• Τα άκρα α, β του διαστήματος Δ.

Για να διαπιστώσουμε αν ένα κρίσιμο σημείο x0 της f είναι θέση τοπικού
ακρότατου χρησιμοποιούμε τα παρακάτω κριτήρια:

Θεώρημα 4.2.4 — Κριτήριο 1 παραγώγου. Έστω μια συνάρτηση f που είναι
παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα (α, β), με εξαίρεση ίσως ένα σημείο x0 και
συνεχής στο x0.
-Αν f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ (α, x0) και f ′(x) < 0 για κάθε x ∈ (x0, β) τότε η
f παρουσιάζει στο σημείο x0 τοπικό μέγιστο το f (x0).
-Αν f ′(x) < 0 για κάθε x ∈ (α, x0) και f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ (x0, β) τότε η
f παρουσιάζει στο σημείο x0 τοπικό ελάχιστο το f (x0).
-Αν η f ′(x) διατηρεί πρόσημο στο (α, x0) ∪ (x0, β) τότε το f (x0) δεν είναι
τοπικό ακρότατο και η f είναι γνησίως μονότονη στο (α, β).

Παρατήρηση 4.2.5 .

1. Επομένως σύμφωνα με το κριτήριο της 1 παραγώγου για να παρου-
σιάζει η συνάρτηση f ακρότατο στο κρίσιμο σημείο x0 πρέπει f ′(x)
να αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του x0. Αν δε συμβαίνει αυτό τότε
η f δεν παρουσιάζει ακρότατο στο x0.

2. Η εύρεση του ακρότατου μιας συνάρτησης f μας βοηθάει πολλές
φορές στην εύρεση του προσήμου της, δηλαδή

• Αν min f > 0 τότε f (x) > 0 για κάθε x ∈ D f (Σχήμα 1)
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• Αν max f < 0 τότε f (x) < 0 για κάθε x ∈ D f (Σχήμα 2)

3. Επίσης όταν μια συνάρτηση f παρουσιάζει μοναδικό ελάχιστο στο x0
το 0, τότε το x0 είναι μοναδική ρίζα της f και για κάθε x ̸= x0 είναι
f (x) > 0 (Σχήμα 3). Αν η f παρουσιάζει μοναδικό μέγιστο στο x0 το
0, τότε το x0 είναι μοναδική ρίζα της f και για κάθε x ̸= x0 είναι
f (x) < 0 (Σχήμα 4).

4.2.1 Ερωτήσεις σωστού - λάθους και πολλαπλής επιλογής
A. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με σωστό (Σ) ή λάθος (Λ).

1. Τα εσωτερικά σημεία του διαστήματος Δ , στα οποία η f δεν παραγω-
γίζεται ή η παράγωγός της είναι ίση με το 0, λέγονται κρίσιμα σημεία
της f στο διάστημα Δ.

2. Αν η συνάρτηση f : R → R , είναι παραγωγίσιμη και δεν παρουσιάζει
ακρότατα, τότε ισχύει f ′(x) ̸= 0 , για κάθε x ∈ R.

3. Αν η συνάρτηση f : [α, β] → R είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] και στο
σημείο x0 ∈ [α, β] παρουσιάζει τοπικό μέγιστο , τότε ισχύει πάντα ότι
f ′(x0) = 0.

4. Αν η συνάρτηση f : ∆ → R είναι παραγωγίσιμη στο x0 , εσωτερικό
σημείο του Δ με f ′(x0) = 0, τότε η f παρουσιάζει υποχρεωτικά τοπικό
ακρότατο στο x0.

5. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα(α, β), με εξαίρεση
ίσως ένα σημείο τουx0, στο οποίο όμως η f είναι συνεχής , με f ′(x) > 0
στο (α, x0) και f ′(x) < 0 στο (x0, β), τότε το f (x0) είναι τοπικό ελάχιστο
της f .

B. Στις παρακάτω προτάσεις να επιλέξετε την σωστή απάντηση.

1. Το διάγραμμα C f ′ της παραγώγου μιας συνάρτησης f φαίνεται στο f
παρακάτω σχήμα. Τότε δεν ισχύει ότι

Α. η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα [0, 1]

B. η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [1, 2]

Γ. η f έχει τοπικό ελάχιστο στο σημείο με x = 0
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Δ. η f έχει τοπικό μέγιστο στο σημείο με x = 1

E. η f έχει τοπικό μέγιστο στο σημείο με x = 2

2. H γραφική παράσταση C f ′ της παραγώγου μιας συνάρτησης φαίνεται
στο παρακάτω σχήμα. Τότε ισχύει ότι

Α. η f είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞, 2]

B. η f είναι γνησίως φθίνουσα μόνο στο [2,+∞)

Γ. η f έχει τοπικό μέγιστο το σημείο x0 = 2

Δ. η f έχει τοπικό ελάχιστο το σημείο x0 = 2

E. η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R

4.2.2 Μεθοδολογίες για την επίλυση ασκήσεων

Μέθοδος 4.1 — Μη ύπαρξη ακρότατου. Θεωρούμε ότι υπάρχει ακρότατο
x0.

• Παραγωγίζουμε τη συνάρτηση.

• Διαπιστώνουμε ότι η παράγωγος της συνάρτησης δεν μηδενίζεται.

• Καταλήγουμε σε άτοπο.

Πρόβλημα 4.1 Να δείξετε ότι η συνάρτηση f δεν έχει τοπικά ακρότατα
όταν:
(α) f (x) = 5x−6

x−1
(β) f (x) = x3 + 2x + 4

(γ) f (x) = ln x + 5x
(δ)

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = 5x−6

x−1 έχει πεδίο ορισμού το A = R − {1}. Η f είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = (5x−6

x−1 )
′ = 1

(x−1)2 . Υποθέτουμε
ότι η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο σημείο x0 ∈ A. Επειδή η f είναι πα-
ραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 και παρουσιάζει στοx0 τοπικό ακρότατο,



4.2 Προσδιορισμός των ακροτάτων 303

σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει: f ′(x0) = 0 ⇔ 1
(x−1)2 = 0 ⇔ 1 = 0

άτοπο.
Άρα η f δεν έχει ακρότατα.
(β) Η συνάρτηση f (x) = x3 + 2x + 4 έχει πεδίο ορισμού A = R. Η f είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) = 3x2 + 2.
Υποθέτουμε ότι η f παρουσιάζει στο σημείο x0 ∈ A τοπικό ακρότατο. Επειδή
η f είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείοx0 και παρουσιάζει στο x0 το-
πικό ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα Fermat ισχύει: f ′(x0) = 0 ⇔ 3x2

0 + 2 =
0 άτοπο.
Άρα η f δεν έχει ακρότατα.
(γ) Η συνάρτηση f (x) = ln x + 5x έχει πεδίο ορισμού τοA = (0,+∞). Η f είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = 1

x + 5.
Υποθέτουμε ότι η f παρουσιάζει στο σημείο x0 ∈ A τοπικό ακρότατο. Επειδή
η f είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείοx0 και παρουσιάζει ακρότατο
στοx0, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει: f ′(x) = 0 ⇔ 1

x0
+ 5 = 0

άτοπο.
Άρα η f δεν έχει ακρότατα.

Πρόβλημα 4.2 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει η σχέση: e f (x) + συν f (x) = ax + 1 (1) με 0 < a ̸= 1. Να δείξετε
ότι η f δεν έχει ακρότατα.

■

Λύση
Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f παρουσιάζει στο σημείο x0 ∈ R ακρότατο.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 και παρουσιάζει στο
x0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει: f ′(x0) = 0.
Από την (1) έπεται ότι για κάθε x ∈ R ισχύει:

[e f (x) + συν f (x)]′ = (ax + 1) ⇔ e f (x) f ′(x)− ηµ[ f (x)] f ′(x) = ax ln a (2)

Για το x = x0, από την (2) έπεται:

e f (x0) f ′(x0)− ηµ[ f (x0)] f ′(x0) = ax0 ln a ⇔ ax0 ln a = 0 ⇔ ln a = 0 ⇔ a = 1
άτοπο.

Άρα η f δεν έχει ακρότατα.

Πρόβλημα 4.3 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει η σχέση: συν f (x) + 3x5 = f (x) − ex(1). Να δείξετε ότι η
συνάρτηση f δεν έχει ακρότατα.

■

Λύση
Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f παρουσιάζει στο σημείο x0 ∈ R ακρότατο.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 και παρουσιάζει στο
x0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει: f ′(x0) = 0.
Από την (1) έπεται ότι για κάθε x ∈ R ισχύει:
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[συν f (x) + 3x5]′ = [ f (x)− ex]′ ⇔ −ηµ f (x) f ′(x) + 15x4 = f ′(x)− ex(2)

Για το x = x0, από την (2) έπεται:

−ηµ f (x0) f ′(x0) + 15x4
0 = f ′(x0)− ex0 ⇔ 15x4

0 = −ex0 άτοπο.

Άρα η f δεν έχει ακρότατα.

Ασκήσεις προς λύση
1. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει

η σχέση f (x) + συν[ f (x)] = e f (x) + x3 − x2 + 4x + 1. Να δείξετε ότι η
συνάρτηση f δεν παρουσιάζει ακρότατα.

2. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει
η σχέση e f (x) = f (x) + x5 + x + 1. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f δεν
παρουσιάζει ακρότατα.

3. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει
η σχέση ln[ f 2(x) + 1] + e f (x) = a f (x) + x 0 < a ̸= 1. Να δείξετε ότι η
συνάρτηση f δεν παρουσιάζει ακρότατα.

4. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει
f (x) > 0 και e f (x) + ln[ f (x)] = ex5+3x + 2x. Να δείξετε ότι η συνάρτηση
f δεν παρουσιάζει ακρότατα.

5. Να αποδείξετε ότι αν για μια συνάρτηση f , που είναι παραγωγίσιμη στο
R ισχύει: f 3(x) + 2 f 2(x) + 3 f (x) = x3 + 2x2 + 3x + 5 τότε η f δεν έχει
ακρότατα.

6. Να βρείτε τις τιμές του λ ώστε η συνάρτηση f (x) = x3 − (λ − 1)x2 +
(λ + 5)x − 2 να μην έχει ακρότατα.

7. Για μια συνάρτηση f που είναι παραγωγίσιμη στο R ισχύει ότι: f 3(x) +
β f 2(x) + γ f (x) = x3 − 2x2 + 6x − 1 για κάθε x ∈ R όπου β, γ ∈ R με
β2 < 3γ.
(α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f δεν έχει ακρότατα.
(β) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.
(γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδική ρίζα της εξίσωσης f (x) = 0 στο
διάστημα (0, 1).

Μέθοδος 4.2 — Ανισοϊσότητες Διαφορικός Λογισμός. Μεταφέρουμε
όλους τους όρους της ανισότητας στο αριστερό μέλος.

• Θέτουμε το αριστερό μέλος συνάρτηση f (x) οπότε έχουμε f (x) ≥ 0
ή f (x) ≤ 0.

• Μετά από δοκιμές βρίσκουμε ότι για x = ρ, f (ρ) = 0.
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• Τότε ισχύει f (x) ≤ f (ρ) ή f (x) ≥ f (ρ).

• Αυτό σημαίνει ότι το x = ρ ακρότατο άρα από το Θ.Fermat f ′(ρ) =
0.

• Εκτελώντας πράξεις της σχέσης f ′(ρ) = 0 καταλήγουμε στο ζη-
τούμενο.

Πρόβλημα 4.4 Αν για κάθε x ∈ R ισχύει ax ≥ x + 1,a > 0 (1) να δείξετε ότι
a = e. ■

Λύση
Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = ax − x − 1 με πεδίο ορισμού το A = R. Η f
είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) = ax ln a − 1.
Για κάθεx ∈ R ισχύει ax ≥ x + 1 ⇔ ax − x − 1 ≥ 0 δηλαδή f (x) ≥ 0 = f (0) που
σημαίνει ότι ή f παρουσιάζει στο σημείο x0 = 0 ελάχιστο, δηλαδή f ′(0) = 0.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείοx0 = 0 και παρουσιάζει
στο x0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat είναι:

f ′(0) = 0 ⇔ a0 ln a = 0 ⇔ ln a = 1 ⇔ ln a = ln e ⇔ a = e.

Πρόβλημα 4.5 Αν για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει log x ≤ x − 1 με 0 < a ̸= 1
,να δείξετε ότι a = e. ■

Λύση
Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = logax − x + 1 με πεδίο ορισμού το A =
(0,+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = 1

x ln a − 1.
Για κάθεx ∈ A ισχύει logax ≤ x − 1 ⇔ logax − x + 1 ≤ 0 δηλαδή f (x) ≤ 0 =
f (1) που σημαίνει ότι η f παρουσιάζει στο σημείο x0 = 1 μέγιστο, δηλαδή
f ′(1) = 0.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 = 1 και παρουσιάζει
στο x0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat είναι:

f ′(1) = 0 ⇔ 1
ln a − 1 = 0 ⇔ ln a = 1 ⇔ ln a = ln e ⇔ a = e

Πρόβλημα 4.6 Αν για κάθε x ∈ R ισχύει ax ≤ xax + 1, (a > 0), να δείξετε
ότι a = e. ■

Λύση
Θεωρούμε ότι η συνάρτηση f (x) = ax − xax − 1 με πεδίο ορισμού το A = R. Η
f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = ax ln a − ax − xax ln a.
Για κάθε x ∈ R ισχύει ax ≤ xax + 1 ⇔ ax − xax − 1 ≤ 0 δηλαδή f (x) ≤ 0 = f (0)
που σημαίνει ότι η f παρουσιάζει στο σημείο x0 = 0 μέγιστο, δηλαδή f ′(0) = 0.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 = 0 και παρουσιάζει
στοx0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat είναι:

f ′(0) = 0 ⇔ a0 ln a − a0 − 0a0 ln a = 0 ⇔ ln a − 1 = 0 ⇔ ln a = 1 ⇔ a = e
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Πρόβλημα 4.7 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει x f (x) ≤ ex − 1. Να δείξετε ότι f (0) = 1. ■

Λύση
Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = x f (x)− ex + 1 με πεδίο ορισμού το A = R. Η
h είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναιh′(x) = f (x) + x f ′(x)− ex.
Για κάθε x ∈ R ισχύει x f (x) ≤ ex − 1 ⇔ x f (x) − ex + 1 ≤ 0 δηλαδή είναι
h(x) ≤ 0 = h(0) που σημαίνει ότι ηhπαρουσιάζει στο σημείο x0 = 0 μέγιστο.
Επειδή η h είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 = 0 και παρουσιάζει
στοx0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει:

h′(0) = 0 ⇔ f (0) + 0 f ′(0)− e0 ⇔ f (0)− 1 = 0 ⇔ f (0) = 1.

Πρόβλημα 4.8 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει η σχέση: f (x) + 2e3x + 3x2 + συνx ≤ 7. Αν f (0) = 4, να βρείτε
την εξίσωση της εφαπτομένης στη C f στο σημείο A(0, f (0)). ■

Λύση
Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x) + 2e3x + 3x2 + συνx − 7 με πεδίο ορισμού
το A = R. Ηh είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι:

h′(x) = f ′(x) + 6e3x + 6x − ηµx.

Για κάθε x ∈ R ισχύει

f (x) + 2e3x + 3x2 + συνx ≤ 7 ⇔ f (x) + 2e3x + 3x2 + συνx − 7 ≤ 0

δηλαδή h(x) ≤ 0 = h(0) που σημαίνει ότι ηhπαρουσιάζει στο σημείοx0 = 0
μέγιστο.
Επειδή ηh είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 = 0 και παρουσιάζει
στοx0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει:

h′(0) = 0 ⇔ f ′(0) + 6e0 + 6 · 0 − ηµ0 = 0 ⇔ f ′(0) + 6 = 0 ⇔ f ′(0) = −6.

Η εφαπτομένη της C f στο σημείο A(0, f (0)) έχει εξίσωση:

y − f (0) = f ′(0)(x − 0) ⇔ y − 4 = −6x ⇔ y = −6x + 4.

Πρόβλημα 4.9 Αν a > 0, β > 0 και για κάθε x ∈ R ισχύει ax + βx ≥ 1+συν3x,
να δείξετε ότι aβ = 1. ■

Λύση
Θεωρούμε την συνάρτηση f (x) = ax + βx − 1 − συν3x με πεδίο ορισμού το
A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι: f ′(x) = ax ln a +
βx ln β + 3ηµ3x.
Για κάθε x ∈ R ισχύει ax + βx ≥ 1 + συν3x ⇔ ax + βx − 1 − συν3x ≥ 0 δηλαδή
f (x) ≥ 0 = f (0) που σημαίνει ότι η f παρουσιάζει στο σημείο x0 = 0 ελάχιστο.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 = 0 και παρουσιάζει
στοx0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει :

f ′(0) = 0 ⇔ ln a + ln β = 0 ⇔ ln(aβ) = ln1 ⇔ aβ = 1
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Πρόβλημα 4.10 Οι συναρτήσεις f : R → R, g : R → R είναι παραγωγίσιμες
στο R με f (1) = 1, g(1) = 2. Αν για κάθε x ∈ R ισχύει f (x) + g(x)− 3x2 ≤
ex−1 − 1, να δείξετε ότι f ′(1) + g′(1) = 7. ■

Λύση
Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f (x) + g(x)− 3x2 − ex−1 + 1 με πεδίο ορισμού
το A = R. Η h είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι:

h′(x) = f ′(x) + g′(x)− 6x − ex−1

Για κάθε x ∈ R ισχύει:

f (x) + g(x)− 3x2 ≤ ex−1 − 1 ⇔ f (x) + g(x)− 3x2 − ex−1 + 1 ≤ 0

δηλαδή h(x) ≤ 0 = h(1) που σημαίνει ότι η h παρουσιάζει στο σημείο x0 = 1
μέγιστο. Επειδή η h είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 = 1 και
παρουσιάζει στο x0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει:

h′(1) = 0 ⇔ f ′(1) + g′(1)− 6 − 1 = 0 ⇔ f ′(1) + g′(1) = 7

Πρόβλημα 4.11 Αν 0 < a < 1, 0 < β < 1 και για κάθε x ∈ R ισχύει 3ax

β3x+2 ≤ 1,
να δείξετε ότι a = β. ■

Λύση
Για κάθε x ∈ R ισχύει 3ax

β3x+2 ≤ 1 ⇔ 3ax ≤ β3x + 2 ⇔ 3ax − β3x − 2 ≤ 0.
Θεωρούμε την συνάρτηση f (x) = 3ax − β3x − 2 με πεδίο ορισμού το A = R. Η
f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) = 3ax ln a − 3β3x ln β.
Για κάθε x ∈ R ισχύει 3ax − β3x − 2 ≥ 0 δηλαδή f (x) ≥ 0 = f (0) που σημαίνει
ότι η f παρουσιάζει στο σημείο x0 = 0 ελάχιστο.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 = 0 και παρουσιάζει
στο x0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει:

f ′(0) = 0 ⇔ 3a0 ln a − 3β0 ln β = 0 ⇔ 3lna = 3lnβ ⇔⇔ ln a = ln β ⇔ a = β.

Πρόβλημα 4.12 Αν a1, a2, a3 ∈ R και β1, β2, β3 ∈ R∗
+−{1} και για κάθε x ∈ R

ισχύει η σχέση:

a1βx
1 + a2βx

2 + a3βx
3 ≥ a1 + a2 + a3

να δείξετε ότι βa1
1 · βa2

2 · βa3
3 = 1.

■

Λύση
Θεωρούμε την συνάρτηση f (x) = a1βx

1 + a2βx
2 + a3βx

3 − a1 − a2 − a3 με πεδίο
ορισμού το A = R.
Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι:
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f ′(x) = a1βx
1 ln β1 + a2βx

2 ln β2 + a3βx
3 ln β3

Για κάθε x ∈ R ισχύει:

a1βx
1 + a2βx

2 + a3βx
3 ≥ a1 + a2 + a3 ⇔ a1βx

1 + a2βx
2 + a3βx

3 − a1 − a2 − a3 ≥ 0

δηλαδή f (x) ≥ 0 = f (0) που σημαίνει ότι η f παρουσιάζει στο σημείο x0 = 0
ελάχιστο.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 = 0 και παρουσιάζει
στο x0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει:

f ′(0) = 0 ⇔ a1β0
1 ln β1 + a2β0

2 ln β2 + a3β0
3 ln β3 = 0

⇔ a1 ln β1 + a2β2 + a3 ln β3 = 0 ⇔ ln βa1
1 + ln βa2

2 + ln βa3
3 = 0

⇔ ln(βa1
1 · βa2

2 · βa3
3 ) = ln1 ⇔ βa1

1 · βa2
2 · βa3

3 = 1

Πρόβλημα 4.13 Αν για κάθε x ∈ R ισχύει ex + ax ≥ x4 + 2 (0 < a ̸= 1), να
βρείτε το a. ■

Λύση
Θεωρούμε την συνάρτηση f (x) = ex + ax − x4 − 2 με πεδίο ορισμού το A = R.
Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = ex + ax ln a − 4x3.
Για κάθε x ∈ R ισχύει ex + ax ≥ x4 + 2 ⇔ ex + ax − x4 − 2 ≥ 0 δηλαδή f (x) ≥
0 = f (0) που σημαίνει ότι η f παρουσιάζει στο σημείο x0 = 0 ελάχιστο.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 = 0 και παρουσιάζει
στο x0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει:

f ′(0) = 0 ⇔ e0 + a0 ln a = 0 ⇔ ln a = −1 ⇔ ln a = ln e−1 ⇔ a = e−1 ⇔ a = 1
e

Πρόβλημα 4.14 Αν a1, a2, a3, ...., av ∈ R∗
+ και για κάθε x ∈ R ισχύει ax

1 + ax
3 +

ax
3 + ..... + ax

v ≥ v, να δείξετε ότι a1 · a2 · a3 · · · av = 1. ■

Λύση
Θεωρούμε την συνάρτηση f (x) = ax

1 + ax
2 + ax

3 + .... + ax
v − v με πεδίο ορισμού

A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι :

f ′(x) = ax
1 ln a1 + ax

2 ln a2 + ax
3 ln a3 + .... + ax

v ln av.

Για κάθε x ∈ R ισχύει

ax
1 + ax

2 + ax
3 + .... + ax

v ≥ v ⇔ ax
1 + ax

2 + ax
3 + .... + ax

v − v ≥ 0

δηλαδή f (x) ≥ 0 = f (0) που σημαίνει ότι η f παρουσιάζει στο σημείο x0 = 0
ελάχιστο.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 = 0 και παρουσιάζει
στο x0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει:

f ′(0) = 0 ⇔ a0
1 ln a1 + a0

2 ln a2 + a0
3 ln a3 + .... + a0

v ln av = 0
⇔ ln a1 + ln a2 + ln a3 + .... + ln av = 0 ⇔ ln(a1 · a2 · a3 · · · av) = ln1

⇔ a1 · a2 · a3 · · · av = 1
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Πρόβλημα 4.15 Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει η σχέση: | f (x)| ≤ axex − e3x + e4x. Να δείξετε ότι f ′(0) = 0 και
a = −1. ■

Λύση
Για κάθε x ∈ R ισχύει | f (x)| ≤ axex − e3x + e4x (1).
Για x = 0, από την (1) ⇔ | f (0)| ≤ 0 ⇔ | f (0)| = 0 ⇔ f (0) = 0.
Για κάθε x ∈ R, η (1) ⇔ −axex + e3x − e4x ≤ f (x) < axex − e3x + e4x (2).
Θεωρούμε την συνάρτηση h(x) = f (x)− axex + e3x − e4x με πεδίο ορισμού το
A1 = R. Η h είναι παραγωγίσιμη και για κάθεx ∈ A1 είναι:

h′(x) = f ′(x)− aex − axex + 3e3x − 4e4x.

Για κάθε x ∈ R ισχύει f (x) ≤ axex − e3x + e4x ⇔ f (x)− axex + e3x − e4x ≤ 0
δηλαδή h(x) ≤ 0 = h(0) που σημαίνει ότι ηh παρουσιάζει στο σημείο x0 = 0
μέγιστο.
Επειδή η h είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 = 0 και παρουσιάζει
στο x0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει:

h′(0) = 0 ⇔ f ′(0)− ae0 − a · 0 · e0 + 3e0 − 4e0 = 0 ⇔ f ′(0)− a = 1 (1).

Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = f (x) + axex − e3x + e4x με πεδίο ορισμού το
A2 = R. Η g είναι παραγωγίσιμη και για κάθεx ∈ A2 είναι:

g′(x) = f ′(x) + aex + axex − 3e3x + 4e4x

Για κάθε x ∈ R ισχύει

f (x) ≥ −axex + e3x − e4x ⇔ f (x) + axex − e3x + e4x ≥ 0

δηλαδή g(x) ≥ 0 = 0 που σημαίνει ότι ηg παρουσιάζει στο σημείο x0 = 0
ελάχιστο.
Επειδή η g είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 = 0 και παρουσιάζει
στο x0 ακρότατο, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει:

g
′(0) = 0 ⇔ f

′(0) + ae0 + a · 0 · e0 − 3e0 + 4e0 = 0 ⇔ f ′(0) + a = −1 (2).

Από τις (1) και (2) έχουμε:

{
f ′(0)− a = 1
f ′(0) + a = −1

⇔
{

f ′(0) = 0
a = −1



310 Κεφάλαιο 4. Ακρότατα-Θεώρημα Fermat

Ασκήσεις προς λύση
1. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει η

σχέση f (x) + x2 + συν2x − 1 ≥ a και f (0) = a. Να δείξετε ότι f ′(0) = 0.

2. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει
η σχέση x f (x) + 2 ≤ 2ex + ηµ3x. Να δείξετε ότι f (0) = 5.

3. Αν για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει logax ≥ x−1
x , 0 < a ̸= 1, να δείξετε ότι

a = e.

4. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει η
σχέση | f (x)| ≤ ln x + λ(x − 1). Να δείξετε ότι f ′(1) = 0 και λ = −1.

5. Αν a, β, γ ∈ (0, 1)∪ (1,+∞) και για κάθε x ∈ R ισχύει η σχέση a3x+1
β2x+γx ≥ 1

να δείξετε ότι a3 = β2γ.

6. Αν a, β, γ, δ ∈ R∗
+ και για κάθε x ∈ R ισχύει η σχέσηax + βx + γx ≤ 3δx,

να δείξετε ότι aβγ = δ3.

7. Αν για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει η σχέση x2 − 2logax − 1 ≥ 0, να δείξετε
ότι a = e.

8. Έστω οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f , g : (−1,+∞) → R, με f (0) + 2 =
g(0) και f (x) + 2e−x ≥ g(x) + ln(x + 1) για κάθε x > −1 . Να δείξετε ότι
f ′(0) = g′(0) + 3.

9. Έστω οι συναρτήσεις f , g : R → R οι οποίες είναι παραγωγίσιμες και
ισχύουν f (x) ≥ x + 1 και f (x) · eg(x) = ex − x για κάθε x ∈ R. Αν η C f
διέρχεται από το σημείο A(0, 1), να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες των C f
και Cg στο x0 = 0 τέμνονται κάθετα.

10. Οι συναρτήσεις f : R → R, g : R → R είναι παραγωγίσιμες στο R με
f (1) = 1, g(1) = 2. Αν για κάθε x ∈ R ισχύει: f (x)+ g(x)− 3x2 ≤ ex−1 − 1,
να δείξετε ότι f ′(1) + g′(1) = 7.

11. Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f για την οποία ισχύει
f ( f ′(x)) ≥ (x − 2)2, για κάθε x ∈ R. Αν η f παρουσιάζει ελάχιστο για
x = 2 και η γραφική παράσταση διέρχεται από την αρχή των αξόνων,
να δείξετε ότι f ′′(2) = 0.

12. Αν α ∈ (0, π
2 ) και για κάθε x > 0 ισχύει (ηµα)x−1 + (2συνα)ln x ≥ 2, να

βρείτε το α.

13. Θεωρούμε τη συνάρτηση f : R → Rμε f (x) = 2x + mx − 4x − 5x, όπου
m > 0. Να βρείτε το m, ώστε f (x) ≥ 0 για κάθε x ∈ R.

14. Έστω μια συνάρτηση f : R → R η οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύει
(1 + e1−x) f (x) + συνπx ≥ 3 για κάθε x ∈ R. Να βρείτε την εφαπτομένη
της C f στο σημείο A(1, 2)
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15. Έστω η συνάρτηση f : R → R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
για την οποία ισχύει: 2 f (x2)− f 2(x) ≥ 1 για κάθε x ∈ R.
Να αποδείξετε ότι:
(α) η f δεν αντιστρέφεται,
(β) η f έχει ένα τουλάχιστον κρίσιμο σημείο x0,
(γ) οι εφαπτόμενες της C f στα σημεία A(0, f (0)), B(1, f (1)) είναι παράλ-
ληλες,
(δ) υπάρχουν δύο τουλάχιστον σημεία της γραφικής παράστασης της f ′

στα οποία οι εφαπτόμενες τους είναι παράλληλες στον άξονα x′x.

16. Έστω μια συνάρτηση f : R → R, δύο φορές παραγωγίσιμη με f (x) > 0
για κάθε x ∈ R. Αν τα α και β είναι θέσεις ακρότατων της f , να δείξετε
ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε: f ′′(ξ) = ( f ′(ξ)

f (ξ) )
2.

17. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R, η οποία είναι παραγωγίσιμη και περιττή
στο R. Αν η συνάρτηση f παρουσιάζει στο σημείο M(2, 6) ολικό μέγιστο,
να δείξετε ότι:
(α) f (x) ≥ −6

(β) Η εφαπτομένη της C f στο σημείο με τετμημένη x0 = −2 είναι πα-
ράλληλη στον άξονα x′x

18. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 + 3x2 − 9x + α2 − 4α, x ∈ R, όπου α μια
πραγματική σταθερά.
(α) Αν f (x1) = 3 f (x2) + 50, όπου x1 η θέση τοπικού μέγιστου και x2 η
θέση τοπικού ελάχιστου της f , να αποδείξετε ότι α = 2.
(β) Να βρείτε την τιμή του x για την οποία ο ρυθμός μεταβολής της f
γίνεται ελάχιστος. Ποιος είναι ο ελάχιστος ρυθμός μεταβολής;

19. Αν ισχύει f ′′(x) < 0 για κάθε x ∈ R και η συνάρτηση f δεν είναι 1 − 1,
να αποδείξετε ότι η f έχει μέγιστο.

Μέθοδος 4.3 — Σταθερή συνάρτηση. Αν θέλουμε να δείξουμε ότι μια
συνεχή συνάρτηση f : [α, β] → R είναι σταθερή με τιμή c, αρκεί να
δείξουμε ότι η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή της είναι ίσες με c.

Πρόβλημα 4.16 Έστω μια συνάρτηση f : [α, β] → R , παραγωγίσιμη με
f (x) = (x − α)(x − β) f ′(x) για κάθε x ∈ [α, β]. Να δείξετε ότι η f είναι η
μηδενική συνάρτηση. ■

Λύση

Πρόβλημα 4.17 (Αποκλεισμός ακρότατου στα άκρα) ■

Λύση
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Ασκήσεις προς λύση
1. Αν ισχύει (x2 − 4x) f ′(x) + f (x) = 0 για κάθε x ∈ [0, 4], να αποδείξετε

ότι f (x) = 0 για κάθε x ∈ [0, 4].
Υποσημείωση: Αν θέλουμε να δείξουμε ότι μια συνεχής συνάρτηση f
είναι σταθερή με τιμή c αρκεί να δείξουμε ότι η μέγιστη και η ελάχιστη
τιμή της είναι ίσες με c.

2. Αν g : R → R συνάρτηση με g(0) = g(1) = 0 και f : R → R παραγωγίσιμη
συνάρτηση για την οποία ισχύει g(x) f ′(x) + f (x) = 2 για κάθε x ∈ R,
τότε να αποδείξετε ότι f (x) = 2 για κάθε x ∈ [0, 1].

3. Δίνεται η συνάρτηση f : [0, 1] → R για την οποία ισχύει f (x) = (x2 −
x) f ′(x) για κάθε x ∈ [0, 1].
(α) Να δείξετε ότι η f έχει ολικά ακρότατα τα οποία να βρείτε.
(β) Να βρείτε τον τύπο της f .

4. Έστω ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [1, 4], παραγωγίσιμη
στο (1, 4) με f ([1, 4]) = [−2, 8] και f (1) = 2, f (4) = 1.
(α) Να αποδείξετε ότι η f ′ δεν είναι 1 − 1.
(β) Αν επιπλέον η f ′ είναι συνεχής στο (1, 4), να αποδείξετε ότι υπάρχει
ξ ∈ (1, 4) τέτοιο, ώστε f (2) f (ξ) + f (3) f ′(ξ) = 0.

5. Έστω μια συνάρτηση f : [α, β] → R η οποία είναι συνεχής στο [α, β]
και παραγωγίσιμη στο (α, β). Αν η f έχει σύνολο τιμών το [−1, 2] και
f (α) = 0, f (β) = 1, να δείξετε ότι:
(α) Υπάρχουν x1, x2 ∈ (α, β) τέτοια, ώστε: f ′(x1) = f ′(x2) = 0

(β) Η εξίσωση f ′(x) = (x2 + 1) f (x) έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (α, β)
όταν η f ′ είναι συνεχής στο [α, β].

6. Έστω μια συνεχής συνάρτηση f : [α, β] → R, με f (x) > 0 για κάθε
x ∈ [α, β]. Αν f (α) + f (β) = f (γ), γ ∈ (α, β) να δείξετε ότι υπάρχει
x0 ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f ′(x0) = 0.

7. Έστω μια συνάρτηση f : [1, 3] → R και παραγωγίσιμη στο (1, 3)με f (1) =
f (3) = 2 και f (2) = 5. Αν η εξίσωση f ′(x) = 0 έχει μοναδική ρίζα το 2,
να βρείτε την μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της f .

8. Δίνεται η συνάρτηση g : R → R, για την οποία ισχύουν:

• g(x) ≤ 0, για κάθε x ∈ R

• Υπάρχουν α, β ∈ R, με α ̸= β τέτοια, ώστε g(α) = g(β) = 0.
• Η g είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη στο R.

Να δείξετε ότι:
(α) g′(α) = g′(β) = 0

(β) Υπάρχει γ ∈ (α, β), με g′(γ) = 0.
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(γ) Υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (α, β), με ξ1 ̸= ξ2 τέτοια, ώστε g′′(ξ1) = g′′(ξ2) = 0.
(δ) Υπάρχει ξ ∈ (α, β), ώστε g′′′(ξ) = 0.

9. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει f (0) =
0 και f (x) + f (2x) ≤ 2eηµ3x − 2 για κάθε x ∈ R. Να βρείτε:
(α) την f ′(0)

(β) το lim
x→0

x f (x)
ηµ2x

10. Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f , g : R → R για τις οποίες
ισχύουν: x f (x) + g(x) ≤ συνx + ηµ5x για κάθε x ∈ R. Αν η εφαπτομένη
της Cg στο σημείο της M(0, g(0)) έχει εξίσωση y = 5x + 1, τότε:
(α) να βρείτε τις τιμές g(0) και g′(0)

(β) να αποδείξετε ότι η C f διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

(γ) Να υπολογίσετε το lim
x→0

[ f (x) · ηµ
1
x
]

Μέθοδος 4.4 — Εύρεση και ύπαρξη ακροτάτων μιας συνάρτησης . Για να
βρούμε τα ακρότατα της συνάρτησης f μελετούμε τη μονοτονία της
και εφαρμόζουμε το κριτήριο της 1 παραγώγου. Για να διαπιστώσουμε
αν ένα στάσιμο σημείο είναι θέση τοπικού ακροτάτου πολλές φορές
χρησιμοποιούμε το κριτήριο της 2 παραγώγου.

Πρόβλημα 4.18 Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης f όταν:
(α) f (x) = ex

3x
(β) f (x) = ln(x2 + 1) + x

(γ) f (x) = x3 + x2 − 5x + 2
(d)

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = ex

3x έχει πεδίο ορισμού το A = R∗. Η f είναι παρα-
γωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = ex(x−1)

3x2 . Το πρόσημο της f ′ και η
μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞

− − 0 +

Η f παρουσιάζει στο σημείο x0 = 1 τοπικό ελάχιστο το f (1) = e
3 .

(β) Η συνάρτηση f (x) = ln(x2 + 1) + x έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f
είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = 2x

x2+1 + 1 = (x+1)2

x2+1 . Το
πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 +∞

+ 0 +

Η f δεν έχει ακρότατα.
(γ) Η συνάρτηση f (x) = x3 + x2 − 5x + 2 έχει πεδίο ορισμού το A = R . Η
f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει f ′(x) = 3x2 + 2x − 5. Το
πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −5
3 1 +∞

+ 0 − 0 +

Η f παρουσιάζει στα σημεία:

• x1 = −5
3 τοπικό μέγιστο το f (−5

3) =
229
27

• x2 = 1 τοπικό ελάχιστο το f (1) = −1.

Πρόβλημα 4.19 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = eαx − αx + 5 παρου-
σιάζει ελάχιστο στη θέση x0 = 0. ■

Λύση
Η συνάρτηση f (x) = eαx − αx + 5 έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η συνάρτηση
f (x) είναι παραγωγίσιμη στο A = R και ισχύει ότι: f ′(x) = αeαx − α = α(eαx −
1). Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f (x) φαίνονται στον παρακάτω
πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

Όπως φαίνεται στον πίνακα στη θέση x0 = 0 η συνάρτηση παρουσιάζει
ελάχιστο με τιμή: f (0) = 6

Πρόβλημα 4.20 Να βρείτε την τιμή του α με α > 1 για την οποία η ελάχιστη
τιμή της συνάρτησης g(x) = αx − x γίνεται μέγιστη. ■
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Λύση
Η συνάρτηση g(x) = αx − x έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Αρχικά θα βρούμε την ελάχιστη τιμή της g. Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη
στο A = R με g′(x) = αx ln α − 1.

αx ln α − 1 ≥ 0 ⇔ αx ln α ≥ 1 ⇔ αx ≥ 1
ln α ⇔ x ln α ≥ ln(ln α)−1 ⇔ x ≥ − ln(ln α)

ln α

Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f (x) φαίνονται στον παρακάτω πί-
νακα:

x

g′(x)

g(x)

−∞ − ln(lna)
lna +∞

− 0 +

Στο σημείο x0 = − ln(ln α)
ln α η συνάρτηση παρουσιάζει ελάχιστο το οποίο έχει

τιμή:

g(− ln(ln α)
ln α ) = α−

ln(ln α)
ln α + ln(ln α)

ln α = 1
ln α + ln(ln α)

ln α = 1+ln(ln α)
ln α .

Έστω h(α) = 1+ln(ln α)
ln α , α > 1. Αρκεί να βρούμε την τιμή του α που η h έχει

μέγιστη τιμή. Είναι:

h′(α) = (1+ln(ln α)
ln α )′ =

1
ln α

1
α ln α− 1

α (1+ln(ln α))

ln2α
= − ln(ln α)

αln2α

ln(ln α) ≥ 0 ⇔ ln(ln α) ≥ ln e ⇔ ln α ≥ e ⇔ ln α ≥ ln ee ⇔ α ≥ ee

Το πρόσημο της h′ και η μονοτονία της h φαίνονται στον παρακάτω πίνακα.

x

h′(x)

h(x)

−∞ ee +∞

+ 0 −

Από τον παραπάνω πίνακα έχουμε ότι η h παρουσιάζει μέγιστο για α = ee.
Άρα α = ee

Πρόβλημα 4.21 Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 3x2 − συν2x + 1.
(α) Να βρείτε την ελάχιστη τιμή της f .
(β) Να λύσετε την εξίσωση f (x) = 0.

■
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Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = 3x2 − συν2x + 1 έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η
f είναι παραγωγίσιμη στο A = R με f ′(x) = 6x + 2ηµ2x και f ′′(x) = 6 +
4συν2x > 0 για κάθε x ∈ R. Άρα η f ′ είναι γνησίως αύξουσα με μοναδική ρίζα
το x0 = 0. Οπότε:

• Για x < 0 ⇔ f ′(x) < f ′(0) ⇔ f ′(x) < 0 άρα η f γνησίως φθίνουσα για
x < 0.

• Για x > 0 ⇔ f ′(x) > f ′(0) ⇔ f ′(x) > 0 άρα η f γνησίως αύξουσα για
x > 0.

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

Άρα η συνάρτηση f παρουσιάζει ελάχιστο στο x0 = 0.
(β) Στο ερώτημα (α) δείξαμε ότι η f παρουσιάζει ελάχιστο στο x0 = 0. Άρα
για κάθε x ∈ R ισχύει ότι:

f (x) ≥ f (0) ⇔ f (x) ≥ 0

Άρα από την μονοτονία της f φαίνεται ότι η x0 = 0 είναι μοναδική ρίζα της
f (x) = 0

Πρόβλημα 4.22 (α) Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα
τη συνάρτηση f (x) = ex + x − 1 και να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημό της.
(β) Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση
g(x) = 2ex + x2 − 2x και να βρείτε το πρόσημό της.
(γ) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ϕ(x) =
ex − 1 και h(x) = −1

2 x2 + x έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, στο οποίο έχουν
κοινή εφαπτόμενη.

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η συνάρτηση είναι
παραγωγίσιμη στο A με f ′(x) = ex + 1 > 0. Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα.

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

Προφανής ρίζα της f είναι x0 = 0 η οποία είναι μοναδική λόγο της μονοτονίας
της συνάρτησης.
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Για x > 0 ⇔ f ↑ f (x) > f (0) ⇔ f (x) > 0

Για x < 0 ⇔ f ↑ f (x) < f (0) ⇔ f (x) < 0

Η συνάρτηση f δεν έχει ακρότατα.
(β) Η συνάρτηση g(x) έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η συνάρτηση είναι
παραγωγίσιμη στο A με g′(x) = 2(ex + x − 1) = 2 f (x). Από το ερώτημα (α)
προκύπτει το πρόσημο της g′ και η μονοτονία της g τα οποία φαίνονται στον
παρακάτω πίνακα.

x

g′(x)

g(x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

Η συνάρτηση παρουσιάζει στο σημείο x0 = 0 ελάχιστο με τιμή g(0) = 2.
(γ) Θα λύσουμε την εξίσωση

ϕ(x) = h(x) ⇔ ex − 1 = −1
2 x2 + x ⇔ 2ex − 2 = −x2 + 2x ⇔

⇔ 2ex + x2 − 2x − 2 = 0(1)

Η εξίσωση (1) έχει προφανής λύση την x0 = 0. Θα δείξουμε ότι είναι μοναδική.
Θεωρούμε τη συνάρτηση K(x) = 2ex + x2 − 2x − 2 με πεδίο ορισμού το A = R.
Η K(x) είναι παραγωγίσιμη για κάθε x ∈ A με K′(x) = 2(ex + x − 1) = 2 f (x).
Το πρόσημο της K′ και η μονοτονία της K φαίνονται στο διπλανό πίνακα:

x

K′(x)

K(x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

Η συνάρτηση K παρουσιάζει στο x0 = 0 ελάχιστο με τιμή K(0) = 0. Οπότε
η συνάρτηση έχει μοναδική ρίζα την x0 = 0. Άρα μοναδικό κοινό σημείο των
ϕ(x) και h(x) είναι το O(0, 0).
Για την ϕ(x) έχουμε ϕ′(x) = ex άρα ϕ′(0) = 1, οπότε η εφαπτομένη της στο
σημείο O(0, 0) έχει εξίσωση: y − ϕ(0) = ϕ′(0)(x − 0) ⇔ y = x.
Για την h(x) έχουμε h′(x) = −x + 1 άρα h′(0) = 1, οπότε η εφαπτομένη της
στο σημείο O(0, 0) έχει εξίσωση: y − h(0) = h′(0)(x − 0) ⇔ y = x.
Άρα οι συναρτήσεις ϕ(x) και h(x) έχουν στο κοινό τους σημείο O(0, 0) κοινή
εφαπτομένη.
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Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα των συναρτήσεων:

(α) f (x) = x3 − 6x2 + 9x − 2
(β) f (x) = 3x4 − 4x3 + 1
(γ) f (x) =

√
1 − x2

(δ) f (x) = x
√

4 − x2

(ε) f (x) = x + 1
x−1

(στ) f (x) = ln(ex − x)

2. Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα των συναρτήσεων:

(α) f (x) = x2

ex

(β) f (x) = ex

2x
(γ) f (x) = x4 ln x

(δ) f (x) = −x2ex

(ε) f (x) = xxln x

(d)

3. Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα των συναρτήσεων:

(α) f (x) = συνx−ηµx
ex , x ∈ (0, 2π)

(β) f (x) = (2x2 − 8x) ln x − x2 + 8x
(γ) f (x) = 2ηµ2x − 2ηµx

(δ) f (x) = x2−3
x−2

(ε) f (x) = x2
√

1 − x
(στ) f (x) = xln2x

(α) f (x) =

{
x2 − 2x x ≤ 2
ln(x − 1) x > 2

(β) f (x) =

{
1 − ex−1 x ≥ 1
ln(1 − x) x < 1

(γ) f (x) = |x2 − x − 2|, x ∈ R
(δ)

4. Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα των συναρτήσεων:

(α) f (x) =

{
2x3 − 3x2 − 12x + 30 x < 1
x4 − 4x3 − 8x2 + 48x − 20 x ≥ 1

(β) f (x) =

{
−x2 + 4x − 6 x ≤ 3
2x3 − 15x2 + 24x + 6 x > 3

5. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ln ex−1
x .

(α) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.
(β) Να εξετάσετε αν υπάρχει εφαπτομένη της C f που είναι παράλληλη
με την ευθεία y = x + 1.

6. Να βρείτε την τιμή του λ > 0 για την οποία η μέγιστη τιμή της συνάρ-
τησης f (x) = xλe2λ−x, x > 0 γίνεται ελάχιστη.

7. Να βρείτε την τιμή του α > 0 ώστε το μέγιστο της συνάρτησης f (x) = x+1
eαx

να γίνει ελάχιστο.

8. Να βρείτε για ποια τιμή του θετικού αριθμού α η μέγιστη τιμή της
συνάρτησης f (x) = xαe2α−x, x > 0 γίνεται ελάχιστη.

9. Έστω η συνάρτηση f (x) = eαx − x με α > 0. Να βρείτε το α ώστε η
ελάχιστη τιμή της f να γίνεται μέγιστη.
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10. Να βρείτε σημείο της C f που απέχει τη μικρότερη απόσταση από την
αρχή των αξόνων όταν f (x) = −x2 + 5x − 8.

11. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2
√

x και το σημείο A(3, 0). Να προσδιορί-
σετε σημείο Μ της C f που απέχει από το Α τη μικρότερη απόσταση.

12. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = αx − x ln x, x > 0

(α) Να αποδείξετε ότι η f παρουσιάζει μέγιστη τιμή την οποία και να
προσδιορίσετε.
(γ) Να βρείτε την εξίσωση της γραμμής C την οποία διαγράφουν τα
σημεία M(x0, y0), όπου x0 η θέση στην οποία η f παρουσιάζει μέγιστο
και y0 = f (x0) όταν το α διατρέχει το R.

13. Αν α > 0 να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό x0 > 0 στο οποίο η συνάρτηση
f (x) = x ln x + αx2 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο.

14. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 + 3xσυνx − 6ηµx

(α) Να δείξετε ότι η εξίσωση f ′(x) = 0 έχει μοναδική ρίζα στο (0, π
2 )

(β) Να δείξετε ότι υπάρχει x0 ∈ (0, π
2 ) τέτοια ώστε f (x) ≥ f (x0) για κάθε

x ∈ (0, π
2 ).

15. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 − 2lnx − 1. Να εξετάσετε της f ως προς
τα ακρότατα και να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημό της.

16. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x ln x + ex − 1. Να δείξετε ότι:
(α) Η εξίσωση f ′(x) = 0 έχει ακριβώς μία ρίζα στο (0, 1].
(β) Η εξίσωση f (x) = 0 έχει μοναδική ρίζα στο (0, 1).

17. (α) Να λύσετε την εξίσωση 3x = 2x + 1

(β) Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης f (x) = 3x

ln3 − x2 − x.

18. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = αx3 − 3βx2 + 4γx + 5 , x ∈ R, α, β, γ ∈ R με
αβγ ̸= 0 και 3β2 − 4αγ ≤ 0. Να αποδείξετε ότι η f δεν έχει ακρότατα.

19. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = ex, x ∈ R και g(x) = ln x, x > 0.
(α) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις τους δεν τέμνονται.
(β) Να βρείτε τη μικρότερη απόσταση την οποία μπορεί να έχει ένα
σημείο της C f από την ευθεία y = x

(γ) Να βρείτε το σημείο της y = ex, το οποίο απέχει τη μικρότερη από-
σταση από την y = x.
(δ) Ποια νομίζετε ότι είναι τα σημεία των C f και Cg που να απέχουν την
ελάχιστη απόσταση;

Μέθοδος 4.5 — Εύρεση παραμέτρων μέσω ακροτάτων. .
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Πρόβλημα 4.23 Να βρείτε τα α, β ∈ R ώστε η συνάρτηση f (x) = 3lnx +
αx2 − 3βx + 1 να παρουσιάζει στα σημεία x1 = 1 και x2 = 3 ακρότατα.

■

Λύση
Η συνάρτηση f (x) = 3lnx + αx2 − 3βx + 1 έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞).
Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) = 3

x + 2αx − 3β. Η
f είναι παραγωγίσιμη στα εσωτερικά σημεία x1 = 1 και x2 = 3 και για να
παρουσιάζει στα σημεία αυτά ακρότατα πρέπει καταρχήν από το θεώρημα
Fermat να είναι:{

f ′(1) = 0
f ′(3) = 0

⇔
{

3 + 2α − 3β = 0
1 + 6α − 3β = 0

⇔
{

α = 1
2

β = 4
3

Με α = 1
2 και β = 4

3 έχουμε f (x) = 3lnx + 1
2 x2 − 4x + 1 και f ′(x) = 3

x + x − 4 =
x2−4x+3

x . Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 3 +∞

+ 0 − 0 +

Πράγματα με α = 1
2 και β = 4

3 η f παρουσιάζει στο σημείο x1 = 1 τοπικό
μέγιστο και στο σημείο x2 = 3 τοπικό ελάχιστο.

Πρόβλημα 4.24 Να βρείτε για ποιες τιμές του α, 0 < α ̸= 1 η συνάρτηση
f (x) = αx − x έχει ακρότατα.

■

Λύση
Η συνάρτηση f (x) = αx − x έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παραγω-
γίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = αx ln a − 1.

• Αν 0 < α < 1 ⇔ lnα < 0 τότε είναι f ′(x) < 0 και για κάθε x ∈ R και η f
δεν έχει ακρότατα.

• Αν α > 1 ⇔ lnα > 0. Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται
στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ loga(
1

lna ) +∞

− 0 +

Η f παρουσιάζει στο σημείο x0 = loga(1/ ln a) τοπικό ελάχιστο όταν α > 1.
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Πρόβλημα 4.25 Να βρείτε τα α, β ∈ R ώστε η συνάρτηση f (x) = α ln x +
(β2 + 2)x − 3 να παρουσιάζει στο σημείο x0 = 1 τοπικό ελάχιστο ίσο με 3.

■

Λύση
Η συνάρτηση f (x) = α ln x + (β2 + 2)x − 3 έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞).
Η f είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) = α

x + β2 + 2. Η f
είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x0 = 1 και για να παρουσιάζει η f
ακρότατο στο x0 = 1 ίσο με 3 πρέπει καταρχήν από το θεώρημα Fermat να
ισχύει: {

f ′(1) = 0
f (1) = 3

⇔
{

α + β2 + 2 = 0
β2 + 2 − 3 = 3

⇔
{

α = −6
β = 2β = −2

Με α = −6 και β = ±2 έχουμε f (x) = −6lnx + 6x − 3 και f ′(x) = − 6
x + 6. Το

πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞

− 0 +

Πράγματι με α = −6 και β = ±2 η f παρουσιάζει στο σημείο x0 = 1 τοπικό
ελάχιστο το f (1) = 3.

Πρόβλημα 4.26 Να δείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = α2x4 − βx3 +γx2 + δx− 5
με α ̸= 0 δεν έχει τρία διαφορετικά ακρότατα όταν 3β2 < 8α2γ.

■

Λύση
Η συνάρτηση f (x) = α2x4 − βx3 + γx2 + δx − 5 έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι:

f ′(x) = 4α2x3 − 3βx2 + 2γx + δ και f ′′(x) = 12α2x2 − 6βx + 2γ.

Υποθέτουμε ότι η f παρουσιάζει στα σημεία ξ1 < ξ2 < ξ3 τοπικά ακρότατα.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στα εσωτερικά σημεία ξ1, ξ2, ξ3 και παρου-
σιάζει ακρότατα σε αυτά, σύμφωνα με το θεώρημα Fermat ισχύει f ′(ξ1) =
f ′(ξ2) = f ′(ξ3) = 0.
Η συνάρτηση f ′ ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle στα δια-
στήματα [ξ1, ξ2] και [ξ2, ξ3]. Επομένως υπάρχουν κ1 ∈ (ξ1, ξ2) και κ2 ∈ (ξ2, ξ3)
τέτοιο ώστε f ′′(κ1) = f ′′(κ2) = 0 άτοπο διότι η εξίσωση f ′′(x) = 0 ⇔
12α2x2 − 6βx + 2γ = 0 είναι αδύνατη αφού είναι ∆ = 12(3β2 − 8α2γ) < 0.
Άρα η f δεν έχει τρία ακρότατα.
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Ασκήσεις προς λύση
1. Έστω η συνάρτηση f (x) = x3 + αx2 + 2βx + 3. Να βρείτε τα α, β ∈ R

ώστε η f να έχει στα σημεία x1 = 1 και x2 = 2 τοπικά ακρότατα.

2. Για ποια τιμή των α, β ∈ R η συνάρτηση f (x) = α ln x + βx2 + 3x + 1
παρουσιάζει στα σημεία x1 = 1 και x2 = 2 τοπικά ακρότατα.

3. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = αx2 + (α2 − 3)x + 7. Να βρείτε τα α, β ∈ R
ώστε η f να έχει τοπικό μέγιστο στο σημείο x0 = 1.

4. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 + (α2 + 1)x + α + 6. Να βρείτε το α ∈ R
ώστε η f να παρουσιάζει στο σημείο x0 = −1 τοπικό ακρότατο ίσο με
4.

5. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = αηµx + 1
2 συν2x. Να βρείτε το α ∈ R ώστε η

f να παρουσιάζει στο σημείο x0 = π
6 τοπικό ακρότατο. Μετά να βρείτε

όλα τα τοπικά ακρότατα της f .

6. Για ποιες τιμές των α, β ∈ R η συνάρτηση f (x) = x2eα−βx παρουσιάζει
στο σημείο x0 = 2 τοπικό μέγιστο ίσο με 4e−2.

7. Αν η συνάρτηση f (x) = x4 − 2x2 + α παρουσιάζει στα σημείο x1, x2, x3 το-
πικά ακρότατα να δείξετε ότι το τρίγωνο με κορυφές τα σημεία A(x1, f (x1)),
B(x2, f (x2)), Γ(x3, f (x3)) είναι ορθογώνιο και ισοσκελές και κατόπιν να
βρείτε το εμβαδόν του.

8. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2x3 − 3x2 + 6αx + β, όπου x ∈ R και α, β
πραγματικοί αριθμοί. Η συνάρτηση f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο το
98 στο σημείο x0 = −2.
(α) Να αποδείξετε ότι α = −6 και β = 54.
(β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.
(γ) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f (x) = 0.

9. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = α ln x
x + β

√
x − 1.

(α) Να βρείτε τα α, β ∈ R ώστε η f να έχει ελάχιστο το f (1) = 3.
(β) Στη συνέχεια να δείξετε ότι υπάρχουν δύο μοναδικά ξ1 ̸= ξ2 τέτοια
ώστε f (ξ1) = f (ξ2) = 1997.

10. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = eax − ax + 8, a ̸= 0 παρουσιάζει
ελάχιστο στη θέση x0 = 0.

Μέθοδος 4.6 — Απόδειξη ανισότητας μιας ή δύο μεταβλητών . Για να
αποδείξουμε μία ανίσωση όπως έχουμε είδη πει στην προηγούμενη
παράγραφο μεταφέρουμε όλους τους όρους στο πρώτο μέλος και θέ-
τουμε καινούργια συνάρτηση της οποίας βρίσκουμε την μονοτονία και
τα ακρότατα. Το είδος του ακρότατου της συνάρτησης μας οδηγεί στην
απόδειξη της ανίσωσης
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Πρόβλημα 4.27 Να αποδειχτούν οι ανισώσεις:
(α) ex ≥ ex για κάθε x ∈ R
(β) (1 + x)1+x ≥ ex για κάθε x > −1

(γ) ϵϕx + σϕx ≥ 2 για κάθε 0 < x < π
2

(d)
■

Λύση
(α) Θεωρούμε την συνάρτηση f (x) = ex − ex με πεδίο ορισμού το A = R .
Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R με f ′(x) = ex − e. Στον παρακάτω
πίνακα φαίνονται το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f .

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

− 0 +

Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση παρουσιάζει ελάχιστο στο x0 = 1 με τιμή
f (1) = 0. Άρα από τον ορισμό του ελάχιστου έχουμε ότι για κάθε x ∈ R
ισχύει:

f (x) ≥ f (1) ⇔ ex − ex ≥ 0 ⇔ ex ≥ ex

(β) Αρκεί να δείξουμε ότι:

(1 + x)1+x ≥ ex ⇔ ln(1 + x)1+x ≥ ln ex ⇔ (1 + x) ln(1 + x)− x ≥ 0

Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = (1 + x) ln(1 + x) − x με πεδίο ορισμού το
A = (−1,+∞). Η f είναι παραγωγίσιμη στο A με f ′(x) = ln(1+ x). Το πρόσημο
της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα.

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 +∞

− 0 +

Η συνάρτηση f παρουσιάζει ελάχιστο στο x0 = 0 με τιμή f (0) = 0. Άρα από
τον ορισμό του ελάχιστου προκύπτει ότι για κάθε x > −1 ισχύει:

f (x) ≥ f (0) ⇔ (1 + x) ln(1 + x)− x ≥ 0 ⇔ ln(1 + x)(1+x) ≥ ln ex ⇔
(1 + x)(1+x) ≥ ex

(γ) Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = ϵϕx+ σϕx− 2 με πεδίο ορισμού το A(0, π
2 ).

Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο A με

f ′(x) = 1
συν2x − 1

ηµ2x = (ηµx−συνx)(ηµx+συνx)
ηµ2xσυν2x
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Το πρόσημο της f ′ επηρεάζεται μόνο από την παράσταση ηµx − συνx.
ηµx − συνx = 0 ⇔ ηµx = συνx ⇔ x = π

4

Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

0 π
4

π
2

− 0 +

Η συνάρτηση f παρουσιάζει στο x0 = π
4 ελάχιστο με τιμή f (π

4 ) = 0. Από τον
ορισμό του ελάχιστου έχουμε ότι για κάθε x ∈ (0, π

2 ) ισχύει:

f (x) ≥ f (π
4 ) ⇔ ϵϕx + σϕx − 2 ≥ 0 ⇔ ϵϕx + σϕx ≥ 2

Πρόβλημα 4.28 Αν y > 0 και x ∈ R, να αποδείξετε ότι xy ≤ ex−1 + y ln y.
■

Λύση
Για τυχαίο (σταθερό) y > 0, θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = xy − ex−1 − y ln y
με πεδίο ορισμού το x ∈ R. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη με f ′(x) =
y − ex−1.
Επίσης είναι:

f ′(x) ≥ 0 ⇔ y − ex−1 ≥ 0 ⇔ ex−1 ≤ y ⇔ x − 1 ≤ ln y ⇔ x ≤ 1 + ln y

Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνεται στον παρακάτω πίνακα.

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 + lny +∞

+ 0 −

Η συνάρτηση f παρουσιάζει μέγιστο στο σημείο x0 = 1 + ln y με τιμή:

f (1+ ln y) = (1+ ln y)y− e1+ln y−1 − y ln y = y+ y ln y− eln y − y ln y = y− y = 0

Από τον ορισμό του μέγιστου έχουμε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει ότι:

f (x) ≤ f (1 + ln y) ⇔ xy − ex−1 − y ln y ≤ 0 ⇔ xy ≤ ex−1 + y ln y
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Πρόβλημα 4.29 Να βρείτε την ελάχιστη τιμή του α > 0, ώστε για κάθε x ∈ R
να ισχύει 1 + x

ex ≤ α.
■

Λύση
Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = 1 + x

ex με πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = 1−x

ex . Το πρόσημο της f ′ και
η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

+ 0 −

• Για κάθε x ∈ (−∞, 1] ισχύει:

x ≤ 1 ⇔ f ↑ f (x) ≤ f (1)

• Για κάθε x ∈ [1,+∞ ισχύει:

x ≥ 1 ⇔ f ↓ f (x) ≤ f (1)

Επομένως για κάθε x ∈ R ισχύει f (x) ≤ f (1) ⇔ 1+ x
ex ≤ 1+ 1

e . Άρα η ελάχιστη
τιμή του α για την οποία ισχύει 1 + x

ex ≤ α είναι α = 1 + 1
e .

Ασκήσεις προς λύση
1. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f (x) = xex βρίσκεται πάνω

από τη γραφική παράσταση της g(x) = ex − 2.

2. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f (x) = ln x και η γραφική
παράσταση της g(x) = 2 − 2x τέμνονται σε ένα μόνο σημείο.

3. (α) Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει xex − ex + e > 0.
(β) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R
ισχύει η σχέση ln[ f 2(x) + 1] = x(ex + e)− 2ex, να δείξετε ότι η f δεν έχει
ακρότατα.

4. Να δείξετε ότι:
(α) x2 ≥ 2lnx + 1 για κάθε x > 0
(β) 2

√
x ≥ 3 − 1

x για κάθε x > 0
(γ) συνx > 1 − 1

2 x2 για κάθε x < 0

(δ) ex ≥ x2 + 1 για κάθε x ≥ 0
(ε) 4e2x > 4 + x2 για κάθε x > 0
(στ) ex > 1

x+1 για κάθε x > 0

5. Να δείξετε ότι:

(α) 1 − x < e−x < 1 − x + x2

2 για κάθε x > 0

(β) 1 + x + x2

2 < ex < 1 + x + x2

2 ex για κάθε x > 0
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6. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = (x − 2)ex + κx + e, κ > 1.
(α) Να αποδείξετε ότι f ′(x) ≥ κ − 1 για κάθε x ∈ R.
(β) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο R.
(γ) Να λύσετε την f (x) = κ.

7. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ln x − α
x + α με x > 0. Αν f (x) ≥ 0 για κάθε

x > 0 τότε:
(α) να αποδείξετε ότι α = −1,
(β) να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα.
(γ) να λύσετε την εξίσωση x ln x + 1 = x με x > 0

(δ) να λύσετε την ανίσωση

ln(2x2 + 2)− 1
x2+3 > ln(x2 + 3)− 1

2x2+2

8. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2
√

x − ln x.
(α) Να δείξετε ότι η f έχει ελάχιστο.
(β) Να δείξετε ότι f (x) > 0 για κάθε x ∈ (0,+∞).

(γ) Να δείξετε ότι ln x
x < 2√

x για κάθε x ∈ (0,+∞).

9. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x − λ − ln x, λ ∈ R .
(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού και την παράγωγο της f .
(β) Να βρείτε τα ολικά ακρότατα της f .
(γ) Να αποδείξετε ότι ln x ≤ x

e για κάθε x > 0 και lim
x→+∞

f (x) = +∞.

(δ) Να βρείτε για τις διάφορες τιμές του λ ∈ R το πλήθος των ριζών της
εξίσωσης ln x = x − λ.

10. Δίνεται η συνάρτηση f (x) =
√

x ln x − x + 1.
(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού και την παράγωγο της f .
(β) Να αποδείξετε ότι ln x + 2 ≤ 2

√
x για κάθε x > 0.

(γ) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία.
(δ) Να αποδείξετε ότι ln x < x−1√

x για κάθε x > 1.

11. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ln( x
α )−

x
α + 1 με α > 0.

(α) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα.
(β) Να βρείτε το πρόσημο της f .
(γ) Να λύσετε την εξίσωση ln( x

α ) =
x
α − 1.

(δ) Αν ln( x
α ) ≤

βx
α − β για κάθε x > 0, να βρείτε την τιμή του β.
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12. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x ln x − λx + 1, λ ∈ R.
(α) Να βρείτε την ελάχιστη τιμή της f

(β) Να βρείτε την μεγαλύτερη τιμή του λ για την οποία ισχύει x ln x ≥
λx − 1 για κάθε x ∈ (0,+∞).

13. Έστω f : R → R μια παραγωγίσιμη συνάρτηση για την οποία ισχύει:
ηµ f (x) = 5 f (x) + 4x2, για κάθε x ∈ R.
(α) Να αποδείξετε ότι f (0) = 0

(β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.
(γ) Να δείξετε ότι f (x) ≤ 0 για κάθε x ∈ R.

14. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = xλ − ln x, λ > 0

(α) Να βρείτε την ελάχιστη τιμή της f .
(β) Να βρείτε την μικρότερη τιμή του λ για την οποία ισχύει xλ ≥ ln x
για κάθε x > 0.
(γ) Να βρείτε την τιμή του λ για την οποία η ελάχιστη τιμή της f γίνεται
μέγιστη.

15. (α) Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της συνάρτησης f (x) = xe
1
x .

(β) Να αποδείξετε ότι για κάθε x > 0 ισχύει xx ≥ ex−1.

16. Να βρείτε την ελάχιστη τιμή του α ∈ R ώστε για κάθε x ∈ R να ισχύει
αex ≥ x.

17. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 1√
x − α

x με α > 0. Να δείξετε ότι υπάρχει
ξ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x > 0 να ισχύει f (x) ≤ f (ξ).

18. (α) Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει: e2x

2e ≥ xe.

(β) Αν α > 0 και για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει α2x

2α ≥ xα να δείξετε ότι
α = e.

Μέθοδος 4.7 — Εύρεση πλήθους ριζών παραμετρικών εξισώσεων. Για να
βρούμε το πλήθος των ριζών μιας παραμετρικής εξίσωσης με παράμετρο
α κάνουμε τα εξής:

• Λύνουμε την εξίσωση ως προς α και προκύπτει έστω ότι: f (x) = α.

• Βρίσκουμε τα διαστήματα μονοτονίας 1, 2, . . . , ν της f και τα σύνολα
των τιμών της f (1), f (2), . . . , f (ν).

• Βάζουμε κατά αύξουσα σειρά τα άκρα των διαστημάτων
f (1), f (2), . . . , f (ν) π.χ L1, α1, α2, . . . αν, Lν όπου L1, L2 μπορεί να εί-
ναι τα −∞,+∞.
Διακρίνουμε περιπτώσεις για το α
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α < α1, α = α1, α1 < α < α2, α = α2 κ.ο.κ

Και βρίσκουμε σε ποια f (i) ανήκει το α

Αν α ∈ f (i) τότε η εξίσωση έχει ακριβώς μία ρίζα στο i

Αν α /∈ f (i) τότε η εξίσωση δεν έχει καμία ρίζα στο i

Πρόβλημα 4.30 Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 2lnx − 1 +
αx2 = 0 για τις διάφορες τιμές του α > 0.

■

Λύση
Για τα x > 0 έχουμε ότι:

2lnx − 1 + αx2 = 0 ⇔ αx2 = 1 − 2lnx ⇔ α = 1−2lnx
x2

Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) = 1−2lnx
x2 για x > 0. Η f είναι παραγωγίσιμη με

f ′(x) = − 2
x x2−2x(1−2lnx)

x4 = −2x−2x+4x ln x
x4 = 4(ln x−1)

x3 .

Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα.

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 e +∞

− 0 +

Θα βρούμε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f .

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

1 − 2lnx
x2 = 0

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

1 − 2lnx
x2 = +∞

Στο A1 = (0, e] η f ↓ άρα f (A1) = [ f (e), lim
x→0+

f (x) = [− 1
e2 ,+∞)

Στο A2 = (e,+∞) η f ↑ άρα f (A2) = ( lim
x→e+

f (x), lim
x→+∞

f (x)) = (− 1
e2 , 0)

• Εάν α = − 1
e2 τότε το α ∈ f (A1) οπότε η f (x) = α έχει μία ρίζα.

• Εάν − 1
e2 < α < 0 τότε το α ∈ f (A1) και α ∈ f (A2) οπότε η f (x) = α έχει

δύο ρίζες.

• α = 0 τότε το α ∈ f (A1) οπότε η f (x) = α έχει μία ρίζα.

• α > 0 τότε το α ∈ f (A1) οπότε η f (x) = α έχει μία ρίζα.
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Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών των εξισώσεων

(α) x3 − 3x − 1 = 0
(β) x2 = συνx + xηµx

(γ) x2 = συνx, x ∈ (−π, π)
(δ)

2. Έστω η συνάρτηση f (x) = x
x2+1 .

(α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρό-
τατα.
(β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της.
(γ) Να δείξετε ότι η εξίσωση (x2 + 1)2 = x δεν έχει καμία ρίζα.

3. Έστω μια συνάρτηση f : R → R με f ′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ R . Αν η
f ′ είναι συνεχής να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f (e−x) =
f (x + α).

4. Έστω μια συνάρτηση f : R → R με f ′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ R . Αν η f ′

είναι συνεχής να λύσετε την εξίσωση: f (συνx)− f (2 − x2) = 0.

5. Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f (x) = 2ln(x+
1) και g(x) = 2ex − 2 τέμνονται μόνο σε ένα σημείο. Στην συνέχεια να
δείξετε ότι σε αυτό το σημείο έχουν κοινή εφαπτομένη.

6. Να δείξετε ότι:

(α) Η συνάρτηση f (x) = x3−4x
x2−1 είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από

τα διαστήματα του πεδίου ορισμού της και να βρείτε το σύνολο τιμών
της σε καθένα από τα διαστήματα αυτά.
(β) Η εξίσωση x3 − αx2 − 4x + α = 0 είναι ισοδύναμη με την f (x) = α και
στη συνέχεια ότι έχει τρεις πραγματικές ρίζες για κάθε α ∈ R.

7. Για τις διάφορες τιμές του α ∈ R να βρείτε το πλήθος των ριζών της
εξίσωσης x3 − 3x2 − α = 0.

8. Έστω η συνάρτηση f (x) = x2 + συνx + α, α ∈ R.
(α) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.
(β) Για τις διάφορες τιμές του α ∈ R, να βρείτε το πλήθος των ριζών της
εξίσωσης x2 + συνx + α = 0

9. Δίνεται η εξίσωση x3 − 3x + α = 0. Να βρείτε τις τιμές του α ∈ R, ώστε
η εξίσωση να έχει μία ακριβώς ρίζα στο (−1, 1).

10. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = −2x3 + 6x + λ, λ ∈ R.
(α) Να βρείτε το σύνολο τιμών της.
(β) Αν λ ∈ (−4, 4), να αποδείξετε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει ακριβώς
μία ρίζα στο διάστημα (−1, 1).
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11. Δίνεται η εξίσωση x2007 + 2007x − λ = 0, λ ∈ R. Να βρείτε το σύνολο
τιμών της παραμέτρου λ, ώστε η εξίσωση να έχει ακριβώς μία ρίζα στο
(0, 1).

Μέθοδος 4.8 — Εύρεση ακρότατου από συναρτησιακές σχέσεις. Μια συ-
νάρτηση παρουσιάζει ακρότατο για x = x0 την τιμή g(x0) όταν: g′(x0) =
0 και εκατέρωθεν του x0 η g′(x) αλλάζει πρόσημο.

Πρόβλημα 4.31 Αν για τη συνάρτηση g : R → R∗ ισχύει g′(x)+ (x− 2)g2(x) =
0 (1), για κάθε x ∈ R, να δείξετε ότι το g(2) είναι τοπικό μέγιστο.

■

Λύση
Θα πρέπει η τιμή x = 2 να είναι ρίζα της g′(x) = 0 και επιπλέον, εκατέρωθεν
του 2, η g′(x) να αλλάζει πρόσημο.
Για x = 2 η σχέση (1) γίνεται: g′(2) + (2 − 2)g2(2) = 0 ⇔ g′(2) = 0.
Επίσης η σχέση (1) γίνεται:
g′(x) + (x − 2)g2(x) = 0 ⇔ g′(x) = (2 − x)g2(x) και επειδή η g2(x) > 0 το
πρόσημο της g εξαρτάται από το πρόσημο του (2 − x).
Έτσι η g′(x) > 0 για x < 2 και g′(x) < 0 για x > 2, δηλαδή η g′(x) αλλάζει
πρόσημο εκατέρωθεν του 2 και το g(2) είναι τοπικό μέγιστο.

Ασκήσεις προς λύση
1. Έστω μια συνάρτηση f : (0,+∞) → R με f (x) > 0 για κάθε x > 0 η οποία

είναι παραγωγίσιμη και ισχύει ln f (x) + e f (x) = 2x ln x − 3x + 2
√

e + e για
κάθε x > 0. Να μελετήσετε της f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

2. Έστω μια συνάρτηση f : R → R, η οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύει
f 3(x) + f (x) = ex − x + 1 για κάθε x ∈ R. Να εξετάσετε την f ως προς
την μονοτονία και τα ακρότατα.

3. Έστω η συνάρτηση f : [0, 2] → R για την οποία ισχύει για κάθε x ∈ [0, 2],
f (x) = f (2 − x) και f ′′(x) ̸= 0.
(α) Να λύσετε την εξίσωση f ′(x) = 0

(β) Αν η f ′′ είναι συνεχής στο [0, 2] και f (0) > f (1) να μελετήσετε την f
ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

4. Έστω μια συνάρτηση f : R → R η οποία είναι παραγωγίσιμη με συνεχή
πρώτη παράγωγο και ισχύει f ′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ R. Να λύσετε την
εξίσωση f (2συνx)− f (2 − x2) = 0.

5. Έστω η συνάρτηση f : R → R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
για την οποία ισχύει: 2 f (x2)− f 2(x) ≥ 1 για κάθε x ∈ R.
Να αποδείξετε ότι:
(α) η f δεν αντιστρέφεται,
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(β) η f έχει ένα τουλάχιστον κρίσιμο σημείο x0,
(γ) οι εφαπτόμενες της C f στα σημεία A(0, f (0)), B(1, f (1)) είναι παράλ-
ληλες,
(δ) υπάρχουν δύο τουλάχιστον σημεία της γραφικής παράστασης της f ′

στα οποία οι εφαπτόμενες τους είναι παράλληλες στον άξονα x′x.

Επιπλέον ασκήσεις
1. Δίνεται συνάρτηση f , δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α, β] με f (α) =

f (β) = λ > 0 και f ′′(x) > 0, για κάθε x ∈ (α, β). Να αποδείξετε ότι
f (x) < λ, για κάθε x ∈ [α, β].

2. Έστω η συνάρτηση f (x) = αx3 + βx2 + γx + δ με α ̸= 0. Αν η εξίσωση
f (x) = 0 έχει τρεις ρίζες, τις ρ1 < ρ2 < ρ3, να δείξετε ότι:
(α) β2 > 3αγ

(β) Η συνάρτηση f έχει ένα τοπικό ελάχιστο και ένα τοπικό μέγιστο.

3. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση f (x) = (x − 1)ex − (x + 1)e−x, x ∈
[−2, 2] τέμνει τον άξονα x′x σε δύο μόνο σημεία.

4. Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R
ισχύει f ′′(x) < 0. Αν f (α) = f ′(α) = 0, να δείξετε ότι f (x) < 0 για κάθε
x ̸= α.

5. Η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει η
σχέση 3 f ′(x) = 3 f (x) + x − 2. Αν f (0) = 1 να βρείτε τον τύπο της f και
κατόπιν να εξετάσετε τη μονοτονία της.

6. Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0, 2) με f ′′(x) > 0,
για κάθε x ∈ (0, 2) και f ′(1) = 0. Να αποδείξετε ότι:
(α) f ′(0) < 0 < f ′(2)

(β) f (x) ≥ f (1), για κάθε x ∈ (0, 2).

7. Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f , g : [α, β] → R, για τις οποίες
ισχύει ότι f ′(x) < g′(x), για κάθε x ∈ (α, β) και f (β) = g(β). Να αποδεί-
ξετε ότι η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τη γραφική
παράσταση της g στο διάστημα (α, β).

8. Δίνεται συνάρτηση g, παραγωγίσιμη στο R για την οποία ισχύει g′(x) >
5x4, για κάθε x > 0. Να υπολογίσετε το lim

x→+∞
g(x).

9. Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f : [α, α + 1] → (0,+∞),
α > 1. Αν ισχύει 2x · f ′(x) = f (x)− x2 f ′′(x) ln x, για κάθε x ∈ (α, α + 1)
και f (α + 1) > f (α), να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f (x) ln x
είναι γνησίως αύξουσα στο [α, α + 1].

10. Δίνεται συνάρτηση g, παραγωγίσιμη στο [−ρ, ρ], με g′ γνησίως αύξουσα
στο διάστημα αυτό. Να αποδείξετε ότι g(x) < (x + ρ)g′(ρ) + g(−ρ)
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11. Δίνεται συνάρτηση f τρεις φορές παραγωγίσιμη στο [α, β] με α < β <
0, για την οποία ισχύει ότι f ′(α) = f ′(β) = β, f (α) = 2α, f (β) = β
και f ′′′(x) > 0 για κάθε x ∈ (α, β). Να βρείτε το σύνολο τιμών της
συνάρτησης g(x) = f (x)− βx.

12. Δίνεται συνάρτηση f , δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α, β], η οποία δεν
παρουσιάζει ακρότατο στο α και β. Να αποδείξετε ότι υπάρχει x0 ∈
(α, β) τέτοιο, ώστε f ′′(x0) = 0

13. Δίνεται συνάρτηση f , ορισμένη στο R, με συνεχή πρώτη παράγωγο, για
την οποία ισχύουν οι σχέσεις f (x) = − f (2 − x) και f ′(x) ̸= 0, για κάθε
x ∈ R.
(α) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως μονότονη.
(β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει μοναδική ρίζα.
(γ) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συ-
νάρτησης g(x) = f (x)

f ′(x) , στο σημείο που τέμνει τον άξονα x′x, σχηματίζει
με αυτόν γωνία 45.

14. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:
(α) 3x + 2x = 5x − 4x

(β) 10x − 9x = 8x − 7x
(γ) x + 2x = 3x

(δ)

15. Δίνεται συνάρτηση f , δύο φορές παραγωγίσιμη στο R με f (x) > 0 και
f ′′(x) f (x)− ( f ′(x))2 > 0, για κάθε x ∈ R. Να αποδείξετε ότι:

(α) Η συνάρτηση f ′
f είναι γνησίως αύξουσα.

(β) Για κάθε x1, x2 ∈ R ισχύει f ( x1+x2
2 ) ≤

√
f (x1) f (x2)

16. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση g : (0,+∞) → R. Αν η συνάρτηση
f (x) = x · g′(x),με x > 0, είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,+∞), να δείξετε
ότι για κάθε x > 0 ισχύει g(x) + g( 1

x ) ≤ 2g(1).

17. Δίνεται συνάρτηση f , παραγωγίσιμη στο R, για την οποία ισχύουν οι
σχέσεις ex−1 f (x) ≤ x2 − 2, x ∈ R και f (1) = −2. Να βρείτε την εξίσωση
της εφαπτομένης της C f στο σημείο A(1,−2) .

18. Δίνεται η τρεις φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R, για την οποία
ισχύει: 2 f (x) ≥ f (3) + f (4), x ∈ R. Να αποδείξετε ότι:
(α) f (3) = f (4)

(β) Υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈ (3, 4) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της
γραφικής παράστασης της f ′ στο σημείο M(ξ, f ′(ξ)) να είναι παράλληλη
στον άξονα x′x.



5. Μελέτη συνάρτησης

5.1 Κυρτότητα-σημεία καμπής
Οι πληροφορίες που μας δίνει το πρόσημο της πρώτης παραγώγου μιας συ-
νάρτησης, μας βοηθάει για να δούμε κατά πόσο η συνάρτηση είναι αύξουσα
ή φθίνουσα. Η πληροφορία αυτή δεν είναι όμως ικανή να μας πει τίποτα για
την κυρτότητα της συνάρτηση αυτής.
Για να εξετάσουμε την κυρτότητα μιας καμπύλης ας δούμε για παράδειγμα την
συμπεριφορά των εφαπτόμενων γραμμών πάνω στις καμπύλες που δίνονται
στα παρακάτω δύο σχήματα (α) και (β).

Η καμπύλη του σχήματος (α) βρίσκετε κάτω από τις εφαπτόμενες γραμμές και
λέμε ότι στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω. Καθώς το x αυξάνει, το πρόσημο
της f ′(x) ελαττώνεται. Σε αντίθεση η καμπύλη του σχήματος (β) βρίσκετε
πάνω από τις εφαπτόμενες γραμμές και λέμε ότι στρέφει τα κοίλα προς τα
πάνω. Καθώς το x αυξάνει, το πρόσημο της f ′(x) αυξάνει.



334 Κεφάλαιο 5. Μελέτη συνάρτησης

Ορισμός 5.1.1 — Κυρτότητα. Έστω μια συνάρτηση f (x) συνεχής σε ένα διά-
στημα ∆ και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του ∆. Θα λέμε ότι:

• Η συνάρτηση f (x) στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω ή είναι κυρτή στο
∆ εάν η f ′(x) είναι αύξουσα στο εσωτερικό του ∆.

• Η συνάρτηση f (x) στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο
∆ εάν η f ′(x) είναι φθίνουσα στο εσωτερικό του ∆.

Αφού η f ′′(x) είναι η παράγωγος της f ′(x) έπεται ότι η f ′(x) θα αυξάνεται
στο ανοικτό διάστημα (α, β) εάν η f ′′(x) > 0 για όλα τα x ∈ (α, β) και η
f ′(x) θα ελαττώνεται στο ανοικτό διάστημα (α, β) εάν η f ′′(x) < 0 για όλα
τα x ∈ (α, β).
Η μελέτη μιας συνάρτησης ως προς τα κοίλα και κυρτά διευκολύνεται με την
βοήθεια του επόμενου θεωρήματος που είναι άμεση συνέπεια του προηγού-
μενου ορισμού και του θεωρήματος της μονοτονίας μιας συνάρτησης.

Θεώρημα 5.1.1 Έστω μια συνάρτηση f (x) συνεχής στο διάστημα ∆ και δύο
φορές παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του ∆.

• Αν f ′′(x) > 0 για κάθε εσωτερικό σημείο του ∆ τότε η συνάρτηση f (x)
είναι κυρτή στο ∆.

• Αν f ′′(x) < 0 για κάθε εσωτερικό σημείο του ∆ τότε η συνάρτηση f (x)
είναι κοίλη στο ∆.

Υπάρχουν όμως και σημεία στην γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f (x)
(Βλέπε στο παρακάτω σχήμα) στα οποία η κυρτότητα της συνάρτησης αλλά-
ζει. Στα σημεία αυτά θα λέμε ότι η γραφική παράσταση της f (x) «κάμπτεται».
Τα σημεία αυτά ονομάζονται σημεία καμπής.

Ορισμός 5.1.2 — Σημείο καμπής. Έστω μια συνάρτηση f (x) παραγωγίσιμη
στο διάστημα (α, β) και x0 ∈ (α, β). Αν

• Η συνάρτηση f (x) είναι κυρτή στο (α, x0) και κοίλη στο (x0, β) ή
αντιστρόφως και
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• Η καμπύλη της συνάρτησης f (x) έχει εφαπτομένη στο σημείο A(x0, f (x0))

Τότε το σημείο A(x0, f (x0)) ονομάζεται σημείο καμπής της γραφικής πα-
ράστασης της συνάρτησης f (x).

5.1.1 Ερωτήσεις σωστού - λάθους και πολλαπλής επιλογής
A. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με σωστό (Σ) ή λάθος (Λ).

1. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και δύο φορές
παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του Δ με f ′′(x) > 0 για κάθε εσωτερικό
σημείο xτου Δ, τότε η f είναι κυρτή στο Δ.

2. Αν μια συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R και στρέφει
τα κοίλα προς τα πάνω , τότε κατ΄ ανάγκην θα ισχύει f ′′(x) > 0 για
κάθε x ∈ R.

3. Αν η συνάρτηση f είναι κυρτή σε ένα διάστημα Δ , τότε η εφαπτομένη
της γραφικής παράστασης της f σε κάθε σημείο του Δ βρίσκεται ”πάνω”
από τη γραφική της παράσταση .

4. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα(α, β) με εξαίρεση
ίσως ένα σημείο του x0 και είναι κυρτή στο (α, x0) και κοίλη στο (x0, β)
ή αντιστρόφως , τότε το σημείο (x0, f (x0)) είναι υποχρεωτικά σημείο
καμπής της γραφικής παράστασης της f .

5. Αν μια συνάρτηση f είναι κοίλη σε ένα διάστημα Δ, τότε η εφαπτομένη
της γραφικής παράστασης της f σε κάθε σημείο του Δ βρίσκεται κάτω
από τη γραφική παράσταση, με εξαίρεση το σημείο επαφής του.

6. Έστω μία συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και παραγωγί-
σιμη στο εσωτερικό του Δ. Θα λέμε ότι: Η συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα
προς τα πάνω ή είναι κυρτή στο Δ , αν η f ′ είναι γνησίως φθίνουσα στο
εσωτερικό του Δ.

B. Στις παρακάτω προτάσεις να επιλέξετε την σωστή απάντηση.

1. Έστω μια συνεχής συνάρτηση f , η οποία στρέφει τα κοίλα προς τα άνω
σ’ ένα διάστημα Δ. Τότε καθώς το x αυξάνει, η κλίση της C f

Α. αυξάνει
B. ελαττώνεται
Γ. μένει σταθερή

Δ. είναι μηδέν
E. δεν μπορούμε να απαντήσουμε

2. Αν μια συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιμη και στρέφει τα κοίλα
προς τα άνω σ’ ένα διάστημα Δ, τότε
Α. f ′′(x) > 0, για κάθε x ∈ ∆
Β. f ′′(x) < 0, για κάθε x ∈ ∆

Γ. f ′′(x) ≥ 0, για κάθε x ∈ ∆
Δ. f ′′(x) ≤ 0, για κάθε x ∈ ∆

Ε. δεν μπορούμε να αποφανθούμε για το πρόσημο της f ′′(x) στο Δ
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3. H γραφική παράσταση C f ′ της παραγώγου μιας συνάρτησης φαίνεται
στο παραπάνω σχήμα. Η γραφική παράσταση της f μπορεί να είναι

4. Στο σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της f ′ μιας συνάρτησης f
στο R. Τότε για τη συνάρτηση f ισχύει
Α. στο διάστημα [−2, 0] η συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω
Β. στο διάστημα [1, 3] ισχύει f ′′(x) = 0

Γ. στο διάστημα [0, 1] η f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω
Δ. στο διάστημα [−2, 1] η f είναι γνησίως φθίνουσα
E. όλα τα παραπάνω

5.1.2 Μεθοδολογίες για την επίλυση ασκήσεων

Μέθοδος 5.1 — Εύρεση κυρτότητας συναρτήσεων. Για να βρούμε τα ση-
μεία καμπής της C f και σε ποια διαστήματα η f είναι κυρτή και κοίλη
βρίσκουμε το πρόσημο της f ′′ και εφαρμόζουμε τα συμπεράσματα της
πρότασης 1. Το εσωτερικό σημείο x0 είναι θέση σημείου καμπής της C f
όταν εκατέρωθεν του x0 η f ′′ αλλάζει πρόσημο και η C f έχει εφαπτομένη
στο σημείο P(x0, f (x0)).
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Πρόβλημα 5.1 Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρτή ή κοίλη
και να προσδιορίσετε αν υπάρχουν τα σημεία καμπής της C f όταν:
(α) f (x) = x3 − 3x2 + x
(β) f (x) = x4 − 8x3 + 18x2 + 12x + 1

(γ) f (x) = x
ex

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = x3 − 3x2 + x έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η συ-
νάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι f ′(x) =
3x2 − 6x + 1 και f ′′(x) = 6x − 6 = 6(x − 1). Το πρόσημο της f ′′ φαίνεται στον
πίνακα:

x

f ′′

f

−∞ 1 +∞

− 0 +

• Η f είναι κοίλη στο (−∞, 1] και κυρτή στο [1,+∞).

• Το σημείο P(1, f (1) = −1) είναι σημείο καμπής της C f .

(β) Η συνάρτηση f (x) = x4 − 8x3 + 18x2 + 12x + 1 έχει πεδίο ορισμού το
A = R. Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A
είναι f ′(x) = 4x3 − 24x2 + 36x + 12 και
f ′′(x) = 12x2 − 48x + 36 = 12(x − 1)(x − 3). Το πρόσημο της f ′′ φαίνεται στον
πίνακα:

x

f ′′

f

−∞ 1 3 +∞

+ 0 − 0 +

• Η f είναι κυρτή στα διαστήματα (−∞, 1] και [3,+∞ και κοίλη στο [1, 3].

• Τα σημεία A(1, f (1) = 24) και B(3, f (3) = 64) είναι σημεία καμπής της
C f .

(γ) Η συνάρτηση f (x) = x
ex έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι δύο φορές

παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι: f ′(x) = 1−x
ex και f ′′(x) = x−2

ex . Το
πρόσημο της f ′′ φαίνεται στον παρακάτω πίνακα:

x

f ′′

f

−∞ 2 +∞

− 0 +

• Η f είναι κοίλη στο (−∞, 2] και κυρτή στο [2,+∞).

• Το σημείο P(2, f (2) = 2e−2) είναι σημείο καμπής της C f .
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Πρόβλημα 5.2 Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρτή ή κοίλη
και να προσδιορίσετε αν υπάρχουν τα σημεία καμπής της C f όταν:
(α) f (x) = 2x2 ln x − x3 − 2x2

(β) f (x) = x|x| (γ) f (x) = 3
√

x2

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = 2x2 ln x − x3 − 2x2 έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞)
η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ είναι f ′(x) = 6x ln x −
3x2 − x και f ′′(x) = 6lnx− 6x+ 5. Για να βρούμε το πρόσημο της f ′′ εξετάζουμε
την μονοτονία της. Η f είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη με f (3)(x) = 6

x − 6 =
6(1−x)

x . Το πρόσημο της f (3) και η μονοτονία της f ′′ φαίνονται στον πίνακα:

x

f 3(x)

f ′′(x)

0 1 +∞

+ 0 −

• Για κάθε x ∈ (0, 1] ισχύει x ≤ 1 ⇔ f ′′↑ f ′′(x) ≤ f ′′(1).

• Για κάθε x ∈ [1,+∞ ισχύει x ≥ 1 ⇔ f ′′↓ f ′′(x) ≤ f ′′(1).

Επομένως για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει f ′′(x) ≤ f ′′(1) ⇔ f ′′(x) ≤ −1 < 0.

x

f ′′

f

0 +∞

−

Άρα η συνάρτηση f είναι κοίλη στο (0,+∞) και δεν έχει σημεία καμπής.
(β) Η συνάρτηση

f (x) = x|x| =
{
−x2 x < 0
x2 x ≥ 0

έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Η f είναι παραγωγίσιμη στο A1 = (−∞, 0) και για κάθε x ∈ A1 είναι f ′(x) =
−2x.
Η f είναι παραγωγίσιμη στο A2 = (0,+∞) και για κάθε x ∈ A2 είναι f ′(x) =
2x.
Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι:

• lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

x2

x
= lim

x→0+
x = 0.
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• lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

−x2

x
= lim

x→0−
(−x) = 0.

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 με f ′(0) = 0. Επομένως :

f ′(x) =


−2x x < 0
2x x > 0
0 x = 0

Η f ′είναι παραγωγίσιμη στο 1 = (−∞, 0) με f ′′(x) = −2 και παραγωγίσιμη στο
2 = (0,+∞) με f ′′(x) = 2. Θα εξετάσουμε αν η f είναι φόρες δύο παραγωγίσιμη
x0 = 0. Είναι :

• lim
x→0+

f ′(x)− f ′(0)
x − 0

= lim
x→0+

2x
x

= 2

• lim
x→0−

f ′(x)− f ′(0)
x − 0

= lim
x→0−

−2x
x

= −2.

Άρα η f ′ είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Επομένως:

f ′′(x) =

{
−2 x < 0
2 x > 0

Το πρόσημο της f ′′ φαίνεται στον πίνακα:

x

f ′′

f

−∞ 0 +∞

− +

• Η f είναι κοίλη στο (−∞, 0] και κυρτή στο [0,+∞.

• Το σημείο (0, f (0) = 0)είναι σημείο καμπής της C f γιατί ισχύουν:

• Η f είναι συνεχής στο x0 = 0.

• Ορίζεται εφαπτομένη της C f στο σημείο (0, 0).

• Εκατέρωθεν του x0 = 0 η f ′′ αλλάζει πρόσημο.

(γ) Η συνάρτηση f (x) = 3
√

x2 έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παρα-
γωγίσιμη στο R και για κάθε x ∈ R είναι :

f ′(x) = (
3
√

x2)′ = [(x2)
1
3 ]′ = 1

3(x2)−
2
3 (x2)′ = 2x

3(x2)
2
3
= 2x

3 3√x4
.

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Επομένως:
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lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

3
√

x2

x
= lim

x→0+

3
√

x2

3
√

x3
= lim

x→0+
3

√
1
x
= +∞.

Άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Επομένως f ′(x) = 2x
3 3√x4

για κάθε
x ̸= 0.
Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R∗ με f ′′(x) = ( 2x

3 3√x4
)′ = −2

9 3√x4
.

Το πρόσημο της f ′′ φαίνεται από τον πίνακα:

x

f ′′

f

−∞ 0 +∞

− −

Η f είναι κοίλη στο (−∞, 0] και στο [0,+∞) και δεν έχει σημεία καμπής.

Πρόβλημα 5.3 Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρτή ή κοίλη
και να προσδιορίσετε αν υπάρχουν τα σημεία καμπής της C f όταν:

(α) f (x) =

{
−
√
−x x < 0√

x x ≥ 0
(β) f (x) = 3x5 − 5x4 + 2

(γ) f (x) =
√

x ln x

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι παραγωγίσιμη
στο A1 = (−∞, 0) με f ′(x) = 1

2
√
−x και παραγωγίσιμη στο 2 = (0,+∞) με

f ′′(x) = 1
2
√

x . Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι :

lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

√
x

x
= lim

x→0+

1√
x
= +∞ .

Άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Επομένως για κάθε x ∈ R είναι:

f ′(x) =

{ 1
2
√
−x x < 0

1
2
√

x x > 0

Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο A1 = (−∞, 0) με f ′′(x) = −1
4x

√
−x και

στο A2 = (0,+∞) με f ′′(x) = −1
4x

√
x . Επομένως:

f ′′(x) =

{ −1
4x

√
−x x < 0

−1
4x

√
x x > 0

Το πρόσημο της f ′′ φαίνεται στον πίνακα:
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x

f ′′

f

−∞ 0 +∞

+ −

• Η f είναι κυρτή στο (−∞, 0] και κοίλη στο [0,+∞)

• Θα εξετάσουμε αν ορίζεται η εφαπτομένη της C f στο σημείο A(0, f (0) =

0). Είναι lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= +∞

lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

−
√
−x

x
= lim

x→0−

√
−x
−x

= lim
x→0−

√
−x√

(−x)2

= lim
x→0−

√
−1

x
= +∞

Επειδή η f είναι συνεχής στο x0 = 0 και είναι lim
x→0

f (x)− f (0)
x − 0

= +∞ έπεται
ότι ορίζεται η εφαπτομένη της C f στο σημείο (0, 0). Επομένως το σημείο (0, 0)
είναι σημείο καμπής της C f διότι:

• Η f είναι συνεχής x0 = 0.

• Ορίζεται η εφαπτομένη της C f στο σημείο Α.

• Η f ′′ αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του x0 = 0.

(β) Η συνάρτηση f (x) = 3x5 − 5x4 + 2 έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η
συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A ισχύει
f ′(x) = 15x4 − 20x3 και f ′′(x) = 60x3 − 60x2 = 60x2(x − 1). Το πρόσημο της
f ′′ φαίνεται στον πίνακα:

x

f ′′

f

−∞ 0 1 +∞

− 0 − 0 +

• Η f είναι κοίλη στο (−∞, 0] και στο [0, 1] και κυρτή στο [1,+∞.

• Το σημείο A(1, f (1) = 0) είναι σημείο καμπής της C f .

Σχόλιο: παρατηρούμε ότι η f ′ είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα (−∞, 0]
και [0, 1] και επειδή η f ′ είναι συνεχής στο x0 = 0 έπεται ότι η f ′ είναι γνη-
σίως φθίνουσα στο (−∞, 1]. Επομένως μπορούμε να ισχυριστούμε ότι η f είναι
κοίλη στο (−∞, 1].
(γ) Η συνάρτηση f (x) =

√
x ln x έχει πεδίο ορισμού το A = (0,+∞). Η f είναι

δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι:
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f ′(x) = ln x
2
√

x +
√

x
x = ln x+2

2
√

x και f ′′(x) = −lnx
4x

√
x .

Πρόσημο της f ′′ φαίνεται στον πίνακα:

x

f ′′

f

0 1 +∞

+ −

• Η f είναι κυρτή στο (0, 1] και κοίλη στο [1,+∞).

• Το σημείο A(1, f (1) = 0) είναι σημείο καμπής της C f .

Πρόβλημα 5.4 Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο:

f (x) =

{
1
2(e

x − e−x − 2x) x ≤ 0
x2(ln x − 1) x > 0

(α) Να εξετάσετε τη μονοτονία της f και να βρείτε τα τοπικά ακρότατα
της.
(β) Να εξετάσετε αν η f είναι κυρτή ή κοίλη και να βρείτε τα σημεία καμπής
της C f .

■

Λύση
Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το a = R. Η f είναι παραγωγίσιμη στο a1 =

(−∞, 0) και για κάθε x ∈ a1 είναι f ′(x) = 1
2(e

x + e−x − 2) = (ex−1)2

2ex . Η f είναι
παραγωγίσιμη στο a2 = (0,+∞) και για κάθε x ∈ a2 είναι f ′(x) = x(2lnx − 1).
Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι:

• lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

x2(ln x − 1)
x

= lim
x→0+

[x(ln x − 1)] = lim
x→0+

ln x − 1
1
x

= lim
x→0+

(ln x − 1)′

( 1
x )

′ = lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0

• lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

ex − e−x − 2x
2x

= lim
x→0−

(ex − e−x − 2x)′

(2x)′

= lim
x→0−

ex + e−x − 2
2

= 0

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 με f ′(0) = 0. Επομένως είναι:

f ′(x) =


(ex−1)2

2ex x < 0
0 x = 0
x2(ln x − 1) x > 0
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Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0
√

e +∞

+ 0 − 0 +

Η f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (−∞, 0] και [
√

e,+∞ και γνησίως
φθίνουσα στο [0,

√
e].

Η f παρουσιάζει τα σημεία :

• x1 = 0 τοπικό μέγιστο το f (0) = 0.

• x2 =
√

e τοπικό ελάχιστο το f (
√

e) = − e
2 .

Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο A1 = (−∞, 0) και για κάθε x ∈ A1 είναι
f ′′(x) = (ex+1)(ex−1)

2ex και η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο A2 = (0,+∞)
και για κάθε x ∈ A2 είναι f ′′(x) = 2lnx + 1. Θα εξετάσουμε αν η f είναι δύο
φορές παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Είναι:

lim
x→0+

f ′(x)− f ′(0)
x − 0

= lim
x→0+

x(2lnx − 1)
x

= lim
x→0+

(2lnx − 1) = −∞

Άρα η f δεν είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο x0 = 0.
Το πρόσημο της f ′′ φαίνεται στον πίνακα:

x

f ′′

f

−∞ 0 1√
e +∞

− − 0 +

Η f είναι κοίλη στα διαστήματα (−∞, 0] και [0, 1√
e ] και κυρτή στο [ 1√

e ,+∞).
Το ( 1√

e , f ( 1√
e ) =

−3
2e ) είναι το μοναδικό σημείο καμπής της C f .

Πρόβλημα 5.5 Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f με f (x) = x+1
x2+1

έχει τρία σημεία καμπής που είναι συνευθειακά.
■

Λύση
Η συνάρτηση f (x) = x+1

x2+1 έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι δύο

φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) = −(x2+2x−1)
(x2+1)2 και f ′′(x) =

2(x−1)(x2+4x+1)
(x2+1)3 . Το πρόσημο της f ′′ φαίνεται στον πίνακα:



344 Κεφάλαιο 5. Μελέτη συνάρτησης

x

f ′′

f

−∞ −2 −
√

3 −2 +
√

3 1 +∞

− 0 + 0 − 0 +

Τα σημεία A(−2−
√

3, f (−2−
√

3)), (−2+
√

3, f (−2)+
√

3) και Γ(1, f (1)) είναι
σημεία καμπής της C f . Επειδή είναι:

det(
−→
AB,

−→
AΓ) = 0

έπεται ότι τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

Πρόβλημα 5.6 Δίνεται ότι η συνάρτηση f (x) = x3 − 3x2 + 4 παρουσιάζει
στα σημεία x1, x2 τοπικά ακρότατα και το σημείο x3 είναι θέση σημείου
καμπής. Να δείξετε ότι τα σημεία A(x1, f (x1)), B(x2, f (x2)) και Γ(x3, f (x3))
είναι συνευθειακά.

■

Λύση
Η συνάρτηση f (x) = x3 − 3x2 + 4 έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι δύο
φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = 3x2 − 6x = 3x(x − 2)
και f ′′(x) = 6x − 6 = 6(x − 1). Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f
φαίνονται στον πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2 +∞

+ 0 − 0 +

Η f παρουσιάζει στα σημεία:

• x1 = 0 τοπικό μέγιστο το f (0) = 4.

• x2 = 2 τοπικό ελάχιστο το f (2) = 0.

Το πρόσημο της f ′′ φαίνεται στον πίνακα:

x

f ′′

f

−∞ 1 +∞

− +

Το σημείο Γ(1, f (1) = 2) είναι σημείο καμπής της C f . Άρα τα σημεία είναι
(0, 4), (2, 0) και Γ(1, 2). Επειδή είναι:

det(
−→
AB,

−→
AΓ) = 0

έπεται ότι τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.
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Πρόβλημα 5.7 Δίνεται η συνάρτηση f (x) = xηµx και ότι το σημείο A(x0, f (x0))
είναι σημείο καμπής της C f . Να δείξετε ότι το σημείο A ανήκει στην κα-
μπύλη y2 = 4x2

x2+4 .
■

Λύση
Η συνάρτηση f (x) = xηµx έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι:
f ′(x) = ηµx + xσυνx και f ′′(x) = 2συνx − xηµx. Επειδή f είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη στο R και το σημείο A(x0, f (x0)) είναι σημείο καμπής έπεται
ότι ισχύει:

f ′′(x0) = 0 ⇔ 2συνx0 − x0ηµx0 = 0 ⇔ 2συνx0 = x0ηµx0.

Για να δείξουμε ότι το σημείο Α ανήκει στην καμπύλη y2 = 4x2

x2+4 αρκεί να
δείξουμε ότι ισχύει:

[ f (x0)]
2 =

4x2
0

x2
0+4

⇔ x2
0
ηµ2x0(x2

0 + 4) = 4x2
0 ⇔ 4συν2x0(x2

0 + 4) = 4x2
0 ⇔

x2
0συν2x0 + 4συν2x0 = x2

0 ⇔ 4συν2x0 = x2
0(1 − συν2x0) ⇔

4συν2x0 = x2
0ηµ2x0αληθς

Επομένως το σημείο A(x0, f (x0)) ανήκει στην καμπύλη y2 = 4x2

x2+4 .

Ασκήσεις προς λύση
1. Στα παρακάτω σχήματα δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου

f ′ μίας συνάρτησης f .
(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της f ′.
(β) Να προσδιορίσετε τα διαστήματα μονοτονίας και τις θέσεις τοπικών
ακροτάτων της f .
(γ) Να προσδιορίσετε τα διαστήματα κυρτότητας της f και τις θέσεις
των σημείων καμπής της.

2. Να βρείτε τα διαστήματα όπου η f είναι κυρτή ή κοίλη και να προσ-
διορίσετε, αν υπάρχουν, τα σημεία καμπής της C f όταν :
(α) f (x) = ln | ln x|
(β) f (x) = ln2x + ln x + 2
(γ) f (x) = xe

1
x

(δ) f (x) = σϕx, x ∈ (0, π)
(ε) f (x) = 2lnx + x2

(στ) f (x) = ln(1 − x)− e−x + 1

3. Να βρείτε τα διαστήματα όπου η f είναι κυρτή ή κοίλη και να προσ-
διορίσετε, αν υπάρχουν, τα σημεία καμπής της C f όταν :

(α) f (x) = 1
2 ln 1+x

1−x
(β) f (x) = lnx

x
(γ) f (x) = x2(2ln2x − 2lnx + 1)
(δ) f (x) = xln3x

(ε) f (x) = ex−e−x

ex+e−x

(στ) f (x) = ln(ln x)
(ζ) f (x) = ηµx + συνx, x ∈ [0, 2π]
(η)
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4. Να βρείτε τα διαστήματα όπου η f είναι κυρτή ή κοίλη και να προσ-
διορίσετε, αν υπάρχουν, τα σημεία καμπής της C f όταν:

(α) f (x) =

{
−x2 x ≤ 0
x2e−x x > 0

(β) f (x) = ln |9 − x2|

(γ) f (x) =

{
|x|
√

|x|
x x ̸= 0

0 x = 0

(δ) f (x) =

{
2 − 3

√
1 − x x < 1

2 + 3
√

x − 1 x ≥ 1

(ε) f (x) =

{
x3 − x2 + 3 x < 1
2
√

x + 1 x ≥ 1

(στ) f (x) =

{
ex−1

x x ̸= 0
1 x = 0

(ζ) f (x) =

{
x5 + 2 x ≤ 0
2 − x5 x > 0

5. Να βρείτε τα σημεία καμπής της C f όταν:

(α) f (x) = ln x − ln2x
(β) f (x) = ln2x + 2x ln x + x2 − 3
(γ) f (x) = 1

4 e2x − 3ex + 2
(δ) f (x) = συνx − 3x + 1, x ∈ [0, π]

(ε) f (x) = x2 + 2
√

2ηµx
(στ) f (x) = xe−x2

(ζ) f (x) = x2 + συνx, x ∈ (0, 2π)
(h)

6. Έστω η συνάρτηση f (x) = x3 − 3x − 2. Να δείξετε ότι τα τοπικά ακρό-
τατα της f και το σημείο καμπής της C f είναι συνευθειακά.

7. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x9 + x7 + x3 + 5ηµx. Να δείξετε ότι η C f
έχει μόνο σημείο καμπής. Στη συνέχεια να βρείτε την εφαπτομένη της
C f στο σημείο καμπής.

8. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = ln(ex − x) έχει δύο σημεία κα-
μπής.
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9. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = x6 + 3x4 + 5x είναι κυρτή στο R.

10. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f (x) = 2x
1+x4 έχει τρία σημεία

καμπής που είναι συνευθειακά.

11. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f (x) = x
4+x4 έχει τρία σημεία

καμπής που είναι συνευθειακά.

12. Έστω η συνάρτηση f (x) = ( x3

3 − x2 + x) ln x − x3

9 + x2

2 − x.
(α) Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της f .
(β) Να βρείτε τα σημεία καμπής της C f .

13. Να μελετήσετε την f (x) = 1
x(ln2x+1) ως προς τη μονοτονία και την κοι-

λότητα.

14. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f (x) =

{
x3 + 6x2 − 2, x ≤ 1
x3 − 9x2 + 13, x > 1

. Να με-

λετήσετε την f ως προς τη κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

15. Να βρείτε σε ποια διαστήματα η f (x) = x(e
1
x + e

−1
x ) + a είναι κυρτή και

σε ποια κοίλη.

16. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x + ln(
√

x2 + 1 − x).
(α) Να εξετάσετε τη μονοτονία της και να βρείτε τα τοπικά της ακρό-
τατα.
(β) Να βρείτε σε ποια διαστήματα η f είναι κυρτή και σε ποια κοίλη.

17. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ax2 − 2x ln x, a > 0.
(α) Να προσδιορίσετε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρτή ή κοίλη.
(β) Να βρείτε την εφαπτομένη της C f στο σημείο (1, f (1)). Για ποια τιμή
του α η εφαπτομένη διέρχεται από την αρχή των αξόνων;

18. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f (x) = x2 ln x.
(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού A της f , να μελετήσετε τη μονοτονία
της και να βρείτε τα ακρότατα της.
(β) Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σημεία
καμπής της.
(γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της.

19. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2lnx + 4
x − 1

x2 .
(α) Να βρείτε την πρώτη και τη δεύτερη παράγωγο της f .
(β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.
(γ) Να μελετήσετε την f ως προς τα κοίλα.
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(δ) Να βρείτε τις θέσεις των σημείων καμπής, καθώς και τα σημεία
καμπής της C f .
(ε)Να βρείτε το σύνολο των ριζών της f και το πλήθος των ριζών της
εξίσωσης: 2x2 ln x + 4x = 1

20. (α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = xx, x > 0 είναι κυρτή ένω η
g(x) = ln x είναι κοίλη.
(β) Να βρείτε την εφαπτομένη της C f στο σημείο A(1, 1) και της Cg στο
B(1, 0)

(γ) Να δείξετε ότι:
(1) xx ≥ x, x > 0

(2) ln x ≤ x − 1, x > 0

Πότε ισχύουν οι ισότητες
(3) Η C f είναι πάνω από τη Cg

21. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ηµx
x ,x ̸= 0. Να αποδείξετε ότι:

(α) 2ηµx < x2ηµx + 2xσυνx, x ∈ (0, π
2 ).

(β) η f είναι κοίλη στο (0, π
2 ).

(γ) τα σημεία καμπής της C f βρίσκονται στην καμπύλη με εξίσωση:
(x4 + 4)y2 = 4.

Μέθοδος 5.2 — Εύρεση παραμέτρων. Αν μας δίνεται μια συνάρτηση f
δύο φορές παραγωγίσιμη η οποία εξαρτάτε από κάποιους παραμέτρους
και μας ζητούν να υπολογίσουμε αυτές τις παραμέτρους ώστε η f να
παρουσιάζει σημείο καμπής στο σημείο της A(x0, y0) τότε:

• Βρίσκουμε την δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης f ′′

• Από την υπόθεση ισχύει f ′′(x0) = 0 και f (x0) = y0

• Λύνοντας το παραπάνω σύστημα βρίσκουμε τις παραμέτρους.

Πρόβλημα 5.8 Να βρείτε τα α, β ∈ R ώστε η συνάρτηση f (x) = x3 + αx2 +
βx+ 2 να παρουσιάζει στο σημείο x1 = −2 τοπικό ακρότατο και στο σημείο
x2 = −1 σημείο καμπής.

■

Λύση
Η συνάρτηση f (x) = x3 + αx2 + βx + 2 έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f είναι
δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ είναι: f ′(x) = 3x2 + 2ax + β και
f ′′(x) = 6x + 2a.
Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x1 = −2, για να πα-
ρουσιάζει ακρότατο στο x1 = −2 πρέπει καταρχήν να ισχύει f ′(−2) = 0 ⇔
12 − 4a + β = 0 ⇔ 4a − β = 12(1).
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Επειδή η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x2 = −1 για
να είναι το σημείο (−1, f (−1)) σημείο καμπής της C f πρέπει καταρχήν να
ισχύει f ′′(−1) = 0 ⇔ −6+ 2a = 0 ⇔ a = 3. Με a = 3 από (1) έπεται ότι β = 0.
Με a = 3 και β = 0 είναι f (x) = x3 + 3x2 + 2, f ′(x) = 3x2 + 6x, f ′′(x) = 6x + 6.
Το πρόσημο της f ′ και της f ′′ φαίνεται στους πίνακες:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 0 +∞

+ 0 − 0 +

x

f ′′

f

−∞ −1 +∞

− 0 +

Παρατηρούμε ότι με a = 3 και β = 0 η f παρουσιάζει στο σημείο x1 = −2
τοπικό μέγιστο και ότι το σημείο (−1, f (−1)) είναι σημείο καμπής της C f .

Πρόβλημα 5.9 Αν η συνάρτηση f (x) = x5 + 5αx4 + 10βx3 + 10γx2 + 4x − 3
έχει τρία σημεία καμπής να δείξετε ότι α2 > β.

■

Λύση
Η συνάρτηση f (x) = x5 + 5αx4 + 10βx3 + 10γx2 + 4x − 3 έχει πεδίο ορισμού
το A = R. Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ R είναι:

f ′(x) = 5x4 + 20ax3 + 30βx2 + 20γx + 4 και f ′′(x) = 20x3 + 60ax2 + 60βx + 20γ

Έστω A(x1, f (x1)), B(x2, f (x2)) και Γ(x3, f (x3)) τα τρία σημεία καμπής της C f
με x1 < x2 < x3. Επειδή η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R και τα Α,
Β, Γ είναι σημεία καμπής της C f έπεται ότι f ′′(x1) = f ′′(x2) = f ′′(x3) = 0.
Η συνάρτηση f ′′ ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle στα
διαστήματα [x1, x2] και [x2, x3]. Επομένως υπάρχουνξ1 ∈ (x1, x2) και ξ2 ∈
(x2, x3) τέτοια ώστε f (3)(ξ1) = 0 και f (3)(ξ2) = 0.
Δείξαμε ότι η εξίσωση f (3)(x) = 0 ⇔ 60x2 + 120ax + 60β = 0 ⇔ x2 + 2ax + β =
0 έχει δύο ρίζες άνισες, τις ξ1 < ξ2 . Επομένως είναι ∆ > 0 ⇔ 4a2 − 4β > 0 ⇔
a2 > β.

Πρόβλημα 5.10 Να βρείτε τα α, β, γ ∈ R ώστε η συνάρτηση f (x) = x3 +
αx2 + βx + γ να παρουσιάζει στο σημείο x1 = −1 τοπικό ακρότατο και το
σημείο A(2,−2) να είναι σημείο καμπής της C f .

■

Λύση
Η συνάρτηση f (x) = x3 + αx2 + βx + γ έχει πεδίο ορισμού το A = R. Η f
είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x ∈ A είναι:
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f ′(x) = (x3 + αx2 + βx + γ)′ = 3x2 + 2αx + β

Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο x1 = −1 για να παρου-
σιάζει ακρότατο στο x1 = −1 πρέπει καταρχήν να είναι:

f ′(−1) = 0 ⇔ 3 − 2α + β = 0 ⇔ −2α + β = −3 (1)

Εφόσον η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο x2 = 2 για να είναι το A(2,−2)
σημείο καμπής της C f πρέπει καταρχήν να είναι f ′′(2) = 0 και f (2) = −2,
δηλαδή

12 + 2α = 0 ⇔ α = −6 και 8 + 4α + 2β + γ = −2

Άρα έχουμε το σύστημα:

{
α = −6

−2α + β = −3
4α + 2β + γ = −10

} ⇔ {
α = −6
β = −15
γ = 44

}

Με α = −6, β = −15 και γ = 44 είναι f ′(x) = 3x2 − 12x − 15 = 3(x + 1)(x − 5)
και f ′′(x) = 6x − 12. Το πρόσημο της f ′ και της f ′′ φαίνεται στους παρακάτω
πίνακες.

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 5 +∞

+ 0 − 0 +

x

f ′′

f

−∞ 2 +∞

− 0 +

Πράγματι με α = −6, β = −15 και γ = 44 η f παρουσιάζει στο x1 = −1
τοπικό μέγιστο και το A(2,−2) είναι σημείο καμπής της C f .

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε τα a, β ∈ R ώστε η γραφική παράσταση της f με f (x) =

a
√

x + β√
x να έχει σημείο καμπής το A(1, 4).

2. Αν |α| < 1, να δείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = − x4

12 −
αx3

3 − x2

2 + 3x − 1.

3. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2x4 + 4αx3 + 3(4α − 3)x2 + 1. Να βρείτε για
ποιες τιμές του α ∈ R η f στρέφει τα κοίλα άνω στο R.

4. Να βρείτε τα a, β, γ ∈ R ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης f
με τύπο f (x) = a ln x + βx2 + γx − 1 να έχει σημείο καμπής το A(1,−2)
και η εφαπτομένη της C f στο σημείο B(2, f (2)) να είναι κάθετη με την
ευθεία y = −1

3 x + 5.
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5. Να βρείτε το a ∈ R ώστε η εφαπτομένη της C f στο σημείο καμπής της
να είναι παράλληλη με τον άξονα x′x όταν f (x) = x3 + ax2 + 12x + 5.

6. Να βρείτε τις τιμές του λ ώστε η συνάρτηση f (x) = λ2x3 + 3λx2 + 2x − 1
να παρουσιάζει καμπή στο x0 = 1.

7. Έστω η συνάρτηση f (x) = αx3 + βx2 + (α − 1)x − 2 . Να βρείτε τις τιμές
των α, β ώστε η f να παρουσιάζει τοπικό, ακρότατο στο x1 = 1 και
σημείο καμπής στο x2 = 1

2 .

8. Αν η συνάρτηση f (x) = αx3 + βx2 + 6x παρουσιάζει ακρότατο στο x1 =
−1 και καμπή στο x2 = 1

2 να βρείτε τα α, β.

9. Έστω η συνάρτηση f (x) = ax3 + βx2 + γx + δ με α > 0. Αν η f πα-
ρουσιάζει στα σημεία x1, x2 τοπικά ακρότατα και το σημείο A(x0, f (x0))
είναι σημείο καμπής της C f να δείξετε ότι x1 + x2 = 2x0.

10. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 − 6ax2 + 6. Να βρείτε το a ∈ R ώστε η
εφαπτομένη της C f στο σημείο καμπής της να διέρχεται από το σημείο
A(0, 14).

11. Να βρείτε το a ∈ R ώστε η συνάρτηση f (x) = x4 + ax3 + 2x2 + x − 1 να
είναι κυρτή στο R.

12. Για ποιες τιμές του α η συνάρτηση f (x) = a2x3 − 6ax2 + 5x − a, a ̸= 0
έχει θέση σημείου καμπής το x0 = 2;

13. Να βρείτε τα a, β ∈ R ώστε η γραφική παράσταση της f με f (x) =
ax3 + βx2 + x − 2 να έχει σημείο καμπής το A(2, 3).

14. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x4 − ax3 + 6x2 − 1 − a2.
(α) Για ποιες τιμές του a ∈ R η f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω στο R;
(β) Για τη μεγαλύτερη τιμή του α που βρήκατε να μελετήσετε τη μονο-
τονία της f και να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της f .

15. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο: f (x) = αx4 + βx2 + γ, α, β, γ ∈ R. Η
εφαπτομένη της C f στο A(1, f (1)) έχει κλίση 2, και το σημείο (

√
2

2 , 21
4 )

είναι σημείο καμπής της. Να βρείτε τα α, β, γ ∈ R.

16. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = (α − 2
3)x3 − (α + 1

2)x2 − 10x + 7, α ∈ R. Να
βρείτε την τιμή του α, ώστε το x0 = 3

2 να είναι θέση σημείου καμπής της
f .

17. Να βρείτε τα α, β ώστε το σημείο A(1, 5) να είναι σημείο καμπής της
γραφικής παράστασης της συνάρτησης f (x) = αx2 − ln2x + β.

Μέθοδος 5.3 — Μη ύπαρξη σημείου καμπής. Αν μας δίνεται μια σχέση
που περιέχει την f (δύο φορές παραγωγίσιμη) ή την f ′ και μας ζητάνε
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να δείξουμε ότι η συνάρτηση f δεν έχει σημείο καμπής τότε:

• Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση έχει σημείο καμπής στο x0 δηλαδή
f ′′(x0) = 0

• Παραγωγίζοντας την σχέση που μας δίνει και θέτοντας όπου x =
x0 καταλήγουμε σε άτοπο.

Πρόβλημα 5.11 Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο
R και για κάθε x ∈ R ισχύει η σχέση

[ f ′(x)]3 + 2 f ′(x) = ex + α2x5 + 4x3 + 6x + β α, β ∈ R (1).

Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f δεν έχει σημεία καμπής.
■

Λύση
Υποθέτουμε ότι το σημείο (ξ, f (ξ)) είναι σημείο καμπής της C f . Επειδή η
f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ξ και το (ξ, f (ξ)) είναι σημείο της C f
έπεται ότι f ′′(ξ) = 0 . Από την (1) έπεται ότι για κάθε x ∈ R ισχύει:

3[ f ′(x)]2 f ′′(x) + 2 f ′′(x) = ex + 5a2x4 + 12x2 + 6 (2)

Για x = ξ από την (2) έπεται:

3[ f ′(ξ)]2 f ′′(ξ) + 2 f ′′(ξ) = eξ + 5a2ξ4 + 12ξ2 + 6 ⇔ eξ + 5a2ξ4 + 12ξ2 + 6 = 0
άτοπο

Άρα η C f δεν έχει σημεία καμπής.

Πρόβλημα 5.12 Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο
R και για κάθε x ∈ R ισχύει η σχέση f (x) f ′(x) = α, α ̸= 0 (1). Να δείξετε
ότι η γραφική παράσταση της f δεν έχει σημεία καμπής.

■

Λύση
Υποθέτουμε ότι το σημείο (ξ, f (ξ)) είναι σημείο καμπής της C f . Επειδή η f
είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ξ και το (ξ, f (ξ)) είναι σημείο καμπής της
C f έπεται ότι είναι f ′′(ξ) = 0. Από την (1) έπεται ότι για κάθε x ∈ R ισχύει:

[ f ′(x)]2 + f (x) f ′′(x) = 0 (2)

Για x = ξ από την (2) έπεται ότι:

[ f ′(ξ)]2 + f (ξ) f ′′(ξ) = 0 ⇔ [ f ′(ξ)]2 = 0 δηλαδή f ′(ξ) = 0

Για x = ξ από την (1) έπεται ότι f (ξ) f ′(ξ) = α ⇔ a = 0 άτοπο.
Άρα η C f δεν έχει σημεία καμπής.
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Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε για ποιες τιμές του a ∈ R η γραφική παράσταση της συνάρ-

τησης f με f (x) = x4 + 2ax3 + 24x2 + γx + δ δεν είναι σημεία καμπής.

2. Έστω μια συνάρτηση f : R → R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
και ισχύει f 2(x) + (x − 4) f (x) + x = 0 για κάθε x ∈ R. Να δείξετε ότι η
f δεν παρουσιάζει καμπή.

3. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x4 + ax3 + 2βx2 − γx + 5 με 3a2 < 16β. Να
δείξετε ότι η C f δεν έχει σημεία καμπής.

4. Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει [ f ′(x)]3 + 5 f ′(x) = ex + x3 + 6x − ηµx. Να δείξετε ότι η C f
δεν έχει σημεία καμπής.

5. Η συνάρτηση f : R → R είναι τρείς φορές παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει f ′(x) + [ f ′′(x)]1997 = ηµ2x − 4x + e−x. Να δείξετε ότι η C f
δεν έχει σημεία καμπής.

6. Να αποδείξετε ότι γραφική παράσταση της συνάρτησης:

f (x) = x4

3 + 2αx3

3 + (α2 − 2α + 5
2)x2 + (α3 + 7)x − 5α2,

α ∈ R δεν έχει σημεία καμπής.

7. Έστω μια συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει f ′′(x) ̸= 4 f ′(x)−
4 f (x) για κάθε x ∈ R. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = e−2x f (x),
x ∈ R δεν έχει σημείο καμπής.

8. Δίνεται η συνάρτηση f η οποία είναι τρείς φορές παραγωγίσιμη στο R
και για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) + [ f ′′(x)]2000 = συν2x − 3x + e−x. Να
αποδείξετε ότι γραφική παράσταση της συνάρτησης f δεν έχει σημεία
καμπής.

9. Έστω μια συνάρτηση f : R → R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
και ισχύει f (x)[2 f (x)− 1] = x − x2 για κάθε x ∈ R. Να δείξετε ότι η f
δεν παρουσιάζει καμπή.

10. Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει [ f (x)]2 + f (x)(x − 8) + x2 = 0. Να δείξετε ότι η C f δεν έχει
σημεία καμπής.

11. Έστω η συνάρτηση f : (−∞, 0] → R η οποία είναι δύο φορές παραγω-
γίσιμη και ισχύει f 2(x) = x2 − 2x, ∀x ≤ 0 . Να δείξετε ότι:
(α) f (x) f ′′(x) + [ f ′(x)]2 = 1.
(β) η f δεν παρουσιάζει καμπή.
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Μέθοδος 5.4 — Απόδειξη ανισοτήτων μέσω κυρτότητας. Αν μας ζητούν
να αποδείξουμε μία ανίσωση της μορφής f (x) ≥ αx + β ή f (x) ≤ αx + β
τότε, αν η y = αx + β είναι εφαπτομένη της f σε ένα σημείο της έστω
x0 ∈ A f , βρίσκουμε την κυρτότητα της f και:
Εάν η f είναι κυρτή τότε η γραφική παράσταση της συνάρτησης θα
βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη της οπότε θα ισχύει: f (x) ≥ αx+ β
Εάν η f είναι κοίλη τότε η γραφική παράσταση της συνάρτησης θα
βρίσκεται κάτω από την εφαπτομένη της οπότε θα ισχύει: f (x) ≤ αx+ β

Πρόβλημα 5.13 Δίνεται η συνάρτηση f (x) = e3x + e2x − 2012x, x ∈ R
(α) Να βρείτε την εφαπτομένη της C f στο σημείο A(0, f (0))
(β) Να δείξετε ότι e3x + e2x ≥ 5x + 2

■

Λύση
(α) Είναι f ′(x) = (e3x + e2x − 2012x)′ = 3e3x + 2e2x − 2012. Οπότε έχουμε ότι:
f (0) = 2, f ′(0) = −2007 και η εξίσωση της εφαπτομένης θα είναι ή:

y − f (0) = f ′(0)(x − 0) ⇔ y = −2007x + 2

(β) Είναι f ′′(x) = 9e3x + 4e2x > 0. Άρα η συνάρτηση είναι κυρτή σε όλο το
πεδίο ορισμού της άρα η εφαπτομένη της θα βρίσκεται κάτω από την γραφική
παράστασή της, δηλαδή:

f (x) ≥ −2007x + 2 ⇔ e3x + e2x ≥ 5x + 2

Ασκήσεις προς λύση
1. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = ln x και g(x) = x ln x. Να δείξετε ότι:

(α) Η g είναι κυρτή ενώ η f είναι κοίλη στο R.

(β) Οι γραφικές παραστάσεις των f , g έχουν κοινή εφαπτομένη στο κοινό
τους σημείο.

(γ) Ισχύει ln x ≤ x − 1 ≤ x ln x για κάθε x ∈ (0,+∞).

2. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ex + (x − 1)4, x ∈ R

(α) Να αποδείξετε ότι η f είναι κυρτή στο R

(β) Να βρείτε την εφαπτομένη της C f στο x0 = 0

(γ) Να αποδείξετε ότι ex + (x − 1)4 ≥ −3x + 2 για κάθε x ∈ R.

3. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ln x − e−x+1, x > 0.

(α) Να αποδείξετε ότι η f είναι κοίλη στο (0,+∞)

(β) Να αποδείξετε ότι f (x) ≤ 2x − 3 για κάθε x > 0
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4. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ln(ex + 1).
(α) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο
τιμών της.
(β) Να αποδείξετε ότι η f είναι κυρτή.
(γ) Να βρείτε την εφαπτομένη της C f στο σημείο A(0, f (0)).

(δ) Να αποδείξετε ότι ln ex+1
2 ≥ 1

2 x για κάθε x ∈ R.

5. Δίνεται η κυρτή συνάρτηση f : R → R της οποίας η γραφική παράσταση
διέρχεται από τα σημεία A(1, 1) και B(3, 5). Να αποδείξετε ότι:
(α) f (x) ≤ 2x − 1 για κάθε x ∈ [1, 3]. Πότε ισχύει το ίσον;
(β) f (1) + f (3) > 2 f (2)

6. (α) Έστω f : ∆ → R μια κυρτή συνάρτηση. Να αποδείξετε ότι:

f (α)+ f (β)
2 ≥ f ( α+β

2 )

για κάθε α, β ∈ ∆

(β) Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x ln x με x > 0

(1) Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα.

(2) Να αποδείξετε ότι: α ln α+β ln β
α+β ≥ ln α+β

2 για κάθε α, β > 0

7. Έστω η συνάρτηση f (x) = x3

6 − ex.
(α) Να δείξετε ότι η f είναι κοίλη στο R

(β) Να βρείτε την εφαπτομένη της C f στο x0 = 0

(γ) Αν g(x) < f (x) ∀x ∈ R να βρείτε το lim
x→+∞

g(x).

Μέθοδος 5.5 — Θεωρητικές εφαρμογές . .

Πρόβλημα 5.14 Η συνάρτηση f : R → R είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη
στο R και για κάθε x ∈ R ισχύει f (3)(x) < 0. Αν είναι f ′′(0) = 0 να δείξετε
ότι:
(α) Η f είναι κυρτή στο (−∞, 0] και κοίλη στο [0,+∞).
(β) Το σημείο P(0, f (0)) είναι σημείο καμπής της C f .

■

Λύση
Επειδή η f είναι τρείς φορές παραγωγίσιμη στο R έπεται ότι η συνάρτηση
f ′′ είναι συνεχής στο R. Επειδή f (3)(x) < 0 για κάθε x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞)
έπεται ότι η συνάρτηση f ′′ είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα (−∞, 0]
και [0,+∞) και αφού η f ′′ είναι συνεχής στο σημείο x0 = 0 έπεται ότι η f ′′

είναι γνησίως φθίνουσα στο R.



356 Κεφάλαιο 5. Μελέτη συνάρτησης

• Για κάθε x ∈ (−∞, 0] ισχύει x ≤ 0 ⇔ f ′′↓ f ′′(x) ≥ f ′′(0) = 0.

• Για κάθε x ∈ [0,+∞) ισχύει x ≥ 0 ⇔ f ′′↓ f ′′(x) ≤ f ′′(0) = 0

Το πρόσημο της f ′′ φαίνεται στον πίνακα:

x

f ′′

f

−∞ 0 +∞

+ 0 −

• Η f είναι κυρτή στο (−∞, 0] και κοίλη στο [0,+∞).

• Το σημείο P(0, f (0)) είναι σημείο καμπής της C f .

Πρόβλημα 5.15 Η συνάρτηση f : R → R είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη στο
R. Αν είναι f ′′(ξ) = 0 και f (3)(ξ) ̸= 0 να δείξετε ότι το σημείο P(ξ, f (ξ))
είναι σημείο καμπής της C f .

■

Λύση
Επειδή το σημείο ξ είναι ρίζα της εξίσωσης f ′′(x) = 0 για να είναι το P(ξ, f (ξ))
σημείο καμπής της C f πρέπει f ′′ εκατέρωθεν του σημείου ξ να αλλάζει πρό-
σημο.

Έστω f (3)(ξ) > 0. Είναι f (3)(ξ) = lim
x→ξ

f ′′(x)− f ′′(ξ)
x − ξ

= lim
x→ξ

f ′′(x)
x − ξ

και επειδή

f (3)(ξ) > 0 έπεται ότι lim
x→ξ

f ′′(x)
x − ξ

> 0. Επομένως υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

για κάθε x ∈ (ξ − δ, ξ) ∪ (ξ, ξ + δ) να ισχύει f ′′(x)
x−ξ > 0 (1). Από τη σχέση (1)

προκύπτει ότι:

• Αν x ∈ (ξ − δ, ξ) τότε x < ξ ⇔ x − ξ < 0 και επομένως f ′′(x) < 0 για
κάθε x ∈ (ξ − δ, ξ).

• Αν x ∈ (ξ, ξ + δ) τότε x > ξ ⇔ x − ξ > 0 και επομένως f ′′(x) > 0 για
κάθε x ∈ (ξ, ξ + δ).

Επομένως η f ′′ εκατέρωθεν του ξ αλλάζει πρόσημο και επειδή είναι f ′′(ξ) = 0
έπεται ότι το P(ξ, f (ξ)) είναι σημείο καμπής της C f . Ομοίως αν δεχτούμε ότι
η f (3)(ξ) < 0.

Πρόβλημα 5.16 Η συνάρτηση f είναι κυρτή και παραγωγίσιμη στο ∆. Να
δείξετε ότι για κάθε α, β ∈ ∆ ισχύει f (α) + f (β) ≥ 2 f ( α+β

2 ) (1).
■

Λύση

• Αν a = β τότε (1) γίνεται 2 f (a) ≥ 2 f (a) που ισχύει.
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• Αν a ̸= β και π.χ. a < β η (1) γράφεται ως εξής :

f (a)− f ( a+β
2 ) ≥ f ( a+β

2 )− f (β) (2)

Για την f ισχύουν:

• Η f είναι συνεχής στο [a, a+β
2 ]

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο (a, a+β
2 ).

Από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει ξ1 ∈ (α, α+β
2 ) τέτοιο ώστε:

f (a)− f ( a+β
2 ) = (a − a+β

2 ) f ′(ξ1) ⇔ f (a)− f ( a+β
2 ) = ( a−β

2 ) f ′(ξ1) (3)

Η f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής και στο διά-
στημα [ α+β

2 , β]. Επομένως υπάρχει ξ2 ∈ ( α+β
2 , β) τέτοιο ώστε:

f ( a+β
2 )− f (β) = ( α+β

2 − β) f ′(ξ2) ⇔ f ( a+β
2 )− f (β) = f ( a−β

2 ) f ′(ξ2) (4)

Η (2) λόγω των σχέσεων (3) και (4) γίνεται:

( a−β
2 ) f ′(ξ1) ≥ ( a−β

2 ) f ′(ξ2) ⇔ f ′(ξ1) ≤ f ′(ξ2)

Και είναι αληθής διότι η f είναι κυρτή στο Δ που σημαίνει ότι η συνάρτηση
f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο Δ και επειδή ξ1 < ξ2 ⇔ f ′(ξ1) < f ′(ξ2).
Επομένως όταν η f είναι κυρτή και παραγωγίσιμη στο Δ για κάθε a, β ∈ R
ισχύει f (a) + f (β) ≥ 2 f ( a+β

2 ). Το ίσον ισχύει όταν a = β.
Σχόλιο: ομοίως αποδεικνύεται ότι : Αν η f είναι κοίλη και παραγωγίσιμη στο
Δ τότε για κάθε a, β ∈ ∆ ισχύει f (a) + f (β) ≤ 2 f ( α+β

2 )

Πρόβλημα 5.17 Η συνάρτηση f είναι κοίλη και παραγωγίσιμη στο R. Αν το
x0 είναι κρίσιμο σημείο της f να δείξετε ότι η f παρουσιάζει στο x0 μέγιστο.

■

Λύση
Αφού η f είναι παραγωγίσιμη και το x0 είναι κρίσιμο σημείο της έπεται ότι
f ′(x0) = 0. Επειδή η f είναι κοίλη στο R έπεται ότι η συνάρτηση f ′ είναι
γνησίως φθίνουσα στο R. Επομένως :

• Για κάθε x ∈ (−∞, x0] ισχύει x ≤ x0 ⇔ f ′↓ f ′(x) ≥ f ′(x0) ⇔ f ′(x) ≥ 0.

• Για κάθε x ∈ [x0,+∞ ισχύει x ≥ x0 ⇔ f ′↓ f ′(x) ≤ f ′(x0) ⇔ f ′(x) ≤ 0.

Το πρόσημο της f ′ και η μονοτονία της f φαίνεται στο πίνακα :

x

f ′(x)

f (x)

−∞ x0 +∞

+ 0 −
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• Για κάθε x ∈ (−∞, x0] ισχύει x ≤ x0 ⇔ f ′↑ f (x) ≤ f (x0)

• Για κάθε x ∈ [x0,+∞ ισχύει x ≥ x0 ⇔ f ′↓ f (x) ≤ f (x0)

Επομένως για κάθε x ∈ R ισχύει f (x) ≤ f (x0) που σημαίνει ότι η f παρου-
σιάζει στο σημείο x0 μέγιστο το f (x0).

Ασκήσεις προς λύση
1. Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη και κυρτή στο R. Να αποδείξετε ότι:

f ′(x) < f (x + 1)− f (x) < f ′(x + 1), x ∈ R.

2. Έστω μια συνάρτηση f : R → R η οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύει
f 3(x) + f (x) = x για κάθε x ∈ R.
(α) Να βρείτε το πρόσημο της f και να δείξετε ότι είναι γνησίως αύξουσα.
(β) Να δείξετε ότι η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και να βρείτε τα
διαστήματα που είναι κυρτή ή κοίλη και το σημείο καμπής της.

3. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R με f (x) = x4 + 2x3 + ax2 + β για τα
οποία ισχύει f (x) ≥ f (1) για κάθε x ∈ R. Να βρείτε τα σημεία καμπής
της f .

4. Έστω μια συνάρτηση f : R → R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
και ισχύουν f (x) ̸= 0 και g(x) f ′(x) + f (x) = 0 για κάθε x ∈ R. Αν η f
παρουσιάζει καμπή στο x0, να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει με τον
άξονα x′x η εφαπτομένη της Cg στο x0

5. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ln ax+βx

2 με a, β ∈ R∗
+ και α ̸= β.

(α) Να δείξετε ότι η f είναι κυρτή στο R.
(β) Αν για κάθε x ∈ R ισχύει f (x) ≥ x, να δείξετε ότι aβ = e2.

6. Δίνεται συνάρτηση f (x) = ln(ln x) + 2007.
(α) Να αποδείξετε ότι η f είναι κοίλη στο πεδίο ορισμού της.

(β) Για κάθε α, β ∈ (1,+∞) να αποδείξετε ότι [ln( α+β
2 )]2 ≥ ln α · ln β

7. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της C f στο σημείο καμπής της
όταν ο τύπος της f είναι f (x) = 1

3 x3 + 1
4 x2(6lnx − 13) + x − 3.

8. Η συνάρτηση f : R → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε
x ∈ R ισχύει f ′′(x) > 0. Αν η f είναι κυρτή στο R, να δείξετε ότι η
συνάρτηση g(x) = e f (x) είναι κυρτή στο R.

9. Δίνεται συνάρτηση f , δύο φορές παραγωγίσιμη στο R, η οποία πα-
ρουσιάζει στο x0 ∈ R ολικό μέγιστο το 0 και ικανοποιεί τη σχέση
f ′′(x) > 4( f ′(x)− f (x)) για κάθε x ∈ R.
(α) να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = e−2x f (x) είναι κυρτή στο R.
(β) Να αποδείξετε ότι g(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ R.
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10. Δίνεται συνάρτηση f , τρεις φορές παραγωγίσιμη στο R, για την οποία
ισχύει: f ′′′(x) < 0 για κάθε x ∈ R. Αν η C f δεν έχει σημεία καμπής, να
αποδείξετε ότι η f ′ είναι 1 − 1.

11. Έστω μια παραγωγίσιμη f : [α, β] → R η οποία είναι συνεχής στο [α, β]
και παραγωγίσιμη στο (α, β). Αν f (α) = f (β) = c και η f είναι κυρτή
στο R, να δείξετε ότι f (x) < c για κάθε x ∈ (α, β).

12. Έστω μια συνάρτηση παραγωγίσιμη f : R → R η οποία είναι κυρτή. Αν
f (0) = 0, να δείξετε ότι 2 f (x) > 3 f (2x

3 ), ∀x > 0.

13. Έστω μια συνάρτηση f : [0,+∞) → R η οποία είναι παραγωγίσιμη και
κοίλη. Αν f (0) = 0 να δείξετε ότι f ( x

2 ) >
f (x)

2 για κάθε x > 0.

14. Δίνεται μια συνάρτηση f : (0,+∞) → R για την οποία ισχύουν f (x) < x
και f ′(x) = x

x− f (x) για κάθε x > 0. Να δείξετε ότι:

(α) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη.
(β) Η f είναι κυρτή στο (0,+∞).

15. Έστω μια συνάρτηση f : R → R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
και ισχύει f (x) > 0 για κάθε x ∈ R. Αν g(x) = ln f (x) και για κάθε x ∈ R
είναι g′′(x) > 0, να δείξετε ότι η συνάρτηση h(x) = eλx f (x) είναι κυρτή
στο R για κάθε λ ∈ R.

16. Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη και κοίλη στο [0, 5] με f (2) = 0. Να
αποδείξετε ότι 3 f (0) + 2 f (5) < 0.

17. Έστω μια συνάρτηση f : R → R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
η f ′ είναι κοίλη και η f παρουσιάζει στο x0 = 1 τοπικό ακρότατο. Να
δείξετε ότι 2 f ′(0) + f ′(3) < 0.

18. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R. Η f είναι κυρτή και η
εφαπτομένη της C f στο σημείο της A(0, f (0)) έχει εξίσωση y = 2x + 4

(α) Να βρείτε τις τιμές f ′(0) και f (0)

(β) Να αποδείξετε ότι f (−3) + f (3) > 8

(γ) Να αποδείξετε ότι f (x + 2)− f (x) > 4 για κάθε x > 0

19. Έστω μια συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει ( f ′(x))2 + f ′′(x) >
0, ∀x ∈ R.
(α) Να δείξετε ότι η g(x) = e f (x), x ∈ R είναι κυρτή στο R.

(β) Αν α ̸= β να δείξετε ότι e f ( α+β
2 ) < e f (α)+e f (β)

2 .

20. Δίνεται συνάρτηση g, δύο φορές παραγωγίσιμη στο R, τέτοια ώστε:
g(x) > 0 και g′′(x)g(x)− [g′(x)]2 > 0 για κάθε x ∈ R. Να αποδείξετε ότι:

(α) Η συνάρτηση φ(x) = g′(x)
g(x) είναι γνησίως αύξουσα.

(β) g( x1
2 + x2

2 ) ≤
√

g(x1)g(x2) για κάθε x1, x2 ∈ R.
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21. (α) Έστω μια παραγωγίσιμη συνάρτηση f η οποία είναι κυρτή στο διά-
στημα Δ. Αν α, β, γ ∈ ∆ και α < β < γ να δείξετε ότι:

f (β)− f (α)
β−α < f (γ)− f (β)

γ−β

(β) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = x ln x είναι κυρτή.
(γ) Αν 0 < α < β < γ και α, β, γ είναιι διαδοχικοί οροι αριθμητικής
προόδου, να δείξετε ότι ββ <

√
αα · γγ.

22. Έστω μια συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστημα [α, β] που έχει συνεχή
δεύτερη παράγωγο στο (α, β). Αν ισχύει f (α) = f (β) = 0 και υπάρχουν
αριθμοί γ ∈ (α, β), δ ∈ (α, β) έτσι ώστε f (γ) · f (δ) < 0, να αποδείξετε
ότι:
(α) υπάρχει μια τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης f (x) = 0 στο διάστημα
(α, β),
(β) υπάρχουν σημεία ξ1, ξ2 ∈ (α, β) τέτοια, ώστε f ′′(ξ1) < 0 και f ′′(ξ2) >
0,
(δ) υπάρχει μια τουλάχιστον πιθανή θέση καμπής της γραφικής παρά-
στασης της f .

23. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f για την οποία ισχύει ότι f (x+ y) =
f (x) · f (y) για κάθε x, y ∈ R και f ′(0) = 3. Να αποδείξετε ότι η f είναι
κυρτή στο R.

24. Έστω μια παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R η οποία είναι κυρτή.
Αν η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο να δείξετε ότι αυτό είναι ολικό
ελάχιστο.

25. Έστω μια συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει f ′(x) < f ′′(x)+ f (x)
2

∀x ∈ R. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f (x)e−x είναι κυρτή στο R.

26. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R με f (2) = f (4) = 0. Αν η
f είναι κοίλη, τότε:
(α) Να αποδείξετε ότι η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο.

(β) Να υπολογίσετε το όριο lim
x→−∞

f (1)x5 + x2 − 1
f (5)x2 − x + 2

27. Έστω οι συναρτήσεις f , g : R → R όπου η g είναι συνεχής με g(x) ̸= 0,
∀x ∈ R. Αν f ′′(x) = exg(x), x ∈ R να εξετάσετε την f ως προς την
κυρτότητα.

28. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R. Η f είναι κυρτή και ισχύει:

lim
x→0

x f (x)− ηµ2x√
x2 + 4 − 2

= −4
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(α) Να βρείτε τις τιμές f (0) και f ′(0)

(β) Να αποδείξετε ότι f (x) ≥ 0 για κάθε x ∈ R.

29. Έστω μια συνάρτηση f : R → R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
και κυρτή. Αν για κάθε x ∈ R ισχύει f (x) = f (2 − x) να βρείτε τα
διαστήματα μονοτονίας της f και τις θέσεις τοπικών ακροτάτων.

30. Έστω μια συνάρτηση f : [α, β] → R η οποία είναι κοίλη και γ ∈ (α, β).
Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f (x)− f (γ)

x−γ είναι γνησίως φθίνουσα
στο [α, β].

31. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει: e f (x)+
f (x) = x + 1 για κάθε x ∈ R.
(α) Να αποδείξετε ότι f (0) = 0

(β) Να βρείτε την εφαπτομένη της C f στο σημείο της M(0, f (0))

(γ) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και την κυρτότητα
(δ) Να αποδείξετε ότι x f ′(x) ≤ f (x) ≤ x

2 για κάθε x ∈ R .

(ε) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 2), ώστε 2 f (ξ) = (ξ − 1)
√

eξ

32. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2eλx − x2 − 2
λ2 , λ > 0.

(α) Να βρείτε το σημείο καμπής Μ της C f

(β) Να βρείτε το σύνολο τιμών των τετμημένων των σημείων καμπής της
C f

(γ) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων καμπής Μ της C f

33. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x ln x − λx2

2 , λ > 0.
(α) Να βρείτε το σημείο καμπής Μ της C f

(β) Να βρείτε την εξίσωση της καμπύλης που βρίσκεται το σημείο καμπής
Μ της C f

34. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ex ln x − ex

(α) Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.
(β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

(γ) Να λύσετε την εξίσωση: f (2 + f (x2+x+1)
e ) + e < 0
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5.2 Ασύμπτωτες Ευθείες

Για να σχεδιάσουμε τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης πρέπει να γνω-
ρίζουμε τις ευθείες εκείνες που «προσεγγίζουν» τη γραφική παράσταση τις
οποίες ονομάζουμε ασύμπτωτες.
Ορισμός 5.2.1—Κατακόρυφη ασύμπτωτη. Η ευθεία με εξίσωση x = x0 λέγε-
ται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης
f όταν ένα τουλάχιστον από τα όρια lim

x→x+0
, lim

x→x−0
είναι ίσο με +∞ ή −∞.

x = x0

x

y = f (x)

x = x0

x

y = f (x)

Παρατήρηση 5.2.1 .

1. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο x0 τότε η ευθεία με
εξίσωση x = x0 δεν είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f αφού τότε
ισχύει lim

x→x+0
f (x) = f (x0) ∈ R.

2. Τις κατακόρυφες ασύμπτωτες της C f τις αναζητούμε στα άκρα των
διαστημάτων του πεδίου ορισμού στα οποία δεν ορίζεται η f και στα
σημεία εκείνα που η f δεν είναι συνεχής.

Ορισμός 5.2.2 — Οριζόντια ασύμπτωτη . Η ευθεία με εξίσωση y = y0, y0 ∈ R
λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη στο +∞ (αντίστοιχα στο −∞) της γραφικής
παράστασης μιας συνάρτησης f όταν είναι lim

x→+∞
f (x) = y0 ( αντίστοιχα

lim
x→−∞

f (x) = y0).
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y = y0

x

y = f (x)

y = y0

x

y = f (x)

y = y0

x

y = f (x)
y = y1

y = y2

x

y = f (x)

Παρατήρηση 5.2.2 Επομένως για να προσδιορίσουμε τις οριζόντιες ασύμ-
πτωτες της C f υπολογίζουμε τα όρια lim

x→+∞
f (x) και lim

x→−∞
f (x). Αν ένα

τουλάχιστον από αυτά είναι ίσο με πραγματικό αριθμό τότε η C f έχει ορι-
ζόντια ασύμπτωτη.

Ορισμός 5.2.3 — Πλάγια ασύμπτωτη. Η ευθεία με εξίσωση y = λx + β λέ-
γεται ασύμπτωτη στο +∞ (αντίστοιχα στο −∞) της γραφικής παράστα-
σης μιας συνάρτησης f όταν είναι lim

x→+∞
[ f (x) − λx − β] = 0 ( αντίστοιχα

lim
x→−∞

[ f (x)− λx − β] = 0 ).

y = λx + β

x

y = f (x)

y = λx + β

x

y = f (x)
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y = λx + β

x

y = f (x)

y = λ1x + β1 y = λ2x + β2

x

y = f (x)

Παρατήρηση 5.2.3 .

1. Η ασύμπτωτη της μορφής y = λx + β είναι οριζόντια αν λ = 0 ενώ αν
λ ̸= 0 λέγεται πλάγια. Γι’ αυτό η αναζήτηση ασύμπτωτης της μορφής
y = λx + β καλύπτει και την αναζήτηση οριζόντιας ασύμπτωτης.

2. Μια πλάγια ή οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μιας
συνάρτησης f μπορεί να έχει με τη C f κοινά σημεία.

Η παρακάτω πρόταση μας βοηθά στο να προσδιορίσουμε ασύμπτωτες της
μορφής y = λx + β της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f .

Θεώρημα 5.2.4 Η ευθεία με εξίσωση y = λx + β είναι ασύμπτωτη της γρα-
φικής παράστασης μιας συνάρτησης f στο +∞ ή στο −∞ όταν και μόνο
όταν είναι:

• lim
x→+∞

f (x)
x

= λ ∈ R και lim
x→+∞

[ f (x)− λx] = β ∈ R ή

• lim
x→−∞

f (x)
x

= λ ∈ R και lim
x→−∞

[ f (x)− λx] = β ∈ R

Παρατήρηση 5.2.5 Σύμφωνα με τους παραπάνω ορισμούς τις ασύμπτωτες
της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f τις αναζητούμε:

1. Στα άκρα του διαστήματος του πεδίου ορισμού στα οποία δεν ορίζε-
ται η f .

2. Στα σημεία εκείνα του πεδίου ορισμού στα οποία η f δεν είναι συνε-
χής.

3. Στο −∞,+∞ εφόσον η συνάρτηση f ορίζεται σε διάστημα της μορφής
(−∞, a) ή (a,+∞) αντίστοιχα.
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5.2.1 Ερωτήσεις σωστού - λάθους και πολλαπλής επιλογής
A. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με σωστό (Σ) ή λάθος (Λ).

1. Υπάρχει πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού μεγαλύτερου ή ίσο του 2, της
οποίας η γραφική παράσταση έχει ασύμπτωτη.

2. Η πλάγια και η οριζόντια ασύμπτωτη μπορούν να τέμνουν τη γραφική
παράσταση μιας συνάρτησης σε ένα ή περισσότερα σημεία.

3. Οι συναρτήσεις με τύπους f (x) = c ή f (x) = λx + κ έχουν ασύμπτωτη
τον εαυτό της.

5.2.2 Μεθοδολογίες για την επίλυση ασκήσεων

Μέθοδος 5.6 — Υπολογισμός των ασύμπτωτων ευθειών μιας συνάρτησης
. Χρησιμοποιούμε τους ορισμούς των ασύμπτωτων ευθειών και βρί-
σκουμε όλες τις ασύμπτωτες (εάν υπάρχουν) της γραφικής παράστασης
μιας συνάρτησης.

Πρόβλημα 5.18 Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της
συνάρτησης f όταν:
(α) f (x) = ln(x2 − 4)
(β) f (x) = x3+2x−3

x2−1

(γ) f (x) =
√

x2 − 9 + x
(δ)

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = ln(x2 − 4) έχει πεδίο ορισμού το A = (−∞,−2) ∪
(2,+∞).
Κατακόρυφες
Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο Α. Πιθανές κατακόρυφες ασύμπτωτες της
C f είναι οι ευθείες x = −2 και x = 2. Είναι:

• lim
x→−2−

f (x) = lim
x→−2−

[ln(x2 − 4)] = −∞

• lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

[ln(x2 − 4)] = −∞

Άρα οι ευθείες x = −2 και x = 2 είναι κατακόρυφες ασύμπτωτες της C f .
Οριζόντιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[ln(x2 − 4)] = +∞

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

[ln(x2 − 4)] = +∞

Άρα η C f δεν έχει οριζόντιες ασύμπτωτες.
Πλάγιες
Είναι:
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• lim
x→±∞

f (x)
x

= lim
x→±∞

ln(x2 − 4)
x

= lim
x→±∞

[ln(x2 − 4)]′

(x)′
= lim

x→±∞

2x
x2 − 4

= 0

Άρα η C f δεν έχει πλάγιες ασύμπτωτες.
(β) Η συνάρτηση f (x) = x3+2x−3

x2−1 έχει πεδίο ορισμού το A = (−∞,−1) ∪
(−1, 1) ∪ (1,+∞).
Κατακόρυφες
Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο Α. Πιθανές κατακόρυφες ασύμπτωτες της
C f είναι οι ευθείες x = 1 και x = −1. Έχουμε:

• lim
x→1

f (x) = lim
x→1

x3 + 2x − 3
x2 − 1

= lim
x→1

(x3 + 2x − 3)′

(x2 − 1)′
= lim

x→1

3x2 + 2
2x

=
5
2

Επομένως είναι lim
x→1+

f (x) = lim
x→1−

f (x) =
5
2
. Άρα η ευθεία x = 1 δεν είναι

κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f .

• lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

x3 + 2x − 3
x2 − 1

= lim
x→−1+

(
x3 + 2x − 3

x − 1
· 1

x + 1
)

= (+3)(+∞) = +∞

Επομένως είναι η ευθεία x = −1 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f .
Οριζόντιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x3 + 2x − 3
x2 − 1

= lim
x→+∞

x3

x2 = lim
x→+∞

(x) = +∞

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x3 + 2x − 3
x2 − 1

= lim
x→−∞

x3

x2 = lim
x→−∞

(x) = −∞

Άρα η C f δεν έχει οριζόντιες ασύμπτωτες.
Πλάγιες
Είναι:

• lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x3 + 2x − 3
x3 − x

= 1

• lim
x→±∞

[ f (x)− x] = lim
x→±∞

(
x3 + 2x − 3

x2 − x
− x) = lim

x→±∞

x2 + 2x − 3
x2 − x

= 1

Άρα η ευθεία y = x + 1 είναι πλάγια ασύμπτωτη της C f στο +∞ και στο −∞.
(γ) Η συνάρτηση f (x) =

√
x2 − 9 + x έχει πεδίο ορισμού το A = (−∞,−3] ∪

[3,+∞).
Κατακόρυφες
Η f είναι συνεχής στο Α και η C f δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες.
Οριζόντιες
Είναι:
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• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
√

x2 − 9 + x) = +∞

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
√

x2 − 9+ x) = lim
x→−∞

x2 − 9 − x2
√

x2 − 9 − x
= lim

x→−∞

−9√
x2 − 9 − x

= 0

Επομένως η ευθεία y = 0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της C f στο −∞.
Πλάγιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

√
x2 − 9 + x

x
= lim

x→+∞

x(
√

1 − 9
x2 + 1)

x

= lim
x→+∞

(

√
1 − 9

x2 + 1) = 2

• lim
x→+∞

[ f (x)− 2x] = lim
x→+∞

(
√

x2 − 9 − x) = lim
x→+∞

x2 − 9 + x2
√

x2 − 9 + x

= lim
x→+∞

−9√
x2 − 9 + x

= 0

Επομένως η ευθεία y = 2x είναι πλάγια ασύμπτωτη της C f στο +∞ .

Πρόβλημα 5.19 Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράσταση της
συνάρτησης f όταν:
(α) f (x) = ex+1

ex−1
(β) f (x) = ex − 2x + 3

(γ) f (x) =
√

x2 − 1 − 2x
(δ)

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = ex+1

ex−1 έχει πεδίο ορισμού το A = (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
Κατακόρυφες
Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο Α. Πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f
είναι η ευθεία x = 0. Έχουμε:

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

ex + 1
ex − 1

= lim
x→0+

[(ex + 1)
1

ex − 1
] = (+2)(+∞) = +∞

Άρα η ευθεία x = 0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f .
Οριζόντιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

ex + 1
ex − 1

= lim
x→+∞

(ex + 1)′

(ex − 1)′
= lim

x→+∞

ex

ex = 1

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

ex + 1
ex − 1

= lim
x→−∞

1
−1

= −1



368 Κεφάλαιο 5. Μελέτη συνάρτησης

Επομένως οι ευθείες y = 1 και y = −1 είναι οριζόντιες ασύμπτωτες της C f
στο +∞ και στο −∞ αντίστοιχα.
Πλάγιες
Επειδή υπάρχουν οριζόντιες ασύμπτωτες στο +∞ και στο −∞ η C f δεν έχει
πλάγιες ασύμπτωτες.
(β) Η συνάρτηση f (x) =

√
x2 − 1 − 2x έχει πεδίο ορισμού το A = (−∞,−1] ∪

[1,+∞).
Κατακόρυφες
Επειδή η f είναι συνεχής στο Α η C f δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες.
Οριζόντιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
√

x2 − 1 − 2x) = lim
x→+∞

[x(

√
1 − 1

x2 − 2)] = (+∞)(−1)

= −∞

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
√

x2 − 1 − 2x) = +∞

Επομένως η C f δεν έχει οριζόντιες ασύμπτωτες.
Πλάγιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

√
x2 − 1 − 2x

x
= lim

x→+∞

x(
√

1 − 1
x2 − 2)

x

= lim
x→+∞

(

√
1 − 1

x2 − 2) = −1

• lim
x→+∞

[ f (x) + x] = lim
x→+∞

(
√

x2 − 1 − x) = lim
x→+∞

x2 − 1 − x2
√

x2 − 1 + x

= lim
x→+∞

−1√
x2 − 1 + x

= 0

Επομένως η ευθεία y = −x είναι πλάγια ασύμπτωτη στο +∞.

• lim
x→−∞

f (x)
x

= lim
x→−∞

√
x2 − 1 − 2x

x
= lim

x→−∞

−x(
√

1 − 1
x2 + 2)

x

= lim
x→−∞

(−
√

1 − 1
x2 − 2) = −3

• lim
x→−∞

[ f (x) + 3x] = lim
x→−∞

(
√

x2 − 1 + x) = lim
x→−∞

x2 − 1 − x2
√

x2 − 1 − x

= lim
x→−∞

−1√
x2 − 1 − x

= 0
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Επομένως η ευθεία y = −3x είναι πλάγια ασύμπτωτη της C f στο −∞.
(γ) Η συνάρτηση f (x) = ex − 2x + 3 έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Κατακόρυφες
Η f είναι συνεχής στο Α και η C f δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες.
Οριζόντιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(ex − 2x + 3) = lim
x→+∞

[x(
ex

x
− 2 +

3
x
)] = (+∞)(+∞)

= +∞

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(ex − 2x + 3) = +∞

Επομένως η C f δεν έχει οριζόντιες ασύμπτωτες.
Πλάγιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

ex − 2x + 3
x

= lim
x→+∞

(ex − 2x + 3)′

(x)′
= lim

x→+∞
(ex − 2)

= +∞

Επομένως η C f δεν έχει πλάγια ασύμπτωτη στο +∞

• lim
x→−∞

f (x)
x

= lim
x→−∞

ex − 2x + 3
x

= lim
x→−∞

(ex − 2x + 3)′

(x)′
= lim

x→−∞
(ex − 2)

= −2

• lim
x→−∞

[ f (x) + 2x] = lim
x→−∞

(ex − 2x + 3 + 2x) = lim
x→−∞

(ex + 3) = 3

Επομένως η ευθεία y = −2x + 3 είναι πλάγια ασύμπτωτη της C f στο −∞.

Πρόβλημα 5.20 Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της
συνάρτησης f όταν:
(α) f (x) = ηµx

x
(β) f (x) =

√
x2 + x

(γ) f (x) = x−
√

x2+1
x2

(δ)
■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f (x) = ηµx

x έχει πεδίο ορισμού το A = (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
Κατακόρυφες
Η f είναι συνεχής στο Α. Πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f είναι η
ευθεία x = 0. Έχουμε:

• lim
x→0

f (x) = lim
x→0

ηµx
x

= 1

Επομένως lim
x→0+

f (x) = lim
x→0−

f (x) = 1. Άρα η C f δεν έχει κατακόρυφες ασύμ-
πτωτες.
Οριζόντιες
Είναι:
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• lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

ηµx
x

= 0

Επομένως η ευθεία y = 0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της C f στο +∞ και στο
−∞.
( Για κάθε x ∈ R∗ ισχύει: | ηµx

x | = |ηµx|
|x| ≤ 1

|x| και επειδή lim
x→±∞

1
|x| = 0 έπεται

ότι lim
x→±∞

ηµx
x

= 0)
Πλάγιες
Επειδή η C f έχει οριζόντιες ασύμπτωτες και στο +∞ και στο −∞ δεν έχει
πλάγιες ασύμπτωτες.
(β) Η συνάρτηση f (x) = x−

√
x2+1

x2 έχει πεδίο ορισμού το A = (−∞, 0)∪ (0,+∞)
Κατακόρυφες
Η f είναι συνεχής στο Α. πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f είναι η
ευθεία x = 0. Έχουμε:

• lim
x→0

f (x) = lim
x→0

x −
√

x2 + 1
x2 = lim

x→0
[(x −

√
x2 + 1)

1
x2 ] = (−1)(+∞) = −∞

Επομένως η ευθεία x = 0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f .
Οριζόντιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x −
√

x2 + 1
x2 = lim

x→+∞

−1
x2(x +

√
x2 + 1)

= 0

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x −
√

x2 + 1
x2 = lim

x→−∞

x + x
√

1 + 1
x2

x2

= lim
x→−∞

1 +
√

1 + 1
x2

x
= 0

Επομένως η ευθεία y = 0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της C f και στο +∞ και
στο −∞.
Πλάγιες
Επειδή η C f έχει οριζόντιες ασύμπτωτες και στο +∞ και στο −∞ δεν έχει
πλάγιες ασύμπτωτες.
(γ) Η συνάρτηση f (x) =

√
x2 + x έχει πεδίο ορισμού το A = (−∞,−1] ∪

[0,+∞).
Κατακόρυφες
Η f είναι συνεχής στο Α και η C f δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες.
Οριζόντιες
Είναι lim

x→±∞
f (x) = +∞. Άρα η C f δεν έχει οριζόντιες ασύμπτωτες.

Πλάγιες
Είναι:
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• lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

√
x2 + x

x
= lim

x→+∞

x
√

1 + 1
x

x
= lim

x→+∞

√
1 +

1
x
= 1

• lim
x→+∞

[ f (x)− x] = lim
x→+∞

(
√

x2 + x − x) = lim
x→+∞

x2 + x − x2
√

x2 + x + x

= lim
x→+∞

x√
x2 + x + x

= lim
x→+∞

x

x(
√

1 + 1
x2 + 1)

= lim
x→+∞

1√
1 + 1

x2 + 1
=

1
2

Επομένως η ευθεία y = x + 1
2 είναι πλάγια ασύμπτωτη της C f στο +∞.

• lim
x→−∞

f (x)
x

= lim
x→−∞

√
x2 + x

x
= lim

x→−∞

−x
√

1 + 1
x

x
= lim

x→−∞
(−

√
1 +

1
x
)

= −1

• lim
x→−∞

[ f (x) + x] = lim
x→−∞

(
√

x2 + x + x) = lim
x→−∞

x2 + x − x2
√

x2 + x − x

= lim
x→−∞

x√
x2 + x − x

= lim
x→−∞

x

−x(
√

1 + 1
x2 + 1)

= lim
x→−∞

−1√
1 + 1

x2 + 1
=

−1
2

Επομένως η ευθεία y = −x − 1
2 είναι πλάγια ασύμπτωτη της C f στο −∞.

Πρόβλημα 5.21 Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της
συνάρτησης f όταν:

(α) f (x) =


ex−1

x x < 0
lnx − x x > 0
1 x = 0

(β) f (x) =


x+3
x−2 x < 2
2 x = 2
x2+1
x−2 x > 2

■

Λύση
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Κατακόρυφες
Η f είναι συνεχής στο R. Πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f είναι η
ευθεία x = 0. Έχουμε:

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(lnx − x) = −∞

Επομένως η ευθεία x = 0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f .
Οριζόντιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(lnx − x) = lim
x→+∞

[x(
lnx
x

− 1)] = (+∞)(−1) = −∞
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(Είναι lim
x→+∞

lnx
x

= lim
x→+∞

(lnx)′

(x)′
= lim

x→+∞

1
x
= 0)

Επομένως η C f δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο +∞.

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

ex − 1
x

= 0

Επομένως η ευθεία y = 0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της C fστο −∞.
Πλάγιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

lnx − x
x

= lim
x→+∞

(
lnx
x

− 1) = −1

• lim
x→+∞

[ f (x) + x] = lim
x→+∞

(lnx − x + x) = lim
x→+∞

(lnx) = +∞

Επομένως η C f δεν έχει πλάγια ασύμπτωτη στο +∞.
(β) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το A = R.
Κατακόρυφες
Η f είναι συνεχής στο R − {2}. Πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f είναι
η ευθεία x = 2. Έχουμε:

• lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

x2 + 1
x − 2

= lim
x→2+

[(x2 + 1)
1

x − 2
] = (+5)(+∞) = +∞

Επομένως η ευθεία x = 2 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f .
Οριζόντιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x2 + 1
x − 2

= lim
x→+∞

x2

x
= lim

x→+∞
(x) = +∞

Επομένως η C f δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο +∞.

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x + 3
x − 2

= 1.

Επομένως η ευθεία y = 1 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της C f στο −∞.
Πλάγιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x2 + 1
x2 − 2x

= 1

• lim
x→+∞

[ f (x)− x] = lim
x→+∞

(
x2 + 1
x − 2

− x) = lim
x→+∞

2x + 1
x − 2

= 2

Επομένως η ευθεία y = x + 2 είναι πλάγια ασύμπτωτη της C f στο +∞.
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Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f όταν :

(α) f (x) = lnx
x

(β) f (x) = x2+1
x−1

(γ) f (x) = lnx+1
lnx−1

(δ) f (x) = x3+5x−6
x3−4x

(ε) f (x) = xe
1

x2

(στ) f (x) = ln x2

x

2. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f όταν :

(α) f (x) = |x − 1|+ x2

(β) f (x) = x+2
x2+4x

(γ) f (x) = x2+4
ex

(δ) f (x) = x2lnx

3. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f όταν :

(α) f (x) =
√

x2 − 1 + 3x
(β) f (x) = x3lnx
(γ) f (x) = 2ex−1

3ex+2

(δ) f (x) = x
ex

(ε) f (x) = x
√

x2+1
x−1

(στ) f (x) =
√

x+3
x

4. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f όταν :

(α) f (x) = x + ln
√

1 + x2

(β) f (x) =
√

x2 − 8x
(γ) f (x) = ln(x2 − 4x)
(δ) f (x) = 1−

√
x−1

x2−4

(ε) f (x) =
√

x2 + x + 4
(στ) f (x) = ln 1−x

x

(ζ) f (x) = 4x−|x−2|
x

(η) f (x) = 3xx2

5. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f όταν :

(α) f (x) = ln(9 − x2)
(β) f (x) = ln(x + 1

x − 2)
(γ) f (x) =

√
x2 + x + 2 − 3x

(δ) f (x) = xηµ 5
x

6. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = ln(ex − 1) και g(x) = ln xex

1+x . Να δείξετε
ότι η ευθεία y = x είναι ασύμπτωτη των γραφικών παραστάσεων των f
και g.

7. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) = 3x −
3 ln |2ex − 1| έχει τρείς ασύμπτωτες οι οποίες διέρχονται από το ίδιο
σημείο.

8. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f (x) = 3x +
1

2x2 .

9. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f όταν:

(α) f (x) =

{
ηµx
x2 x < 0

4x2−1
x x > 0

(β) f (x) = x
1

x−1

(γ) f (x) =


x + 1 x < 0
0 x = 0
x2lnx x > 0

(d)



374 Κεφάλαιο 5. Μελέτη συνάρτησης

10. Δίνεται η συνάρτηση: f (x) = x3+x2+3x−1
x2

(α) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.
(β) Να μελετήσετε την f ως προς τα κοίλα και να βρείτε τα σημεία
καμπής της C f .
(γ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της C f .
(δ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f .

Μέθοδος 5.7 — Εύρεση παραμέτρων. Αν μας ζητούν να υπολογίσουμε
κάποιους παραμέτρους ώστε η γραφική παράσταση της f να έχει κα-
τακόρυφη ασύμπτωτη την x = ξ1 και οριζόντια ασύμπτωτη την y = ξ2,
τότε:

• Βρίσκουμε το A f

• Απαιτούμε το ξ1 να είναι ρίζα του παρονομαστή.

• Βρίσκουμε το lim
x→±∞

f (x) και απαιτούμε: lim
x→±∞

f (x) = ξ2

• Εξετάζουμε αν το lim
x→ξ1

f (x) ή lim
x→ξ−1

f (x) ή lim
x→ξ+1

f (x) είναι ±∞

Αν θέλουμε να βρούμε τις τιμές των παραμέτρων α, β ∈ R ώστε
lim

x→±∞
( f (x)− (αx + β)) = l τότε αρκεί lim

x→±∞
( f (x)− (αx + β − l)) = 0

Πρόβλημα 5.22 Να βρείτε το a ∈ R ώστε η ευθεία x = 1 να είναι κατα-
κόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f (x) =
x2−6x+2a−1

9x−a2 .
■

Λύση
Η συνάρτηση f (x) = x2−6x+2a−1

9x−a2 έχει πεδίο ορισμού το A = (−∞, a2

9 ) ∪
( a2

9 ,+∞). Η f είναι συνεχής στο Α. επομένως η μοναδική πιθανή κατακό-
ρυφη ασύμπτωτη της C f είναι η ευθεία x = a2

9 . Άρα καταρχήν πρέπει:

a2

9 = 1 ⇔ a2 = 9 ⇔ a = 3 ή a = −3

• Αν a = 3 τότε f (x) = x2−6x+5
9x−9 οπότε:

lim
x→1

f (x) = lim
x→1

x2 − 6x + 5
9(x − 1)

= lim
x→1

(x − 1)(x − 5)
9(x − 1)

= lim
x→1

x − 5
9

= −4
9

Επομένως είναι lim
x→1+

f (x) = lim
x→1−

f (x) = −4
9
και συνεπώς η ευθεία x = 1 δεν

είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη σης C f .
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• Αν a = −3 τότε f (x) = x2−6x−7
9x−9 οπότε:

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

x2 − 6x − 7
9x − 9

= lim
x→1+

(
x2 − 6x − 7

9
· 1

x − 1
) = (−12

9
)(+∞)

= −∞

Επομένως όταν a = −3 η ευθεία x = 1 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f .

Πρόβλημα 5.23 Να προσδιοριστούν τα a, β ∈ R ώστε

lim
x→+∞

(
√

x2 − x + 2 − 2ax + β) =
3
2

■

Λύση
1 τρόπος
Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x) =

√
x2 − x + 2 − 2ax + β με πεδίο ορισμού το

A = R. Είναι:

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
√

x2 − x + 2 − 2ax + β)

= lim
x→+∞

[x(

√
1 − 1

x
+

2
x2 − 2a+

β

x
)] = lim

x→+∞
[x(

√
1 − 1

x
+

2
x2 − 2a+

β

x
)]

= (+∞)(1 − 2α)

Επομένως όταν a ̸= 1
2 το lim

x→+∞
f (x) δεν είναι ίσο με 3

2 .

Αν a = 1
2 τότε f (x) =

√
x2 − x + 2 − x + β. Είναι:

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
√

x2 − x + 2 − x + β) = lim
x→+∞

(
x2 − x + 2 − x2
√

x2 − x + 2 + x
+ β)

= lim
x→+∞

(
−x + 2√

x2 − x + 2 + x
+ β) = lim

x→+∞
[

x(−1 + 2
x )

x(
√

1 − 1
x + 2

x2 + 1)
+ β]

= lim
x→+∞

(
−1 + 2

x√
1 − 1

x + 2
x2 + 1

+ β) = −1
2
+ β

Επομένως πρέπει β − 1
2 = 3

2 ⇔ β = 2.

Άρα όταν a = 1
2 και β = 2 ισχύει lim

x→+∞
(
√

x2 − x + 2 − 2ax + β) =
3
2
.

2 τρόπος
Για να ισχύει

lim
x→+∞

(
√

x2 − x + 2 − 2ax + β) =
3
2
⇔ lim

x→+∞
[
√

x2 − x + 2 − (2ax − β +
3
2
)] = 0

πρέπει η ευθεία y = ax− β+ 3
2 να είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης

της συνάρτησης h(x) =
√

x2 − x + 2. Άρα είναι 2a = lim
x→+∞

h(x)
x

και −β + 3
2 =

lim
x→+∞

[h(x)− 2ax].
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• lim
x→+∞

h(x)
x

= lim
x→+∞

√
x2 − x + 2

x
= lim

x→+∞

x
√

1 − 1
x + 2

x2

x
= lim

x→+∞

√
1 − 1

x
+

2
x2

= 1

Επομένως είναι 2a = 1 ⇔ a = 1
2 .

• lim
x→+∞

[h(x)− 2ax] = lim
x→+∞

(
√

x2 − x + 2 − x) = lim
x→+∞

−x + 2√
x2 − x + 2 + x

= lim
x→+∞

x(−1 + 2
x )

x(
√

1 − 1
x + 2

x2 + 1)
= lim

x→+∞

−1 + 2
x√

1 − 1
x + 2

x2 + 1
= −1

2

Επομένως είναι −β + 3
2 = −1

2 ⇔ β = 2.

Ασκήσεις προς λύση
1. Να βρείτε το a ∈ R ώστε ο άξονας y′y να μην είναι κατακόρυφη ασύμ-

πτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f (x) =
√

x+1−(1+ax)
x2 .

2. Να βρείτε τα a, β ∈ R ώστε η γραφική παράσταση της f (x) =
√

x2 + 2x + 7−
ax + β να έχει ασύμπτωτη στο +∞ την ευθεία y = 2x + 1

3. Να βρείτε το a ∈ R ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης f
με τύπο f (x) = x2−5x+a+2

8x−a2 να έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία
x = 2.

4. να βρείτε τα a, β ∈ R ώστε η συνάρτηση f (x) = βx2+12
x+a να έχει τοπικό

ακρότατο στο x0 = 2 και η ευθεία x = −2 να είναι κατακόρυφη ασύμ-
πτωτη της C f .

5. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x−3
x2−αx+β

. Να βρείτε τις τιμές των α, β ώστε
η C f να έχει ασύμπτωτες τις ευθείες x = 1 και x = 2.

6. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = αx+2
x+β . Να βρείτε τις τιμές των α, β ώστε η

C f να έχει ασύμπτωτες τις ευθείες x = 2 και y = 1.

7. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = λ2x3−3x+2
4x3+x+1 . Να βρείτε τις τιμές του λ ώστε

η ευθεία y = 4 να είναι ασύμπτωτη της C f .

8. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = (a+3)x2−3ax+4
2x−1 και η ευθεία (ϵ)y = 3x + β.

Να βρείτε τα a, β ∈ R ώστε η ευθεία (ε) να είναι ασύμπτωτη της C f στο
+∞.

9. Να βρείτε τα a, β ∈ R ώστε να ισχύει lim
x→−∞

(
√

x2 − x + 5 − ax + 3β) = 4.

10. Να βρείτε τα a, β ∈ R ώστε να ισχύει lim
x→+∞

(
x3 + 2
x2 + 1

− ax + 3β) = 0.
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11. Να βρείτε τα a, β ∈ R ώστε η γραφική παράσταση της f (x) =
√

ax2 − βx + a
με a > 0 να έχει στο +∞ ασύμπτωτη την ευθεία y = 2x + 3.

12. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = x2 − 2ax + β και g(x) = x+1
x−2 . Αν η f

παρουσιάζει ακρότατο στο σημείο x0 και το σημείο (x0, 1) ανήκει στην
κατακόρυφη ασύμπτωτη της Cg να βρείτε τα α, β.

Μέθοδος 5.8 — Εύρεση ορίων μέσω ασύμπτωτων ευθειών. Εάν γνωρί-
ζουμε ότι η ευθεία y = λx + β είναι ασύμπτωτη της γραφικής πα-

ράστασης μιας συνάρτησης f τότε ισχύει ότι: lim
x→∞

f (x)
x

= λ και
lim

x→±∞
[ f (x) − λx] = β. Γνωρίζοντας τα παραπάνω όρια υπολογίζουμε

το όριο που μας δίνεται.

Πρόβλημα 5.24 Η ευθεία y = 3x − 6 είναι ασύμπτωτη της γραφικής παρά-
στασης της f στο −∞. Να βρείτε το a ∈ R ώστε να είναι:

lim
x→−∞

a f (x) + 4x
x f (x)− 3x2 + 8x

= −1

■

Λύση
Επειδή η ευθεία y = 3x − 6 είναι ασύμπτωτη της C f στο −∞ έπεται ότι

lim
x→−∞

f (x)
x

= 3 και lim
x→−∞

[ f (x)− 3x] = −6. Είναι:

lim
x→−∞

a f (x) + 4x
x f (x)− 3x2 + 8x

= lim
x→−∞

a f (x)
x + 4

f (x)− 3x + 8
=

3a + 4
−6 = 8

=
3a + 4

2

Πρέπει 3a+4
2 = −1 ⇔ 3a + 4 = −2 ⇔ 3a = −6 ⇔ a = −2.

Ασκήσεις προς λύση
1. Αν η ευθεία y = 3x+ 2 είναι ασύμπτωτη της C f στο −∞, να υπολογίσετε

τα όρια:

(α) lim
x→−∞

f (x)
x

(β) lim
x→−∞

[ f (x)− 3x]

2. Η ευθεία y = 2x + 5 είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μιας
συνάρτησης f στο +∞.

(α) Να βρείτε τα όρια lim
x→+∞

f (x)
x

, lim
x→+∞

[ f (x)− 2x].

(β) Να βρείτε το λ ∈ R, αν ισχύει: lim
x→+∞

λ f (x) + 4x
x f (x)− 2x2 + 3x

= 1
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3. Αν η ευθεία y = 4x − 3 είναι ασύμπτωτη στη γραφική παράσταση μιας

συνάρτησης f στο −∞, να βρείτε το όριο lim
x→−∞

(x − 1) f (x) + 3x2 − 5x + 2
x2 − x

.

4. Η ευθεία y = 2x − 1 είναι πλάγια ασύμπτωτη στο −∞ της γραφικής
παράστασης της συνάρτησης f . Να βρείτε το a ∈ R ώστε να είναι

lim
x→−∞

α f (x)− 4x
x f (x)− 2x2 + 3x

= 3 .

5. Δίνεται συνάρτηση f , ορισμένη στο R, της οποίας η γραφική παράσταση
έχει στο −∞ ασύμπτωτη την ευθεία y = 4x + 3. Να υπολογίσετε το όριο:

lim
x→−∞

x · f (x)− 4x2 + 6x · ηµx
x2 · f (x)− 4x3 + 2ηµ(x2)

6. Αν f είναι μια μη σταθερή πολυωνυμική συνάρτηση να δειχθεί ότι η
ευθεία y = x είναι ασύμπτωτη της συνάρτησης g(x) = x f (x)+c

f (x) , c ̸= 0 η
οποία δεν τέμνει την Cg.

7. Έστω οι συναρτήσεις f , g : R → R με g(x) = f (x) + x + xηµ 1
x για κάθε

x ̸= 0. Αν η ευθεία y = 2x + 3 είναι ασύμπτωτη της C f στο +∞, να
βρείτε την ασύμπτωτη της Cg στο +∞.

8. Έστω η συνάρτηση f : R → R και η g(x) = x f (e−x). Αν η ευθεία
y = 2x + 1 εφάπτεται στης C f στο x0 = 0, να βρείτε την ασύμπτωτη της
Cg στο +∞.

9. Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης f έxει στο +∞ ασύμπτωτη
την ευθεία y = x + 2, να βρείτε τον µ ∈ R, ώστε:

lim
x→+∞

√
9x2 + 1 · f (x) + 3µx2 + 4

x2 f (x) +
√

x4 + 1 − x3 + 2
= 10

Μέθοδος 5.9 Διάφορες εφαρμογές

Πρόβλημα 5.25 Δίνεται η συνάρτηση f : R → R και ότι για κάθε a, β ∈ R
ισχύει η σχέση:

f (a)− f (β) = κ|a−β|
λ+|α−β| (1)

Με κ ̸= 0 και λ > 0. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f δεν έχει
κατακόρυφη ασύμπτωτη.

■



5.2 Ασύμπτωτες Ευθείες 379

Λύση
Υποθέτουμε ότι η ευθεία x = x0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f . Από
την (1) έπεται ότι:

f (x)− f (x0) =
κ|x−x0|

λ+|x−x0|
⇔ f (x) = f (x0) +

κ|x−x0|
λ+|x−x0|

Επειδή lim
x→x0

[ f (x0) +
κ|x − x0|

λ + |x − x0|
] = f (x0) + 0 = f (x0) έπεται ότι lim

x→x0
f (x) =

f (x0) δηλαδή lim
x→x+0

f (x) = lim
x→x−0

f (x) = f (x0) ∈ R άτοπο διότι η ευθεία x = x0

είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της C f . Επομένως η γραφική παράσταση της
f δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες.

Πρόβλημα 5.26 Δίνονται οι συναρτήσεις f , g : R → R και ότι ισχύει lim
x→−∞

[x4 f 4(x)+

g4(x)] = 0. Να βρείτε την ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της συ-
νάρτησης h(x) = f (x) + g(x) στο −∞.

■

Λύση

• Για κάθε x ∈ R ισχύει η σχέση |g4(x)| = g4(x) ≤ x4 f 4(x) + g4(x) και
επειδή lim

x→−∞
[x4 f 4(x) + g4(x)] = 0 έπεται ότι:

lim
x→−∞

g4(x) = 0 ⇔ lim
x→−∞

4
√

g4(x) = 0 ⇔ lim
x→−∞

|g(x)| = 0 ⇔ lim
x→−∞

g(x) = 0

• Για κάθε x ∈ R ισχύει η σχέση

|x4 f 4(x)| = x4 f 4(x) ≤ x4 f 4(x) + g4(x)

και επειδή lim
x→−∞

[x4 f 4(x) + g4(x)] = 0 έπεται ότι:

lim
x→−∞

[x4 f 4(x)] = 0 ⇔ lim
x→−∞

4
√

x4 f 4(x) = 0 ⇔ lim
x→−∞

|x f (x)| = 0 ⇔
lim

x→−∞
[x f (x)] = 0 ⇔ lim

x→−∞
f (x) = 0

διότι αν θεωρήσουμε τη συνάρτηση P(x) = x f (x) με πεδίο ορισμού το ρ = R

τότε lim
x→−∞

P(x) = 0 και f (x) = P(x)
x με x ̸= 0 και επειδή είναι lim

x→−∞

P(x)
x

= 0

έπεται ότι lim
x→−∞

f (x) = 0.
Επομένως lim

x→−∞
h(x) = lim

x→−∞
[ f (x) + g(x)] = 0 + 0 = 0 που σημαίνει ότι η

ευθεία y = 0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη τηςCh στο −∞.

Πρόβλημα 5.27 Δίνεται η συνάρτηση f : R → R και ότι lim
x→+∞

[x f (x)− 3x2 +

5x − 6] = 2. Να βρείτε την ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f
στο +∞.

■
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Λύση
Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = x f (x) − 3x2 + 5x − 6 με πεδίο ορισμού το
A = R. Τότε lim

x→+∞
h(x) = 2 και x f (x) = h(x) + 3x2 − 5x + 6 (1).

Με x ̸= 0από την (1) έπεται ότι f (x) = h(x)+3x2−5x+6
x . Είναι:

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

h(x) + 3x2 − 5x + 6
x

= lim
x→+∞

[
h(x)

x
+ 3x − 5 +

6
x
] = +∞

Επομένως η C f δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο +∞. Είναι:

• lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

h(x) + 3x2 − 5x + 6
x2 = lim

x→+∞
[
h(x)
x2 + 3 − 5

x
+

6
x2 ] = 3

• lim
x→+∞

[ f (x)− 3x] = lim
x→+∞

[
h(x) + 3x2 − 5x + 6

x
− 3x] = lim

x→+∞
[
h(x)− 5x + 6

x
]

= lim
x→+∞

[
h(x)

x
− 5 +

6
x
] = −5

Άρα η ευθεία y = 3x − 5 είναι πλάγια ασύμπτωτη της C f στο +∞.

Πρόβλημα 5.28 Δίνεται η συνάρτηση f : R → R η οποία είναι παραγωγίσιμη
και για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x)− f (x) = 2xex. Αν f (0) = 0 να βρείτε τις
ασύμπτωτες της C f .

■

Λύση
Για κάθε x ∈ R ισχύει:

f ′(x)− f (x) = 2xex ⇔ f ′(x)ex − f (x)ex = 2xex ⇔ f ′(x)ex− f (x)(ex)′

(ex)2 = 2x ⇔
( f (x)

ex )′ = (x2)′ ⇔ f (x)
ex = x2 + c ⇔ f (x) = ex(x2 + c)(1)

Για x = 0 από την (1) έπεται ότι f (0) = c ⇔ 0 = c. Άρα f (x) = exx2 για κάθε
x ∈ R.
Κατακόρυφες
Η f είναι συνεχής στο R και η C f δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες.
Οριζόντιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(exx2) = +∞

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(exx2) = lim
x→−∞

ex

x−2 = lim
x→−∞

(ex)′

(x−2)′
= lim

x→−∞

ex

2x
=

lim
x→−∞

(ex)′

(2x)′
= lim

x→−∞

ex

−2
= 0
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Επομένως η ευθεία y = 0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της C f .
Πλάγιες
Είναι:

• lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

x2ex

x
= lim

x→+∞
(exx) = +∞

Επομένως η C f δεν έχει πλάγιες ασύμπτωτες.

Ασκήσεις προς λύση
1. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R και ότι ισχύει lim

x→+∞
[x f (x)− x2 − 3x] = 1.

(α) Να βρείτε την ασύμπτωτη της C f στο +∞.
(β) Αν η f είναι άρτια να βρείτε την ασύμπτωτη της C f στο −∞.

2. Δίνεται η συνάρτηση f : R → R και ότι lim
x→−∞

[x2 f (x)− x3 + 3x2 + 5] = 8.
Να βρείτε την ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο −∞.

3. Η ευθεία y = 3x + 7 είναι ασύμπτωτη της C f μιας περιττής συνάρτησης
f στο +∞. Να βρεθεί η ασύμπτωτη της C f στο −∞.

4. Μία συνάρτηση f έχει την ιδιότητα: 2x < f (x) < 2x + 1
x2 για κάθε x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι η C f έχει πλάγια ασύμπτωτη.

5. Η συνάρτηση f : (0,+∞) → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο
(0,+∞) και για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει f ′′(x) = 6

x3 . Να βρείτε την f
όταν γνωρίζετε ότι η C f έχει ασύμπτωτη στο +∞ την ευθεία y = 4x − 2.

6. Η συνάρτηση f : (0,+∞) → R είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο
(0,+∞) και για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει f ′′(x) = 2

x3 . Να βρείτε την f
όταν γνωρίζετε ότι η C f έχει ασύμπτωτη στο +∞ την ευθεία y = x − 1.

7. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 − 2x + 1 − xln2x.
(α) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της f .
(β) Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία και τα κοίλα.
(γ) Να βρεθούν τα όρια: lim

x→0
f (x) και lim

x→+∞
f (x).

(δ) Να βρεθεί το σύνολο τιμών και οι ασύμπτωτες της C f .

(ε) Να δείξετε ότι εξίσωση x2 − 2x + 1 − xln2x = 2006
2007 έχει ακριβώς δύο

λύσεις.

8. Δίνονται οι συναρτήσεις f , g : R → R για τις οποίες ισχύει f (x)− g(x) =
x − 4 για κάθε x ∈ R. Αν η ευθεία y = 3x − 7 είναι ασύμπτωτη της
γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο +∞.
(α) Να αποδείξετε ότι η ευθεία y = 2x− 3 είναι ασύμπτωτη της γραφικής
παράστασης της συνάρτησης g στο +∞.
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(β) Να βρείτε τα όρια:

(i) lim
x→0+

ex − 1
1 − συνx

(ii) lim
x→0+

g(h(x)) + 5h(x) + ηµ(h(x))
h(x) f (h(x))− 3(h(x))2 + 1

9. Έστω οι συναρτήσεις f : (0,+∞) → R για τις οποίες ισχύει g′(x) =
f ′(x)− 2 για κάθε x ∈ R και οι C f και Cg τέμνονται πάνω στην ευθεία
x = 1. Αν η C f έχει ασύμπτωτη στο +∞ τον άξονα x′x, να βρείτε στο
+∞ την ασύμπτωτη της Cg.

10. Έστω η συνάρτηση f (x) = x + 1
x−2 . Να δείξετε ότι:

(α) Τα σημεία των ακρότατων της f και το σημείο τομής των ασύμπτω-
των της C f είναι συνευθεϊακά.
(β) Δεν υπάρχει εφαπτόμενη της C f που να είναι παράλληλη προς την
πλάγια ασύμπτωτη της C f .

11. Έστω μια συνάρτηση f : (0,+∞) → R για την οποία ισχύει e−x ≤
x f (x) ≤ 1 για Να δείξετε ότι ο άξονας x′x είναι ασύμπτωτη της C f .
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5.3 Χάραξη γραφικής παράστασης συνάρτησης
Για να μελετήσουμε και να χαράξουμε τη γραφική παράταση μιας συνάρτησης
f ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα:

1. Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της f .

2. Εξετάζουμε την f ως προς τη συνέχεια.

3. Βρίσκουμε την πρώτη και δεύτερη παράγωγο της f , όπου ορίζεται και
κατασκευάζουμε τους πίνακες προσήμων τους. Με τη βοήθεια του πί-
νακα της πρώτης παραγώγου της f , προσδιορίζουμε τη μονοτονία και τα
ακρότατα της f , ενώ με τη βοήθεια του πίνακα της δεύτερης παραγώγου
της f προσδιορίζουμε την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

4. Εξετάζουμε πως συμπεριφέρεται η f στα άκρα των διαστημάτων του
πεδίου ορισμού της. Δηλαδή βρίσκουμε τις ασύμπτωτες της C f , και τα
όρια στα άκρα των διαστημάτων του πεδίου ορισμού της f στα οποία
η f δεν ορίζεται, αλλά και στο +∞ και στο −∞ (αν έχει νόημα).

5. Όλα τα παραπάνω συμπεράσματα τα συγκεντρώνουμε σε ένα συνο-
πτικό πίνακα (πίνακας μεταβολών της f ). Στη συνέχεια χαράσσουμε τη
γραφική παράσταση της f .

Παρατήρηση 5.3.1 .

1. Μπορούμε για την πιο εύκολη χάραξη της γραφικής παράστασης
της συνάρτησης f να χρησιμοποιήσουμε τα παρακάτω: Η γραφική
παράσταση μιας άρτιας συνάρτησης είναι συμμετρική ως προς τον
άξονα y´y, ενώ μιας περιττής συνάρτησης είναι συμμετρική ως προς
την αρχή των αξόνων. Θυμίζουμε ότι μια συνάρτηση f με συμμετρικό
πεδίο ορισμού Α ως προς το 0, είναι άρτια αν f (−x) = f (x) για κάθε
x ∈ A και περιττή αν f (−x) = − f (x) για κάθε x ∈ A.

2. Αν μια συνάρτηση f είναι περιοδική με περίοδο Τ, τότε αρκεί να τη
μελετήσουμε σε ένα διάστημα πλάτους Τ.

3. Για την πιο εύκολη χάραξη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτη-
σης μπορούμε να σημειώσουμε πρώτα απ’ όλα στο σχήμα τις ασύμ-
πτωτες ευθείες της C f , (με διακεκομμένη γραμμή) και τα σημεία στα
οποία η f παρουσιάζει ακρότατα καθώς και τα σημεία καμπής της
C f .

4. Για την πιο ακριβή σχεδίαση της γραφικής παράστασης μιας συνάρ-
τησης f μπορούμε:

• να κατασκευάσουμε έναν πίνακα τιμών της f ,
• να βρούμε τα σημεία στα οποία η C f τέμνει τους άξονες.
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5.3.1 Μεθοδολογίες για την επίλυση ασκήσεων
Πρόβλημα 5.29 Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά η συνάρτηση
f (x) = x

lnx . ■

Λύση

1. Για το πεδίο ορισμού της f πρέπει:
{

x > 0
lnx ̸= 0

⇔
{

x > 0
x ̸= 1

⇔ A =

(0, 1) ∪ (1,+∞)

2. Η f είναι συνεχής στο A ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων.

3. Για κάθε x ∈ R είναι f ′(x) = ( x
lnx )

′ = lnx−1
(lnx)2 . Το πρόσημο της f ′ η

μονοτονία και τα ακρότατα της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

0 1 e +∞

− − 0 +

T.ET.E

H f είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα (0, 1) και (1, e] και γνησίως
αύξουσα στο [e,+∞). Παρουσιάξει τοπικό ελάχιστο για x = e το f (e) = e.
Επίσης για κάθε x ∈ A είναι: f ′′(x) = [ lnx−1

(lnx)2 ]
′ = 2−lnx

x(lnx)3 . Το πρόσημο της
f ′′, η κυρτότητα και τα σημεία καμπής της C f φαίνοντα στο παρακάτω
πίνακα:

x

2 − lnx

(lnx)3

f ′′

f

0 1 e2 +∞

+ + 0 −
− + 0 −
− + 0 −

H f είναι κοίλη στα διαστήματα (0, 1) και [e2,+∞) ενώ είναι κυρτή στο
(1, e2]. Το σημείο A(e2, e2

2 ) είναι σημείο καμπής της C f .
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.
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Ασκήσεις προς λύση
1. Να γίνει η μελέτη και η γραφική παράσταση των συναρτήσεων:

(α) f (x) = x3 − 3x + 2
(β) f (x) = x

x2−1

(γ) f (x) = x2−1
x

(δ) f (x) = x
(x−1)2

(ε) f (x) = x√
x2+1

(στ) f (x) = x2

1−x2

(ζ) f (x) = x − συνx, x ∈ [−π, π]
(η) f (x) = x − ηµ2x, x ∈ [−π, π]
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