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ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΙ ΕΠΑΛ (ΟΜΑΔΑ Β΄) 

ΔΕΥΤΕΡΑ 25 MAΪΟΥ 2015 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
 

 

 

 

 ΘΕΜΑ  Α  
 

A1.  Έστω μια συνάρτηση f, η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα [α,β]. Αν  

 η f είναι συνεχής στο [α, β] και  

 f(α)  f(β), 

τότε να αποδείξετε ότι για κάθε αριθμό η μεταξύ των f(α) και f(β) υπάρχει ένας τουλάχιστον 

 0x α,β , τέτοιος ώστε  0f x .η  

Μονάδες 7 

A2.  Έστω μια συνάρτηση f και 0x  ένα σημείο του πεδίου ορισμού της. Πότε θα λέμε ότι η f είναι συνε-

χής στο 0x ; 

Μονάδες 4 

A3.  Έστω μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού A. Πότε λέμε ότι η f παρουσιάζει στο 0x A  τοπικό ελά-

χιστο; 

Μονάδες 4 

 

A4.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, δίπλα στο γράμμα 

που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρό-

ταση είναι λανθασμένη. 

 

α)  Αν για δύο συναρτήσεις f, g ορίζονται οι συναρτήσεις f g και g f , τότε  ισχύει πάντοτε 

ότι f g g f . 

β)  Η διανυσματική ακτίνα της διαφοράς των μιγαδικών α + βi  και γ + δi είναι η διαφορά των 

διανυσματικών ακτίνων τους. 

γ) Για κάθε x ισχύει ότι  συνx ημx  . 

δ)  Έστω f μία συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα [α,β]. Αν ισχύει ότι  f x 0  για κάθε 

 x α,β  και η συνάρτηση f δεν είναι παντού μηδέν στο διάστημα αυτό, τότε 

 
β

α
f x dx 0 . 

ε) Αν    
0x x

lim f x 0 και f x 0


  κοντά στο 0x , τότε 
 0x x

1
lim

f x
   

Μονάδες 10  
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  
 

Α1.  Σχολικό Βιβλίο σελ 192. 

Α2.  Σχολικό Βιβλίο σελ 188. 

Α3.  Σχολικό βιβλίο σελ 259. 

Α4.  α)  Λάθος. Σχολικό βιβλίο σελ 144. 

β)  Σωστό. Σχολικό βιβλίο σελ 259. 

γ)  Λάθος. Σχολικό βιβλίο σελ 225. 

δ)  Σωστό. Σχολικό βιβλίο σελ 332. 

ε)  Σωστό. Σχολικό βιβλίο σελ 178. 

 
 

 ΘΕΜΑ  Β  
 

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z για τους οποίους ισχύει:  

z 4 2 z 1   . 

B1.  Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων αυτών των μιγαδικών αριθμών z είναι κύκλος 
με κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ρ = 2. 

 Μονάδες 7  

B2.  Έστω 1 2

2 1

2z 2z
w

z z
  , όπου 1 2z , z δύο μιγαδικοί αριθμοί του ερωτήματος Β1. Να αποδείξετε ότι:  

α)  Ο w είναι πραγματικός και  
(μονάδες 4)  

β)   4 w 4     
(μονάδες 7)  

Μονάδες 11  
 

B3.  Αν w 4 , όπου w είναι ο μιγαδικός αριθμός του ερωτήματος Β2, να βρείτε τη σχέση που συνδέει 

τους μιγαδικούς αριθμούς 1 2z , z  και να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές τις εικόνες 

     1 2 3A z ,B z ,Γ z  των μιγαδικών αριθμών 1 2 3z , z και z  είναι ισοσκελές.  

Μονάδες 7  
 

 ΛΥΣΗ: 
 

 

Β1. Ισοδύναμα έχουμε: 

     

 

      

     

       

       

   

2 2
z 4 2 z 1 z 4 4 z 1

z 4 z 4 4 z 1 z 1

zz 4z 4z 16 4 zz z z 1

zz 4z 4z 16 4zz 4z 4z 4

zz 4 z 2

 

 Άρα ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του z είναι κύκλος με κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα 

ρ = 2. 
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Β2 α. Είναι     1 1 1 1

1

4
|z | 2 z z 4 z

z
. Όμοια 2

2

4
z

z
  

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2 1 2 1 1 2 2 1

2 1

4 4

2z 2z z z z z z z 2z 2z
w 2 2 2 w

4 4z z z z z z z z
z z

 
    
              
    
 
 

. 

 Άρα w . 
 

   β. Από την τριγωνική ανισότητα παίρνουμε διαδοχικά:  

1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1 2 1

1 21 2

2 1 2 1

2z 2z 2z 2z 2z 2z z z
2 2

z z z z z z z z

z z2z 2z
2 2

z z z z

2 2
w 2 2 w 2 2

2 2

w 4 4 w 4 αφού w .

        

     

       

     

 

Β3. Είναι 

 

        

       

    

1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1

22 2
1 2 1 1 2

1 2 1 2

2z 2z 2z 2z z z
w 4 2

z z z z z z

2z z z z z z 0

z z 0 z z .

 

Επομένως :   

    

   

        

         

             

1 2 2 2 2 2

22
1 3 1 1 1 1 1

22
2 3 1 1 1 1 1

(ΑΒ) z z z z 2z 2 z

(ΑΓ) z z z 2iz z 1 2i z 1 -2 z 5

(ΒΓ) z z z 2iz z 1 2i z 1 2 z 5

 

 Άρα 

   1 3 2 3z z z z ΑΓ ΒΓ     . 
 

 ΘΕΜΑ  Γ  
 

Δίνεται η συνάρτηση  
x

2

e
f x , x

x 1
 


 

Γ1. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να αποδείξετε ότι το σύνολο τιμών της είναι το διά-

στημα  0, . 

Μονάδες 6  
Γ2.  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  

  
2

3 x 2 e
f e x 1

5
     

έχει στο σύνολο των πραγματικών αριθμών μία ακριβώς ρίζα.  
Μονάδες 8  

Γ3.  Να αποδείξετε ότι  
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4x

2x
f t dt 2xf 4x  

για κάθε x > 0. 
Μονάδες 4  

Γ4.  Δίνεται η συνάρτηση  

 
 

4x

2x

1
f t dt, x 0

g x x
2, x 0




 
 

  

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι γνησίως αύξουσα στο  0,  

Μονάδες 7  
 

 

 ΛΥΣΗ: 
 

 

Γ1. Η  συνάρτηση 
x

2

e
f(x)

x 1



 ορίζεται σε όλο το  και είναι παραγωγίσιμη στο  ως πηλίκο των πα-

ραγωγίσιμων συναρτήσεων x 2e ,x 1  με: 

x x 2 x x 2 x 2

2 2 2 2 2 2 2

e e (x 1) e ·2x e (x 1 2x) e (x 1)
f (x)

x 1 (x 1) (x 1) (x 1)



      
     

    
 

Είναι προφανές ότι  


  


x 2

2 2

e (x 1)
f (x) 0

(x 1)
 για κάθε x 1  και επειδή η f  είναι συνεχής στο x 1  , τε-

λικά η f  είναι γνησίως αύξουσα στο . 

Επίσης
x

x

2 2x x

e 1
lim f(x) lim e 0·0 0

x 1 x 1 

   
      

   
, 

αφού x

x
lim e 0


  και  2

2x x

1
lim x 1 lim 0

x 1 

 
    

 
 

Οι συναρτήσεις 2xe , x 1  ,  είναι παραγωγίσιμες και x

x
lim e


   ,  2

x
lim x 1


    , και το όριο 

x

2x

e
lim

x 1

 
 

 
 υπάρχει , όπως φαίνεται παρακάτω , επομένως ισχύουν οι προϋποθέσεις εφαρμογής 

του κανόνα De L’ Hospital . 

 Άρα  
 

 

xx

2x x x

x

x2

ee
lim f x lim lim lim

x 1 2

e

xx 1
   

 
   






 
. 

Επίσης οι συναρτήσεις xe , 2x  ,  είναι παραγωγίσιμες και x

x
lim e


   , 
x

xlim 2


   , και το όριο 

x

x

e
lim

2x

 
 
 

 υπάρχει, όπως φαίνεται παρακάτω , επομένως ισχύουν οι προϋποθέσεις εφαρμογής του 

κανόνα De L’ Hospital . 
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 Άρα  
 

 

x

x x x

x

lim f x lim lim
x

e e

22
  



   


. 

 Επομένως  το σύνολο τιμών είναι το  
 

  
x x

f(R) lim f(x), lim f(x) (0, ) . 

 

Γ2. Είναι : 

   
2

3 x 2 3 x 2e
f e ·(x 1) f e ·(x 1) f(2)

5
           (1) 

Επειδή   η  f  είναι γνησίως αύξουσα , είναι και 1 1 .Επομένως  η  (1) είναι ισοδύναμη με την  

         


3 3 x 3
3 x 2 2

x 2

e e e e
e ·(x 1) 2 (x 1) 2 f(x)

e 2 x 1 2
 

Όμως    
3e

f(R) (0, )
2

, οπότε  υπάρχει 0x   , τέτοιο ώστε  
3

o

e
f(x )

2
 

Επιπλέον η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα, άρα λαμβάνει κάθε τιμή της ακριβώς μια φορά, οπό-

τε η ανωτέρω εξίσωση έχει ακριβώς μια ρίζα, τη 0x . 
 

Γ3. Η f  είναι γνησίως αύξουσα, οπότε για x 0  είναι 

       2x t 4x f(2x) f(t) f(4x) f(4x) f(t) 0 . 

και η ισότητα δεν ισχύει παντού στο [2x,4x] . 

Επομένως   

 

      

   

    

 

4x 4x 4x 4x 4x

2x 2x 2x 2x 2x

4x 4x
4x

2x
2x 2x

[f(4x) f(t)]dt 0 f(4x)dt f(t)dt 0 f(t)dt f(4x)dt

f(t)dt f(4x)· 1 f(t)dt 2xf(4x).

 

 

Γ4. Επειδή         
4x 4x 2x

2x 0 0
f t dt f t dt f t dt   άρα       

4x

2x
f t dt ' (4x)'f(4x) (2x)'f(2x) 4 f(4x) 2f(2x)   

Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0,  ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

        

 

  
  







  
4x 4x 4x

2x 2x 2x

2 2

2

x f t dt ' (x)' f t dt x 4f(4x) 2f(2x) f t dt
g (x)

x x

2 f(4x) f(2x)4xf(4x) 2xf(2x) 2xf(4x)

x x

, 

 λόγω της ανισότητας που αποδείξαμε στο ερώτημα (Γ3). 

 

Για x 0  ισχύει ότι f(4x) f(2x)  λόγω της μονοτονίας της f  .Άρα  
 

 


  
2 f(4x) f(2x)

0 g x 0
x

, 

Επίσης είναι  

4x

2x

x 0 x 0

f(t)dt
lim g(x) lim

x  



. 
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Οι συναρτήσεις 
4x

2x
f(t)dt, x  ,  είναι παραγωγίσιμες , επομένως και συνεχείς. Άρα  

4x 0

2x 0x 0 x 0
lim f(t)dt f(t)dt 0, li x 0m

  
      

και το όριο 
 

4x

2x

x 0

f(t)dt
lim

x






 υπάρχει , όπως φαίνεται παρακάτω. Επομένως ισχύουν οι προϋποθέ-

σεις εφαρμογής του κανόνα De L’ Hospital .  Άρα,  

 
4x4x

2x2x

x 0 x 0 x 0 x 0

f(t)dtf(t)dt 4f(4x) 2f(2x)
lim g(x) lim lim lim 4f(0) 2f(0) 2 g(0)

x x 1      




      




, 

αφού η f  είναι συνεχής. 

 

Συνεπώς η g είναι συνεχής στο 0 και στο  0, (ως παραγωγίσιμη σε αυτό) άρα τελικά είναι συνε-

χής στο  0, . Επίσης '(x) 0g   για κάθε   x 0,  άρα τελικά η f είναι γνησίως αύξουσα στο 

 0, . 
 

 

 ΘΕΜΑ  Δ  
 

Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f :   για την οποία ισχύουν: 

      f x f xf x e e 2   
 

 για κάθε x και  

 f(0) = 0. 

Δ1.    Να αποδείξετε ότι     2f x ln x x 1   . 

 
Μονάδες 5 

Δ2.   α) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η συνάρτηση f είναι κυρτή ή κοίλη και να προσδιορίσετε 
το σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της f. 

(μονάδες 3) 
  

β)  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης f, την ευθεία y = x και τις ευθείες x = 0 και  x = 1. 

(μονάδες 4)  
Μονάδες 7  

Δ3. Να υπολογίσετε το όριο:  
x

2

0
f (t)dt

x 0
lim e 1 ln f(x)



     
  

 

Μονάδες 6  
Δ4.  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση:  

x 2 x
2 2

0 0
1 3 f(t )dt 8 3 f (t)dt

0
x 3 x 2



 
 

 

 
 

έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (2,3).  
Μονάδες 7 
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 ΛΥΣΗ: 
 

Δ1. Η δοθείσα σχέση γράφεται  f(x) f(x)e e (2x)


   , οπότε  f(x) f(x)e e 2x c, c    . 

Από την τελευταία, αν  θέσουμε x 0 , βρίσκουμε c 0  κι έτσι αυτή γράφεται   
f(x) f(x)e e 2x  . 

Είναι 

f(x) f(x) 2f(x) f(x) 2f(x) f(x)e e 2x e 1 2xe e 2xe 1          
2f(x) 2e x 1 x     (1) 

Έστω   f(x)H(x) e x, x , οπότε  η σχέση (1) γράφεται   2 2H (x) 1 x .Είναι επομένως   H(x) 0  για 

κάθε x  και  επειδή είναι συνεχής  στο , αυτή  διατηρεί σταθερό πρόσημο. Αλλά  

 H(0) 1 0 , όποτε είναι H(x) 0  για κάθε x . 

Επομένως η σχέση (1) δίνει :  

          2 f(x) 2 f(x) 2H(x) 1 x e x 1 x e x 1 x  2f(x) ln x 1 x ,x     

 

Δ2α. Είναι 
   


  

    

2
2

2 2 2

x
1x 1 x ' 11 xf '(x)

x 1 x x 1 x 1 x
. 

Η f΄ είναι με τη σειρά της παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων με

  
 

3
2

x
f x , x

x 1


  



. 

Για x 0 είναι f (x) 0  , οπότε  η f είναι κοίλη στο [0, ) . 

Για x 0 είναι f (x) 0  , οπότε  η f είναι κυρτή  στο ( ,0] . 

Στο x 0  η f  παρουσιάζει σημείο καμπής  το  σημείο  0,f(0)  δηλαδή το Ο(0, 0) . 

 

Δ2β. Η εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο 0x 0  είναι y f(0) f (0)(x 0) y x     . 

 Αφού η f είναι κοίλη στο [0, ) ,  είναι f(x) x  για κάθε x 0  με την ισότητα να ισχύει μόνο για 

x 0 . 

Άρα το ζητούμενο εμβαδόν είναι  

 

 

1 1 1

0 0 0

1 11 12

00 0 0

11
2

0 2 0

E (x f(x))dx xdx f(x)dx

1 1
x (x) f(x)dx xf(x) xf (x)dx

2 2
1 x 1

f(1) dx f(1) x 1
2 2x 1

1
2 ln 1 2

2



    

       

       
 

 



 

  

 


 

 

Δ3. Αφού  
 2

1
f '(x) 0

1 x
 άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο . Για x 0   είναι f(x) 0 . 

Έστω L  το ζητούμενο όριο, το οποίο γράφεται  
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x
2

0

x
2

0

f (t)dt

f (t)dt

x 0 x 0

e 1

L lim e 1 lnf(x) lim f(x)lnf(x)
f(x)  

   
        
  

. 

 

  Η συνάρτηση στον εκθέτη είναι συνεχής ως παραγωγίσιμη, οπότε  

   
x 0

2 2

0 0
f (t)dt f (t)dt

x 0 x 0
lim e 1 e 1 0, lim f x f 0 0

  

      





  

Το όριο οδηγεί στη μορφή 
0

0

 
 
 

 και ισχύουν οι προϋποθέσεις εφαρμογής του κανόνα De L’ Hospital 

όπως προκύπτει εκ του αποτελέσματος . Είναι λοιπόν :  

 

 

 

 

 
    

          
   

   
 



 

x x
2 2

x 00 0 2 2

0 0

f (t)d

2

t f (t)dt

f (t)dt f (t)dt

x 0 x 0 0

2

2

x

e 1 e 1
e e

lim lim lim 0
1f(x) f(x) f(x)

0

x 0

1

f f
. 

 Επίσης είναι  

                                 
x 0 x 0

lnf(x)
lim f(x)lnf(x) lim

1

f(x)

  
 . 

 Έχουμε        
x 0 x 0 x 0

l
1

lim f(x) f 0 0 lim lim
f(

n x
x)

f και
    

       

και υπάρχει το 
 

x 0

lnf(x)
lim

1

f(x)





 
 
 

, όπως φαίνεται παρακάτω. Έτσι, σύμφωνα με  κανόνα De L’ Hospital ,  

είναι :  

                             
x 0 x 0 x 0 x 0

2

f (x)

lnf(x) f(x)
lim f(x)lnf(x) lim lim lim ( f(x)) 0

1 f (x)

f(x) f (x)

      



    


 

Άρα το ζητούμενο όριο  
    

   
            
  

x
2

0

x
2

0

f (t)dt

f (t)dt

x 0 x 0 x 0

e 1

L lim e 1 lnf(x) lim lim f(x)lnf(x) 0 0 0.
f(x)

 

 

Δ4. Στο διάστημα (2, 3) είναι :  

   
x 2 x

2 2

x 2 x0 0 2 2

0 0

1 3 f(t )dt 8 3 f (t)dt
0 (x 2) 1 3 f(t )dt (x 3) 8 3 f (t)dt 0

x 3 x 2




 

        
 

 
   

Θεωρούμε συνάρτηση  
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x 2 x

2 2

0 0
G(x) (x 2) 1 3 f(t )dt (x 3) 8 3 f (t)dt , x [2,3]



        . 

Η G είναι  συνεχής στο [2, 3] , αφού οι εμφανιζόμενοι όροι είναι συνεχείς συναρτήσεις, ως παραγω-

γίσιμες. 

Είναι  
2

2

0
G(2) 3 f (t)dt 8    και   

1
2

0
G(3) 1 3 f(t )dt   . 

•  Είναι f(t) t,t [0,2]  , οπότε  2 2 2 2f (t) t t f (t) 0    , με την ισότητα να ισχύει μόνο για t 0 .Άρα   

2 2
2 2 2

0 0

8
(t f (t))dt 0 f (t)dt G(2) 0

3
       . 

•  Όμοια είναι f(t) t,t [0,1]  ,οπότε  2 2 2 2f(t ) t t f(t ) 0,t [0,1]    , με την ισότητα να ισχύει μό-

νο για t 0 .Επομένως  

      
1 1

2 2 2

0 0

1
(t f(t ))dt 0 f(t )dt G(3) 0

2
 

Είναι λοιπόν  G(2)G(3) 0 , οπότε  σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano η εξίσωση G(x) 0  έχει μία του-

λάχιστον ρίζα στο (2,3).  Συνεπώς  και η ισοδύναμη αρχική εξίσωση έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο 

(2,3) . 

 

 ΑΛΛΕΣ ΛΥΣΕΙΣ:   
 

 
Β1 Έστω z x yi, x,y   , οπότε 

   

   

   

2 22 2

2 22 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

z 4 2 z 1 x yi 4 2 x yi 1

x 4 yi 2 x 1 yi

x 4 y 2 x 1 y

x 4 y 4 x 1 y

x 8x 16 y 4 x 2x 1 y

x 8x 16 y 4x 8x 4 4y

12 3x 3y x y 4.

        

     

     

      
 

         

       

     

 

Άρα ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του z είναι κύκλος με κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα 

ρ = 2. 

B2β. Αν 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2z x y i,z x y i,x ,x ,y ,y      με αντίστοιχες εικόνες 1 2A(z ),B(z ) , έχουμε ότι:  

1 2
1 2 1 2

2 1

z z
2 x x y y OA·OB |OA||OB|σ AOBw υν

z z

 
       

 
, 

οπότε |w| |OA||OB||συνAOB| |OA||OB|   απ' όπου 

OA OB w OA OB 4 w 4      . 
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Β2β. 1 2 1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 2

2

4

z z z z z z z
w 2 2 2 4Re

4z z z z z z

z

 
        
              
          
 

 

Άρα αρκεί να αποδείξουμε ότι 1 1 1

2 2 2

z z z
4 4Re 4 4Re 4 Re 1

z z z

     
           

     
 

Όμως 1 1

2 2

z |z | 4
1

z |z | 4
    άρα ο μιγαδικός 1

2

z

z
 κινείται στο μοναδιαίο κύκλο 2 2x y 1    

άρα 2 2x 1 y 1    άρα |x| 1  δηλαδή το πραγματικό μέρος του 1

2

z

z
 ικανοποιεί την 1

2

z
Re 1

z

 
 

 
. 

Γ3. Έστω x 0 . Θεωρούμε τη συνάρτηση 
u

0

F(u) f(t)dt,u [2x,4x]  .  

Η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο διάστημα [2x,4x], οπότε η F  είναι παραγωγίσιμη σ' αυτό, με 

F (u) f(u)  .  

Από το Θεώρημα Μέσης Τιμής, υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ (2x,4x)  τέτοιο, ώστε  

4x 2x

0 0

F(4x) F(2x)
F (ξ) f(t)dt f(t)dt 2xf(ξ)

4x 2x


    

    

4x 0 4x

0 2x 2x

f(t)dt f(t)dt 2xf(ξ) f(t)dt 2xf(ξ)      . 

Είναι 2x ξ 4x   και η f  είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση, άρα f(ξ) f(4x) . 

Επομένως 
4x

2x

f(t)dt 2xf(4x) . 

Δ1.  Όμοια όπως στην πρώτη λύση βρίσκουμε   f(x) f(x)e e 2x (1) .  

 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  x xg(x) e e  με   x xg'(x) e e 0   για κάθε x , άρα η g  είναι 

γνησίως αύξουσα στο οπότε και "1 1" . 

 

Παρατηρούμε ότι       


   

        
 

1
2 2ln x x 1 ln x x 1

2 2

2

1
g ln x x 1 e e x x 1

x x 1
 

 

   
2

2 2
2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 2 11 2 1 1 2 2 1
2

1 1 1 1

x x x x xx x x x x x x
x

x x x x x x x x

          
    

       
 

 

Οπότε η (1) γράφεται:       
 

      
g: 1 1

2 2g f(x) g ln x x 1   f(x) ln x x 1  
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Δ3. Η συνάρτηση f(x)  έχει παράγωγο   
2

1
f (x) 0

x 1
 άρα είναι γνησίως αύξουσα στο  οπότε για 

x 0  έχουμε  f(x) f(0) 0  συνεπώς |f(x)| f(x)  για  x (0, ) . Το όριο γράφεται: 

 



 
  x 0

F(x) F(0)
lim xlnf(x)

x 0
 όπου  

x
2

0
f (t)dt

F(x) e  η οποία είναι παραγωγίσιμη με   2F (x) f (x)F(x)  

 

Όμως 



 

x 0

F(x) F(0)
lim F (0) 0

x 0
και επίσης  

  

 
 
 

  



      
  

0
20

2 2x 0 x 0 x 0

2

f (x)

lnf(x) x 1f(x)
lim (xlnf(x)) lim lim 0 1 0

1 1 ln(x x 1) x 1
x x

 

 

διότι 
 

 
 
 

 
 

 



0
2 0

2x 0 x 0

2

x 2x
lim lim 0

1ln(x x 1)
x 1

. 

 

Δ3.  Με  2f t  συνεχή στο  (δύναμη συνεχούς και 0  προκύπτει ότι η συνάρτηση    
x

2

0

F x f t dt   

είναι μια παράγουσα της f  στο  άρα συνεχής και με   xm x e  συνεχή στο  προκύπτει ότι η  

  
 

x
2

0

f t dt

m F x e


  είναι συνεχής στο  (άρα και στο μηδέν) οπότε  

 

   
x 0

2 2

0 0

f t dt f t dt
0

x 0
lim e 1 e 1 e 1 1 1 0



 
         

 
 
 

 

και επειδή f(x) 0  για x 0  άρα 

   
    

         

(*)

x 0 x 0 u 0
lim ln f x lim lnf x lim lnu  

         (*) θέτουμε u f(x)  οπότε 


  
x 0

0u lim f(x) f(0) 0  διότι η f είναι συνεχής. 

Έτσι έχουμε:  

 

 

 

 

x
2x

2
0

0

f t dt
f t dt

x 0 x 0

e 1
lim e 1 ln f x lim

1

lnf x

  

 
           

          
 

 

Και με τις συναρτήσεις 
 

 




x
2

0

f t dt 1
e 1,

lnf x
 παραγωγίσιμες είναι  
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x
2x

2

0
0

x
2

x
20

x
02

0

x
2

0

2

DL'Hx 0 x 0 x 0 xf t dt
f t dt 2

0

f t dt 2

f t dt2

f t dt

x 0
f t dt

2

f t d

f x f x

lnf x f x f x
lim lim lim

e f t dt1 e 1

e 1
e 1

e 1

f x

f x
lim

e f x

e

 

 

 

 

  
    

    
   

 
 
 

     
 
 
 

x
2

0

x
2

0

x

0

2

f t dt

3
x 0

f t dt

2

t

e 1

f x
lim

f x

e

1

 

Επειδή οι συναρτήσεις 
2

x

0
(t)df t

f '(x), e  είναι συνεχείς στο 0 άρα  

 

 

 

 


 
  
         
  
 

x 0
2 2

0 0

0
x 0

f t dt f t dt

f x f 0 1 1
lim 1

e 1
e e

 

και  

 

 

 

  

   

   

   

 

    

 
 
 

   

                                                        
  

  

x
x x x x x

2
2 2 2 2 2

0
0 0 0 0 0

22
f t dtf t dt f t dt f t dt f t dt f t dt

2

0

0

3 2 2DL'Hx 0 x 0 x 0 x 03

e 1e 1 2 e 1 e 1 2 e 1 e f x

lim lim lim lim
f x 3f x f x 3f x ff x  

   

 

   

 

   
         

   
   

    
   

   

x x 0 0
2 2 2 2

0 0 0 0

f t dt f t dt f t dt f t dt

x 0

x

2 e 1 e 2 e 1 e

2 0 1
lim 0

3 f x 3 f 0 3 1

 
Οπότε τελικά για το ζητούμενο όριο (από όρια και πράξεις) έχουμε:  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

       

    
                       

            
      

    
  
   




 

x x
2 2

0 0

x x
2 2

0 0

x
2

0

2 2

f t dt f t dt

3 3
x 0 x 0 x 0 x 0

f t dt f t dt

f t dt

e 1 e 1

lnf x f x f x
lim lim lim lim 1 0 0

f x f x
e e1

e 1

 

 


