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ΚΚεεφφάάλλααιιοο::  ∆∆ιιααφφοορριικκόόςς  ΛΛοογγιισσμμόόςς  ΚΚ

  
Ο κανόνας De l’ Hopital μας βοηθά-
ει στην εύρεση ορίων στις παραστά-
σεις που παρουσιάζεται αοριστία της 

μορφής 

Ο κανόνας De l’ Hopital μας βοηθά-
ει στην εύρεση ορίων στις παραστά-
σεις που παρουσιάζεται αοριστία της 

μορφής 

εεφφάάλλααιιοο::  ∆∆ιιααφφοορριικκόόςς  ΛΛοογγιισσμμόόςς  

0
0

 ή ∞
∞

. Αν μάλιστα λάβουμε 

υπόψη μας ότι και οι άλλες απροσδιόριστες μορφές με κατάλληλους μετασχη-

ματισμούς μπορούν να αναχθούν στη μορφή 0
0

 ή ∞
∞

, καταλαβαίνουμε ότι με 

τους κανόνες του De l’ Hopital λύνονται πολλά προβλήματα. 
 
Κανόνας 1 

Αν ξ ∈ , ( ) ( )li  και υπάρχει το m lim 0
x x

f x g x
ξ ξ→ →

= =
( )
( )

lim
x

f x
g xξ→

′
′

, τότε: 

( )
( )

( )
( )

lim lim
x x

f x f
g x g xξ ξ→ →

x′
=

′
 

Κανόνας 2 

Αν ξ ∈ , ( ) ( )li  ή m lim
x x

f x g x
ξ ξ→ →

= = +∞ −∞  και υπάρχει το ( )
( )

lim
x

f x
g xξ→

′
′

, τότε: 

( )
( )

( )
( )

lim lim
x x

f x f
g x g xξ ξ→ →

x′
=

′
 

Παρατηρήσεις 
• Στους κανόνες De l’ Hopital όταν το x ξ→ , ξ ∈  οι συναρτήσεις ,f g  

πρέπει να είναι παραγωγίσιμες τουλάχιστον σε ένα διάστημα της μορφής 
( ) ( ), ,α ξ ∪ ξ β  ή ( ),α ξ  ή ( ),ξ β  και να ισχύει ( ) 0g x′ ≠  για κάθε x  που 
ανήκει σε αυτό το διάστημα. 

• Όταν x →+∞  οι συναρτήσεις ,f g  πρέπει να είναι παραγωγίσιμες σε διά-
στημα της μορφής ( ),M +∞  και να ισχύει ( ) 0g x′ ≠  για κάθε ,+∞ . ( )x M∈
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• Όταν x →−∞  οι συναρτήσεις ,f g  πρέπει να είναι παραγωγίσιμες σε διά-
στημα της μορφής ( ),M−∞  και να ισχύει ( ) 0g x′ ≠  για κάθε ( ),x M∈ −∞ . 

• Ο κανόνας του De l’ Hopital ισχύει και όταν x ξ +→  ή x ξ −→  ( )ξ ∈ . 
• Επίσης, μπορούμε να εφαρμόσουμε τον κανόνα De l’ Hopital περισσότερες 

από μία φορές, αρκεί κάθε φορά να πληρούνται οι προϋποθέσεις του. 

 

ΛΛυυμμέέννεεςς  αασσκκήήσσεειιςς  
 

Μέθοδος 1 (Απροσδιόριστες μορφές 0
0
, ±∞
±∞

) 

Εφαρμόζουμε απευθείας τον κανόνα De l’ Hopital 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 
Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

(α) 
4 3

4 3 21

2 2 1lim
3 3x

x x x
x x x→−

+ − −
+ + + x

   (γ) 
3

0

1lim
2x

x
x x
συν
ημ→

−
⋅

 

(β) 
2

20
lim

x

x

e x x
x

xημ συν
→

− ⋅ −   (δ) ln 1lim
x e

x
x e→

−
−

 

Λύση 

(a) Η συνάρτηση ( )
4 3

4 3 2

2 2
3 3

x x xf x 1
x x x

+ − −
=

+ + + x
 έχει πεδίο ορισμού το 

{ }0, 1A = − − . 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

0 04 34 3 3 20 0

4 3 2 3 21 1 14 3 2

03 2 22 0

21 1 13 2 2

2 2 12 2 1 4 6 2lim lim lim
3 3 4 9 6 13 3

4 6 2 12 1212 12lim lim lim
12 18 64 9 6 1 12 18 6

lim

x DLH x x DLH

x x DLH x

x

x x xx x x x x
x x x x x x xx x x x

x x x xx x
x xx x x x x

→− →− →−

→− →− →−

→

′+ − −+ − − + −
= =

+ + + + + +′+ + +

′ ′+ − ++
= = =

+ +′ ′+ + + + +

=

=

=

1

24 12 12 2
24 18 6

x
x−

+ −
= =

+ −

 

(β) Η συνάρτηση ( )
2

2

xe x xf x
x

xημ συν− ⋅ −
=  έχει πεδίο ορισμού το *A = . 
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( )
( )

2
2

2 2

0
0

20 0 2

0 0 0

lim lim

2 2 2lim lim lim
2 2

xx

x DLH x

x x

x x x

e x x xe x x x
x x

xe x x x x xe x x e x
2

1
2 2

x

x x

ημ συνημ συν

συν ημ ημ συν συν

→ →

→ → →

′
− ⋅ −− ⋅ −

= =
′

− − + − −
= = = =

 

(γ) Η συνάρτηση ( )
31

2
xf x

x x
συν
ημ

−
=

⋅
 έχει πεδίο ορισμού το 

,
2

A κπ κ⎧ ⎫= − ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

( )
( )

( )
( )

0 033 20 0

0 0 0

2 2 3

0 0

11 3lim lim lim
2 2 22

3 6 3lim lim
2 2 2 2 4 22 2 2

x DLH x x DLH

x x

xx x
x x x x xx x

x x x x x
x x x xx x x

συνσυν συν ημ
ημ ημ συνημ

συν ημ συν ημ συν
συν συν ημημ συν

→ → →

→ →

′−− ⋅
= =

⋅ +′⋅

′⋅ − ⋅ +
= =

+ − ⋅′+

2

3
4

x
=

=

 

(δ) Η συνάρτηση ( ) ln 1xf x
x e

−
=

−
 έχει πεδίο ορισμού το ( ) ( )0, ,A e e= ∪ +∞ . 

( )
( )

0
0

1
ln 1ln 1 1 1lim lim lim lim

1x e DLH x e x e x e

xx x
x e xx e→ → → →

′−−
e

= = = =
− ′−

 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 
Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

(α) 20

1lim
x

x
x

συν
ημ→

−     (γ) 
0

2 1lim
x

x

x
x→

+ −  

(β) 
2

lim
2x

x
xπ

συν
π→ −

    (δ) ( )
0

lim
x

x
x

ημ ημ
→

 

Λύση 

(α) Η συνάρτηση ( ) 2

1 xf x
x

συν
ημ
−

=  έχει πεδίο ορισμού το { },A κπ κ= − ∈  

( )

( )

0
0

20 0 0 02

11 1lim lim lim lim
2 2x DLH x x x

xx x
x x xx

συνσυν ημ
ημ ημ συν συνημ

→ → → →

′−−
= = =

⋅ ⋅ ⋅′

 

1
2x

=  
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(β) Η συνάρτηση ( )
2
xf x
x

συν
π

=
−

 έχει πεδίο ορισμού το 
2

A π⎧ ⎫= − ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

( )
( )

0
0

2 2 2

1lim lim lim
2 22DLHx x x

xx x
x xπ π π

συνσυν ημ
π π→ → →

′ −
= =

− −′− 2
=  

(γ)  Η συνάρτηση ( ) 2x 1xf x
x
+ −

=  έχει πεδίο ορισμού το *A = . 

( )
( )

0
0

0 0 0

2 12 1 2 ln 2 1lim lim lim ln 2 1 ln 2
1

xx x

x DLH x x

xx e
x x→ → →

′+ −+ − +
= = = +

′
=  

(δ) Η συνάρτηση ( ) ( )x
f x

x
ημ ημ

=  έχει πεδίο ορισμού το *A = . 

( ) ( )( )
( )

( )
0
0

0 0 0
lim lim lim 1

1x DLH x x

xx x
x x

ημ ημημ ημ συν ημ συν
→ → →

′
= =

′
x
=  

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 
Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

(α) 
2

1lim
1 2x

x
xπ

ημ
συν→

−
+

    (γ) 
( ) 1

lim
x

x
xπ

συν ημ
ημ→

−
 

(β) ( )
0

1
lim

1x

x
x

συν π ημ
συν→

⋅ −
−

   (δ) ( )
0

2lim 0, 0
x x

x x
α β α β

→

+ −
> >  

Λύση 

(α) Η συνάρτηση ( ) 1
1 2

xf x
x

ημ
συν
−

=
+

 έχει πεδίο ορισμού το 

,
2

A πκπ κ⎧ ⎫= − + ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

( )
( )

( )
( )

0 0
0 0

2 2 2 2

2

11lim lim lim lim
1 2 2 21 2 2 2

1lim
4 2 4

DLH DLHx x x x

x

x xx x
x xx x

x
x

π π π π

π

ημ συνημ συν
συν ημσυν ημ
ημ
συν

→ → → →

→

′ ′− −− −
= = =

+ −

 

=
′ ′+ −

= =
−
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(β) Η συνάρτηση ( ) ( ) 1
1
x

f x
x

συν π ημ
συν

⋅ −
=

−
 έχει πεδίο ορισμού το 

{ }2 ,A κπ κ= − ∈ . 

( ) ( )( )
( )

( )

( )( )
( )

( ) ( )

0 0
0 0

0 0 0

2 2

0 0

2

11
lim lim lim

1 1

lim lim

x DLH x x DL

x x

xx x
x xx

x x

H

x

x x x
xx

συν π ημσυν π ημ ημ π ημ π συν
συν ημσυν

ημ π ημ π συν συν π ημ π συν ημ π ημ π ημ
συνημ

x

π

→ → →

→ →

′⋅ −⋅ − ⋅ ⋅ ⋅
= =

− ′−

′⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅
= =

′

=

=

=(

γ) Η συνάρτηση ( ) ( ) 1x
f x

x
συν ημ

ημ
−

=  έχει πεδίο ορισμού το 

{ },A κπ κ= − ∈ . 

( ) ( )( )
( )

( )

( )

0
0 11

lim lim lim

lim 0

x DLH x x

x

xx x x
x xx

x

π π π

π

συν ημσυν ημ ημ ημ συν
ημ συνημ

ημ ημ

→ → →

→

′−− −
= = =

′

= ⎡− ⎤ =⎣ ⎦

 

(δ) Η συνάρτηση ( ) 2x x

f x
x

α β+ −
=  έχει πεδίο ορισμού το *A = . 

( )
( )

( )

0
0

0 0 0

22 llim lim lim
1

ln ln ln

x xx x x x

x DLH x xx x

α β n lnα β α

α β αβ

→ → →

′+ −+ − +α β β
= = =

′

= + =

 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4 
Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

(α) 2

lnlim
1x

x
x→+∞ +

    (γ) 
3

2 2lim
x

xx

x e
x e→+∞

+
+

 

(β) 
2

2lim
3 2

x

x

x e
x x→−∞ − +

    (δ) 2

lnlim
4

x

x

e x
x→+∞

+
+

 

Λύση 

 

(α) Η συνάρτηση ( ) 2

ln
1

xf x
x

=
+

 έχει πεδίο ορισμού το ( )0,A = +∞ . 
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( )

( )
2 2

2

1
lnln 1lim lim lim lim 0

1 21
x DLH x x x

xx x
x xx

+∞
+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′
= = =

+ ′+ 2x
=  

(β) Η συνάρτηση ( )
2

2 3 2

xx ef x
x x

=
− +

 έχει πεδίο ορισμού το { }1,2A = − . 
2 2

2 2lim lim
3 2 3 2

x
x

x x

x e x e
x x x x→−∞ →−∞

=
− + − +

 (1) 

Όμως: 

( )
( )

( )
( )

22

2
2

22lim lim lim lim
3 2 2 3 2 33 2

2lim 1
2

x DLH x x DLH x

x

x xx x
x x x xx x

+∞ +∞
+∞ +∞

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

→−∞

′ ′
= = =

− + −
=

′ ′−− +

= =

 

Οπότε το (1) γίνεται: 
2 2

2 2lim lim lim 1 0 0
3 2 3 2

x x

x x x

x xe e
x x x x→−∞ →−∞ →−∞

= ⋅ =
− + − +

⋅ =  

 
Υποσημείωση: Η απευθείας εφαρμογή του κανόνα De l’ Hopital στο αρχικό 
όριο δεν ενδείκνυται πάντα. Συχνά συμφέρει να «απομονώνουμε» παραστά-
σεις με γνωστό όριο και να συνεχίζουμε την αναζήτηση του ορίου του υπό-
λοιπου τμήματος. 
 

(γ) Η συνάρτηση ( )
3

2 2

x

x

x ef x
x e

+
=

+
 έχει πεδίο ορισμού το A = . 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

3 23 2

2 2 2
2 2 2

2 2
2 2

33lim lim lim lim
2 2 2 2

6 66 6lim lim lim lim
2 4 82 4 8

lim
16

x xx x

x xx DLH x x DLH xx x

x xx x

x xx DLH x x DLH xx x

x

x

x e x ex e x e
x e x ex e x e

x e ex e e
e ee e

e
e

+∞ +∞
+∞ +∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

+∞ +∞
+∞ +∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

→+∞

′ ′+ ++ +
= = =

+ +′ ′+ +

′ ′+ ++ +
= = = =

+ ′ ′+

=

=

=

2

1lim 0
16x xx e→+∞

= =

 

(δ) Η συνάρτηση ( ) 2

ln
4

xef x
x
+

=
+

 

x  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,A = +∞ . 
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( )
( ) ( )

2
2

2

11
lnlnlim lim lim lim

4 2 24

1

lim
2

xxxx

x DLH x x DLH x

x

x

eee xe x xx
x x xx

e
x

+∞ +∞
+∞ +∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

→+∞

′⎛ ⎞+′ + ⎜ ⎟++ ⎝ ⎠= = =
+ ′ ′+

−
= = +∞

=
 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5 
Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

(α) lim
x

x

e x
x

−

→−∞

−     (γ) 
0

1 1lim
x x xημ→

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

(β) 
1

lnlim
1x

x
x→ −

     (δ) 
1

2lim
1x

x x
x→

+ −
−

 

Λύση 

(α) Η συνάρτηση ( )
xef x x
x

− −
=  έχει πεδίο ορισμού το *A = . 

( )
( )

1lim lim lim
1

xx x

x DLH x x

e xe x e
x x

+∞ −− −−∞

→−∞ →−∞ →−∞

′−− − −
= = =

′
−∞  

(β) Η συνάρτηση ( ) ln
1
xf x

x
=

−
 έχει πεδίο ορισμού το ( ) ( )0,1 1,A = ∪ +∞ . 

( )
( )

0
0

1 1 1 1

1
lnln 1lim lim lim lim 1

1 11x DLH x x x

xx x
x xx→ → → →

′
= = =

− ′−
=  

(γ) Η συνάρτηση ( ) 1 1f x
x xημ

= −  έχει πεδίο ορισμού το ( ),A κπ κ= − ∈ . 

( )
( )

( )
( )

0 0
0 0

0 0 0 0

0 0

1 1 1lim lim lim lim

1
lim lim 0

x x DLH x x

x x

x xx x x
x x x x x x xx x

x x
x x x xx x x

ημημ συν
ημ ημ ημ συνημ

συν ημ
συν συν ημημ συν

→ → → →

→ →

′−⎛ ⎞ − −
DLH

− = = =⎜ ⎟ ⋅ +′⎝ ⎠ ⋅

′− −
= = =

+ −′+

=
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Υποσημείωση: Ο κανόνας De l’ Hopital δεν εφαρμόζεται στο όριο, αφού αυτό 
δεν έχει την ίδια μορφή καθώς 0x +→  και 0x −→ . 
 

(δ) Η συνάρτηση ( ) 2
1

x xf x
x
+ −

=
−

 έχει πεδίο ορισμού το 

[ ) ( )0,1 1,A = ∪ +∞ . 

( )
( )

0
0

1 1 1 1

1 122 12lim lim lim lim 1
1 1 21x DLH x x x

x xx x x
x xx→ → → →

′ ++ −+ − ⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟− ′ ⎝ ⎠−

3
2

+ =  

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6 

(α) 
2

31

lnlim
1x

x x
x→

⋅
−

    (γ) ( )
2

lim
2x

x
x

ημ π
→ −

 

(β) ( )
( )21

1
lim

1

v

x

x v x
x→

− − −

−

1
   (δ) 

( )
2

0
lim

ln 1x

x x
x

ημ
→

⋅
+

 

Λύση 

(α) Η συνάρτηση ( )
2

3

ln
1

x xf x
x
⋅

=
−

 έχει πεδίο ορισμού το ( ) ( )0,1 1,A = ∪ +∞ . 

( )
( )

0 222 0

3 21 1 1 13

1

12 lnlnln 2 lnlim lim lim lim
1 31

2ln 1 1lim
3 3

x DLH x x x

x

x x xx x
23

x x xx
x xx

x

x x
x

x

→ → → →

→

′ +⋅⋅ +
= = =

− ′−

+
= =

=
 

(β) Η συνάρτηση ( ) ( )
( )2

1 1
1

vx v x
f x

x
− − −

=
−

 έχει πεδίο ορισμού το { }1A = − . 
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( )
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( )( ) ( )

( )
( )( )

( ) ( )

0 0
10 0

21 1 12

1 2

1 1

1 11 1
lim lim lim

2 11 1

1 1
lim lim

2 22 1

vv v

x DLH x x DLH

v v

x x

x v xx v x vx v
xx x

vx v v v x v v

x

−
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(γ) Η συνάρτηση ( ) ( )
2
x

f x
x

ημ π
=

−
 έχει πεδίο ορισμού το { }2A = − . 

( ) ( )( )
( )

( )
0
0

2 2 2
lim lim lim

2 12x DLH x x

xx x
x x

ημ πημ π π συν π
π

→ → →

′ ⋅
= = =

− ′−
 

(δ) Η συνάρτηση ( ) ( )
2

ln 1
x xf x

x
ημ⋅

=
+

 έχει πεδίο ορισμού το 

( ) ( )1,0 0,A = − ∪ +∞ . 

( )
( )

( )( )
( )( )

0 22 20

0 0 0

2

0

2lim lim lim 1ln 1 ln 1
1

lim 1 2 0

x DLH x x

x

x xx x x x
x x

x
x x x x x

ημημ ημ συν

ημ συν

→ → →

→

′⋅⋅ ⋅
= =

+ ′+
+

= + ⋅ + ⋅ =

x x+ ⋅
=

 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7 

(α) lim
ln

x

x

e
x→+∞
     (δ) 

1

1 1lim
ln 1x x x→

⎛ ⎞+⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

(β) 
4 4

60
lim
x

x x
x
ημ

→

−     (ε) 
2

1

0
lim

x

x

e
x+

−

→
 

(γ) ( )ln ln
lim

lnx

x
x→+∞

    (στ) 2 30
lim
x

x x x
x x x

συν
ημ ημ→

− ⋅
⋅ +

 

Λύση 

(α) Η συνάρτηση ( )
ln

xef x
x

=  έχει πεδίο ορισμού το ( ) ( )0,1 1,A = ∪ +∞ . 

( )
( )

lim lim lim lim1ln ln

xx x
x

x DLH x x x

ee e xe
x x

x

+∞
+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′
= = = =

′
+∞  

 

(β) Η συνάρτηση ( )
4 4

6

x xf x
x
ημ−

=  έχει πεδίο ορισμού το *A = . 
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( )

44 3
0

4 4 0

6 20 0 0 02

3

32

30 0

11 4
lim lim lim lim

2

4
2lim lim 2

2 3

x x DLH x x

x x

xx x
xx x x x

x x xx

x x x x
x x x xx x

x x x

ημημ ημ ημ
ημ

ημ συν ημ
ημ συν ημ

→ → → →

→ →

′⎛ ⎞ ′⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = =
′

⋅ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎡ ⎤⋅ −⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

x
x =

=

 

Είναι: 

( )

( )

0
0

3 20 0 03

0

lim lim lim lim
3 3

1 1lim
3 3

x DLH x x x

x

x x x
0

x x x x x x
x xx

x
x

συν ημσυν ημ ημ ημ

ημ

→ → → →

→

′⋅ −⋅ − − ⋅ −
= = =

′

⎡ ⎤⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

x
=

 

(γ) Η συνάρτηση ( ) ( )ln ln
ln

x
f x

x
=  έχει πεδίο ορισμού το ( )1,A = +∞ . 

( ) ( )( )
( )

1 1
ln lnln ln 1lnlim lim lim lim 01ln lnlnx DLH x x x

xx x x
x xx

x

+∞
+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′ ⋅
= = =

′
=  

(δ) Η συνάρτηση ( ) 1 1
ln 1

f x
x x

= +
−

 έχει πεδίο ορισμού το 

( ) ( )0,1 1,A = ∪ +∞ . 

( )
( )
( )( ) ( )

( )
( )

0
0

1 1 1 1

0
0

1 1 1

111 ln1 1 1 lnlim lim lim lim 1ln 1 1 ln 1 ln 1 ln

11 1lim lim lim
1 ln 1 ln 1 2 21 ln

x x DLH x x

x DLH x x

x xx x x
x x x x x x

1 1

x x
x

xx
x x x xx x x

→ → → →

→ → →

− +′− +− +⎛ ⎞+ = = =⎜ ⎟− − ′⎝ ⎠ − − −

′−− −
= = = = =

− − − − − −′− −

=

−

 

 

(ε) Η συνάρτηση ( )
2

1
xef x

x

−

=  έχει πεδίο ορισμού το *A = . 
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2

2 2
2

1

2

1 10 0 0 0 01

3

11 1

lim lim lim lim lim 0
2 2

x

DLHx x x x x
x x

x

e xxx x
x

e ee x

+ + + + +

+∞−
+∞

→ → → → →

′⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠= = = =
′ ⎛ ⎞⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
1
xe
=  

(στ) Η συνάρτηση ( ) 2 3

x x xf x
x x x

συν
ημ ημ
− ⋅

=
⋅ +

 έχει πεδίο ορισμού το 

{ },A κπ κ= − ∈ .  

( )
( )2 3 2 22 20 0 0

1 1 1lim lim lim 1
4 4x x x

x xx x x x x
x x x x x xx x x

συνσυν συν
ημ ημ ημ ημημ ημ→ → →

− ⎡ ⎤− ⋅ −
= = ⋅⎢ ⎥⋅ + ++ ⎣ ⎦

1
= ⋅ =  

( )
( )

0
0

0 0 0

1lim lim lim 1
x DLH x x

xx
x xxημ συνημ→ → →

′
= =

′
=  και  

( )

( )

0
0

2 20 0 0 02 2

11 1lim lim lim lim
2 2 42 2

x DLH x x x

x
xx x x

xx x x x x xx x
x

ημ
συνσυν ημ

ημημ ημ συν συνημ
→ → → →

′−−
= = =

+ +′ ++
=   

 

ΑΑσσκκήήσσεειιςς  

1. Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

(α) 
0

1lim
x

x

e
x→

−     (δ) 
3 2

21

3 2lim
4 3x

x x x
x x→

− +
− +

 

(β) ( )
0

ln 1
lim
x

x
x→

+
    (ε) 

( )

2 1

31

1lim
1

x

x

x e
x

−

→

+ −

−
 

(γ) 
2

lim xx

x
e→+∞

    (ζ) 
0

2 1lim
x

x xημ→

−  

 
2. Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

(α) 30
lim
x

x x
x
ημ

→

−     (δ) 3 lnlim
lnx

x x
x x→+∞

+
+

 

(β) 
0

lim
x x

x

e e
x x

ημ

ημ→

−
−

    (ε) lim
x

x x
x xα

ημα αημ
ημ αημα→

−
−

 

(γ) 
2

0

2lim
1

x x

x

e e x
x

ημ
συν

−

→

+ − −
−

  (ζ) 
( )2

2

3 ln
lim

3 4x

x x
x→+∞

+

+
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3. Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

(α) 
( )2

2

4 2
lim

2 1

x

x

x e
x

−

→−∞

+

+
   (δ) ( )

( )20
lim
x

x x
x x

εϕ α α
εϕ α→

−
 

(β) 2lim
ln

x

x

e
x x→+∞ +

    (ε) 
( )ln 1

lim
x

x

e
x→+∞

+
 

(γ) ( )
20

ln 1
lim
x

x x x x
x

ημ
ημ→

+ +
  (ζ) 

( )
2

2

4lim
ln 1x

x
x→

−
−

 

Μέθοδος 2 (Απροσδιόριστες μορφές ( ) ( )+∞ − +∞  ή ( ) ( )−∞ − −∞ ) 
Η απροσδιόριστη μορφή  προκύπτει από όρια της μορφής +∞−∞

( ) ( )flim
x

x g x
ξ→
⎡ − ⎤⎣ ⎦  όπου ( )lim

x
f x

ξ→
= +∞  και ( )lim

x
g x

ξ→
= −∞ . Για να εφαρμό-

σουμε τον κανόνα De l’ Hopital μετατρέπουμε πρώτα την παράσταση 
( ) ( )f x g x−  ως εξής: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

1
g x f x

f x g x

f x g x

−
− =

⋅

 ή ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
g x

f x g x f x
f x

⎡ ⎤
− = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 8 
(α) ( )lim ln

x
x x

→+∞
−     (γ) ( )2lim x

x
e x

→+∞
−  

(β) ( )lim ln 1x

x
e

→+∞
⎡ − −⎣ x⎤⎦    (δ) ( )3lim ln 2 1

x
x x x

→+∞
− + −  

Λύση 
(α) Η συνάρτηση ( ) lnf x x= − x  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,A = +∞ .  

( ) ( )lnlim ln lim 1 1 0
x x

xx x x
x→+∞ →+∞

⎡ ⎤⎛ ⎞− = − = +∞ − = +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∞  

Είναι: ( )
( )

1
lnln 1lim lim lim lim 0

1x DLH x x x

xx x
x xx

+∞
+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′
= = =

′
= . 

(β) Η συνάρτηση ( ) ( )ln 1xf x e= − − x  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,A = +∞ . 

 

( ) ( ) 1lim ln 1 lim ln 1 ln lim ln ln1 0
x

x x x
xx x x

ee x e e
e→+∞ →+∞ →+∞

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − = − − = = =⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
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Είναι: 
( )
( )

11lim lim lim 1
xx x

x xx DLH x xx

ee e
e ee

+∞
+∞

→+∞ →+∞ →+∞

′−−
= =

′
=  

(γ) Η συνάρτηση ( ) 2xf x e x= −  έχει πεδίο ορισμού το A = . 

( ) ( )2 2
2lim lim 1 1
x

x

x x

ee x x
x→+∞ →+∞

⎛ ⎞
− = − = +∞ +∞ − = +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Είναι: 
( )
( )

( )
( )

2
2

lim lim lim lim lim
2 22

x xx x

x DLH x x DLH x x

e ee e
x x xx

+∞ +∞
+∞ +∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′ ′
= = = =

′ ′

xe
= +∞  

(δ) Η συνάρτηση ( ) 3ln 2 1f x x x x= − + −  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,A = +∞ . 

( ) ( )3 3
3 2 3

ln 2 1lim ln 2 1 lim 1 0 1 0 0
x x

xx x x x
x x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞− + − = − + − = +∞ − + + = −∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Είναι: ( )

( )
3 2

3

1
lnln 1lim lim lim lim 0

3 3x DLH x x x

xx x
x xx

+∞
+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′
= = =

′ 3x
=  

 

ΑΑσσκκήήσσεειιςς  

4. Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 
(α) ( )lim ln

x
x x

→+∞
−     (ε) ( )lim ln x

x
x x e

→+∞
− +  

(β) ( )( )lim ln 1 ln
x

x x
→∞

+ −    (ζ) ( )( )lim 2ln 1 3ln
x

x x
→+∞

+ −  

(γ) ( )2 2lim 3 1x

x
e x x

→+∞
− + −   (η) 

0

1lim ln
x

x
x+→

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(δ) ( )lim 1x

x
e x

→+∞
− +  

 
Μέθοδος 2 (Απροσδιόριστη μορφή ( )0 ⋅ ±∞ ) 
Η απροσδιόριστη μορφή ( )0 ⋅ ±∞  προκύπτει από όρια του τύπου 

( )( ) ( )flim
x

x g x
ξ→

⋅  όπου ( )lim 0
x

f x
ξ→

=  και ( )lim
x

g x
ξ→

= ±∞ . Για να εφαρμόσουμε 

τον κανόνα De l’ Hopital μετατρέπουμε πρώτα την παράσταση ( ) ( )f x g x⋅  
ως εξής: 

( ) ( ) ( )

( )
1

f x
f x g x

g x

⋅ =  ή ( ) ( ) ( )

( )
1

g x
f x g x

f x

⋅ =  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 9 

(α) 
1

0
lim x
x

x e
+→

⎛ ⎞
⋅⎜

⎝ ⎠
⎟     (γ) 

1

lim 1x
x

x e
→+∞

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

(β) ( )
0

lim 1 lnx

x
e

→
⎡ −⎣ x⎤⎦    (δ) 2lim x

x
x e

→−∞
 

Λύση 

(α) Η συνάρτηση ( )
1
xf x x e= ⋅  έχει πεδίο ορισμού το *A = . 

( )

1 1
1

1 10 2

0 0 0 0 0

2

1

lim lim lim lim lim1 11

x x
x

x x
DLHx x x x x

e e
e xx e e

x xx

+ + + + +

+∞
+∞ +∞

→ → → → →

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⋅ = = = = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ′ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∞  

(β) Η συνάρτηση ( ) ( )1 lnxf x e= − x  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,A = +∞ . 

( )
( ) ( )

( )

( )

( )( )
( )

( ) ( )

02
0 0

0 0 0 0 0

2

2

0 0 0

1
1lnlnlim 1 ln lim lim lim lim1 1

1 11

1 2 1 2 1
lim lim lim 0

1

x
x

x xx x DLH x x x DLH

x
xx

x x x x

x xx x xx

exx xe x
e xe

e ee

e e e e
e xe xxe

−∞
−∞ +∞

→ → → → →

→ → →

′ −
⎡ ⎤− = = = =⎣ ⎦ − −′⎛ ⎞

⎜ ⎟− −−⎝ ⎠

′
− − −

= = = =
− − − −′−

=

 

(γ) Η συνάρτηση ( )
1

1xf x x e
⎛ ⎞

= −⎜
⎝ ⎠

⎟  έχει πεδίο ορισμού το A = . 

1 1
1 0

1 120 0

2

11
1lim 1 lim lim lim lim 11 11

x x
x

x x
x x DLH x x x

e e
e xx e e e

x xx

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ − ⎝ ⎠ ⎝ ⎠− = = = = = =⎜ ⎟ ′⎝ ⎠ ⎛ ⎞ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(δ) Η συνάρτηση ( ) 2 xf x x e=  έχει πεδίο ορισμού το A = . 

( ) ( )
( )

( )

( )

220
2 22 2lim lim lim lim lim lim 0x

x x xx x DLH x x DLH x xx x

x xx xx e
e e ee e

−∞ −∞
−∞ +∞ −∞

− −→−∞ →−∞ →−∞ →−∞ →−∞ →−∞− −

′ ′
= = = = =

−′ ′−
− =  
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ΑΑσσκκήήσσεειιςς  

5. Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 
(α) 

0
lim ln
x

x xκ

→
    (δ) ( )

0
lim ln
x

x x
→

 

(β) 1lim ln 1
x

x
x→+∞

⎡ ⎤⎛ +⎜
⎞
⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

   (ε) ( )lim ln
x

x xημ
→+∞

⋅  

(γ) ( )
0

lim 2 ln
x

x
→

    (ζ) ( )( )lim ln 2x

x
e x−

→+∞
+  

 
6. Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

(α) 
1

lim 1x
x

x α
→+∞

⎡ ⎤⎛ ⎞
−⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
   (δ) ( )

0
lim
x

x xσϕ
+→

⋅  

(β) ( )
1

lim ln ln ln
x

x x
+→

⋅    (ε) ( )
0

lim ln ln 1
x

x x
+→

⎡ − ⎤⎣ ⎦  

(γ) 1lim
x

x
x

ημ
→+∞

⎛ ⋅⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟    (ζ) 1lim ln

x

xx
x→+∞

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Μέθοδος 2 (Απροσδιόριστες μορφές , 00 ( )0+∞ , 1+∞ , 1−∞ ) 

Οι απροσδιόριστες μορφές , 00 ( )0+∞ , 1+∞ , 1−∞  προκύπτουν από τα όρια του 

τύπου ( )( ) ( )lim
g x

x
f x

ξ→
. Για να εφαρμόσουμε τον κανόνα De l’ Hopital μετατρέ-

πουμε πρώτα την παράσταση ( ) ( )g x
f x⎡ ⎤⎣ ⎦  ως εξής: 

( ) ( ) ( ) ( )lng x g x f xf x e ⋅⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 10 
Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

(α) ( ) 2
1

0
lim x
x

xσυν
→

    (γ) 
0

lim x

x
x

→
 

(β) 
1

lim x
x

x
→+∞

     (δ) 
0

lim x

x
xημ

→
 

Λύση 

(α) Η συνάρτηση ( ) ( ) 2
1
xf x συν= x  έχει πεδίο ορισμού το *A = . 

( )
( ) ( ) ( )2 202

1 1 101 ln lim ln
2

0 0

1lim lim x
x x

x xx
x x

x e e e
e

συν συν
συν →

+∞ −

→ →
= = = =  
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Είναι: 

( ) ( )( )
( )

( )0
0

20 0 02

0

1
lnln

lim lim lim
2

1 1 1lim 1
2 2 2

x DLH x x

x

xxx x
x xx

x
x x

ημσυνσυν συν

ημ
συν

→ → →

→

′ −
= =

′

− ⎛ ⎞= = − ⋅ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
 

(β) Η συνάρτηση ( )
1
xf x x=  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,A = +∞ . 

( )0 1 ln1 1 lim ln limln 0lim lim 1x x

xxx x xx x
x x

x e e e e→+∞ →+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+∞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

→+∞ →+∞
= = = = =  

Είναι: 

( )
( )

1
lnln 1lim lim lim lim 0

1x DLH x x x

xx x
x xx

+∞
+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′
= = =

′
=  

(γ) Η συνάρτηση ( ) xf x x=  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,A = +∞ . 
( ) ( )

0
lim lnln 0

0 0
lim lim 1x

x xx x x

x x
x e e e

+∞

→

+∞

→ →
= = = =  

Είναι: 

( )
( ) ( ) ( )

0

0 0 0 0 0

2

1
lnlnlim ln lim lim lim lim 01 11x x DLH x x x

xx xx x x

x xx

−∞
−∞ ∞

→ → → → →

′
= = = = −

′⎛ ⎞ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

 
(δ) Η συνάρτηση ( ) xf x xημ=  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,A = +∞ . 

( ) ( )
0

0

0 lim lnln 0

0 0
lim lim 1x

x xx x x

x x
x e e e

ημημ ημ →

→ →
= = = =  

Είναι: 

( )
( ) ( ) 20

0 0 0 0 0

2

0

1
lnlnlim ln lim lim lim lim1 1

1lim 1 0 1 0

x x DLH x x x

x

xx xxx x x x x
x xx

x x
x x

ημημ συν συν
ημ ημημ

ημ ημ
συν

−∞
−∞ ∞

→ → → → →

→

′ −
= = = =

⋅′⎛ ⎞ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 11 
Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

(α) ( )
1

lim 1 x
x

x
→+∞

+     (γ) 1lim 1
x

x x→+∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(β) ( )
1`

lim x x
x

x e
→+∞

+       

Λύση 

(α) Η συνάρτηση ( ) ( )
1

1 xf x = + x  έχει πεδίο ορισμού το ( ) ( )1,0 0,A = − ∪ +∞ . 

( )
( ) ( ) ( )

0 1 11 ln 1 lim ln 1 0lim 1 lim 1x
x x

x xx
x x

x e e e→+∞

+∞ + +

→+∞ →+∞
+ = = = =  

Είναι: 

( ) ( )( )
( )

1
ln 1ln 1 11lim lim lim lim 0

1 1x DLH x x x

xx x
x xx

+∞
+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′++ += = =
+′

=

)

 

(β) Η συνάρτηση ( ) (
1`

x xf x x e= +  ορίζεται στο +∞ . 

( )
( ) ( ) ( )

0 1 11` ln lim ln 1lim lim
x x

x
x e x ex x xx

x x
x e e e →+∞

+∞ + +

→+∞ →+∞
+ = = = =e e  

Είναι: 

( ) ( )( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

1 1lnln 1lim lim lim lim
1

1
lim lim lim lim 1

1 1

xxx xx

xx DLH x x x DLH

x xx x

x xx x DLH x xx x

ex ex e ex e
x xx

e ee e
e ex e e

+∞ +∞
+∞ +∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

+∞
+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′ +++ ++= = =
+′

′ ′+
= = = = =

+′ ′+ +

e
=

 

(γ) Η συνάρτηση ( ) 11
x

f x
x

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 έχει πεδίο ορισμού το 

( ) ( ), 1 0,A = −∞ − ∪ +∞ . 
( ) 1 11 ln 1 lim ln 1

01lim 1 lim 1x

x x x
x x

x x
e e e

x

+∞

→+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

→+∞ →+∞

⎛ ⎞+ = = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Είναι: 
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( )
2

0
0 0

2

1 1
1 1ln 1 11 1lim ln 1 lim lim lim 11 11 1

x x DLH x x

x
x xx

x
x xx

+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

⎛ ⎞′ −⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎝ ⎠+⎜ ⎟ +⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎝ ⎠+ = = = =⎜ ⎟ ′⎝ ⎠ ⎛ ⎞ − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

ΑΑσσκκήήσσεειιςς  

7. Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

(α) 2lim 1
x

x x→+∞

⎛ +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟     (γ) 

1

lim x
x

x
→+∞

 

(β) 1lim ln 1
x

x
x

x→+∞

⎡ ⎤⎛ ⎞+⎢ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥    (δ) ( )
1

lim lnx x
x

e x
→+∞

+  

 
8. Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

(α) ( )
0

lim x

x
x ημημ

→
    (γ) ( )

1

0
lim 1 x
x

x
→

−  

(β) lim
4

x

x

x
x→+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

    (δ) ( )
2

lim x

x
x εϕ

π
ημ

→
 

 
∆ιάφορες εφαρμογές στον κανόνα De l’ Hopital 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 12 
∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο: 

( )

1

2

0
ln 0

0 0

xe x
f x x x x

x

⎧
<⎪

⎪= ⋅ >⎨
⎪ =⎪⎩

 

(α) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής. 
(β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στης fC  στο σημείο 

( )( )0, 0A f . 

Λύση 
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(α) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το A = . Η f  είναι συνεχής στο 
 και στο . Θα εξετάσουμε αν η ( ,0−∞ ) )(0,+∞ f  είναι συνεχής στο 0 0x = . 

Είναι: 
• ( )0 0  f =

• ( ) ( )
( ) ( )

0
20 0

2

0 0 0 0 0 0
2 3

2

1
lnlnlim lim ln lim lim lim lim 01 2 21x x x x x x

xx xxf x x x

x xx

+ + + + + +

⋅ −∞

→ → → → → →

′ ⎛ ⎞
= = = = = − =⎟  ⎜′ ⎝ ⎠⎛ ⎞ −

⎜ ⎟
⎝ ⎠

• ( )
1

0 0
lim lim 0x
x x

f x e
− −→ →

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Επειδή ισχύει ( ) ( )
0 0

lim lim 0
x x

f x f x
+ −→ →

= =  έπεται ότι η f  είναι συνεχής στο 

. 0 0x =
(β) Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x = . Είναι: 

• 
( ) ( ) ( )

( ) ( )2 0

0 0 0 0 0

0 lln lnlim lim lim ln lim lim10 1x x x x x

f x f xx x xx x
x x

x x

+ + + + +

⋅ −∞

→ → → → →

′− ⎛ ⎞
= = = =

n
⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
′

 

( )
0 0

2

1

lim lim 01x x

x x

x
+ +→ →

= = − = . 
−

• 
( ) ( )

1 0
10 2

1 10 0 0 0 0 01
2

11 1
0

lim lim lim lim lim lim 0
0 1

x
x

x x x x x x
x x

x

f x f e xx x e
x x e ee x

− − − − − −→ → → → → →− −
−

′⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎛ ⎞− ⎝ ⎠= = = = = − =  ⎜ ⎟− ′ ⎝ ⎠⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

Επειδή ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0
lim lim 0

0 0x x

f x f f x f
x x+ −→ →

− −
= =

− −
, έπεται ότι . ( )0 0f ′ =

Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x =  ορίζεται η εφαπτομένη της fC  
στο σημείο ( )( )0, 0A f  η οποία έχει εξίσωση: ( ) ( )( )0 0 0y f f x y′ 0− = − ⇔ = . 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 13 

Να βρείτε το ( )
0

lim
x

f x
→

 όταν ( ) 2

x xe ef x
x

α

 

x− −
= . 
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Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το *A = . 
∆ιακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
(α) Αν 2 0 2α α− ≠ ⇔ ≠  τότε: 

• ( ) ( )
( )

0
0

20 0 0 02

1lim lim lim lim
2

x xx x x x

x x x x

e e xe e x e ef x
x xx

αα αα
+ + + +→ → → →

′− −− − − −
= = = =  

′

( )
0

21 1 2lim
22 2

x x

x

e e
x

α αα α
α+→

+∞ >⎧− − −
= ⋅ = +∞ = ⎨−∞ <⎩

 

• ( ) ( )
( )

0
0

20 0 0 02

1lim lim lim lim
2

x xx x x x

x x x x

e e xe e x e ef x
x xx

αα αα
− − − −→ → → →

′− −− − − −
= = =

′
=

( )
0

21 1 2lim
22 2

x x

x

e e
x

α αα α
α−→

−∞ >⎧− − −
= ⋅ = −∞ = ⎨+∞ <⎩

 

Παρατηρούμε ότι με 2α ≠  είναι ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

f x f
+ −→ →

x≠ . Άρα δεν υπάρχει το 

( )
0

lim
x

f x
→

. 

(β) Αν 2 0 2α α− = ⇔ =  τότε: 

( ) ( )
( )

( )
( )

0 022 20 0

20 0 0 02

2 2

0 0

2 1lim lim lim lim
2

2 1 2 3lim lim
2 22

x xx x x x

x x x x

x x x x

x x

e e xe e x e ef x
x xx

e e e e

x

→ → → →

→ →

′− −− − − −
= = =

′

′− − −
= = =

′

=

 

Άρα ( )
0

3lim
2x

f x
→

=  όταν 2α =  και δεν υπάρχει όταν 2α ≠ . 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 14 

∆ίνεται η συνάρτηση ( )
2

2

xe x xf x
x

xα ημ β συν− ⋅ ⋅ − ⋅
= . Να βρείτε τα 

,α β ∈  ώστε να είναι ( )
0

1lim
2x

f x
→

= . 

Λύση 

 

Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το { }0A = − . 
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Είναι ( )2

0
lim 1x

x
e x x xα ημ β συν β

→
− ⋅ ⋅ − ⋅ = −  και 2

0
lim 0
x

x
→

= . 

Αν 1 0β− ≠  τότε το ( )
0

lim
x

f x
→

 αν υπάρχει θα είναι ±∞  και όχι 1
2

. 

Αν 1 0 1β β− = ⇔ =  τότε: 

( )
( )

( )

( )
( )

2
2

2
2

2 2

0
0

20 0 0 2

0
0

0 0

2

0

lim lim lim

22lim lim
2 2

2 4 3 2lim
2 2

xx

x x x

xx

x x

x x

x

e x x xe x x xf x
x x

xe x x x xxe x x x x
x x

e x e x x x x x

α ημ συνα ημ συν

αημ α συν ημαημ α συν ημ

ασυν ασυν α ημ συν α

→ → →

→ →

→

′
− ⋅ ⋅ −− ⋅ ⋅ −

= =
′

=

′
− − ⋅ ⋅ +− − ⋅ ⋅ +

= =
′

+ − − + ⋅ ⋅ + −
= =

=  

Πρέπει 3 2 1 1
2 2
α α−
= ⇔ = . Άρα για 1α β= =  είναι ( )

0

1lim
2x

f x
→

= . 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 15 
Να βρείτε τα ,α β ∈  ώστε η συνάρτηση f  με τύπο: 

( ) 1
ln 1

xxe x
f x

x x
α

β
⎧ + ≤

= ⎨
>⎩

 

να είναι παραγωγίσιμη. 
Λύση 

Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το A = . 
Η f  είναι παραγωγίσιμη στα διαστήματα ( ),1−∞  και ( )1,+∞ . Επομένως για 
να είναι παραγωγίσιμη στο  πρέπει να είναι παραγωγίσιμη και στο 0 1x = . 
Επειδή θέλουμε η f  να είναι παραγωγίσιμη στο 0 1x = , πρέπει καταρχήν η 
f  να είναι συνεχής στο 0 1x = , δηλαδή πρέπει να ισχύει η σχέση: 

( ) ( ) ( )
1 1

lim lim 1
x x

f x f x f
+ −→ →

= =  (1) 

Είναι: 
• ( ) ( )

1 1
lim lim ln ln1 0
x x

f x xβ β
+ +→ →

= = ⋅ =  

• ( ) ( )
1 1

lim lim x

x x
f x xe eα α

− −→ →
= + = +  

• ( )1f e α= +  

 

Άρα η (1) γίνεται: 0e eα α+ = ⇔ = −  
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Για να είναι παραγωγίσιμη στο , πρέπει να ισχύει η σχέση: 0 1x =

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1
lim lim

1 1x x

f x f f x f
x x+ −→ →

− −
=

− −
 (2) 

Είναι: 

• 
( ) ( ) ( )

( )

0
0

1 1 1 1 1

1 lln ln 1lim lim lim lim lim
1 1 1 1x x x x x

f x f xx e x
x x x

n

x

ββ α β
x

β β=  
+ + + + +→ → → → →

′− − −
= = = =

− − − ′−

• 
( ) ( )

0
0

1 1 1 1

1
lim lim lim lim 2

1 1 1 1

x x x

x x x x

f x f xe e xe e xe e e
x x x

α α
+ + + +→ → → →

− + − − − +
= = =

− − −

x

=  

Άρα η (2) γίνεται: 2eβ = . Επομένως όταν eα = −  και 2eβ =  η f  είναι πα-
ραγωγίσιμη. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 16 
Η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη με :f → ( ) ( )0 0f f 0′= = . Αν η 
f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 0 με ( )0f 4′′ = , να βρείτε το 

( ) ( )
0

2
lim

1 2x

f x f x
xσυν→

+
−

. 

Λύση 
Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο  έπεται ότι είναι και συνεχής σε κάθε 
σημείο του . Άρα ( ) ( )

0
lim 0 0
x

f x f
→

= =  και ( ) ( )
0

lim 2 0 0
x

f x f
→

= = . Επίσης 

έχουμε ότι: ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0
0 4 lim 4 lim

0x x

f x f f x
f

x x→ →

′ ′ ′−
′′ = ⇔ = ⇔ =

−
4 . 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0
0

0 0 0

0 0

22 2
lim lim lim

1 2 2 21 2

2 2
2 4 4 4 42lim lim 52 2 42 4

2

x x x

x x

f x f x 2f x f x f x f x
x xx

f x f x f x f x
x x x x

x x
x x

συν ημσυν

ημ ημ

→ → →

→ →

′+ ′ ′+ +
= = =

− ′−

′ ′ ′ ′
+ + + ⋅

= = = =

 

Το ( )
0

2
lim 4

2x

f x
x→

′
=  γιατί ( ) ( )

0 0

2
lim lim 4

2x x

f x f t
x t→ →

′ ′
= =  (Θέτω 2x t= . Επειδή 

0 0x t→ ⇔ → ) 
 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 17 
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(α) Να βρείτε το ( ) ( )
1

lim 1 ln 1
x

x x
+→
⎡ − − ⎤⎣ ⎦ . 

(β) Αν η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη στο  και :f → 0 1x =

( )1 0f = , να βρείτε το ( ) ( )

1
lim 1 f x

x
x

+→
− . 

Λύση 

(α) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )

0

1 1 1 1
2

1
ln 1ln 1 1lim 1 ln 1 lim lim lim1 11

1 11

x x x x

xx xx x

x xx

+ + + +

−∞

→ → → →

′−− −⎡ − − ⎤ = = = =⎣ ⎦ ′⎛ ⎞ −
⎜ ⎟− −−⎝ ⎠

 

( )
1

lim 1 0
x

x
+→

= − + = . 

(β) Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 1x = , έπεται ότι η f  είναι συνεχής 
στο  και επομένως ισχύουν οι σχέσεις: 0 1x =

( ) ( )
1

lim 1 0
x

f x f
→

= =  και ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1
1 lim lim

1 1x x

f x f f x
f

x x→ →

−
′ = =

− −
 

Είναι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )1 1

1 ln 1
lim ln 1 limln 1 1 01

1 1
lim 1 lim 1x x

f x x x
f x xf x f x x fx

x x
x e e e e+ +→ →

+ +

− −
− ′− ⋅−

→ →
− = = = = =  

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 18 
Η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη με :f → ( )0f 1′ =  και ( )0 0f = . 
Αν η f  είναι 2 φορές παραγωγίσιμη στο 0 με ( )0f 8′′ = , να βρείτε το 

( )
20

lim
x

f x x
x→

−
. 

Λύση 
Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 έπεται ότι είναι και συνεχής στο 0. 
Άρα ισχύει η σχέση ( ) ( )

0
lim 0
x

f x f
→

=  

Επειδή ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 1
0 8 lim 8 lim

0x x

f x f f x
f

x x→ →

′ ′ ′− −
′′ = ⇔ = ⇔ =

−
8 . 

Είναι ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
0
0

20 0 0 02

1 11 1lim lim lim lim 8 4
2 2 2x x x x

f x xf x x f x f x
x xx

→ → → →

′− ′ ′− −
= = = =

′ x
−

=  

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 19 
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Η συνάρτηση f  είναι ορισμένη στο  και για κάθε ( )0,x∈ +∞  ισχύει η 
σχέση: 

( )2 1xx f x x e −≤ ≤ ⋅  (1) 
Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )1, 1M f  είναι κάθε-

τη με την ευθεία: . 2 8y x+ =

Λύση 
Για 1x =  η (1) γίνεται: ( )1 1f≤ 1≤  δηλαδή ( )1 1f =  
Η (1) ( )2 11 1 xx f x x e −⇔ − ≤ − ≤ ⋅ −1  (2) 

• Αν ( )1,  τότε η (2) γίνεται: x∈ +∞
( )2 111 1

1 1 1
exf xx x

x x x

−−− ⋅ −
−

 ⇔ ≤ ≤
− −

Επειδή ( )( ) ( )
2

1 1 1

1 11lim lim lim 1 2
1 1x x x

x xx x
x x+ + +→ → →

− +−
= =

− −
+ =  και 

( )
( )

0 11 10

1 1 1

11lim lim lim 2
1 11

xx x

x x x

x ex e e xe
x x

+ + +

−− −

→ → →

′⋅ −⋅ − +
= =

− ′−

1x−

=  από το κριτήριο παρεμ-

βολής έπεται ότι: ( )
1

1
lim 2

1x

f x
x+→

−
=

−
 (Α) 

• Αν ( )0,1  τότε η (2) γίνεται: x∈ ( )1 211 1
1 1 1

x
x

x f xx e
x x

− −⋅ − −
⇔ ≤ ≤

− −
 

−

Επειδή ( )( ) ( )
2

1 1 1

1 11lim lim lim 1 2
1 1x x x

x xx x
x x− − −→ → →

− +−
= =

− −
+ =  και 

( )
( )

0 11 10

1 1 1

11lim lim lim 2
1 11

xx x

x x x

x ex e e xe
x x

− − −

−− −

→ → →

′⋅ −⋅ − +
= =

− ′−

1x−

=  από το κριτήριο παρεμ-

βολής έπεται ότι: ( )
1

1
lim 2

1x

f x
x−→

−
=

−
 (Β) 

Από (Α) και (Β) έπεται ότι: ( ) ( )
1

1
lim 2 1 2

1x

f x
f

x→

−
′= ⇔ =

−
. 

Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 1x =  ορίζεται η εφαπτομένη ( )ε  στη 

fC  στο σημείο ( )( )1, 1M f . Η ( )ε  έχει συντελεστή διεύθυνσης ( )1 2f ′ =  και 

η ευθεία  έχει συντελεστή διεύθυνση 2y x+ = 8 1
2

λ = − . Επειδή 

( )1f

 

1λ′ ⋅ = −  έπεται ότι ( ) 2 8y xε ⊥ + = . 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 20 
Η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη. Αν :f → ( ) *lim ,

x
f x α α

→−∞
= ∈  

και ( ) ( )lim
x

f x f x β
→−∞

′⎡ + ⎤ =⎣ ⎦ , να δείξετε ότι α β= . 

Λύση 
Είναι: 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( )

0
0

lim lim lim lim

lim

xx x

x xx x x xx

x

e f xe f x e f x e f x
f x

e ee

f x f x

α

β

→−∞ →−∞ →+∞ →+∞

→+∞

′⎡ ⎤⋅ ′⋅ ⋅⎣ ⎦= = = =
′

′= + =

x+
=

 

Άρα α β=  
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 21 
Η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη. Αν :f → ( ) *lim ,

x
f x α α

→+∞
= ∈  

και ( )lim
x

x f x β
→+∞

′⎡ ⋅ ⎤ =⎣ ⎦ , να δείξετε ότι 0β = . 

Λύση 
Είναι: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

lim lim lim lim
1

lim lim lim

x x x x

x x x

x f xx f x x f x f x
f x

x x

x f x f x x f x f x

α

α β

+∞
+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →+∞ →+∞

′⎡ ⋅ ⎤ ′⋅ ⋅⎣ ⎦= = = =
′

′ ′= ⋅ + = ⋅ + = +

+
=

 

Άρα 0α α β β= + ⇔ = . 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 22 
Αν η συνάρτηση f  με τύπο: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

0
 0, 0

0

x x x
f x

x x x
α β

α β
συν α συν β
⎧ − ≤⎪= >⎨ − >⎪⎩

>  

Είναι παραγωγίσιμη στο , να δείξετε ότι ( ) 0f x =  για κάθε x∈ . 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το A = . 

 

Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο  έπεται ότι η f  είναι παραγωγίσιμη 
και στο 0 0x = . Επομένως ισχύει η σχέση: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0
lim lim 0

0 0x x

f x f f x f
f

x x+ −→ →

− −
′= =

− −
 (1) 

• 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

0 2 22 2 0

0 0 0

0
lim lim lim

0x x x

x xf x f x x
x x x

συν α συν βσυν α συν β
+ + +→ → →

′−− −
= = = 

− ′

( ) ( ) ( ) ( )
0

2 2
lim 0

1x

x x x xασυν α ημ α βσυν β ημ β
+→

− +
= = . 

• 
( ) ( ) ( )

( )

0
0

0 0 0 0

0 ln lnlim lim lim lim ln ln
0 1

x xx x x x

x x x x

f x f
x x x

α βα β α α β β α β
− − − −→ → → →

′−− − −
= = = = −  

− ′

Από (1) ln ln 0 ln lnα β α β α⇒ − = ⇔ = ⇔ = β  
Με α β= , η ( )f x  γίνεται: ( ) 0f x =  για κάθε x∈  
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 23  
Έστω η συνάρτηση  η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη. :f →
Να δείξετε ότι: 

( ) ( ) ( ) ( )20

2 3 2
lim 3
h

f x h f x f x h
f x

h→

+ − + −
′′=  

Λύση 
Η συνάρτηση f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και άρα ή f  είναι και συνε-
χής στο . Άρα: ( ) ( )

0
lim 2
h

f x h f x
→

+ = , ( )
0

lim 0
h

f x h
→

− = . Οπότε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0
0

20 0 2

0 0

0

0

2 3 22 3 2
lim lim

2 2 2 2
lim lim

2
2

lim

2
lim   (1)

h h

h h

h

h

f x h f x f x hf x h f x f x h
h h

f x h f x h f x h f x h
h h

f x h f x f x h f x
h

f x h f x f x f x h
h h

→ →

→ →

→

→

′+ − + −+ − + −
= =

′

′ ′ ′ ′+ − − + − −
= = =

′ ′ ′ ′+ − − − +
= =

′ ′ ′ ′+ − − −
= +

 

Γνωρίζουμε όμως ότι: ( ) ( ) ( )
0

0
0

0

lim
x x

f x f x
f x

x x→

′ ′−
′′ =

−
 (2) 

Θέτουμε 0x x− =

 

h  οπότε η (2) γίνεται ( ) ( ) ( )0 0
0 0

lim
h

f x h f x
f x

h→

′ ′+ −
′′ =  και 
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Θέτουμε 0x x− + = h  οπότε η (2) γίνεται ( ) ( ) ( )0 0
0 0

lim
h

f x h f x
f x

h→

′ ′− −
′′ = =

−
 

( ) ( )0 0

0
lim
h

f x f x h
h→

′ ′− −
= . 

Η (1) γίνεται:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

0

0

2 2
lim lim lim

Θέτοντας 2 ,  όταν 0, κ 0 lim2

2lim 2

h h h

h

h

f x h f x f x f x h f x h f x
f x

h h h
f x f x

h h f x

f x f x
f x f x f x f x

κ
κ

κ
κ
κ

→ → →

→

→

′ ′ ′ ′ ′ ′+ − − − + −
′′+ =

′ ′+ −
′′= = → → = +

′ ′+ −
′′ ′′ ′′ ′′= + = + =

+ =

=

 
Υποσημείωση: Η συνάρτηση f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη που σημαίνει 
ότι η πρώτη παράγωγός της είναι συνεχής. ∆εν γνωρίζουμε όμως το ίδιο και 
για την δεύτερη παράγωγό της. Για το λόγο αυτό χρησιμοποιήσαμε μία φορά 
τον κανόνα De l’ Hopital και στην συνέχεια τον ορισμό της παραγώγου για να 
υπολογίσουμε το όριο. 

 

ΑΑσσκκήήσσεειιςς  

9. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων: 

(α) ( ) ( )
2 0

ln 1 2 0
x x

f x
x x

≤⎧
= ⎨ + >⎩

  (γ) ( )
( )

1
2 0
0 0

ln 1 0

xx e x
f x x

x x

⎧
<⎪

⎪= =⎨
⎪ + >⎪⎩

 

(β) ( ) 1 0
1 2

0 0
x

x x
f x

x

⎧ ≠⎪= ⎨ +
⎪ =⎩

  (δ) ( )
ln ln 1 0

0 0

xx e x
f x

x

⎧ − − ≠⎪= ⎨
=⎪⎩

 

(γ) ( )
2 ln 0

0 0
x x x

f x
x

⎧ ≠
= ⎨

=⎩
  (ε) ( ) lnf x x=  
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10. ∆ίνεται η συνάρτηση με τύπο: ( )
21 0 1

ln
2 1

x xf x x
x

⎧ −
< ≠⎪= ⎨

⎪ − =⎩

. Να δείξετε ότι 

ορίζεται εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της f  στο σημείο 

( )( )1, 1A f  η οποία είναι κάθετη με την ευθεία ( ) 1: 10
2

y x= + . ε

11. ∆ίνεται η συνάρτηση με τύπο: ( ) ( ) ( )
0
0

x x x
f x

x x x
α β

συν α συν β
⎧ + ≤⎪= ⎨ + >⎪⎩

. Να 

βρείτε τα ,α β ∈  όταν γνωρίζουμε ότι η fC  διέρχεται από το σημείο 
51,
2

A⎛ ⎞−⎜ ⎟  και η εφαπτομένη της 
⎝ ⎠

fC  στο σημείο ( )0,2  δεν είναι παράλληλη 

με τον άξονα y y′ . 
 

12. Να βρείτε τις τιμές των ,α β ∈  για τις οποίες η συνάρτηση f  με τύπο: 

( )
2 1

1ln

xx e x
f x

x x
≤

 είναι παραγωγίσιμη. 
α β
⎧

= ⎨
− >⎩

 

13. Αν ( ) 0

1 0

x x
f x x

x

ημ⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

 να βρείτε τα ( )0f ′  και ( )0f ′′ . 

 
14. Να βρείτε τα ,α β ∈  ώστε να είναι ( )

0
lim 2
x

f x
→

=  όταν: 

( ) ( ) ( )
2

1 xxx e
f x

x
α α β+ −

=
+ +

. 

 

15. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 3 2

3xf x
x x

ημ α β= + + . Να βρείτε τα ,α β ∈  ώστε 

να είναι ( )
0

lim 0
x

f x
→

= . 

 
16. ∆ίνεται η συνάρτηση  με :f → ( ) 1 2 2f x x x x=α νημ α ημ να ημ+ + +  

και για κάθε ( )1,1x∈ −  ισχύει ( ) ( )ln 1f x x≤ + . Να δείξετε ότι 

1 22 1να α να+ + + ≤ . 
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17. ∆ίνεται η συνάρτηση ( )

0 1
ln

1
0 0

x x
x

f x e x
x

⎧ < ≠⎪
⎪

= =⎨
⎪ =⎪
⎩

. 

(α) Να εξετάσετε αν η f  είναι συνεχής. 
(β) Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της fC  στο σημείο  είναι παράλ-
ληλη με τον άξονα 

(0,0O )
x x′ . 

(γ) Να δείξετε ότι δεν ορίζεται εφαπτομένη στη fC  στο σημείο ( )1,e . 

18. ∆ίνεται η συνάρτηση ( )

1

2

0
0 0

1ln 1 0

xxe x
f x x

x x
x

⎧
⎪ <⎪⎪= =⎨
⎪ ⎛ ⎞⎪ + >⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

. 

(α) Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της fC  στο σημείο  είναι παράλ-
ληλη με τον άξονα 

(0,0O )
x x′ . 

(β) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f ′  είναι συνεχής στο . 0 0x =
 

19. ∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο: 

( )
1 0

ln 0

x

xf x x
x

α

α

⎧ −
≠⎪= ⎨

⎪ =⎩

 με 0 1α< ≠  

(α) Να εξετάσετε αν η f  είναι συνεχής. 
(β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο σημείο 

( )( )0, 0M f . 
(γ) Να εξετάσετε αν η f ′  είναι συνεχής. 

 
20. Να υπολογίσετε τα ,α β ∈  ώστε η συνάρτηση f  με τύπο: 

( )
1

ln 1
x x

f x
x x

α β+ <⎧
= ⎨ ≥⎩

 

να είναι παραγωγίσιμη. 

 

 



Μ
αθ

ημ
ατ
ικ
ά 
Κα

τε
ύθ

υν
ση

ς 
Γ 
Λυ

κε
ίο
υ 

 

 478

21. Αν ( )
5

lim 0
x

f x
→

=  και υπάρχει 0δ >  τέτοιο, ώστε ( ) 0f x ≠  για κάθε 

( ) ( )5 ,5 5,5x δ δ∈ − ∪ + , να υπολογίσετε το 
( )

( )5

1lim
f x

x

e
f x→

− . 

 

22. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f  με τύπο: ( )
( )2

2
2

0 2

x
xf x x
x

ημ π⎧
≠⎪= ⎨ −

⎪ =⎩

 είναι 

παραγωγίσιμη στο 0 2x = . 
 

23. Αν για τη συνάρτηση  ισχύει :f → ( ) 21 xx f x e −− ≤ ≤  για κάθε x∈ , 
να δείξετε ότι η εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της f  στο σημείο 

( )( )2, 2A f  σχηματίζει με τον άξονα x x′  γωνία 
4
πω = . 

 
24. Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο  και ισχύει ( )0 0f = . Να απο-

δείξετε ότι ( ) ( ) ( )
0

li 2 0fm
1xx

f x f x
e→

− −
′=

−
. 

 
25. Η συνάρτηση f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  και η f ′′  είναι συ-

νεχής στο 0 0x = . Αν ( ) ( )0 0 0f f ′= =  και ( )0 0f ′′ ≠ , να αποδείξετε ότι: 

( )
( ) ( )

2

0
lim

1xx

x f
e f x
ημ

→

+

−
1

x
=

′
 αν και μόνο αν ( )0 2f ′′ = . 

 
26. Αν η συνάρτηση f  έχει δεύτερη παράγωγο στο α  και ( ) 0f α′ ≠ , να απο-

δείξετε ότι: 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )2

1 1lim
2x x f f x f fα

α
α α α α→

⎡ ⎤
− =⎢ ⎥− −⎣ ⎦

f ′′
. 

 
27. Έστω  μια συνάρτηση με :f → ( ) ( )0 0 0f f ′

 

= =  και ( )0 1f ′′ = . Να 

αποδείξετε ότι η συνάρτηση ( )
( ) 0

0 0

f x
xg x x
x

⎧
≠⎪= ⎨

⎪ =⎩

 είναι παραγωγίσιμη στο 

0 0x =  και να βρείτε την ( )0g′ . 



Μ
αθ

ημ
ατ
ικ
ά 
Κα

τε
ύθ

υν
ση

ς 
Γ 
Λυ

κε
ίο
υ 

 

Μουρατίδης Χρ. Τζουβάλης Αθ. 479

 
28. Η συνάρτηση  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με :f →

( ) ( )0 0 0f f ′= =  και ( )0 2f ′′ =  και η f ′′  είναι συνεχής στο 0 0x = . Αν g  

συνάρτηση με τύπο: ( )
( ) 0

0 0

f x
g x x

x

⎧
x ≠⎪= ⎨

⎪ =⎩

 να βρείτε την ( )0g′ . 

 
29. Αν η συνάρτηση f  είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη στο  με 

( ) ( ) ( )lim lim lim
x x x

f x f x f
→+∞ →+∞ →+∞

′ ′′′= = x = +∞  και ( )
( )

lim 1
x

f x
x f x→+∞

′′′
=

′′⋅
, να απο-

δείξετε ότι ( )
( )

2

lim 0
x

x f x
x f x→+∞

+
=

′⋅
. 

 
30. Αν η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο  με ( )0 0 , να αποδείξε-

τε ότι 

f x ≠

( )
( )

( )
( )

0

0

1
2

0

0

f xx
f xe . 

0

2
lim
x

f x x
f x+

′

→

⎛ ⎞+
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

31. Η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη στο  με :f → ( ) ( )1 1 1′ . 
Αν η 

f f= =

f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 0 1x =  με ( )1 6 , να βρείτε 

το 

f ′′ =

( )
21

mli
2 1x

f x x
x x

. 
→

−
− +

 
32. Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο , οι ,f g′′ ′′  

είναι συνεχής στο 0 και είναι ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0f f g g′ ′= = = = , ( )0 2f ′′ = , 

( )0 3 , να δείξετε ότι g′′ = ( ) ( )
( ) ( )0

3 4lim
2 3x

f x f x
g x g x→

+ −
=

+ −
. 

 
33. Η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη με :f → ( )0 0 . Να δείξετε ότι 

( )

f =

0
lim 1f x

x
x

+→
= . 
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34. Η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη στο  με :f → ( ) ( )0 0 0′f f= = . 
Αν η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 0 με ( )0 4f ′′ = , να δείξετε ότι 

( ) ( )
0

lim 8
1x

f x f x
xσυν→

+ −
=

−
. 

 
35. Αν η συνάρτηση f  είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη στο  με 

( ) ( ) ( )lim lim lim
x x x

f x f x f
→+∞ →+∞ →+∞

x′ ′′= = = +∞  και ( )
( )

lim 1
x

f x
x f x→+∞

′′′
=

′′⋅
, να βρείτε 

το όριο ( )
( )

lim
x

f x
x f x→+∞ ′⋅

. 

 
36. Η συνάρτηση  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  και ισχύει :f →

( ) ( )0 0 0′ = . Αν είναι (f f= )0 6f ′′ = , να δείξετε ότι ( )
( )

2

0

2 7li
6

x
= . m

x

x f
x f x→

+
′⋅

 
37. Αν η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη και ισχύουν (:f → )0 1f = , 

( ) 0  για κάθε f x > x∈  και η f ′  είναι συνεχής στο 0 0x = , να δείξετε 

ότι ( ) ( )0
1

0
m x

x
li ff x eημ
→

′= . 

 
38. Έστω συνάρτηση  παραγωγίσιμη με :f → ( ) ( )0 0 0f f ′= = . Αν είναι 

( )0 4 , να υπολογίσετε το f ′′ =
( ) 2

0
lim

1x

f x x
x x xημ συν→

+
+ −

. 

 
39. Η συνάρτηση  είναι συνεχής στο  και για κάθε :f → x∈  ισχύει η 

σχέση ( ) ( ) 25 xf x f x x e−+ − = . 
(α) Να βρείτε τον τύπο της f  
(γ) Να βρείτε το ( )lim

x
f x

→+∞
 

 
40. Έστω μια συνεχής συνάρτηση  για την οποία ισχύει :f →

( ) ( )x xxf x e f x x eημ ημ+ = +  για κάθε x∈ . Να βρείτε την ( )0f . 
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41. Έστω μια συνάρτηση  για την οποία ισχύει :f →
( ) ( ) ( )1 ln 1x f x x xσυν− = + −  για κάθε 1x > − . Να βρείτε την ( )0f . 

 
42. Αν η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη και ισχύει η σχέση: :f →

5 ( ) 5 9 ) ημf x f x x x− , για κάθε + = x∈ , να υπολογίσετε το 30

( )lim
x

f x
x→

. 

 

43. Έστω μια συνάρτηση ( ) 21 ln
xf x

x
=

+
. 

(α) Να μελετήσετε την f  ως προς τη μονοτονία. 
(β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f  
(γ) Να λύσετε την ανίσωση 2ln 1x x< −  
 

44. (α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση ( ) xf x e x α= − − , α ∈  ως προς τη 
μονοτονία και τα ακρότατα. 
(β) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης xe x α= +  για τις διά-
φορες πραγματικές τιμές του α . 

 
45. Έστω  μια συνεχής συνάρτηση για την οποία ισχύει :f →

( ) ( )xx f x e f x′⋅ > −  για κάθε 0x ≠ . 

(α) Να δείξετε ότι ( ) 1xef x
x
−

>  για κάθε 0x ≠ . 

(β) Να βρείτε το ( )lim
x

f x
→+∞

 

(γ) Να δείξετε ότι: ( )0 1f ≥  
 

46. ∆ίνεται η συνάρτηση 2 2( ) 2 1 lnf x x x x x− . = − +
(α) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της f . 
(β) Να μελετηθεί η f   ως προς τη μονοτονία και τα κοίλα.  
(γ) Να βρεθούν τα όρια: 

0
lim ( )
x

f x
→

 και lim ( )
x

f x
→+∞

. 

(δ) Να βρεθεί το σύνολο τιμών και οι ασύμπτωτες της fC . 

(ε) Να δείξετε ότι εξίσωση 2 2 20062 1 ln
2007

x x x x− + − =  έχει ακριβώς δύο 

λύσεις. 
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47. ∆ίνεται η συνάρτηση  ( )( ) ln( 1) 1 ln ,    0f x x x x x x= + − + > . 

(α) Να αποδείξετε ότι: ( ) 1ln 1 ln ,   0x x x
x

+ − < > . 

(β) Να αποδείξετε ότι η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα 
( )0,  +∞ . 

(γ) Να υπολογίσετε το όριο: 1lim ln 1
x

x
x→+∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(δ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικός αριθμός ( )α 0, +∈ ∞  τέτοιος 

ώστε: ( ) 11 α αα α ++ = . 
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