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Κεφάλαιο: ∆ιαφορικός Λογισμός 

Οι πληροφορίες που μας δίνει το πρόση-
μο της πρώτης παραγώγου μιας συνάρτη-
σης, μας βοηθάει για να δούμε κατά πόσο 
η συνάρτηση είναι αύξουσα ή φθίνουσα. Η 
πληροφορία αυτή δεν είναι όμως ικανή να 

μας πει τίποτα για την κυρτήτητα της συνάρτηση αυτής. 
Για να εξετάσουμε την κυρτότητα μιας καμπύλης ας δούμε για παράδειγμα 
την συμπεριφορά των εφαπτόμενων γραμμών πάνω στις καμπύλες που δίνο-
νται στα παρακάτω δύο σχήματα (α) και (β). 
Η καμπύλη του σχήματος (α) βρίσκετε κάτω από τις εφαπτόμενες γραμμές 
και λέμε ότι στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω. Καθώς το x  αυξάνει, το πρόση-
μο της ( )f x′  ελαττώνεται. Σε αντίθεση η καμπύλη του σχήματος (β) βρί-
σκετε πάνω από τις εφαπτόμενες γραμμές και λέμε ότι στρέφει τα κοίλα 
προς τα πάνω. Καθώς το x  αυξάνει, το πρόσημο της ( )f x′  αυξάνει.  
 

Ορισμός 
Έστω μια συνάρτηση ( )f x  συνεχής σε ένα διάστημα Δ  και παραγωγίσιμη 
στο εσωτερικό του Δ . Θα λέμε ότι: 
• Η συνάρτηση ( )f x  στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω ή είναι κυρτή στο Δ  

εάν η ( )f x′  είναι αύξουσα στο εσωτερικό του Δ . 

y  

x  

Κοίλα προς  
τα πάνω  

(β) 

y  

x  

Κοίλα προς  
τα κάτω  

(α) 
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• Η συνάρτηση ( )f x  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο Δ  
εάν η ( )f x′  είναι φθίνουσα στο εσωτερικό του Δ . 

 
Αφού η ( )f x′′  είναι η παράγωγος της ( )f x′  έπεται ότι η ( )f x′  θα αυξάνε-
ται στο ανοικτό διάστημα ( ),α β  εάν η ( ) 0f x′′ >  για όλα τα ( ),x α β∈  και η 

( )f x′  θα ελαττώνεται στο ανοικτό διάστημα ( ),α β  εάν η ( ) 0f x′′ <  για όλα 
τα ( ),x α β∈ . 
Η μελέτη μιας συνάρτησης ως προς τα κοίλα και κυρτά διευκολύνεται με την 
βοήθεια του επόμενου θεωρήματος που είναι άμεση συνέπεια του προηγού-
μενου ορισμού και του θεωρήματος της μονοτονίας μιας συνάρτησης. 
 
Θεώρημα 
Έστω μια συνάρτηση ( )f x  συνεχής στο διάστημα Δ  και δύο φορές παραγω-
γίσιμη στο εσωτερικό του Δ . 
• Αν ( ) 0f x′′ >  για κάθε εσωτερικό σημείο του Δ  τότε η συνάρτηση ( )f x  

είναι κυρτή στο Δ . 
• Αν ( ) 0f x′′ <  για κάθε εσωτερικό σημείο του Δ  τότε η συνάρτηση ( )f x  

είναι κοίλη στο Δ . 
 
Υπάρχουν όμως και σημεία στην γραφική 
παράσταση μιας συνάρτησης ( )f x  (βλέπε 
διπλανό σχήμα) στα οποία η κυρτότητα της 
συνάρτησης αλλάζει. Στα σημεία αυτά θα 
λέμε ότι η γραφική παράσταση της ( )f x  
«κάμπτεται». Τα σημεία αυτά ονομάζονται 
σημεία καμπής. 
 
 
Ορισμός 
Έστω μια συνάρτηση ( )f x  παραγωγίσιμη στο διάστημα ( ),α β  και 

( )0 ,x α β∈ . Αν 
• Η συνάρτηση ( )f x  είναι κυρτή στο ( )0, xα  και κοίλη στο ( )0 ,x β  ή αντι-

στρόφως και  

y  

x  
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f ′′  

f  

−∞  +∞  1 
+  −  

• Η καμπύλη της συνάρτησης ( )f x  έχει εφαπτομένη στο σημείο 

( )( )0 0,A x f x  

Τότε το σημείο ( )( )0 0,A x f x  ονομάζεται σημείο καμπής της γραφικής πα-
ράστασης της συνάρτησης ( )f x . 

Λυμένες ασκήσεις 
 
Μέθοδος 1 (Εύρεση κυρτότητας συναρτήσεων) 
Για να βρούμε τα σημεία καμπής της fC  και σε ποια διαστήματα η f  είναι 
κυρτή και κοίλη βρίσκουμε το πρόσημο της f ′′  και εφαρμόζουμε τα συμπερά-
σματα της πρότασης 1. Το εσωτερικό σημείο 0x  είναι θέση σημείου καμπής 
της fC  όταν εκατέρωθεν του 0x  η f ′′  αλλάζει πρόσημο και η fC  έχει εφα-

πτομένη στο σημείο ( )( )0 0,P x f x . 

 
Παράδειγμα 1 
Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η f  είναι κυρτή ή κοίλη και να 
προσδιορίσετε αν υπάρχουν τα σημεία καμπής της fC  όταν: 

(α) ( ) 3 23f x x x x= − +  

(β) ( ) 4 3 28 18 12 1f x x x x x= − + + +  

(γ) ( ) x
xf x
e

=  

Λύση 
(α) Η συνάρτηση ( ) 3 23f x x x x= − +  έχει πεδίο ορισμού το A = . Η συνάρ-
τηση f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x A∈  είναι 

( ) 23 6 1f x x x′ = − +  και ( ) ( )6 6 6 1f x x x′′ = − = − . Το πρόσημο της f ′′  φαί-
νεται στον πίνακα: 
 
 
 
 
 
• Η f  είναι κοίλη στο ( ],1−∞  και κυρτή στο [ )1,+∞ . 
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f ′′  

f  

−∞  +∞  1 
−  +  +  

3  

f ′′  

f  

−∞  +∞  2  
+  −  

• Το σημείο ( )( )1, 1 1P f = −  είναι σημείο καμπής της fC . 

(β) Η συνάρτηση ( ) 4 3 28 18 12 1f x x x x x= − + + +  έχει πεδίο ορισμού το 
A = . Η συνάρτηση f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x A∈  
είναι ( ) 3 24 24 36 12f x x x x′ = − + +  και 

 ( ) ( )( )212 48 36 12 1 3f x x x x x′′ = − + = − − . Το πρόσημο της f ′′  φαίνεται 
στον πίνακα: 
 
 
 
 
• Η f  είναι κυρτή στα διαστήματα ( ],1−∞  και [ )3,+∞  και κοίλη στο [ ]1,3 . 
• Τα σημεία ( )( )1, 1 24A f =  και ( )( )3, 3 64B f =  είναι σημεία καμπής της 

fC . 

(γ) Η συνάρτηση ( ) x
xf x
e

=  έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η f  είναι δύο 

φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x∈  είναι: ( ) 1
x
xf x

e
−′ =  και 

( ) 2
x

xf x
e
−′′ = . Το πρόσημο της f ′′  φαίνεται στον παρακάτω πίνακα: 

 
 
 
 
 
• Η f  είναι κοίλη στο ( ],2−∞  και κυρτή στο [ )2,+∞ . 

• Το σημείο ( )( )22, 2 2P f e−=  είναι σημείο καμπής της fC . 

 
Παράδειγμα 2 
Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρτή ή κοίλη και να 
προσδιορίσετε αν υπάρχουν τα σημεία καμπής της fC  όταν: 

(α) ( ) 2 3 22 ln 2f x x x x x= − −  
(β) ( )f x x x=  
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−∞  +∞  0  

+  −  
1 

( )3f
f ′′ 

−∞  +∞  0  
 −  

f  
f ′′

(γ) ( ) 3 2f x x=  

Λύση 
(α) Η συνάρτηση ( ) 2 3 22 ln 2f x x x x x= − −  έχει πεδίο ορισμού το 

( )0,A = +∞  η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x∈Α  είναι 

( ) 26 ln 3f x x x x x′ = − −  και ( ) 6ln 6 5f x x x′′ = − + . Για να βρούμε το πρόση-
μο της f ′′  εξετάζουμε την μονοτονία της. Η f  είναι τρεις φορές παραγωγί-

σιμη με ( ) ( ) ( )3 6 16 6
x

f x
x x

−
= − = . Το πρόσημο της ( )3f  και η μονοτονία της 

f ′′  φαίνονται στον πίνακα:  
 
 
  
 

• Για κάθε ( ]0,1x∈  

ισχύει ( ) ( )
 

1 1
f

x f x f
′′ ↑

′′ ′′≤ ⇒ ≤ . 

• Για κάθε [ )1,x∈ +∞  ισχύει ( ) ( )
 

1 1
f

x f x f
′′ ↓

′′ ′′≥ ⇒ ≤ . 
Επομένως για κάθε ( )0,x∈ +∞  ισχύει ( ) ( ) ( )1 1 0f x f f x′′ ′′ ′′≤ ⇒ ≤ − < . 
 
 
 
 
 
Άρα η συνάρτηση f  είναι κοίλη στο ( )0,+∞  και δεν έχει σημεία καμπής. 
 

(β) Η συνάρτηση ( )
2

2

0

0

x x
f x x x

x x

⎧ ⎫− <⎪ ⎪= = ⎨ ⎬
≥⎪ ⎪⎩ ⎭

 έχει πεδίο ορισμού το Α = . 

Η f  είναι παραγωγίσιμη στο ( )1 ,0Α = −∞  και για κάθε 1x∈Α  είναι 
( ) 2f x x′ = − . 

Η f  είναι παραγωγίσιμη στο ( )2 0,Α = +∞  και για κάθε 2x∈Α  είναι 
( ) 2f x x′ = . 

Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x = . Είναι: 
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−∞  +∞  0  
−  +  

f  
f ′′  

• 
( ) ( ) 2

0 0 0

0
lim lim lim 0

0x x x

f x f x x
x x+ + +→ → →

−
= = =

−
. 

• 
( ) ( ) ( )

2

0 0 0

0
lim lim lim 0

0x x x

f x f x x
x x− − −→ → →

− −
= = − =

−
. 

Άρα η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x =  με ( )0 0f ′ = . Επομένως :   

( )
2 0

2 0
0 0

x x
f x x x

x

− <⎧ ⎫
⎪ ⎪′ = >⎨ ⎬
⎪ ⎪=⎩ ⎭

 

Η f ′ είναι παραγωγίσιμη στο ( )1 ,0Α = −∞  με ( ) 2f x′′ = −   και παραγωγίσιμη 
στο ( )2 0,Α = +∞  με ( ) 2f x′′ = . Θα εξετάσουμε αν η f  είναι φόρες δύο πα-
ραγωγίσιμη 0 0x = . Είναι : 

• 
( ) ( )

0 0

0 2lim lim 2
0x x

f x f x
x x+ +→ →

′ ′−
= =

−
 

• 
( ) ( )

0 0

0 2lim lim 2
0x x

f x f x
x x− −→ →

′ ′− −
= = −

−
. 

Άρα η f ′  είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x = . Επομένως:   

( )
2 0

2 0
x

f x
x

− <⎧ ⎫′′ = ⎨ ⎬>⎩ ⎭
 

Το πρόσημο της f ′′  φαίνεται στον πίνακα: 
 
 
 
 
 

• Η f  είναι κοίλη στο ( ],0−∞  και κυρτή στο [ )0,+∞ . 
• Το σημείο ( )( )0, 0 0fΑ = είναι σημείο καμπής της fC  γιατί ισχύουν: 
• Η f  είναι συνεχής στο 0 0x = . 
• Ορίζεται εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )0,0Α . 

• Εκατέρωθεν του 0 0x =  η f ′′  αλλάζει πρόσημο. 
 

(γ) Η συνάρτηση ( ) 3 2f x x=   έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η f  είναι πα-

ραγωγίσιμη στο ∗  και για κάθε x ∗∈  είναι :  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2
3 3

2
3

3 2 2 2 2
3 42

1 2 2
3 33

x xf x x x x x
xx

−′′ ⎡ ⎤ ′′ = = = = =⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x = . Επομένως:  

( ) ( ) 3 32 2
3

3 30 0 0 0

0 1lim lim lim lim
0x x x x

f x f x x
x x xx+ + + +→ → → →

−
= = = = +∞

−
. 

Άρα η f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x = . Επομένως ( )
3 4

2

3

xf x
x

′ =  για 

κάθε 0x ≠ . 

Η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ∗  με ( )
3 34 4

2 2

3 9

xf x
x x

′⎛ ⎞ −′′ = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Το πρόσημο της f ′′  φαίνεται από τον πίνακα: 
 
Η f  είναι κοίλη στο ( ],0−∞  και στο [ )0,+∞  και δεν έχει σημεία καμπής. 
 
Παράδειγμα 3 
Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η f  είναι κυρτή ή κοίλη και να 
προσδιορίσετε αν υπάρχουν τα σημεία καμπής της fC  όταν: 

(α) ( )
0

0

x x
f x

x x

⎧ ⎫− − <⎪ ⎪= ⎨ ⎬
≥⎪ ⎪⎩ ⎭

   

(β) ( ) 5 43 5 2f x x x= − +  

(γ) ( ) lnf x x x=   

Λύση 

(α) Η συνάρτηση ( )
0

0

x x
f x

x x

⎧ ⎫− − <⎪ ⎪= ⎨ ⎬
≥⎪ ⎪⎩ ⎭

 έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η f  

είναι παραγωγίσιμη στο ( )1 ,0Α = −∞  με ( ) 1
2

f x
x

′ =
−

 και παραγωγίσιμη 

στο ( )2 0,Α = +∞  με ( ) 1
2

f x
x

′′ = . Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγί-

σιμη στο 0 0x = . Είναι : 
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( ) ( )
0 0 0

0 1lim lim lim
0x x x

f x f x
x x x+ + +→ → →

−
= = = +∞

−
. 

Άρα η f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x = . Επομένως για κάθε x ∗∈  εί-
ναι: 

( )

1 0
2

1 0
2

x
xf x

x
x

⎧ ⎫<⎪ ⎪−⎪ ⎪′ = ⎨ ⎬
⎪ ⎪>
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ( )1 ,0Α = −∞  με ( ) 1
4

f x
x x
−′′ =
−

 και 

στο ( )2 0,Α = +∞  με ( ) 1
4

f x
x x
−′′ = . Επομένως : 

( )

1 0
4

1 0
4

x
x xf x

x
x x

−⎧ ⎫<⎪ ⎪−⎪ ⎪′′ = ⎨ ⎬−⎪ ⎪>
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Το πρόσημο της f ′′  φαίνεται στον πίνακα: 
 

• Η f  είναι κυρτή στο ( ],0−∞  και κοίλη στο [ )0,+∞  
• Θα εξετάσουμε αν ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο σημείο 

( )( )0, 0 0fΑ = . Είναι: 

( ) ( )
0

0
lim

0x

f x f
x+→

−
= +∞

−
 

( ) ( )
( )20 0 0 0 0

0 1lim lim lim lim lim
0x x x x x

f x f x x x
x x x xx− − − − −→ → → → →

− − − − −
= = = = − = +∞

− − −
 

Επειδή η f  είναι συνεχής στο 0 0x =  και είναι ( ) ( )
0

0
lim

0x

f x f
x→

−
= +∞

−
 έπεται 

ότι ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )0,0Α . Επομένως το σημείο 

( )0,0Α  είναι σημείο καμπής της fC  διότι: 

• Η f  είναι συνεχής 0 0x = . 
• Ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο σημείο Α. 

• Η f ′′  αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του 0 0x = . 
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(β) Η συνάρτηση ( ) 5 43 5 2f x x x= − +  έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η συ-
νάρτηση f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x∈Α  ισχύει 

( ) 4 315 20f x x x′ = −  και ( ) ( )3 2 260 60 60 1f x x x x x′′ = − = − . Το πρόσημο της 
f ′′  φαίνεται στον πίνακα: 

 
• Η f  είναι κοίλη στο ( ],0−∞  και στο [ ]0,1  και κυρτή στο [ )1,+∞ . 
• Το σημείο ( )( )1, 1 0fΑ =  είναι σημείο καμπής της fC . 

 
Σχόλιο: παρατηρούμε ότι η f ′  είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα  
( ],0−∞  και [ ]0,1  και επειδή η f ′  είναι συνεχής στο 0 0x =  έπεται ότι η f ′  
είναι γνησίως φθίνουσα στο ( ],1−∞ . Επομένως μπορούμε να ισχυριστούμε ότι 
η f  είναι κοίλη στο ( ],1−∞ .  

  
(γ) Η συνάρτηση ( ) lnf x x x=  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,Α = +∞ . Η f  εί-
ναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x∈Α  είναι 

( ) ln ln 2
2 2

x x xf x
xx x

+′ = + =  και  ( ) ln
4

xf x
x x
−′′ = .  Πρόσημο της f ′′  φαίνε-

ται στον πίνακα: 
• Η f  είναι κυρτή στο ( ]0,1  και κοίλη στο [ )1,+∞ . 
• Το σημείο ( )( )1, 1 0fΑ =  είναι σημείο καμπής της fC . 

 
Παράδειγμα 4 
∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο: 

( ) ( )
( )2

1 2 0
2

ln 1 0

x xe e x x
f x

x x x

−⎧ − − ≤⎪= ⎨
⎪ − >⎩

 

(α) Να εξετάσετε τη μονοτονία της f  και να βρείτε τα τοπικά ακρότατα 
της. 
(β) Να εξετάσετε αν η f  είναι κυρτή ή κοίλη και να βρείτε τα σημεία 
καμπής της fC . 

Λύση 
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Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η f  είναι παραγωγίσιμη στο 

( )1 ,0Α = −∞  και για κάθε 1x∈Α  είναι ( ) ( ) ( )2
11 2

2 2

x
x x

x

e
f x e e

e
−

−
′ = + − = . Η 

f  είναι παραγωγίσιμη στο ( )2 0,Α = +∞  και για κάθε 2x∈Α  είναι 
( ) ( )2ln 1f x x x′ = − . Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x = . 

Είναι : 

• 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

0 0 0

0 0 0 0
2

0 ln 1
lim lim lim ln 1

0
1

ln 1ln 1lim lim lim lim 01 11

x x x

x x x x

f x f x x
x x

x x

xx x x

x xx

+ + +

+ + + +

→ → →

→ → → →

− −
= = ⎡ − ⎤ =⎣ ⎦−

′−−
= = = − =

′⎛ ⎞ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

• 

( ) ( ) ( )
( )0 0 0

0

20 2lim lim lim
0 2 2

2lim 0
2

x xx x

x x x

x x

x

e e xf x f e e x
x x x

e e

− − −

−

−−

→ → →

−

→

′− −− − −
= = =

− ′

+ −
=  

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x =  με ( )0 0f ′ = . Επομένως είναι: 

( )

( )

( )

2
1

0
2
0 0

ln 1 0

x

x

e
x

e
f x x

x x x

⎧ ⎫−⎪ ⎪<⎪ ⎪
⎪ ⎪′ = =⎨ ⎬
⎪ ⎪− >⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 

Το πρόσημο της f ′  και η μονοτονία της f  φαίνονται στον πίνακα : 
 
Η f  είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα ( ],0−∞  και ),e⎡ +∞⎣  και γνη-

σίως φθίνουσα στο 0, e⎡ ⎤
⎣ ⎦ . 

Η f  παρουσιάζει τα σημεία : 
• 1 0x =  τοπικό μέγιστο το ( )0 0f = . 
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• 2x e=  τοπικό ελάχιστο το ( ) 2
ef e = − . 

Η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ( )1 ,0Α = −∞  και για κάθε 1x∈Α  

είναι ( )
( )( )1 1

2

x x

x

e e
f x

e

+ −
′′ =  και η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 

( )2 0,Α = +∞  και για κάθε 2x∈Α  είναι ( ) 2ln 1f x x′′ = + . Θα εξετάσουμε αν 
η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 0 0x = . Είναι: 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

0 2ln 1
lim lim lim 2ln 1

0x x x

f x f x x
x

x x+ + +→ → →

′ ′− −
= = − = −∞

−
 

Άρα η f  δεν είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 0 0x = . Επομένως : 
Το πρόσημο της f ′′  φαίνεται στον πίνακα : 
 

Η f  είναι κοίλη στα διαστήματα ( ],0−∞  και 10, e⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 και κυρτή στο 

1 ,
e

⎡ ⎞+∞⎟⎢⎣ ⎠
. Το 1 1 3,

2
f

ee e
⎛ ⎞−⎛ ⎞Α =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 είναι το μοναδικό σημείο καμπής της 

fC . 

 
Παράδειγμα 5 

Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f  με ( ) 2
1
1

xf x
x
+

=
+

 έχει τρία 

σημεία καμπής που είναι συνευθειακά. 
Λύση  

Η συνάρτηση ( ) 2
1
1

xf x
x
+

=
+

 έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η f  είναι δύο 

φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x∈  είναι ( )
( )
( )

2

22

2 1

1

x x
f x

x

− + −
′ =

+
 και  

( )
( )( )

( )

2

32

2 1 4 1

1

x x x
f x

x

− + +
′′ =

+
. Το πρόσημο της f ′′  φαίνεται στον πίνακα: 
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Τα σημεία ( )( )2 3, 2 3fΑ − − − − , ( )( )2 3, 2 3fΒ − + − +  και ( )( )1, 1fΓ  

είναι σημεία καμπής της fC . Επειδή είναι : 

1 32 3 1
4

1 32 3 1 0
4

1 1 1

−
− −

+
− + =  

έπεται ότι τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 
 
Παράδειγμα 6 
∆ίνεται  ότι η συνάρτηση ( ) 3 23 4f x x x= − +  παρουσιάζει στα σημεία 

1 2,x x  τοπικά ακρότατα και το σημείο 3x  είναι θέση σημείου καμπής. Να 

δείξετε ότι τα σημεία ( )( )1 1,x f xΑ , ( )( )2 2,x f xΒ  και ( )( )3 3,x f xΓ  είναι 

συνευθειακά. 
Λύση 

Η συνάρτηση ( ) 3 23 4f x x x= − +  έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η f  είναι 
δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x∈  ισχύει 

( ) ( )23 6 3 2f x x x x x′ = − = −  και  ( ) ( )6 6 6 1f x x x′′ = − = − . Το πρόσημο της 
f ′  και η μονοτονία της f  φαίνονται στον πίνακα: 

 
Η f  παρουσιάζει στα σημεία : 

• 1 0x =  τοπικό μέγιστο το ( )0 4f = . 
• 2 2x =  τοπικό ελάχιστο το ( )2 0f = . 

Το πρόσημο της f ′′  φαίνεται στον πίνακα: 
 
Το σημείο ( )( )1, 1 2fΓ =  είναι σημείο καμπής της fC . Άρα τα σημεία είναι 

( ) ( )0,4 , 2,0Α Β  και ( )1,2Γ . Επειδή είναι: 
0 4 1
2 0 1 0
1 2 1

=  

έπεται ότι τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 
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Παράδειγμα 7 
∆ίνεται η συνάρτηση ( )f x x xημ=  και ότι το σημείο ( )( )0 0,A x f x  είναι 

σημείο καμπής της fC . Να δείξετε ότι το σημείο A ανήκει στην καμπύ-

λη 
2

2
2
4

4
xy

x
=

+
. 

Λύση 
Η συνάρτηση ( )f x x xημ=  έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η f  είναι δύο φο-
ρές παραγωγίσιμη και για κάθε x∈  είναι: 

( )f x x x xημ συν′ = +  και ( ) 2f x x x xσυν ημ′′ = − . Επειδή f  είναι δύο φορές 

παραγωγίσιμη στο  και το σημείο ( )( )0 0,x f xΑ  είναι σημείο καμπής έπεται 

ότι  ισχύει: ( )0 0 0 0 0 0 00 2 0 2f x x x x x x xσυν ημ συν ημ′′ = ⇒ − = ⇔ = . 

Για να δείξουμε ότι το σημείο Α ανήκει στην καμπύλη 
2

2
2
4

4
xy

x
=

+
 αρκεί να 

δείξουμε ότι ισχύει: 

( ) ( ) ( )
( )

0
0

2
2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 02
0

2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0

2 2 2
0 0 0

4
4 4 4 4 4

4

4 4 1

4    αληθής

x
f x x x x x x x x

x

x x x x x x x

x x x

ημ συν

συν συν συν συν

συν ημ

⎡ ⎤ = ⇔ + = ⇔ + = ⇔⎣ ⎦ +

+ = ⇔ = − ⇔

=

 

Επομένως το σημείο ( )( )0 0,x f xΑ  ανήκει στην καμπύλη 
2

2
2
4

4
xy

x
=

+
.  

Ασκήσεις 
1. Να βρείτε τα διαστήματα όπου η f  είναι κυρτή ή κοίλη και να προσδιορί-

σετε, αν υπάρχουν, τα σημεία καμπής της fC  όταν : 

(α) ( ) ln lnf x x=                               (ζ) ( ) 2ln ln 2f x x x= = +  

(β) ( ) 22lnf x x x= +                           (η) ( )
1

xf x xe=  

(γ) ( ) 1 1ln
2 1

xf x
x

+
=

−
                           (θ) ( ) ( )2 22ln 2ln 1f x x x x= − +   

(δ) ( )
x x

x x
e ef x
e e

−

−
−

=
+

                             (ι) ( ) [ ], 0,2f x x x xημ συν π= + ∈  
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(ε) ( ) lnxf x
x

=                                    (κ) ( ) 3lnf x x x=  

 
2. Να βρείτε τα διαστήματα όπου η f  είναι κυρτή ή κοίλη και να προσδιορί-

σετε, αν υπάρχουν, τα σημεία καμπής της fC  όταν: 

(α) ( )
2

2

0

0x

x x
f x

x e x−

⎧ ⎫− ≤⎪ ⎪= ⎨ ⎬
>⎪ ⎪⎩ ⎭

                  (δ) ( ) 0

0 0

x x
xf x x
x

⎧ ⎫
⎪ ⎪≠= ⎨ ⎬
⎪ ⎪=⎩ ⎭

 

(β) ( )
3 2 3 1

2 1 1

x x x
f x

x x

⎧ ⎫− + <⎪ ⎪= ⎨ ⎬
+ ≥⎪ ⎪⎩ ⎭

           (ε) ( )
5

5

2 0

2 0

x x
f x

x x

⎧ ⎫+ ≤⎪ ⎪= ⎨ ⎬
− >⎪ ⎪⎩ ⎭

 

(γ) ( ) 2ln 9f x x= −                            (ζ) ( )
3

3

2 1 1

2 1 1

x x
f x

x x

⎧ ⎫− − <⎪ ⎪= ⎨ ⎬
+ − ≥⎪ ⎪⎩ ⎭

  

 
3. Να βρείτε τα σημεία καμπής της fC  όταν: 

(α) ( ) 2ln lnf x x x= −                         (γ) ( )
1 0

1 0

xe xf x x
x

⎧ ⎫−
≠⎪ ⎪= ⎨ ⎬

⎪ ⎪=⎩ ⎭

 

(β) ( ) 2 2 2f x x xημ= +                     (δ) ( ) ( )2 ,    0,2f x x x xσυν π= + ∈  
 

4. Έστω η συνάρτηση ( ) 3 3 2f x x x= − − . Να δείξετε ότι τα τοπικά ακρότατα 
της f  και το σημείο καμπής της fC  είναι συνευθειακά. 

 
5. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 9 7 3 5f x x x x xημ= + + + . Να δείξετε ότι η fC  έ-

χει μόνο σημείο καμπής. Στη συνέχεια να βρείτε την εφαπτομένη της fC  

στο σημείο καμπής. 
 

6. Να δείξετε ότι η συνάρτηση ( ) 6 43 5f x x x x= + +  είναι κυρτή στο . 
 

7. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της ( ) 4
2

1
xf x
x

=
+

 έχει τρία σημεία 

καμπής που είναι συνευθειακά. 
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8. Έστω η συνάρτηση ( )
3 3 2

2 ln
3 9 2
x x xf x x x x x

⎛ ⎞
= − + − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(α) Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της f . 
(β) Να βρείτε τα σημεία καμπής της fC . 

 

9. Να μελετήσετε την ( ) ( )2

1
ln 1

f x
x x

=
+

 ως προς τη μονοτονία και την κοι-

λότητα. 
 

10. ∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο 
3 2

3 2

6 2,     1
( )

9 13,    1

x x x
f x

x x x

⎧ + − ≤⎪= ⎨
− + >⎪⎩

. Να μελετή-

σετε την f  ως προς τη κυρτότητα και τα σημεία καμπής. 
 

11. Να βρείτε σε ποια διαστήματα η ( ) ( )1 1
x xf x x e e a

−
= + +  είναι κυρτή και 

σε ποια κοίλη. 
 

12. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) ( )2ln 1f x x x x= + + − . 

(α) Να εξετάσετε τη μονοτονία της και να βρείτε τα τοπικά της ακρότατα. 
(β) Να βρείτε σε ποια διαστήματα η f  είναι κυρτή και σε ποια κοίλη. 

 
13. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 2 2 ln , 0f x ax x x a= − > . 

(α) Να προσδιορίσετε τα διαστήματα στα οποία η f  είναι κυρτή ή κοίλη. 
(β) Να βρείτε την εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )1, 1fΜ . Για ποια 
τιμή του α η εφαπτομένη διέρχεται από την αρχή των αξόνων; 

 
14. ∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο 2( ) lnf x x x= . 

(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού A  της f , να μελετήσετε τη μονοτονία της   
και να βρείτε τα ακρότατα της. 
(β) Να μελετήσετε την  f  ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σημεία 
καμπής της. 
(γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της. 
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15. ∆ίνεται η συνάρτηση 2
4 1( ) 2lnf x x
x x

= + − . 

(α) Να βρείτε την πρώτη και τη δεύτερη παράγωγο της f . 
(β) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία. 
(γ) Να μελετήσετε την  f  ως προς τα κοίλα. 
(δ) Να βρείτε τις θέσεις των σημείων καμπής, καθώς και τα σημεία κα-
μπής της fC . 

(ε)Να βρείτε το σύνολο των ριζών της f  και το πλήθος των ριζών της 
εξίσωσης: 22 ln 4 1x x x+ =  

 

16. ∆ίνεται η συνάρτηση ημ( ) xf x
x

= , 0x ≠ . Να αποδείξετε ότι: 

(α) 22ημ ημ 2 συνx x x x x< + , π0,
2

x ⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(β) η f  είναι κοίλη στο π0,
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(γ) τα σημεία καμπής της fC  βρίσκονται στην καμπύλη με εξίσωση: 

( )4 24 4x y+ = . 

 
Μέθοδος 2 (Εύρεση παραμέτρων) 
Αν μας δίνεται μια συνάρτηση f  δύο φορές παραγωγίσιμη η οποία εξαρτάτε 
από κάποιους παραμέτρους και μας ζητούν να υπολογίσουμε αυτές τις παρα-
μέτρους ώστε η f  να παρουσιάζει σημείο καμπής στο σημείο της ( )0 0,A x y  
τότε: 
• Βρίσκουμε την δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης f ′′  
• Από την υπόθεση ισχύει ( )0 0f x′′ =  και ( )0 0f x y=  
• Λύνοντας το παραπάνω σύστημα βρίσκουμε τις παραμέτρους. 
 
Παράδειγμα 8 
Να βρείτε τα ,α β ∈  ώστε η συνάρτηση ( ) 3 2 2f x x x xα β= + + +  να 
παρουσιάζει στο σημείο 1 2x = −  τοπικό ακρότατο και στο σημείο 2 1x = −  
σημείο καμπής. 

Λύση 
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Η συνάρτηση ( ) 3 2 2f x x x xα β= + + +   έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η f  
είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x∈Α  είναι: 

( ) 23 2f x x ax β′ = + +  και ( ) 6 2f x x a′′ = + . 
Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο 1 2x = − , για να πα-
ρουσιάζει ακρότατο στο 1 2x = −  πρέπει καταρχήν να ισχύει 

( )2 0 12 4 0 4 12    (1)f a aβ β′ − = ⇒ − + = ⇔ − = . 
Επειδή η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο 2 1x = −  για 
να είναι το σημείο ( )( )1, 1fΡ − −   σημείο  καμπής της fC  πρέπει καταρχήν 
να ισχύει ( )1 0 6 2 0 3f a a′′ − = ⇒ − + = ⇔ = . Με 3a =  από (1) έπεται ότι 

0β = . 
Με 3a =  και 0β =  είναι ( ) 3 23 2f x x x= + + , ( ) 23 6f x x x′ = + , 

( ) 6 6f x x′′ = + . Το πρόσημο της f ′  και της f ′′  φαίνεται στους πίνακες: 
 
Παρατηρούμε ότι με 3a =  και 0β =  η f  παρουσιάζει στο σημείο 1 2x = −  
τοπικό μέγιστο και ότι το σημείο ( )( )1, 1fΡ − −  είναι σημείο καμπής της fC . 
 
Παράδειγμα 9 
Αν η συνάρτηση ( ) 5 4 3 25 10 10 4 3f x x x x x xα β γ= + + + + −  έχει τρία ση-

μεία καμπής να δείξετε ότι 2α β> . 
Λύση 

Η συνάρτηση ( ) 5 4 3 25 10 10 4 3f x x x x x xα β γ= + + + + −  έχει πεδίο ορισμού 
το Α = . Η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x∈  είναι: 

( ) 4 3 25 20 30 20 4f x x ax x xβ γ′ = + + + +  και ( ) 3 220 60 60 20f x x ax xβ γ′′ = + + +  

Έστω ( )( ) ( )( )1 1 2 2, , ,x f x x f xΑ Β  και ( )( )3 3,x f xΓ  τα τρία σημεία καμπής 

της fC  με 1 2 3x x x< < . Επειδή η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  
και τα Α, Β, Γ είναι σημεία καμπής της fC  έπεται ότι 

( ) ( ) ( )1 2 3 0f x f x f x′′ ′′ ′′= = = . Η συνάρτηση f ′′  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις 
του θεωρήματος Rolle στα διαστήματα [ ]1 2,x x  και [ ]2 3,x x . Επομένως υπάρ-

χουν ( )1 1 2,x xξ ∈  και ( )2 2 3,x xξ ∈   τέτοια ώστε ( ) ( )3
1 0f ξ =  και ( ) ( )3

2 0f ξ = . 
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−  +  f ′  
f  

−∞  +∞  5 -1 
+  f ′′  

f  

−∞  +∞  2  
+  −  

∆είξαμε ότι η εξίσωση 
( ) ( )3 2 20 60 120 60 0 2 0f x x ax x axβ β= ⇔ + + = ⇔ + + =  έχει δύο ρίζες ά-

νισες, τις 1 2ξ ξ< . Επομένως είναι 2 20 4 4 0a aβ βΔ > ⇒ − > ⇒ > . 
 
Παράδειγμα 10 
Να βρείτε τα , ,α β γ ∈  ώστε η συνάρτηση ( ) 3 2f x x x xα β γ= + + +  να 
παρουσιάζει στο σημείο 1 1x = −  τοπικό ακρότατο και το σημείο ( )2, 2A −  
να είναι σημείο καμπής της fC . 

Λύση 
Η συνάρτηση ( ) 3 2f x x x xα β γ= + + +  έχει πεδίο ορισμού το A = . Η f  
είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε x A∈  είναι: 

( ) ( )3 2 23 2f x x x x x xα β γ α β′′ = + + + = + +  

Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο 1 1x = −  για να παρου-
σιάζει ακρότατο στο 1 1x = −  πρέπει καταρχήν να είναι: 

( )1 0 3 2 0 2 3f α β α β′ − = ⇔ − + = ⇔ − + = −  (1) 
Εφόσον η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 2 2x =  για να είναι το 
( )2, 2A −  σημείο καμπής της fC  πρέπει καταρχήν να είναι ( )2 0f ′′ =  και 

( )2 2f = − , δηλαδή 
12 2 0 6α α+ = ⇔ = −  και 8 4 2 2α β γ+ + + = −  

Άρα έχουμε το σύστημα: 
6 6

2 3 15
4 2 10 44

α α
α β β

α β γ γ

= − = −⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪− + = − ⇔ = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ + = − =⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

Με 6α = − , 15β = −  και 44γ =  είναι 
( ) ( )( )23 12 15 3 1 5f x x x x x′ = − − = + −  και ( ) 6 12f x x′′ = − . Το πρόσημο της 

f ′  και της f ′′  φαίνεται στους παρακάτω πίνακες. 
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Πράγματι με 6α = − , 15β = −  και 44γ =  η f  παρουσιάζει στο 1 1x = −  το-
πικό μέγιστο και το ( )2, 2A −  είναι σημείο καμπής της fC . 

Ασκήσεις 
17. Να βρείτε τα ,a β ∈  ώστε η γραφική παράσταση της f  με 

( )f x a x
x
β

= +  να έχει σημείο καμπής το ( )1,4Α . 

 
18. ∆ίνεται η συνάρτηση ( )4 3 2( ) 2 4α 3 4α 3 1f x x x x= + + − + . Να βρείτε για 

ποιες τιμές του α∈  η f  στρέφει τα κοίλα άνω στο . 
 

19. Να βρείτε τα , ,a β γ ∈  ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης f  
με τύπο ( ) 2ln 1f x a x x xβ γ= + + −  να έχει σημείο καμπής το ( )1, 2Α −  
και η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )2, 2fΒ  να είναι κάθετη με την 

ευθεία 1 5
3

y x= − + . 

 
20. Να βρείτε το a∈  ώστε η εφαπτομένη της fC  στο σημείο καμπής της να 

είναι παράλληλη με τον άξονα x x′  όταν ( ) 3 2 12 5f x x ax x= + + + . 
 

21. Έστω η συνάρτηση ( ) 3 2f ax x xβ γ δ= + + +  με 0α > . Αν η f  παρου-

σιάζει στα σημεία 1 2,x x  τοπικά ακρότατα και το σημείο ( )( )0 0,x f xΑ  είναι 

σημείο καμπής της fC  να δείξετε ότι 1 2 02x x x+ = . 

 
22. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 3 26 6f x x ax= − + . Να βρείτε το a∈  ώστε η 

εφαπτομένη της fC  στο σημείο καμπής της να διέρχεται από το σημείο 

( )0,14Α . 
 

23. Να βρείτε το a∈  ώστε η συνάρτηση ( ) 4 3 22 1f x x ax x x= + + + −  να 
είναι κυρτή στο . 
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24. Για ποιες τιμές του α η συνάρτηση 2 3 26 5 , 0fx a x ax x a a= − + − ≠  έχει 
θέση σημείου καμπής το 0 2x = ; 

 
25. Να βρείτε τα ,a β ∈  ώστε η γραφική παράσταση της f  με 

( ) 3 2 2f x ax x xβ= + + −  να έχει σημείο καμπής το ( )2,3Α . 
 

26. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 4 3 2 26 1f x x ax x a= − + − − . 
(α) Για ποιες τιμές του a∈  η f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω στο ; 
(β) Για τη μεγαλύτερη τιμή του α που βρήκατε να μελετήσετε τη μονοτονία 
της f  και να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της f . 

 
Μέθοδος 3 (Μη ύπαρξη σημείου καμπής) 
Αν μας δίνεται μια σχέση που περιέχει την f  (δύο φορές παραγωγίσιμη) ή 
την f ′  και μας ζητάνε να δείξουμε ότι η συνάρτηση f  δεν έχει σημείο κα-
μπής τότε: 
• Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση έχει σημείο καμπής στο 0x  δηλαδή 

( )0 0f x′′ =  
• Παραγωγίζοντας την σχέση που μας δίνει και θέτοντας όπου 0x x=  κατα-

λήγουμε σε άτοπο. 
 
Παράδειγμα 11 
Η συνάρτηση :f →  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  και για 

κάθε x∈  ισχύει η σχέση ( ) ( )3 2 5 32 4 6xf x f x e x x xα β′ ′⎡ ⎤ + = + + + +⎣ ⎦  

,α β ∈  (1). Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f  δεν έχει ση-
μεία καμπής. 

Λύση 
Υποθέτουμε ότι το σημείο ( )( ), fξ ξΑ  είναι σημείο καμπής της fC . Επειδή η 

f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ξ και το ( )( ), fξ ξΑ  είναι σημείο της 

fC  έπεται ότι ( ) 0f ξ′′ = . Από την (1) έπεται ότι για κάθε x∈  ισχύει: 

( ) ( ) ( )2 2 4 23 2 5 12 6xf x f x f x e a x x′ ′′ ′′⎡ ⎤ + = + + +⎣ ⎦   (2) 
Για x ξ=  από την (2) έπεται: 
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( ) ( ) ( )2 2 4 2

2 4 2

3 2 5 12 6

5 12 6 0 άτοπο

f f f e a

e a

ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

′ ′′ ′′⎡ ⎤ + = + + + ⇒⎣ ⎦
+ + + =

 

Άρα η fC  δεν έχει σημεία καμπής. 
 
Παράδειγμα 12 
Η συνάρτηση :f →  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  και για 
κάθε x∈  ισχύει η σχέση ( ) ( ) , 0f x f x α α′ = ≠  (1). Να δείξετε ότι η 
γραφική παράσταση της f  δεν έχει σημεία καμπής. 

Λύση 
Υποθέτουμε ότι το σημείο ( )( ), fξ ξΑ  είναι σημείο καμπής της fC . Επειδή η 

f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ξ και το ( )( ), fξ ξΑ  είναι σημείο κα-
μπής της fC  έπεται ότι είναι ( ) 0f ξ′′ = . Από την (1) έπεται ότι για κάθε 

x∈  ισχύει: 

( ) ( ) ( )2
0f x f x f x′ ′′⎡ ⎤ + =⎣ ⎦   (2) 

Για x ξ=  από την (2) έπεται ότι: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0f f f fξ ξ ξ ξ′ ′′ ′⎡ ⎤ + = ⇒ ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  δηλαδή ( ) 0f ξ′ =  

Για x ξ=  από την (1)  έπεται ότι ( ) ( ) 0f f aξ ξ α′ = ⇒ =  άτοπο. 
Άρα η fC  δεν έχει σημεία καμπής. 

Ασκήσεις 
27. Να βρείτε για ποιες τιμές του a∈  η γραφική παράσταση της συνάρτη-

σης f  με ( ) 4 3 22 24f x x ax x xγ δ= + + + +  δεν είναι σημεία καμπής. 
 

28. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 4 3 22 5f x x ax x xβ γ= + + − +  με 23 16a β< . Να 
δείξετε ότι η fC   δεν έχει σημεία καμπής. 

 
29. Η συνάρτηση :f →  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε 

x∈  ισχύει ( ) ( )3 35 6xf x f x e x x xημ′ ′⎡ ⎤ + = + + −⎣ ⎦ . Να δείξετε ότι η fC  
δεν έχει σημεία καμπής. 
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30. Η συνάρτηση :f →  είναι τρείς φορές παραγωγίσιμη και για κάθε 

x∈  ισχύει ( ) ( ) 1997 2 4 xf x f x x x eημ −′ ′′+ ⎡ ⎤ = − +⎣ ⎦ . Να δείξετε ότι η fC  
δεν έχει σημεία καμπής. 

 
31. Να αποδείξετε ότι γραφική παράσταση της συνάρτησης: 

( )
4 3

2 2 3 22α 5( ) α 2α+ α 7 5α
3 3 2
x xf x x x⎛ ⎞= + + − + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, α∈  

   δεν έχει σημεία καμπής. 
32. ∆ίνεται η συνάρτηση f  η οποία είναι τρείς φορές παραγωγίσιμη στο  

και για κάθε x∈  ισχύει [ ]2000 2( ) ( ) συν 3 xf x f x x x e−′ ′′+ = − + . Να απο-
δείξετε ότι γραφική παράσταση της συνάρτησης f  δεν έχει σημεία καμπής. 

 
33. Η συνάρτηση :f →  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε 

x∈  ισχύει ( ) ( )( )2 28 0f x f x x x⎡ ⎤ + − + =⎣ ⎦ . Να δείξετε ότι η fC  δεν 

έχει σημεία καμπής. 
 

34. ∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο: 4 2( ) α β γf x x x= + + , α,β,γ∈ .   Η ε-

φαπτομένη της fC  στο ( )A 1, (1)f  έχει κλίση 2 , και το σημείο 2 21,
2 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

είναι σημείο καμπής της. Να βρείτε τα  α,β,γ∈ . 
 

35. ∆ίνεται η συνάρτηση 3 22 1( ) α α+ 10 7
3 2

f x x x x⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, α∈ . Να 

βρείτε την τιμή του α , ώστε το 0
3
2

x =  να είναι θέση σημείου καμπής της 

f . 
 

36. Έστω η συνάρτηση ( ]: ,0f −∞ →  η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη 

και ισχύει ( )2 2 2f x x x= − , 0x∀ ≤ . Να δείξετε ότι: 

(α) ( ) ( ) ( ) 2
1f x f x f x′′ ′+ ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ . 

(β) η f  δεν παρουσιάζει καμπή. 
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Μέθοδος 3 (Απόδειξη ανισοτήτων μέσω κυρτότητας) 
Αν μας ζητούν να αποδείξουμε μία ανίσωση της μορφής ( )f x xα β≥ +  ή 
( )f x xα β≤ +  τότε, αν η y xα β= +  είναι εφαπτομένη της f  σε ένα σημείο 

της έστω 0 fx A∈ , βρίσκουμε  την κυρτότητα της f  και: 

Εάν η f  είναι κυρτή τότε η γραφική παράσταση της συνάρτησης θα βρίσκε-
ται πάνω από την εφαπτομένη της οπότε θα ισχύει: ( )f x xα β≥ +  
Εάν η f  είναι κοίλη τότε η γραφική παράσταση της συνάρτησης θα βρίσκεται 
κάτω  από την εφαπτομένη της οπότε θα ισχύει: ( )f x xα β≤ +  
 
Παράδειγμα 13 
∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 3 2 2012x xf x e e x= + − , x∈  

(α) Να βρείτε την εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )0, 0A f  

(β) Να δείξετε ότι 3 2 5 2x xe e x+ ≥ +  
Λύση 

(α) Είναι ( ) ( )3 2 3 22012 3 2 2012x x x xf x e e x e e′′ = + − = + − . Οπότε έχουμε 

ότι: 
( )0 2f = , ( )0 2007f ′ = −  και η εξίσωση της εφαπτομένης θα είναι ή: 

( ) ( )( )0 0 0 2007 2y f f x y x′− = − ⇔ = − +  
 
(β) Είναι ( ) 3 29 4 0x xf x e e′′ = + > . Άρα η συνάρτηση είναι κυρτή σε όλο το 
πεδίο ορισμού της άρα η εφαπτομένη της θα βρίσκεται κάτω από την γραφική 
παράστασή της, δηλαδή: 

( ) 3 22007 2 5 2x xf x x e e x≥ − + ⇔ + ≥ +  

Ασκήσεις 

37. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) ( )41xf x e x= + − , x∈  
(α) Να αποδείξετε ότι η f  είναι κυρτή στο  
(β) Να βρείτε την εφαπτομένη της fC  στο 0 0x =  

(γ) Να αποδείξετε ότι  ( )41 3 2xe x x+ − ≥ − +  για κάθε x∈ . 
 

38. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 1ln xf x x e− += − , 0x > . 
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(α) Να αποδείξετε ότι η f  είναι κοίλη στο ( )0,+∞  
(β) Να αποδείξετε ότι ( ) 2 1f x x≤ −  για κάθε 0x >  

 
39. ∆ίνεται η συνάρτηση ( )( ) ln 1xf x e= + . 

(α) Να μελετήσετε την f  ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο 
τιμών της. 
(β) Να αποδείξετε ότι η f  είναι κυρτή. 
(γ) Να βρείτε την εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )A 0, (0)f . 

(δ) Να αποδείξετε ότι 1 1ln
2 2

xe x+
≥  για κάθε x∈ . 

 
40. ∆ίνεται η κυρτή συνάρτηση :f →  της οποίας η γραφική παράσταση 

διέρχεται από τα σημεία ( )A 1,1  και ( )B 3,5 . Να αποδείξετε ότι: 
(α) ( ) 2 1f x x≤ −  για κάθε [ ]1,3x∈ . Πότε ισχύει το ίσον; 
(β) (1) (3) 2 (2)f f f+ >  

 

41. Έστω η συνάρτηση ( )
3

6
xxf x e= − . 

(α) Να δείξετε ότι η f  είναι κοίλη στο  
(β) Να βρείτε την εφαπτομένη της fC  στο 0 0x =  
(γ) Αν ( ) ( )g x f x<  x∀ ∈  να βρείτε το ( )lim

x
g x

→+∞
. 

 
Μέθοδος 4 (Θεωρητικές εφαρμογές) 
 
Παράδειγμα 14 
Η συνάρτηση :f →  είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη στο  και για 

κάθε *x∈  ισχύει ( ) ( )3 0f x < . Αν είναι ( )0 0f ′ =  να δείξετε ότι: 

(α) Η f  είναι κυρτή στο ( ],0−∞  και κοίλη στο [ )0,+∞ . 

(β) Το σημείο ( )( )0, 0P f  είναι σημείο καμπής της fC . 

Λύση 
Επειδή η f  είναι τρείς φορές παραγωγίσιμη στο  έπεται ότι η συνάρτηση 
f ′′  είναι συνεχής στο . Επειδή ( ) ( )3 0f x <  για κάθε ( ) ( ),0 0,x∈ −∞ ∪ +∞  
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έπεται ότι η συνάρτηση f ′′  είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα ( ],0−∞  
και [ )0,+∞  και αφού η f ′′  είναι συνεχής στο σημείο 0 0x =  έπεται ότι η f ′′  
είναι γνησίως φθίνουσα στο . 

• Για κάθε ( ],0x∈ −∞  ισχύει ( ) ( )
  

0 0 0
f

x f x f
′′ ↓

′′ ′′≤ ⇒ ≥ = . 

• Για κάθε [ )0,x∈ +∞   ισχύει ( ) ( )
  

0 0 0
f

x f x f
′′ ↓

′′ ′′≥ ⇒ ≤ =  
Το πρόσημο της f ′′φαίνεται στον πίνακα : 
 

• Η f  είναι κυρτή στο ( ],0−∞  και κοίλη στο [ )0,+∞ . 
• Το σημείο ( )( )0, 0P f  είναι σημείο καμπής της fC . 

 
Παράδειγμα 15 
Η συνάρτηση :f →  είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη στο . Αν εί-

ναι ( ) 0f ξ′′ =  και ( ) ( )3 0f ξ ≠  να δείξετε ότι το σημείο ( )( ),P fξ ξ  είναι 

σημείο καμπής της fC . 

Λύση  
Επειδή το σημείο ξ  είναι ρίζα της εξίσωσης ( ) 0f x′′ =  για να είναι το 

( )( ),P fξ ξ  σημείο καμπής της fC  πρέπει f ′′  εκατέρωθεν του σημείου ξ  
να αλλάζει πρόσημο. 

Έστω  ( ) ( )3 0f ξ > . Είναι ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 lim lim
x x

f x f f x
f

x xξ ξ

ξ
ξ

ξ ξ→ →

′′ ′′ ′′−
= =

− −
 και επει-

δή ( ) ( )3 0f ξ >  έπεται ότι ( )lim 0
x

f x
xξ ξ→

′′
>

−
. Επομένως υπάρχει 0δ >  τέτοιο 

ώστε για κάθε ( ) ( ), ,x ξ δ ξ ξ ξ δ∈ − ∪ +  να ισχύει ( ) 0
f x
x ξ
′′

>
−

 (1). Από τη 

σχέση (1) προκύπτει ότι:   
• Αν ( ),x ξ δ ξ∈ −  τότε 0x xξ ξ< ⇔ − <  και επομένως ( ) 0f x′′ <  για 

κάθε ( ),x ξ δ ξ∈ − . 
• Αν ( ),x ξ ξ δ∈ +  τότε 0x xξ ξ> ⇔ − >  και επομένως ( ) 0f x′′ >  για 

κάθε ( ),x ξ ξ δ∈ + . 
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Επομένως η f ′′  εκατέρωθεν του ξ  αλλάζει πρόσημο και επειδή είναι 
( ) 0f ξ′′ =  έπεται ότι το ( )( ),P fξ ξ  είναι σημείο καμπής της fC . Ομοίως αν 

δεχτούμε ότι η ( ) ( )3 0f ξ < . 
 
Παράδειγμα 16 
Η συνάρτηση f  είναι κυρτή και παραγωγίσιμη στο Δ . Να δείξετε ότι 

για κάθε ,α β ∈Δ  ισχύει ( ) ( ) 2
2

f f f α βα β +⎛ ⎞+ ≥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1). 

Λύση 
• Αν a β=  τότε (1) γίνεται ( ) ( )2 2f a f a≥  που ισχύει. 
• Αν a β≠  και π.χ. a β<  η (1) γράφεται ως εξής : 

( ) ( )
2 2

a af a f f fβ β β+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ≥ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (2) 

Για την f  ισχύουν: 

• Η f  είναι συνεχής στο ,
2

aa β+⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

• Η f  είναι παραγωγίσιμη στο ,
2

aa β+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Από το θεώρημα μέσης τιμής έπεται ότι υπάρχει 1 ,
2

α βξ α +⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 τέτοιο ώ-

στε: 

( ) ( ) ( ) ( )1 12 2 2 2
a a a af a f a f f a f fβ β β βξ ξ+ + + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′− = − ⇒ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (3) 

Η f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής και στο διά-

στημα ,
2

α β β+⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

. Επομένως υπάρχει 2 ,
2

α βξ β+⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 τέτοιο ώστε: 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2
a a af f f f f f fβ α β β ββ β ξ β ξ+ + + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′− = − ⇒ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (4) 

Η (2) λόγω των σχέσεων (3) και (4) γίνεται: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 22 2
a af f f fβ βξ ξ ξ ξ− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′≥ ⇒ ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Και είναι αληθής διότι η f  είναι κυρτή στο ∆ που σημαίνει ότι η συνάρτηση 
f ′  είναι γνησίως αύξουσα στο ∆ και επειδή ( ) ( )1 2 1 2f fξ ξ ξ ξ′ ′< ⇒ < . 
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Επομένως όταν η f  είναι κυρτή και παραγωγίσιμη στο ∆ για κάθε ,a β ∈  

ισχύει ( ) ( ) 2
2

af a f f ββ +⎛ ⎞+ ≥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Το ίσον ισχύει όταν a β= . 

 
Σχόλιο: ομοίως αποδεικνύεται ότι : Αν η f  είναι κοίλη και παραγωγίσιμη στο 

∆ τότε για κάθε ,a β ∈Δ  ισχύει ( ) ( ) 2
2

f a f f α ββ +⎛ ⎞+ ≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Παράδειγμα 17 
Η συνάρτηση f  είναι κοίλη και παραγωγίσιμη στο . Αν το 0x  είναι 
κρίσιμο σημείο της f  να δείξετε ότι η f  παρουσιάζει στο 0x  μέγιστο. 

Λύση 
Αφού η f  είναι παραγωγίσιμη και το 0x  είναι κρίσιμο σημείο της έπεται ότι 

( )0 0f x′ = . Επειδή η f  είναι κοίλη στο  έπεται ότι η συνάρτηση f ′  είναι 
γνησίως φθίνουσα στο . Επομένως : 

• Για κάθε ( ]0,x x∈ −∞  ισχύει ( ) ( ) ( )
 

0 0 0
f

x x f x f x f x
′ ↓

′ ′ ′≤ ⇒ ≥ ⇒ ≥ . 

• Για κάθε [ )0 ,x x∈ +∞  ισχύει ( ) ( ) ( )
 

0 0 0
f

x x f x f x f x
′ ↓

′ ′ ′≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤ . 
Το πρόσημο της f ′  και η μονοτονία της f  φαίνεται στο πίνακα : 
 
 

• Για κάθε ( ]0,x x∈ −∞  ισχύει ( ) ( )
 

0 0

f
x x f x f x

′ ↑
≤ ⇒ ≤  

• Για κάθε [ )0 ,x x∈ +∞  ισχύει ( ) ( )
 

0 0

f
x x f x f x

′ ↓
≥ ⇒ ≤  

Επομένως για κάθε x∈  ισχύει ( ) ( )0f x f x≤  που σημαίνει ότι η f  πα-
ρουσιάζει στο σημείο 0x  μέγιστο το ( )0f x . 
 
 Παράδειγμα 18 
Η συνάρτηση :f →  είναι κοίλη και παραγωγίσιμη στο  και η γρα-
φική παράσταση διέρχεται από την αρχή των αξόνων. Να δείξετε ότι για 

κάθε x∈  ισχύει η σχέση ( ) 44 5
5
xf x f ⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Λύση 
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Θεωρούμε τη συνάρτηση ( ) ( ) 44 5
5
xh x f x f ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 με πεδίο ορισμού το 

Α = . Η h  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x∈  ισχύει: 

( ) ( ) ( )4 4 44 5 4
5 5 5
x xh x f x f f x f⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

Επειδή η f  είναι κοίλη στο  η συνάρτηση f ′  είναι γνησίως φθίνουσα στο 
.  

• Για κάθε ( ],0x∈ −∞  ισχύει ( )
  4 45 4

5 5

fx xx x x f x f
′ ↓ ⎛ ⎞′ ′≤ ⇔ ≤ ≥ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⇒  δη-

λαδή ( ) 44 0
5
xf x f⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′− ≥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

. 

• Για κάθε [ )0,x∈ +∞  ισχύει  ( )
  4 45 4

5 5

fx xx x x f x f
′ ↓ ⎛ ⎞′ ′≥ ⇔ ≥ ≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⇒  δη-

λαδή ( ) 44 0
5
xf x f⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′− ≤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

. 

Το πρόσημο της h′  και η μονοτονία της h  φαίνεται στον πίνακα : 
 
 

• Για κάθε ( ],0x∈ −∞  ισχύει ( ) ( )
  

0 0
h

x h x h
↑

≤ ⇒ ≤  

• Για κάθε [ )0,x∈ +∞  ισχύει ( ) ( )
  

0 0
h

x h x h
↓

≥ ⇒ ≤  
Επομένως για κάθε x∈  ισχύει : 

( ) ( ) ( ) ( )4 40 4 5 0 4 5
5 5
x xh x h f x f f x f⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Είναι ( ) ( )0 5 0 0h f= − =  αφού η fC  διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

 
Παράδειγμα 19 
Η συνάρτηση :f →  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  και πα-
ρουσιάζει στο 0x  τοπικό ακρότατο. Να δείξετε ότι το σημείο 

( )( )0 0,P x f x  δεν είναι σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της fC . 

Λύση  
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Υποθέτουμε ότι το σημείο ( )( )0 0,P x f x  είναι το σημείο καμπής της fC . ε-

φόσον η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 0x  και το ( )( )0 0,P x f x είναι 

σημείο καμπής της fC  έπεται ότι ισχύει ( )0 0f x′′ =  και ότι η f ′′  αλλάζει 

πρόσημο εκατέρωθεν του 0x . Επομένως έχουμε δύο περιπτώσεις ( )0δ >  : 
i) Να είναι ( ) 0f x′′ >  για κάθε ( )0 0,x x xδ∈ −  και ( ) 0f x′′ <  για κά-

θε ( )0 0,x x x δ∈ + . 
ii) Να είναι ( ) 0f x′′ <  για κάθε ( )0 0,x x xδ∈ −  και ( ) 0f x′′ >  για κά-

θε ( )0 0,x x x δ∈ + . 
Έστω ότι ισχύει η πρώτη περίπτωση. Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο 
εσωτερικό σημείο 0x  σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat ισχύει ( )0 0f x′ = . 
Το πρόσημο της f ′′  και η μονοτονία της f ′  στο διάστημα ( )0 0,x xδ δ− +  
φαίνεται στον πινάκα : 
 

• Για κάθε ( ]0 0,x x xδ∈ −  ισχύει ( ) ( )
 

0 0 0
f

x x f x f x
′ ↑

′ ′≤ ⇒ ≤ =  

• Για κάθε [ )0 0,x x x δ∈ +  ισχύει ( ) ( )
 

0 0 0
f

x x f x f x
′ ↓

′ ′≥ ⇒ ≤ =  
 
Παρατηρούμε ότι η f ′  δεν αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του 0x . Επομένως 
αποκλείεται η f  να παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο σημείο 0x  που είναι 
άτοπο. Άρα το σημείο ( )( )0 0,P x f x  δεν είναι σημείο καμπής της fC . Ανάλο-

γα εργαζόμαστε και για την δεύτερη περίπτωση. 
  
Παράδειγμα 20 
Η συνάρτηση :f →  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  και το 
σημείο 0x ∈  είναι κρίσιμο σημείο της f . Αν η f  δεν παρουσιάζει το-

πικό ακρότατο στο 0x  να δείξετε ότι το ( )( )0 0,A x f x  είναι σημείο κα-

μπής της γραφικής παράστασης της f .  
Λύση  

Εφόσον η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0x  και το 0x είναι κρίσιμο σημείο της, 
έπεται ότι ισχύει ( )0 0f x′ = . Επειδή η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
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0x  για να είναι το ( )( )0 0,A x f x  σημείο καμπής της fC  πρέπει να ισχύει 

( )0 0f x′′ =  και η f ′′  να αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του 0x . 
• Υποθέτουμε ότι ισχύει ( )0 0f x′′ ≠ . Τότε σύμφωνα με το κριτήριο της 

2ης παραγώγου η συνάρτηση f  παρουσιάζει στο σημείο 0x   τοπικό α-
κρότατο που είναι άτοπο. Επομένως ( )0 0f x′′ = . 

• Υποθέτουμε ότι η f ′′  δεν αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του 0x . Τότε 
έχουμε δύο περιπτώσεις : 

i) Να είναι ( )0 0f x′′ >  για κάθε ( ) ( )0 0 0 0, , , 0x x x x xδ δ δ∈ − ∪ + > . 
ii) Να είναι ( )0 0f x′′ <  για κάθε ( ) ( )0 0 0 0, , , 0x x x x xδ δ δ∈ − ∪ + > . 

Έστω ότι ισχύει η πρώτη περίπτωση. Το πρόσημο της f ′′  και η μονοτονία 
της f ′  στο διάστημα ( )0 0,x xδ δ− +  φαίνονται στον πίνακα : 
 

• Για κάθε ( ]0 0,x x xδ∈ −  ισχύει ( ) ( )
 

0 0 0
f

x x f x f x
′ ↑

′ ′≤ ⇒ ≤ =  

• Για κάθε [ )0 0,x x x δ∈ +  ισχύει ( ) ( )
 

0 0 0
f

x x f x f x
′ ↑

′ ′≥ ⇒ ≥ =  
Το πρόσημο της f ′  και η μονοτονία της f  φαίνονται στον πίνακα : 
 
Παρατηρούμε ότι η f ′  αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του κρίσιμου σημείου 

0x . Επομένως η f  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο 0x  που είναι άτοπο. 
Άρα η f ′′  αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του 0x  και επειδή είναι ( )0 0f x′′ =  

έπεται ότι το ( )( )0 0,A x f x  είναι σημείο καμπής της fC . Ανάλογα εργαζόμα-
στε και στη δεύτερη περίπτωση. 
 
Παράδειγμα 21 
Η συνάρτηση :f →  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  και η f ′′ 
είναι γνησίως αύξουσα στο . Αν τα σημεία 1 2,x x  με 1 2x x<  είναι κρί-
σιμα σημεία της f , να δείξετε ότι υπάρχει ( )1 2,x xξ ∈  τέτοιο ώστε το 

( )( ),A fξ ξ  να είναι σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της f . 

Λύση 
Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο  και τα 1 2,x x  είναι κρίσιμα σημεία της, 
έπεται ότι ( ) ( )1 2 0f x f x′ ′= = . Άρα για την f ′  ισχύουν: 

• Η f ′  είναι συνεχής στο [ ]1 2,x x . 
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• Η f ′  είναι παραγωγίσιμη στο ( )1 2,x x . 
• ( ) ( )1 2f x f x′ ′= . 

Από το θεώρημα Rolle έπεται ότι υπάρχει ( )1 2,x xξ ∈  τέτοιο ώστε 
( ) 0f ξ′′ = . Θα δείξουμε ότι η f ′′  αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του ξ. 

• Για κάθε ( ) ( )
 f  

0x f x fξ ξ
′′↑

′′ ′′≤ ⇒ ≤ = . 

• Για κάθε ( ) ( )
 f  

0x f x fξ ξ
′′↑

′′ ′′≥ ⇒ ≥ = . 
Επομένως έχουμε τον πίνακα : 
 
Η f ′′  αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του ξ και επειδή είναι ( ) 0f ξ′′ =  έπεται 
ότι το ( )( ),A fξ ξ  είναι σημείο καμπής της fC . 
 

Ασκήσεις 
 

42. ∆ίνεται συνάρτηση f  παραγωγίσιμη και κυρτή στο . Να αποδείξετε ότι: 
( ) ( ) ( ) ( )1 1f x f x f x f x′ ′< + − < + , x∈ . 

 
43. ∆ίνεται η συνάρτηση :f →  με ( ) 4 3 22f x x x ax β= + + +  για τα ο-

ποία ισχύει ( ) ( )1f x f≥  για κάθε x∈ . Να βρείτε τα σημεία καμπής της 
f . 

 

44. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) ln
2

x xaf x β+
=  με ,a β ∗

+∈  και α β≠ . 

(α) Να δείξετε ότι η f  είναι κυρτή στο . 
(β) Αν για κάθε x∈  ισχύει ( )f x x≥ , να δείξετε ότι 2a eβ = . 

 
45. ∆ίνεται συνάρτηση ( ) ( )ln ln 2007f x x= + . 

(α) Να αποδείξετε ότι η f  είναι κοίλη στο πεδίο ορισμού της. 

(β) Για κάθε ( ), 1,α β ∈ +∞  να αποδείξετε ότι 
2

ln ln ln
2

α β α β⎡ ⎤+⎛ ⎞ ≥ ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

 
46. ∆ίνονται οι συναρτήσεις ( ) lnf x x=  και ( ) lng x x x= . Να δείξετε ότι: 
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(α) Η g  είναι κυρτή ενώ η f  είναι κοίλη στο . 
(β) Οι γραφικές παραστάσεις των ,f g  έχουν κοινή εφαπτομένη στο κοινό 
τους σημείο. 
(γ) Ισχύει ln 1 lnx x x x≤ − ≤  για κάθε ( )0,x∈ +∞ . 

 
47. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο σημείο καμπής της 

όταν ο τύπος της f  είναι ( ) ( )3 21 1 6ln 13 3
3 4

f x x x x x= + − + − . 

 
48. Η συνάρτηση :f →  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για κάθε 

x∈  ισχύει ( ) 0f x′′ > . Αν η f  είναι κυρτή στο , να δείξετε ότι η συ-

νάρτηση ( ) ( )f xg x e=  είναι κυρτή στο .  
 

49. ∆ίνεται συνάρτηση f , δύο φορές παραγωγίσιμη στο , η οποία παρου-
σιάζει στο 0x ∈  το 0 και ικανοποιεί τη σχέση ( ) ( ) ( )( )4f x f x f x′′ ′> −  
για κάθε x∈ . 
(α) να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ( ) ( )2xg x e f x−=  είναι κυρτή στο . 
(β) Να αποδείξετε ότι ( ) 0f x ≥  για κάθε x∈ . 
 

50. ∆ίνεται συνάρτηση f , τρεις φορές παραγωγίσιμη στο , για την οποία 
ισχύει: ( ) 0f x′′′ <  για κάθε x∈ . Αν η fC  δεν έχει σημεία καμπής, να 

αποδείξετε ότι η f ′  είναι 1 1− . 
 

51. Έστω μια συνάρτηση παραγωγίσιμη :f →  η οποία είναι κυρτή. Αν 

( )0 0f = , να δείξετε ότι ( ) 22 3
3
xf x f ⎛ ⎞> ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 0x∀ >  

 
52. ∆ίνεται συνάρτηση f  παραγωγίσιμη και κοίλη στο [ ]0,5  με ( )2 0f = . Να 

αποδείξετε ότι ( ) ( )3 0 2 5 0f f+ < . 
 

53. Έστω μια συνάρτηση :f →  η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη η 
f ′  είναι κοίλη και η f  παρουσιάζει στο 0 1x =  τοπικό ακρότατο. Να δεί-
ξετε ότι ( ) ( )2 0 3 0f f′ ′+ < . 
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54. Έστω μια συνάρτηση :f →  για την οποία ισχύει 

( )( ) ( )2 0,f x f x′ ′′+ >  x∀ ∈ . 

(α) Να δείξετε ότι η ( ) ( )f xg x e= , x∈  είναι κυρτή στο . 

(β) Αν α β≠  να δείξετε ότι 
( ) ( )

2

2

f ff e ee
α β α β+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ +

<  

 
55. ∆ίνεται συνάρτηση g , δύο φορές παραγωγίσιμη στο , τέτοια ώστε: 

( ) 0g x >  και [ ]2( ) ( ) ( ) 0g x g x g x′′ ′− >  για κάθε x∈ . Να αποδείξετε ότι: 

(α) Η συνάρτηση ( )φ( )
( )

g xx
g x
′

=  είναι γνησίως αύξουσα.  

(β) 1 2
1 2( ) ( )

2 2
x xg g x g x⎛ ⎞+ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
 για κάθε 1 2,x x ∈ . 

 
56. Έστω μια συνάρτηση f  συνεχής σε ένα διάστημα [ ],α β  που έχει συνεχή 

δεύτερη παράγωγο στο ( ),α β . Αν ισχύει ( ) ( ) 0f fα β= =  και υπάρχουν 
αριθμοί ( ),γ α β∈ , ( ),δ α β∈  έτσι ώστε ( ) ( ) 0f fγ δ⋅ < , να αποδείξετε 
ότι: 
(α) υπάρχει μια τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης ( ) 0f x =  στο διάστημα 
( ),α β , 
(β) υπάρχουν σημεία ( )1 2, ,ξ ξ α β∈  τέτοια, ώστε 1( ) 0f ξ′′ <  και 

2( ) 0f ξ′′ > , 
(δ) υπάρχει μια τουλάχιστον πιθανή θέση καμπής της γραφικής παράστα-
σης της f . 
 

57. ∆ίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f  για την οποία ισχύει ότι 
( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = ⋅  για κάθε ,x y∈  και (0) 3f ′ = . Να αποδείξετε ότι 

η f  είναι κυρτή στο . 
 

58. Έστω μια παραγωγίσιμη συνάρτηση :f →  η οποία είναι κυρτή. Αν η 
f  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο να δείξετε ότι αυτό είναι ολικό ελάχιστο. 
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59. Έστω μια συνάρτηση :f →  για την οποία ισχύει 

( ) ( ) ( )
2

f x f x
f x

′′ +
′ <  x∀ ∈ . Να δείξετε ότι η συνάρτηση 

( ) ( ) xg x f x e−=  είναι κυρτή στο . 
 

60. Έστω οι συναρτήσεις , :f g →  όπου η g  είναι συνεχής με ( ) 0g x ≠ , 

x∀ ∈ . Αν ( ) ( ) ,   xf x e g x x′′ = ∈  να εξετάσετε την f  ως προς την 
κυρτότητα. 

 
61. Έστω μια συνάρτηση :f →  η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη 

και κυρτή. Αν για κάθε x∈  ισχύει ( ) ( )2f x f x= −  να βρείτε τα δια-
στήματα μονοτονίας της f  και τις θέσεις τοπικών ακροτάτων. 
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