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ΚΚεεφφάάλλααιιοο::  ∆∆ιιααφφοορριικκόόςς  ΛΛοογγιισσμμόόςς  

 
 

Ορισμός 
Με τη βοήθεια του ορισμού της πα-
ραγώγου μπορούμε να ορίσουμε την 
εφαπτομένη της γραφικής παρά-
στασης της συνάρτησης f  στο ση-

μείο ( )( ), fξ ξΑ . ∆ιακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις: 
• Αν η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο ξ τότε ορίζουμε ως εφα-

πτομένη της fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΑ  την ευθεία (ε) που διέρχεται 
από το Α και η οποία έχει συντελεστή διεύθυνσης ( )f ξ′ . Η ευθεία (ε) 
έχει εξίσωση ( ) ( ) ( )y f f xξ ξ ξ′− = ⋅ − . 

• Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο ξ και ισχύει 
( ) ( )lim   

x

f x f
ή

xξ

ξ
ξ→

−
=+∞ −∞

−
 (τότε η f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο ξ), ορί-

ζουμε ως εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΑ  την κατακόρυφη 
ευθεία x ξ= . 

• Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο ξ και υπάρχουν τα όρια 
( ) ( )lim

x

f x f
xξ

ξ
ξ+→

−
−

, ( ) ( )lim
x

f x f
xξ

ξ
ξ−→

−
−

 αλλά είναι διαφορετικά μεταξύ 

τους, τότε το σημείο ( )( ), fξ ξΑ  ονομάζεται γωνιακό σημείο της γρα-
φικής παράστασης f  ή πιο απλά γωνιακό σημείο της f . Στα γωνιακά 
σημεία δεν ορίζεται η εφαπτομένη. 

• Αν η συνάρτηση f  είναι ασυνεχής στο ξ τότε δεν ορίζεται η εφαπτομέ-
νη της fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΑ . 

 
Παρατηρήσεις  
• Ο πραγματικός αριθμός ( )f ξ′  τελικά είναι συντελεστής διεύθυνσης 

της ευθείας (ε) που εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f  στο ση-
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(ε

Α ( )0f x  

0x  

y  

x  

fC  

μείο ( )( ), fξ ξΑ . Επομένως ισχύει ( )f ξ εϕω′ = , όπου ω είναι η θετι-
κή κυρτή γωνία που σχηματίζεται από τον άξονα xΟ  κι την ευθεία (ε). 

• Στην περίπτωση που ισχύει ( ) 0f ξ′ = , η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη 

fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΑ  είναι παράλληλη με τον άξονα x x′ . 
• Ο αριθμός ( )f ξ′  καλείται και κλίση της γραφικής παράσταση της f  

στο ξ ή πιο απλά κλίση της f  στο ξ. 
• ∆εν ορίζεται εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΑ  όταν: 

1. Η f  είναι ασυνεχής στο ξ. 

2. ∆εν υπάρχει το ( ) ( )lim
x

f x f
xξ

ξ
ξ→

−
−

 

• Ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΑ  όταν: 
1. Η f  είναι παραγωγίσιμη στο ξ. 

2. Η f  είναι συνεχής στο ξ και είναι ( ) ( )lim   ή  
x

f x f
xξ

ξ
ξ→

−
= +∞ −∞

−
 

• Η εφαπτομένη (ε) της fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΑ  μπορεί να έχει με 
αυτή και άλλα κοινά σημεία (όταν βέβαια η (ε) δεν είναι κατακόρυφη). 

 

Λυμένες ασκήσεις 
 
Μέθοδος 1 
Όταν μας ζητούν να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο 

σημείο ( )( ), fξ ξΑ  εργαζόμαστε ως εξής: Εξετάζουμε αν η f  είναι παρα-
γωγίσιμη στο ξ. 
• Αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο ξ, τότε 

ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο σημείο 

Α η οποία έχει συντελεστή διεύθυνση 
( )f ξ′  και εξίσωση: 

( ) ( ) ( )y f f xξ ξ ξ′− = ⋅ − . 
• Αν η f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο ξ, η 

εφαπτομένη της fC  στο σημείο Α ορίζε-

ται μόνο όταν η f  είναι συνεχής στο ξ και ισχύει 
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( ) ( )lim   ή  
x

f x f
xξ

ξ
ξ→

−
= +∞ −∞

−
. Η εφαπτομένη τότε έχει εξίσωση 

x ξ= .     
Τονίζουμε ότι αν η ( )ε  σχηματίζει γωνία ω  με τον άξονα x x′ , τότε ισχύει 
η βασική σχέση: ( )0f xλ εφω ′= =  
 
Παράδειγμα 1 
Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση της 
f  στο σημείο ( )( )0 0,x f xΑ  όταν: 

(α) ( ) 2ln 8 2f x x x= + +   και 0 1x =    (γ) ( ) 4 2 3xf x e x x= + − +  και 0 0x =  

(β) ( ) ln xf x
x

=  και 0x e=       (δ) ( ) 3 2 8f x x xημ= + −  και 0 0x =     

Λύση 
(α) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,Α = +∞ .  

Η f  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x∈Α  είναι ( ) ln2 8xf x
x

′ = + . 

Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 1x =  ορίζεται η εφαπτομένη της fC  

στο σημείο ( )( )1, 1fΑ  η οποία έχει συντελεστή διεύθυνση ( )1 8f ′ = και 
εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 10 8 1
10 8 8 8 2

y f f x y x
y x y x

′− = ⋅ − ⇔ − = − ⇔

⇔ − = − ⇔ = +
 

(β) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού τοΑ = .  
Η f  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x∈Α  είναι ( ) 44 2 1xf x e x′ = + − . 
Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x =  ορίζεται η εφαπτομένη της fC  

στο σημείο ( )( )0, 0fΑ  η οποία έχει συντελεστή διεύθυνση ( )0 3f ′ =  και 
εξίσωση: 

( ) ( ) ( )0 0 0 4 3 3 4y f f x y x y x′− = ⋅ − ⇔ − = ⇔ = +  
(γ) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,Α = +∞ .  

Η f  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x∈Α  είναι ( ) 2
1 ln xf x
x
−′ = . 
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Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0x e=  ορίζεται η εφαπτομένη της fC  

στο σημείο ( )( ),e f eΑ  η οποία έχει συντελεστή διεύθυνση ( ) 0f e′ =  και 
εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) 1 10y f e f e x e y y
e e

′− = ⋅ − ⇔ − = ⇔ =  

(δ) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού τοΑ = .  
Η f  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x∈Α  είναι ( ) 3 3 2f x xσυν′ = + . 
Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x =  ορίζεται η εφαπτομένη της fC  

στο σημείο ( )( )0, 0fΑ  η οποία έχει συντελεστή διεύθυνση ( )0 5f ′ =  και 
εξίσωση: 

( ) ( ) ( )0 0 0 8 5 5 8y f f x y x y x′− = ⋅ − ⇔ + = ⇔ = − . 
 
Παράδειγμα 2 
Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης 
της f  στο σημείο ( )( )0 0,x f xΑ  όταν: 

(α) ( ) 1 2f x x x= − +   και 0 1x =     (γ) ( ) 3 1f x x x xημ= + −  και 0 0x =  

(β) ( ) 2 3 1f x x x= − + −  και 0 2x =  (δ) ( ) 2 9f x x= −  και 0 3x =     

Λύση 
(α) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το [ )1,Α = +∞ . 
• Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 1x = . Είναι: 

( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1

1 1 2 11 2 2lim lim lim
1 1 1

1 1lim 2 lim 2
1 1

x x x

x x

f x f x xx x
x x x
x
x x

→ → →

→ →

− − + −− + −
= = =

− − −
⎡ ⎤− ⎡ ⎤+ = + = +∞⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦⎣ ⎦

  

Άρα η f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 1x = . 

• Επειδή όμως η f  είναι συνεχής στο 0 1x =  και ( ) ( )
1

1
lim

1x

f x f
x→

−
= +∞

−
, 

έπεται ότι ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )1, 1fΑ  και εί-
ναι η ευθεία 1x = . 

(β) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού τοΑ = . Η ( )f x  γράφεται ως 
εξής: 
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( )
2 1 2
4 3 2
x x

f x
x x
+ <⎧ ⎫

= ⎨ ⎬− ≥⎩ ⎭
 

• Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 2x = . Είναι: 

- ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 4 24 3 5lim lim lim 4
2 2 2x x x

f x f xx
x x x+ + +→ → →

− −− −
= = =

− − −
 

- ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 22 1 5lim lim lim 2
2 2 2x x x

f x f xx
x x x− − −→ → →

− −+ −
= = =

− − −
 

• Επειδή ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
lim lim

2 2x x

f x f f x f
x x+ −→ →

− −
≠

− −
 έπεται ότι δεν ορίζεται η 

εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )2, 2fΑ . 

( όταν είναι 
( ) ( ) ( ) ( )lim lim

x x

f x f f x f
x xξ ξ

ξ ξ
ξ ξ+ −→ →

− −
≠

− −
 τότε δεν ορίζεται η εφαπτομένη 

της fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΜ ).   

(γ) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το ( ] [ ), 3 3,Α = −∞ − ∪ +∞ . 
• Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 3x = . Είναι: 

( ) ( )
( )

2 2

2 23 3 3 3

3 9 9 3lim lim lim lim
3 3 3 9 9x x x x

f x f x x x
x x x x x→ → → →

− − − +
= = = = +∞

− − − − −
.    

Άρα η f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 3x = . 

• Επειδή όμως η f  είναι συνεχής στο 0 3x =  και ( ) ( )
3

3
lim

3x

f x f
x→

−
= +∞

−
, 

έπεται ότι ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )3, 3fΑ =  και 
είναι η ευθεία 3x = . 

 
Παράδειγμα 3 
Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση της 
f  στο σημείο ( )( )0 0,x f xΑ  όταν: 

(α) ( )
23 2 1 1
3 5 1
x x xf x
x x

⎧ ⎫+ − ≤
= ⎨ ⎬

+ >⎩ ⎭
 και 0 1x =  

(β) ( ) 2

3 0

3 4 0

x x x
f x

x x x

ημ+ <⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

+ ≥⎩ ⎭
 και 0 0x =    

Λύση 
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(α) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού τοΑ = .                                      
Είναι ( ) ( )

1 1
lim lim 3 5 8
x x

f x x
+ +→ →

= + =  και ( ) ( )2

1 1
lim lim 3 2 1 4
x x

f x x x
− −→ →

= + − = . 

Επειδή ( ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
+ −→ →

≠  έπεται ότι η f  είναι ασυνεχής στο 0 1x =  

και επομένως δεν ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )1, 1fΑ . 
(όταν η f  είναι ασυνεχής στο ξ τότε δεν ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο σημείο 

( )( ), fξ ξΜ .)   
 
(β) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού τοΑ = .                                                    
•  Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x = . Είναι: 

( ) ( ) ( )
2

0 0 0

0 3 4lim lim lim 3 4 4
0x x x

f x f x x x
x x+ + +→ → →

− +
= = + =

−
. 

( ) ( )
0 0 0

0 3lim lim lim 3 3 1 4
0x x x

f x f x x x
x x x

ημ ημ
− − −→ → →

− + ⎛ ⎞= = + = + =⎜ ⎟− ⎝ ⎠
  

Άρα ( )0 4f ′ = . 
• Επειδή όμως η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x =  ορίζεται η εφαπτομέ-

νη της fC  στο σημείο ( )( )0, 0fΑ =  η οποία έχει συντελεστή διεύθυν-
σης ( )0 4f ′ =  και εξίσωση: 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 4 4y f f x y x y x′− = ⋅ − ⇔ − = ⇔ = . 
 
Παράδειγμα 4 
∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 3 3f x x x= − + − . Να βρείτε την εξίσωση της 

εφαπτομένης στη γραφική παράσταση της f  στα σημεία ( )( )4, 4fΑ  

και ( )( )3, 3fΒ . 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το [ )3,Α = +∞ . Η f  είναι παραγωγί-
σιμη στο ( )1 3,Α = +∞  και για κάθε 1x∈Α  είναι: 

( ) 1 1
2 3

f x
x

′ = +
−
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• Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 4x =  ορίζεται η εφαπτομένη της 

fC  στο σημείο ( )( )4, 4fΑ η οποία έχει συντελεστή διεύθυνσης 

( ) 1 34 1
2 2

f ′ = + =  και εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( )34 4 4 2 4
2

3 32 6 4
2 2

y f f x y x

y x y x

′− = ⋅ − ⇔ − = − ⇔

⇔ − = − ⇔ = −
 

• Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 3x = . Είναι: 
( ) ( )

3 3

3 3

3 3 3lim lim
3 3
3 1lim 1 lim 1

3 3

x x

x x

f x f x x
x x
x
x x

→ →

→ →

− − + −
= =

− −
⎡ ⎤− ⎡ ⎤= + = + = +∞⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦⎣ ⎦

 

Άρα η f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 3x = . Επειδή όμως η f  είναι συ-

νεχής στο 0 3x =  και είναι ( ) ( )
3

3
lim

3x

f x f
x→

−
= +∞

−
 έπεται ότι ορίζεται η ε-

φαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )3, 3fΒ  η οποία έχει εξίσωση 3x = . 
 
Παράδειγμα 5 
Να δείξετε ότι σε κάθε σημείο γραφικής παράστασης της συνάρτησης 
f  ορίζεται εφαπτομένη όταν: 

(α) ( ) ( )2 21 1f x x x= − −   (γ) ( ) 2 3xf x x e xημ= + −  

(β) ( )
0

0

x x
f x

x x

⎧ ⎫− ≤⎪ ⎪= ⎨ ⎬
− >⎪ ⎪⎩ ⎭

  

Λύση 
(α) Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το [ ]1,1Α = − . 
• Η f  είναι παραγωγίσιμη στο ( )1 1,1Α = − . Επομένως ορίζεται η εφα-

πτομένη της fC  σε κάθε σημείο ( )( ), fξ ξΑ  με 1 1ξ− < < . 
• Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στα σημεία 1 1x =  και 

2 1x = − . Είναι: 
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( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

2 2 2

1 1 1

2

1

1 11 1 1 1
lim lim lim

1 1 1

lim 1 1 0

x x x

x

x xf x f x x x
x x x

x x

→ → →

→

− −− − + −
= = =

− − −
⎡ ⎤+ − =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Άρα ( )1 0f ′ = . 
Είναι:  

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

2 2 2

1 1 1

2

1

1 11 1 1 1
lim lim lim

1 1 1

lim 1 1 0

x x x

x

x xf x f x x x
x x x

x x

→− →− →−

→−

− −− − − + −
= = =

+ + +
⎡ ⎤− − =⎢ ⎥⎣ ⎦

  

Άρα ( )1 0f ′ − = . 
• Επειδή η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στα σημεία 1 1x =  και 

2 1x = −  έπεται ότι ορίζονται οι εφαπτομένες της fC  στα σημεία 

( )( )1, 1fΒ  και ( )( )1, 1fΓ − − . Επομένως, σε κάθε σημείο της fC  ορίζε-
ται εφαπτομένη. 

(β) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού τοΑ = . 
• Η f  είναι παραγωγίσιμη στα διαστήματα  ( )1 ,0Α = −∞  και 

( )2 0,Α = +∞ . Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη της fC  σε κάθε σημείο 

( )( ), fξ ξΑ  με 0ξ ≠ . 
• Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 0 0x = .                 

Είναι:                                                                                              
( ) ( )

2
0 0 0 0

0 1lim lim lim lim
0x x x x

f x f x x
x x xx+ + + +→ → → →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= = − = − = −∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                 

( ) ( )
( ) ( )20 0 0 0

2
0 0

0
lim lim lim lim

0

1lim lim

x x x x

x x

f x f x x x
x x x x

x
xx

− − − −

− −

→ → → →

→ →

⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟= = = − =
⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎛ ⎞−
− = − − = −∞⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎝ ⎠

  

Άρα f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x = . 

• Επειδή όμως η f  είναι συνεχής στο 0 0x =  και ( ) ( )
0

0
lim

0x

f x f
x→

−
= −∞

−
 

έπεται ότι ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )0, 0fΒ  η ο-
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ποία έχει εξίσωση 0x = . Επομένως, σε κάθε σημείο της fC  ορίζεται 

εφαπτομένη. 
(γ) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού τοΑ = . Η f  είναι παραγωγίσιμη 
στο Α και επομένως σε κάθε σημείο της fC  ορίζεται εφαπτομένη. 

 
Παράδειγμα 6 
∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο: 

( )
2 2 1

1
4 1

ax xf x x
x

⎧ ⎫−
≠⎪ ⎪= ⎨ − ⎬

⎪ ⎪=⎩ ⎭

 

Να βρείτε το α∈  ώστε να ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο ση-

μείο ( )( )1, 1fΑ  και να βρείτε την εξίσωσή της. 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το Α = . 
• Για να ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )1, 1fΑ  πρέπει κα-

ταρχήν η f   να είναι συνεχής στο 0 1x = . ∆ηλαδή πρέπει να ισχύει η 
σχέση ( ) ( )

1
lim 1
x
f x f

→
= .                                                                            

Είναι ( )2

1
lim 2 2
x

ax a
→

− = −  και ( )
1

lim 1 0
x

x
→

− = . 

- Αν 2 0 2a a− ≠ ⇔ ≠  τότε το ( )
1

lim
x
f x

→
 αν υπάρχει θα είναι +∞  ή −∞  

και τότε η f  δε θα είναι συνεχής στο 0 1x = , οπότε δεν ορίζεται η 
εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )1, 1fΑ .  

- Αν 2a =  τότε 

( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2

2 1 12 2lim lim lim lim 2 1 4 1
1 1x x x x

x xxf x x f
x x→ → → →

+ −−
= = = ⎡ + ⎤ = =⎣ ⎦− −

.  

Άρα, με 2a =  η f  είναι συνεχής στο 0 1x =  και τότε η ( )f x  γίνεται: 

( ) ( ) ( )
22 2 2 1 11

1 4 14 1

x x xxf x f xx xx

⎧ ⎫− ⎧ + ≠ ⎫≠⎪ ⎪= ⇔ =⎨ − ⎬ ⎨ ⎬
=⎩ ⎭⎪ ⎪=⎩ ⎭

 

• Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 1x = . Είναι: 
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 2 1 4 2 12 2 4lim lim lim lim 2
1 1 1 1x x x x

f x f x xx
x x x x→ → → →

− + − −+ −
= = = =

− − − −
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Άρα ( )1 2f ′ = . 
• Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 1x =  ορίζεται η εφαπτομένη της 

fC  στο σημείο ( )( )1, 1fΑ  η οποία έχει συντελεστή διεύθυνσης ( )1 2f ′ =  
και εξίσωση: ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 4 2 1 2 2y f f x y x y x′− = ⋅ − ⇔ − = − ⇔ = + . 

 
Παράδειγμα 7 
∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο: 

( )
3 2

2 1 1

3 1

x x
f x

x x x

⎧ ⎫+ ≥⎪ ⎪= ⎨ ⎬
− + <⎪ ⎪⎩ ⎭

 

(α) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε) που εφάπτεται στη γραφική 
παράσταση της f  στο σημείο ( )( )1, 1fΑ . 

(β) Να δείξετε ότι η (ε) σχηματίζει με τον x x′  γωνία 4
πω = . 

(γ) Να βρείτε τα κοινά σημεία της (ε) και της fC . 

Λύση 
(α) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού τοΑ = . 
• Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 1x = .  
Είναι:                                                                                                                      

- 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )1 1 1 1

1

2 11 2 12 1 3lim lim lim lim
1 1 1 1 1

2 2lim 1
21

x x x x

x

xf x f xx
x x x x x

x

+ + + +

+

→ → → →

→

−− −+ −
= = = =

− − − − +

= =
+

 

- ( ) ( ) ( )23 2
2

1 1 1 1

1 13 3lim lim lim lim 1
1 1 1x x x x

f x f x xx x x
x x x− − − −→ → → →

− −− + −
= = = =

− − −
 

• Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 1x =  ορίζεται η ευθεία (ε) που 
εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( )1, 1fΑ  και έχει συντελεστή διεύθυν-
σης ( )1 1f ′ =  και εξίσωση: 

( ) ( ) ( )1 1 1 3 1 2y f f x y x y x′− = ⋅ − ⇔ − = − ⇔ = +  

(β) Επειδή ( )1 1 1
4

f πεϕω ω′ = ⇒ = ⇒ = , έπεται ότι η ευθεία (ε) σχηματί-

ζει με τον άξονα x x′  γωνία 
4
πω = . 
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Η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΑ  σχηματίζει με τον άξονα x x′  
γωνία ω  όταν η f  είναι παραγωγίσιμη στο ξ και ισχύει 

( ) , 0, ,
2 2

f π πξ εϕω ω π⎡ ⎞ ⎛ ⎤′ = ∈ ∪⎟ ⎜⎢ ⎥⎣ ⎠ ⎝ ⎦
. 

 
(γ) Για να βρούμε τα κοινά σημεία της (ε) και της fC  θα λύσουμε το σύ-

στημα: 
( ) ( )

2
y f x
y x

⎧ = ⎫
Σ⎨ ⎬

= +⎩ ⎭
 

• Αν 1x ≥ , το (Σ) γίνεται:  

( )

2

22

4 1 22 2 1 2 1 2 1
22 2 2

12 1 0 1 0
32 2

x x xx x x x x x
y xy x y x y x

xx x x ή
yy x y x

δεκτ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫= + ++ = + = + = +⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
= += + = + = +⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎧ ⎫⎧ ⎫ =⎧ ⎫− + = ⎪ − = ⎪⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬== + = + ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

• Αν 1x < , το (Σ) γίνεται: 
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

3 2 3 2 2

2 2

2 3 1 0 1 1 0
2 2 2

1 1 0 1  (απορ) ή 1 1 1 0
222

1
1

x x x x x x x x x
y x y x y x

x x x xx x
y xy xy x

x
ή

y
δεκτ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫+ = − + − − + = − − − =
⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

= + = + = +⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭
⎧ ⎫ ⎧ ⎫− − = = = −⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ − + = ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬= += + ⎩ ⎭⎪ ⎪= +⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭

= −⎧ ⎫
⎨ ⎬=⎩ ⎭

 

• Επομένως, τα κοινά σημεία της (ε) και της fC  είναι τα ( )1,3Α  και 

( )1,1Β − . 
 
Παράδειγμα 8 
∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο:  

( )
2 9 3

4 2
3 3 3
4 2

x x
f x

x
x

⎧ ⎫
− ≤⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬

−⎪ ⎪>⎪ ⎪⎩ ⎭
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Να δείξετε ότι η ευθεία που εφάπτεται στη fC  στο σημείο 

3 3,
2 2
f

⎛ ⎞⎛ ⎞
Α⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 σχηματίζει με τον άξονα x x′  γωνία 
3
πω = . 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το Α = . 

Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0
3

2
x = . Είναι: 

• 
( )

3 3 3
2 2 2

3 3 3 3
2 6 3 34 2lim lim lim

3 3 34
2 2 2

x x x

f x f
xx

x x x x
+ + +

→ → →

⎛ ⎞ −− ⎜ ⎟ + −⎝ ⎠ = = =
⎛ ⎞

− − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3 3
2 2

36
2 3 3lim lim 3

2 334
2

x x

x

x
x x

+ +
→ →

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠ = = =
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

• 
( ) 2 2

3 3 3
2 2 2

3 9 3 3
2 4 2 4lim lim lim

3 3 3
2 2 2

x x x

f x f x x

x x x
− − −

→ → →

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟ − + −

⎝ ⎠ = = =
− − −

 

3 3
2 2

3 3
2 2 3lim lim 3

23
2

x x

x x
x

x
− −

→ →

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠⎝ ⎠ = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠−
 

Επειδή 
( ) ( )

3 3
2 2

3 3
2 2

lim lim 3
3 3

2 2
x x

f x f f x f

x x
+ −

→ →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =
− −

 έπεται ότι η f  

είναι παραγωγίσιμη στο 0
3

2
x =  με 3 3

2
f
⎛ ⎞
′ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Επομένως ορίζεται η 
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εφαπτομένη της fC  στο σημείο 3 3,
2 2
f

⎛ ⎞⎛ ⎞
Α⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 η οποία έχει συντελεστή 

διεύθυνσης 3 3
2

f
⎛ ⎞
′ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, δηλαδή 3
3
πεϕω ω= ⇒ =  

Ασκήσεις 
1. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f  στο σημείο ( )( )0 0x f xΜ  όταν: 

(α) ( ) ( )22 ln 1f x x x= + +  και 0 0x =  (ε) ( ) 3 3 1f x x x= − + −  και 0 3x =  

(β) ( ) 3 5ln 4f x x x= − +  και 0 1x =  (ζ) ( ) ( ) 25 25f x x x= − −  και 0 5x =     

(γ) ( ) 1 3xf x x e −= + +  και 0 1x =  (η) ( ) 3f x x x= +  και 0 0x =                 

(δ) ( ) 2 25 1f x x= − +  και 0 5x =  (θ) ( ) 2 1f x xημ= +  και 0 4
x π
=  

(γ) ( ) 2 2f x x x= + − +  και 0 2x =  (ι) ( ) 4f x xημ= +  και 0 0x =  
 

2. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση της 
συνάρτησης f  στο σημείο ( )( )0 0x f xΜ  όταν: 

(α) ( )
3 1 1

5 1
x x

f x
x x
+ ≤⎧ ⎫

= ⎨ ⎬>⎩ ⎭
 και 0 1x =  (δ) ( )

2 2
4 4 2
x xf x
x x

⎧ ⎫≥
= ⎨ ⎬

− <⎩ ⎭
 και 0 2x =  

(β) ( ) 2

2 0

4 3 0

x x x
f x

x x x

ημ + <⎧ ⎫
=⎨ ⎬

+ ≥⎩ ⎭
 και 0 0x =   (ε) ( )

2

2

13 2 0

2 0

x x
xf x

x x

ημ⎧ ⎫⎛ ⎞− >⎪ ⎪⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨ ⎬
⎪ ⎪− ≤⎩ ⎭

 και 0 0x =  

(γ) ( )
2

2

4 0

4 0

x x x
f x

x x x

⎧ ⎫+ ≤⎪ ⎪= ⎨ ⎬
− <⎪ ⎪⎩ ⎭

 και 0 0x =  (ζ) ( )
1 3 3

1 3 3

x x
f x

x x

⎧ ⎫+ − ≥⎪ ⎪=⎨ ⎬
− − <⎪ ⎪⎩ ⎭

 και 0 3x =   

 
3. Να δείξετε ότι σε κάθε σημείο της fC  ορίζεται εφαπτομένη όταν: 

(α) ( )
2

2

3 0

3 0

x x x
f x

x x x

ημ⎧ ⎫+ ≤⎪ ⎪= ⎨ ⎬
+ >⎪ ⎪⎩ ⎭

 (γ) ( ) ( )2 4 2f x x x= − −              

(β) ( ) ( )3 2ln 2 4xf x e x= + + +   
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4. ∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο: 

( )
2

2

1 1

1 1
1

x x
f x x ax x

x

⎧ ⎫+ ≤
⎪ ⎪= ⎨ ⎬− −

>⎪ ⎪
+⎩ ⎭

 

Να βρείτε το a∈  ώστε να ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο 

( )( )1, 1fΜ .  
 

5.  ∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο: 

( ) 2 2

4 1

5 1

ax x
f x

x a x x

− + ≤⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

− + >⎩ ⎭
 

(α) Να βρείτε το a∈  ώστε να ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο 
της fC . 

(β) Για ποία τιμή του α η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )1, 1fΜ  

σχηματίζει με τον άξονα x x′  γωνία 3
4
πω = ;   

 
6. ∆ίνεται η συνάρτηση  f  με τύπο: 

( )
3 2

2

14 3 0
3

0

x x x x
f x

x x x

ημ⎧ ⎫+ − ≤⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪− >⎩ ⎭

 

Να δείξετε ότι η εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της f  στο σημείο 
που η fC  τέμνει τον άξονα y y′  σχηματίζει με τον άξονα x x′  γωνία 

4
πω = . 

    
7. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση της 

f  στο σημείο που η fC  τέμνει τον άξονα y y′  όταν:                                             

(α) ( ) 3

0

1 0

x x
f x

x x

συν ≤⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

+ >⎩ ⎭
 (γ) ( ) 2

3 0

2 4 0

x x x
f x

x x x

ημ + <⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

+ ≥⎩ ⎭
        

(β) ( )
2

2

3 0

3 0

x x x
f x

x x x

ημ⎧ ⎫+ <⎪ ⎪= ⎨ ⎬
+ ≥⎪ ⎪⎩ ⎭
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8. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων στη γραφική παράσταση  
της f  στα σημεία που η fC  τέμνει τους άξονες των συντεταγμένων 

όταν ( ) 2 6f x x x= + − . 
 
Μέθοδος 2 
Η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΑ  είναι: 
• Παράλληλη με την ευθεία (ε) y xλ μ= +  όταν η f  είναι παραγωγίσιμη 

στο ξ και ισχύει ( )f ξ λ′ = . 
• Κάθετη στην ευθεία (ε) ,  0y xλ μ λ= + ≠  όταν η f  είναι παραγωγίσιμη 

στο ξ και ισχύει ( ) 1f ξ λ′ ⋅ = − . 
• Παράλληλη με τον άξονα x x′  όταν η f  είναι παραγωγίσιμη στο ξ και 

ισχύει ( ) 0f ξ′ = . 

• Παράλληλη με τον άξονα y y′  όταν είναι ( ) ( )lim  ή 
x

f x f
xξ

ξ
ξ→

−
= +∞ −∞

−
 

και η f  είναι συνεχής στο ξ.    
 
Παράδειγμα 9 
∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 23 6 2f x x x= − + . Να βρείτε τις εξισώσεις των 
εφαπτομένων στη fC  που είναι: 

(α) Παράλληλες με την ευθεία 12 5y x= − . 

(β) Κάθετες με την ευθεία  1 4
18

y x= + . 

(γ) Παράλληλες με τον άξονα x x′ . 
(δ) Παράλληλες με τον άξονα y y′ . 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η f  είναι παραγωγίσιμη 
και για κάθε x∈  είναι ( ) 6 6f x x′ = − . Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη 
ορίζεται εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC . 

(α) Έστω ( )( ), fξ ξΑ  σημείο της fC  και (ε) η εφαπτομένη της fC  στο Α 
η οποία είναι παράλληλη με την ευθεία ( )1 : 12 5y xε = − . Η (ε) έχει συντε-
λεστή διεύθυνσης ( )f ξ′  και επειδή 1/ /ε ε  έπεται ότι: 

( ) 12 6 6 12 6 18 3f ξ ξ ξ ξ′ = ⇔ − = ⇔ = ⇔ =  
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Άρα η (ε) έχει εξίσωση: 
( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 11 12 3
11 12 36 12 25

y f f x y x
y x y x

′− = ⋅ − ⇔ − = −

⇔ − = − ⇔ = −
 

(β) Έστω ( )( ), fξ ξΑ  σημείο της fC  και (ε) η εφαπτομένη της fC  στο Α 

η οποία είναι κάθετη με την ευθεία ( )1
1: 4

18
y xε = + . Η (ε) έχει συντελε-

στή διεύθυνσης ( )f ξ′  και επειδή 1ε ε⊥  έπεται ότι: 

( ) ( )1 1 18 6 6 18 2
18

f fξ ξ ξ ξ′ ′⋅ = − ⇔ = − ⇔ − = − ⇔ = − . 

Άρα η (ε) έχει εξίσωση: 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 26 18 2

26 18 36 18 10
y f f x y x
y x y x

′− − = − ⋅ + ⇔ − = − +

⇔ − = − ⇔ = − −
 

(γ) Έστω ( )( ), fξ ξΑ  σημείο της fC  και (ε) η εφαπτομένη της fC  στο Α 
η οποία είναι παράλληλη με τον άξονα x x′ . Επειδή / /x xε ′  έπεται ότι: 

( ) 0 6 6 0 1f ξ ξ ξ′ = ⇔ − = ⇔ = . Άρα η (ε) έχει εξίσωση: 
( ) ( ) ( )1 1 1 1 0 1y f f x y y′− = ⋅ − ⇔ + = ⇔ = −  

(δ) Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη στο  δεν υπάρχει εφαπτομένη της 

fC  που να είναι παράλληλη με τον άξονα y y′ . 

 
Παράδειγμα 10 

∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 1 ln3 xf x x
x

+
= − . Να βρείτε τις εξισώσεις των 

εφαπτομένων στη fC  που είναι κάθετες με την ευθεία 3 24y x+ = . 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,Α = +∞ .  

Η f  είναι παραγωγίσιμη στο Α και για κάθε x∈Α  είναι: ( ) 2
ln3 xf x
x

′ = + . 

Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο 
της fC .  

Έστω ( )( ), fξ ξΑ  σημείο της fC  και (ε) η εφαπτομένη της fC  στο Α η 

οποία είναι κάθετη με την ευθεία ( )1
1: 3 24 8
3

y x y xε + = ⇔ = − + . Η (ε) 

έχει συντελεστή διεύθυνσης ( )f ξ′  και επειδή 1ε ε⊥  έπεται ότι: 
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( ) ( ) 2
1 ln1 3 3 3 ln 0 1
3

f f ξξ ξ ξ ξ
ξ

⎛ ⎞′ ′⋅ − = − ⇔ = ⇔ + = ⇔ = ⇔ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Άρα η (ε) έχει εξίσωση: 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 3 1 2 3 3 3 1y f f x y x y x y x′− = ⋅ − ⇔ − = − ⇔ − = − ⇔ = − . 

 
Παράδειγμα 11 
∆ίνεται η συνάρτηση ( ) ( )2ln 1 3 2f x x x= + − + . Να βρείτε τις εξισώ-

σεις των εφαπτομένων στη fC  που είναι παράλληλες με την ευθεία 

2 5y x+ = . 
Λύση 

Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η f  είναι παραγωγίσιμη 

και για κάθε x∈Α  είναι: ( ) 2
2 3

1
xf x

x
′ = −

+
. Επειδή η f  είναι παραγωγί-

σιμη ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC . 

Έστω ( )( ), fξ ξΑ  σημείο της fC  και (ε) η εφαπτομένη της fC  στο Α η 
οποία είναι παράλληλη με την ευθεία 1 : 2 5 2 5y x y xε + = ⇔ = − + . Η (ε) 
έχει συντελεστή διεύθυνσης ( )f ξ′  και επειδή 1/ /ε ε  έπεται ότι: 

( )

( )

2 2

22

2 22 3 2 1
1 1

1 2 0 1 0 1

f ξ ξξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

′ = − ⇔ − = − ⇔ =
+ +

⇔ + − = ⇔ − = ⇔ =

 

Άρα η (ε) έχει εξίσωση: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 ln 2 1 2 1

ln 2 1 2 2 2 ln 2 1
y f f x y x
y x y x

′− = ⋅ − ⇔ − − = − − ⇔

− + = − + ⇔ = − + +
 

 
Παράδειγμα 12 

∆ίνεται η συνάρτηση ( ) ( ) 23 9f x x x= − − . Να βρείτε τα σημεία της 
γραφικής παράστασης της f  στα οποία οι εφαπτομένες είναι: 
(α) Παράλληλες με τον άξονα x x′ . 
(β) Παράλληλες με τον άξονα y y′ . 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το [ ]3,3Α = − . Η f  είναι παραγωγίσι-
μη στο ( )1 3,3Α = −  και για κάθε 1x∈Α  είναι: 
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( ) ( )
2

2 2
2 2

2 2 2

2 2

2 39 3 9
2 9 9

9 3 2 3 9

9 9

x x xf x x x x
x x

x x x x x

x x

− −′ = − + − = − − =
− −

− − + − + +
=

− −

 

Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στα σημεία 1 3x = −  και 2 3x = . 
Είναι: 

• 
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

23 3 3

3 3 9 9lim lim lim 3
3 3 3x x x

f x f x x xx
x x x→− →− →−

⎡ ⎤− − − −
= = − =⎢ ⎥

+ + ⎢ ⎥+⎣ ⎦
  

( ) ( )( )
( )

( )23 3

3 3 3lim 3 lim 3 ( 6)( )
33x x

x x xx x
xx→− →−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − −⎢ ⎥− = − = − +∞ = −∞⎢ ⎥+⎢ ⎥+ ⎣ ⎦⎣ ⎦
 

Άρα η f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1 3x = − . 

• 
( ) ( ) ( ) 2

2

3 3 3

3 3 9
lim lim lim 9 0

3 3x x x

f x f x x
x

x x→ → →

− − −
= = − =

− −
 

Άρα η ( )3 0f ′ = . 

Επομένως: ( ) ( )
2

2

2 3 9 3,3
9

0 3

x x x
f x x

x

⎧ ⎫− + +
∈ −⎪ ⎪′ = ⎨ ⎬−

⎪ ⎪=⎩ ⎭

 

(α) Επειδή ( )3 0f ′ =  έπεται ότι η εφαπτομένη της fC  στο σημείο 

( )( )3, 3 0fΑ =  είναι παράλληλη με τον άξονα x x′ . 
Η f  είναι παραγωγίσιμη στο ( )3,3−  και επομένως ορίζεται η εφαπτομένη 
της fC  σε κάθε σημείο της ( )( ), fξ ξΑ  με 3 3ξ− < < . Έστω (ε) η ευθεία 

που εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΑ , ( )3,3ξ ∈ −  και η οποία εί-
ναι παράλληλη με τον άξονα x x′ . Τότε: 

( )
2

2
2

2 3 90 0 2 3 9 0
9

33( ) ή 
2

f

ή

ξ ξξ ξ ξ
ξ

ξ απορ ξ δεκτ

− + +′ = ⇔ = ⇔ − − = ⇔
−

⇔ = = −
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Επομένως, τα ζητούμενα σημεία της fC  στα οποία οι εφαπτομένες είναι 

παράλληλες με τον άξονα x x′  είναι τα ( )( )3, 3 0fΑ =  

και 3 3,
2 2
f⎛ ⎞⎛ ⎞Β − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

(β) Επειδή η f  είναι συνεχής στο 0 3x = −  και ισχύει 
( ) ( )

3

3
lim

3x

f x f
x→−

− −
= −∞

+
 ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο σημείο 

( )( )3, 3 0fΓ − − =  η οποία είναι παράλληλη με τον άξονα y y′ . 
 
Παράδειγμα 13 
∆ίνεται η συνάρτηση ( ) lnf x x= . Να δείξετε ότι υπάρχει εφαπτομένη 
της fC  που διέρχεται από το σημείο ( )0,1Α . 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,Α = +∞ . Η f  είναι παραγωγί-

σιμη και για κάθε x∈Α  είναι ( ) 1f x
x

′ = . Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη 

ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC . Έστω ( )( ), fξ ξΒ  σημείο 
της fC  και (ε) η εφαπτομένη της fC  στο Β η οποία διέρχεται από το 

( )0,1Α . Η (ε) έχει συντελεστή διεύθυνσης ( )f ξ′  και εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1ln ln 1y f f x y x y xξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

′− = ⋅ − ⇔ − = − ⇔ = + −  

Επειδή ( )εΑ∈  έπεται ότι: 

2 211 0 ln 1 ln 2 ln ln e eξ ξ ξ ξ
ξ

= + − ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

Επομένως, η ευθεία που εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( )2 2,e f eΒ  

διέρχεται από το σημείο ( )0,1Α .  
 
Παράδειγμα 14 

∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 2
ln3 xf x x
x

= − . Να βρείτε τη εξίσωση της ε-

φαπτομένης στη fC  η οποία διέρχεται από το σημείο ( )0,1Α . 

Λύση 
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Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,Α = +∞ . Η f  είναι παραγωγί-

σιμη και για κάθε x∈Α  είναι ( ) 4 3
2 ln 1 2ln3 3x x x xf x
x x

− −′ = − = − . Επειδή 

η f  είναι παραγωγίσιμη ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC . 

Έστω ( )( ), fξ ξΒ  σημείο της fC  και (ε) η εφαπτομένη της fC  στο Β η 
οποία διέρχεται από το ( )0,1Α . Η (ε) έχει συντελεστή διεύθυνσης ( )f ξ′  
και εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( )2 3
ln 1 2ln3 3y f f x y xξ ξξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−′− = ⋅ − ⇔ − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Επειδή ( )εΑ∈  έπεται ότι: 

( )2 3 2 3

2 2
2

ln 1 2ln ln 1 2ln1 3 3 0 1 3 3

1 2ln ln1 1 3ln 3ln 1      (1)

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
− − = − − ⇔ − + = − + ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
− −

= ⇔ − = ⇔ = −

 

Η εξίσωση (1) έχει μοναδική λύση την 1ξ =  γιατί: 
• Αν 1ξ >  τότε είναι 3ln 0ξ >  και 21 0ξ− < , οπότε η (1) είναι αδύνα-

τη. 
• Αν 0 1ξ< <  τότε είναι 3ln 0ξ <  και 21 0ξ− > , οπότε η (1) είναι αδύ-

νατη 
Επομένως η (ε) έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 3 2 1 3 2 2 2 1y f f x y x y x y x′− = ⋅ − ⇔ − = − ⇔ − = − ⇔ = + . 
Άρα η ευθεία (ε) με εξίσωση 2 1y x= +  εφάπτεται στη fC στο σημείο 

( )( )1, 1 3fΒ =  και διέρχεται από το σημείο ( )0,1Α . 
 
Παράδειγμα 15 
Η συνάρτηση :f →  είναι άρτια και παραγωγίσιμη. Αν η κλίση της 
f  στο 3 είναι -8, να βρείτε την κλίση της f  στο -3. 

Λύση 
Επειδή η κλίση της f  στο 3 είναι -8 έπεται ότι ( )3 8f ′ = − . Επειδή η f  
είναι άρτια έπεται ότι για κάθε x∈  ισχύει: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )      (1)

f x f x f x f x f x x f x

f x f x

′ ′′ ′ ′− = ⇒ ⎡ − ⎤ = ⇒ − ⋅ − = ⇒⎣ ⎦
′ ′− =
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Για 3x = −  η (1) γίνεται: ( ) ( ) ( )3 3 8 3f f f′ ′ ′− = − ⇒ = − . 
Άρα η κλίση της f  στο -3 είναι 8. 
 
Παράδειγμα 16 
Η συνάρτηση :f →  είναι περιττή και παραγωγίσιμη. Αν η κλίση 
της f  στο 4 είναι 8, να βρείτε την κλίση της f  στο -4. 

Λύση 
Επειδή η κλίση της f  στο 4 είναι 8 έπεται ότι ( )4 8f ′ = . Επειδή η f  εί-
ναι περιττή έπεται ότι για κάθε x∈  ισχύει:           

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )      (1)

f x f x f x f x f x x f x

f x f x f x f x

′ ′′ ′ ′− = − ⇒ ⎡− − ⎤ = ⇒ − ⋅ − = − ⇒⎣ ⎦
′ ′ ′ ′− − = − ⇒ − =

 

Για 4x =  η (2) γίνεται: ( ) ( )4 4 8f f′ ′− = = . Άρα ξ κλίση της f  στο -4 εί-
ναι 8. 
 
Παράδειγμα 17 
Η συνάρτηση :f →  είναι συνεχής στο 0 2x =  και ισχύει 

( ) 2

2

3 2 3
lim 5

2x

f x x x
x→

+ − +
=

−
. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της fC  στο 

σημείο ( )( )2, 2fΑ  είναι παράλληλη με την ευθεία : 5 19y xε = − + . 

Λύση 
Επειδή η f  είναι συνεχής στο 0 2x =  ισχύει: ( ) ( )

2
lim 2
x

f x f
→

=   (1) 

Αν ( ) ( ) 23 2 3
2

f x x x
h x

x
+ − +

=
−

 με { }2hΑ = − , τότε: 

( )
2

lim 5
x
h x

→
=  και ( ) ( ) ( )22 3 2 3h x x x x f x⋅ − − + − = . 

Επειδή ( ) ( ) 2

2
lim 2 3 2 3 5 0 12 4 3 11
x

h x x x x
→

⎡ ⎤⋅ − − + − = ⋅ − + − = −⎣ ⎦  έπεται 

ότι: 

( ) ( )
(1)

2
lim 11 2 11
x

f x f
→

= − ⇒ = − . 

Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 2x = . Είναι: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2

2 2 2

2 2

2 2 3 2 3 11 2 3 2 8
lim lim lim

2 2 2
42 3 2
3lim lim 3 4 5 6 4 5

2

x x x

x x

f x f h x x x x h x x x x
x x x

h x x x x
h x x

x

→ → →

→ →

− ⋅ − − + − + ⋅ − − + +
= = =

− − −
⎛ ⎞⋅ − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠ = ⎡ − − ⎤= − − =−⎣ ⎦−

 

Άρα η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 2x =  με ( )2 5f ′ = − . Επομένως ορίζε-
ται η εφαπτομένη ( )1ε  της fC  στο σημείο ( )( )2, 2 11fΑ = −  η οποία έχει 
συντελεστή διεύθυνσης ( )2 5f ′ = − . Επειδή η (ε) έχει και αυτή συντελεστή 
διεύθυνσης 5λ = −  έπεται ότι 1/ /ε ε . 
 
Παράδειγμα 18 

∆ίνονται οι συναρτήσεις ( ) 31
3

xf x e a= +  και ( ) ( )ln 1g x x= − . Να 

βρείτε το a∈  ώστε οι εφαπτομένες των γραφικών παραστάσεων 
των συναρτήσεων f  και g  που διέρχονται από το σημείο ( )1,0Μ  να 
είναι κάθετες. 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το fΑ = . Η f  είναι παραγωγίσιμη 

και για κάθε fx∈Α  είναι ( ) 3xf x e′ = . Επομένως, ορίζεται η εφαπτομένη 
σε κάθε σημείο της fC . 

Η συνάρτηση g  πεδίο ορισμού το ( ),1gΑ = −∞ . Η g  είναι παραγωγίσιμη 

και για κάθε gx∈Α  είναι ( ) 1 1
1 1

g x
x x

−′ = =
− −

. Επομένως, ορίζεται η ε-

φαπτομένη σε κάθε σημείο της gC . 

Έστω ( )( ), fξ ξΑ , ( )( ), gκ κΒ  σημεία των fC , gC  αντίστοιχα και 1ε , 2ε  
οι εφαπτομένες των  fC , gC  στα σημεία Α,Β αντίστοιχα, οι οποίες διέρ-

χονται από το σημείο ( )1,0Μ . 
Η 2ε  έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1ln 1
1

y g g x y xκ κ κ κ κ
κ

′− = ⋅ − ⇔ − − = −
−

. 

Επειδή 2εΜ∈  έπεται ότι: 
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( ) ( ) ( )

( )

10 ln 1 1 ln 1 1
1

ln 1 ln 1 1e e e

κ κ κ
κ

κ κ κ

− − = − ⇔ − − = −
−

− = ⇔ − = ⇔ = −
 

Επειδή 1 2ε ε⊥ έπεται ότι: 

( ) ( ) ( )3

3 3

1 1 1
1 11 3 1

3

f g e g e

e e e
e

ξ

ξ ξ

ξ κ

ξ ξ

′ ′ ′⋅ = − ⇒ − = − ⇒

= − ⇔ = ⇔ = ⇔ =
−

 

Η 1ε  έχει εξίσωση: 

1 1 1 1 1
3 3 3 3 3

y f f x y e a e x
′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = ⋅ − ⇔ − + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Επειδή 1εΜ∈  έπεται ότι: 
1 1 2 20 1
3 3 3 3 3 3

e e e ee a e a a a e a e⎛ ⎞− − = − ⇔ − − = ⇔ − = + ⇔ − = ⇔ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Παράδειγμα 19    
Να δείξετε ότι η εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της συνάρτησης 
f  με τύπο ( ) ( )3 2 2 4 1xf x e a x a+= + − + +  στο σημείο ( )( )3, 3fΑ  

διέρχεται από σταθερό σημείο για κάθε a∈ . 
Λύση 

Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το Α∈ . Η f  είναι παραγωγίσιμη 
και για κάθε x∈Α  είναι ( ) 3 2xf x e a−′ = − . Επομένως ορίζεται η εφαπτο-
μένη σε κάθε σημείο της fC .  

Η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( )3, 3fΑ  έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )

3 3 3 1 2 4 1 1 2 3

2 2 1 2 3 2 2 2 3 6

8 2 1 0 2 8 1 0    (1)

y f f x y a a a x

y a a x y a x ax a

y a x ax x a y x

′− = ⋅ − ⇔ − − + + = − − ⇔

− + = − − ⇔ − − = − − + ⇔

− − + + = ⇔ − + + − =

 

Για να ισχύει η (1) για κάθε α ∈  πρέπει: 
2 8 0 4 4

1 0 3 0 3
x x x

y x y y
− = = =⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ − = − = =⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 

Επομένως η ευθεία (ε) διέρχεται από το σημείο ( )4,3Α  για κάθε α ∈ . 
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Παράδειγμα 20 
Να βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

( ): 0,2f π →  με τύπο ( ) 21 2
2

f x x xημ ημ= +  στα οποία η εφαπτομέ-

νη της είναι κάθετη με την ευθεία : 2 0x yε + − = . 
Λύση 

Η f  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x∈  είναι ( ) 2 2f x x xσυν ημ′ = + . 
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC . 

Έστω ( )( ), fξ ξΑ  σημείο της fC  και 1ε  η εφαπτομένη της fC  στο Α η 
οποία είναι κάθετη με την ευθεία : 2 0 2x y y xε + − = ⇔ = − + ¨. 
Η ( )1ε  έχει συντελεστή διεύθυνσης ( )f ξ′  και επειδή 1ε ε⊥  έπεται ότι: 

( ) ( ) ( )
( )2 2

1 1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 0 2 0
0   (1)    ή       (2)

f fξ ξ συν ξ ημ ξ ημ ξ συν ξ

ημ ξ ημ ξ ημξσυνξ ημ ξ ημξ συνξ ημξ
ημξ συνξ ημξ

′ ′⋅ − = − ⇔ = ⇔ + = ⇔ = − ⇔

= ⇔ − = ⇔ − = ⇔

= =
 

Η (1) ,ξ κπ κ⇔ = ∈  και επειδή ( )0,2ξ π∈  έπεται ότι ξ π= . 

( )

Η (2) 
2

52 ,     και επειδή 0,2  έπεται ότι  ή 
2 4 4 4

2 2 0  αδύνατη                                                                         
2 2

πσυνξ συν ξ

π π π πξ κπ ξ ξ κπ κ ξ π ξ ξ

π πξ κπ ξ κπ

⎛ ⎞⇔ = − ⇔⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧ = + − ⇔ = + ∈ ∈ = =⎪⎪
⎨
⎪ = + + ⇔ − =
⎩⎪

Επομένως, τα ζητούμενα σημεία είναι τα ( )( ), 0fπ π = , , 1
4 4
fπ π⎛ ⎞⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

και 5 5, 1
4 4
fπ π⎛ ⎞⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

 
Παράδειγμα 21 
∆ίνεται η συνάρτηση :f →  που είναι δύο φορές παραγωγίσιμη 
στο  με ( ) 0f x′ ≠  για κάθε x∈  και η συνάρτηση g  με 

( ) ( )
( )
f x

g x
f x

=
′

. Αν η γραφική παράσταση της g  τέμνει τον άξονα x x′  
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στο σημείο ( ),0ξΑ , να δείξετε ότι η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη 
γραφική παράσταση της g  στο Α είναι κάθετη με την ευθεία 

1 : y xε λ= − + , λ ∈ . 

Λύση 
Η συνάρτηση  g  έχει πεδίο ορισμού το gΑ = . 

Η g  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε gx∈Α  είναι 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

2

f x f x f x
g x

f x

′ ′′⎡ ⎤ − ⋅⎣ ⎦′ =
′⎡ ⎤⎣ ⎦

. Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κά-

θε σημείο gC . 

Επειδή gCΑ∈  έπεται ότι: ( ) ( )
( ) ( )0 0 0
f

g f
f
ξ

ξ ξ
ξ

= ⇒ = ⇒ =
′

. 

Η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη gC  στο σημείο ( ),0ξΑ  έχει συντελεστή 

διεύθυνσης: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 1
f f f f

g
f f

ξ ξ ξ ξ
ξ

ξ ξ

′ ′′ ′⎡ ⎤ − ⋅ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦′ = = =
′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Η ευθεία 1 : y xε λ= − −  έχει συντελεστή διεύθυνσης 1λ = −  και επειδή 
( ) 1g ξ λ′ ⋅ = −  έπεται ότι 1ε ε⊥ . 

 
Παράδειγμα 22 
∆ίνεται η συνάρτηση ( ) lnf x x= . 
(α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση 
της f  που διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 
(β) Αν η ευθεία (δ) διέρχεται από την αρχή των αξόνων και τέμνει τη 
γραφική παράσταση της f  στα σημεία ( )( ),a f aΑ  και ( )( ), fβ βΒ  

α β≠ , να δείξετε ότι β αα β= . 
Λύση 

(α) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,Α = +∞ . Η f  είναι παρα-

γωγίσιμη και για κάθε x∈Α  είναι ( ) 1f x
x

′ = . 

Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC . Έστω 

( )( ), fξ ξΑ  σημείο της fC  και (ε) η εφαπτομένη της fC  στο Α η οποία 
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διέρχεται από την αρχή των αξόνων. Η (ε) έχει συντελεστή διεύθυνσης 
( )f ξ′  και εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( )1lny f f x y xξ ξ ξ ξ ξ
ξ

′− = ⋅ − ⇔ − = − . 

Επειδή ( ) ( )0,0 εΟ ∈  έπεται ότι:  

( )10 ln 0 ln 1 ln lne eξ ξ ξ ξ ξ
ξ

− = − ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

Άρα η (ε) έχει εξίσωση: ( )1 1 1ln 1 1y e x e y x y x
e e e

− = − ⇔ − = − ⇔ = . 

Επομένως, η ευθεία (ε) με εξίσωση 1y x
e

=  εφάπτεται στη fC  στο σημείο 

( )( ), 1e f eΑ =  και διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 
 
(β) Η ευθεία (δ) που διέρχεται από την αρχή των αξόνων έχει εξίσω-
ση y xλ= . Επειδή τα σημεία ( )( ),a f aΑ  και ( )( ), fβ βΒ  ανήκουν στην 
ευθεία (δ) ισχύουν οι σχέσεις: 

( )f a aλ=  και ( )f β λβ=  δηλαδή ( )f a
a

λ=  και ( )f β
λ

β
= . Άρα: 

( ) ( ) ( ) ( )

ln ln ln ln a a

f a f
f a f

a

a a a aβ β

β
β α β

β

β β β β

= ⇔ = ⇔

= ⇔ = ⇔ =

 

 
Παράδειγμα 23 

∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο ( ) 2ln xf x x
x

= + . Αν η εφαπτομένη 

της fC  στο σημείο ( )1,1Μ  τέμνει τους άξονες των συντεταγμένων 

στα σημεία Α και Β, να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ. 
Λύση 

Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,Α = +∞ . 

Η f  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x∈Α  είναι ( ) 2
1 ln1 2 xf x
x
−′ = + . 

Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC . Η ευθεία (ε) 
που εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )1,1Μ  έχει εξίσωση: 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 3 1 1 3 3 3 2y f f x y x y x y x′− = ⋅ − ⇔ − = − ⇔ − = − ⇔ = −  
(1) 
Θα βρούμε σε ποία σημεία η (ε) τέμνει τους άξονες των συντεταγμένων: 
• Για 0x =  από (1) 2y⇒ =  

• Για 0y =  από (1) 2
3

x⇒ =  

Άρα η (ε) τέμνει τον άξονα x x′  στο σημείο 2 ,0
3

⎛ ⎞Α⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και τον άξονα y y′  στο 

σημείο ( )0,2Β . Το εμβαδόν του τριγώνου που έχει κορυφές τα σημεία 

( )0,0Ο , 2 ,0
3

⎛ ⎞Α⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ( )0,2Β  είναι: 

0 0 1
1 3 30 1
2 2 2

0 2 1

Ε = =  

 
Παράδειγμα 24 
∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο: 

( )
2

3

2 2

2 11 2

x x
f x

ax a x

β⎧ ⎫+ ≤⎪ ⎪= ⎨ ⎬
+ >⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Να βρείτε τα ,a β ∈  όταν γνωρίζετε ότι σε κάθε σημείο της γραφι-
κής παράστασης της f  ορίζεται εφαπτομένη. 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η f  είναι παραγωγίσιμη 
στα διαστήματα ( )1 ,2Α = −∞  και ( )2 2,Α = +∞ . Επομένως ορίζεται η εφα-
πτομένη της fC  σε κάθε σημείο ( )( ), fξ ξΑ  με 2ξ ≠ . 

Για να ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )2, 2fΒ  πρέπει κα-
ταρχήν η f  να είναι συνεχής στο 0 2x = , δηλαδή πρέπει να ισχύει 

( ) ( ) ( )
2 2

lim lim 2
x x

f x f x f
+ −→ →

= =  (1). Είναι: 

• ( ) ( )3

2 2
lim lim 2 11 27
x x

f x ax a a
+ +→ →

= + =  

• ( ) ( )2

2 2
lim lim 2 8
x x

f x x β β
− −→ →

= + = +  
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• ( )2 8f β= +  
Από (1) 8 27aβ⇒ + =  (2) 
Θα εξετάσουμε αν η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 2x = . Είναι: 

• 
( ) ( ) ( )33 3

2 2 2 2

2 82 2 11 27 2 16lim lim lim lim
2 2 2 2x x x x

a xf x f ax a a ax a
x x x x+ + + +→ → → →

−− + − −
= = = =

− − − −

( )( ) ( )
2

2

2 2

2 2 2 4
lim lim 2 2 4 24

2x x

a x x x
a x x a

x+ +→ →

− + +
⎡ ⎤= + + =⎣ ⎦−

 

• 
( ) ( ) ( ) ( )( )22

2 2 2 2

2 42 2 2 22 8lim lim lim lim
2 2 2 2x x x x

xf x f x xx
x x x x

β β
− − − −→ → → →

−− − ++ − −
= = = =

− − − −
( )

2
lim 2 2 8
x

x
−→
⎡ + ⎤ =⎣ ⎦  

• Αν 124 8
3

a a≠ ⇔ ≠  τότε η f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 2x =  και 

επειδή ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
lim lim

2 2x x

f x f f x f
x x+ −→ →

− −
≠

− −
 έπεται ότι δεν ορίζεται η 

εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )2, 2fΒ . 

• Αν 124 8
3

a a= ⇔ =  τότε η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 2x =  και επο-

μένως ορίζεται η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )2, 2fΒ . 

Με 1
3

a =  η (2) γίνεται: 18 27 1
3

β β+ = ⇔ = . 

Ασκήσεις 
9. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 2 2ln 2f x x x= − + . Να βρείτε τις εξισώσεις 

των εφαπτομένων στη fC  οι οποίες είναι: 

(α) Παράλληλες με τον άξονα x x′ . 
(β) Παράλληλες με τον άξονα y y′ . 
(γ) Παράλληλες με την ευθεία 3 1y x= + . 

(δ) Κάθετες με την ευθεία 3 8
16

y x= − + . 

 

10. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 1 ln3 xf x x
x

+
= − − . Να βρείτε την εξίσωση της 

εφαπτομένης στη fC  που είναι παράλληλη με την ευθεία 3 7y x= − + . 
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11. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 2
ln xf x
x

= . Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτο-

μένης στη fC  που είναι κάθετη με την ευθεία 8y x= − + . 
 

12. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) ln xf x
x

= . Να βρείτε τα σημεία της fC  στα ο-

ποία οι εφαπτομένες είναι: 
(α) Παράλληλες με τον άξονα x x′ . 
(β) Παράλληλες με την ευθεία 8y x= −  

 
13. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 6ln 3f x x x= − . Να βρείτε τα σημεία της fC  

στα οποία οι εφαπτομένες: 
(α) Είναι παράλληλες με τον άξονα x x′  
(β) Είναι παράλληλες με τον άξονα y y′ . 
(γ) Είναι παράλληλες με την ευθεία 9 5 0y x− + =  
(δ) Είναι κάθετες με την ευθεία 7y x+ =  

(ε) Σχηματίζουν με τον άξονα x x′  γωνία 3
4
πω = . 

 
14. Να βρείτε σε ποια σημεία της fC  πρέπει να εφάπτεται η ευθεία (ε) 

ώστε να σχηματίζει με τον άξονα x x′  γωνία 
3
πω = , όταν 

( ) 2 4 3f x x x= + . Ομοίως όταν ( ) 29f x x= −  και 3
4
πω =  .   

 
15. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 4 3 23 8 30 72 12f x x x x x= − − + − . Να βρείτε τα 

σημεία της fC  στα οποία οι εφαπτομένες της παράλληλες με τον άξονα 

x x′ . Ομοίως όταν ( ) 2 lnf x x x= . 
 

16. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης στη fC  η οποία σχηματίζει γω-

νία 3
4
πω =  με τον άξονα x x′ , όταν ( ) 22 5 1f x x x= − + − . 
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17. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων στη γραφική παράσταση της 

f  στα σημεία που η fC  τέμνει την ευθεία 3y x= , όταν ( ) 12f x
x

= . 

 
18. Αν ( ) 23f x x ax β= − + , να βρείτε τα ,a β ∈  ώστε η εφαπτομένη της 

fC  στο σημείο ( )1,4Μ : 

(α) Να έχει κλίση -2. 
(β) Να διέρχεται από το σημείο ( )3,5Α . 

(γ) Να σχηματίζει με τον άξονα x x′  γωνία 
3
πω = . 

(δ) Να είναι παράλληλη με την ευθεία 2 4 1y x+ = . 
 

19. ∆ίνονται οι συναρτήσεις ( ) 2 2f x x= −  και ( )g x x= − . Να δείξετε ότι 
οι εφαπτομένες των fC  και gC  στο κοινό τους σημείο είναι κάθετες. 

 
20. Να δείξετε ότι οι εφαπτομένες στη γραφική παράσταση της συνάρτησης 

( )
4 0

0 6

x x
f x

x x

⎧ ⎫<⎪ ⎪= ⎨ ⎬
≤ <⎪ ⎪⎩ ⎭

 

στα σημεία που η fC  τέμνει την ευθεία ( ) 1 6:
5 5

y xε = +  είναι κάθετες. 

 
21. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 3f x x= . Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της fC  

στο σημείο ( )3,a aΑ  με 0a ≠  έχει με αυτήν και άλλο κοινό σημείο Β 

εκτός του Α. Κατόπιν να δείξετε ότι η εφαπτομένη της fC  στο σημείο Β 

έχει τετραπλάσια κλίση από ότι η εφαπτομένη της fC  στο σημείο Α. 
 

22.  Να βρείτε τη γωνία ω που σχηματίζει η εφαπτομένη της fC  στο ση-

μείο ( )( ),a f aΑ  με τον άξονα x x′ , όταν ( )
2

, 0af x a
x

= ≠ . 
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23.  Η συνάρτηση :f →  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x∈  ισχύει 

( )2 31f x x= + . Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη fC  στο 

σημείο ( )( )4, 4fΑ . 
 

24. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της συνάρτησης 
f  με τύπο ( ) 1 1xf x e xλ λ−= + + +  στο σημείο ( )( )1, 1fΑ  διέρχεται 
από σταθερό σημείο για κάθε λ ∈ . 

 
25. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 23 2f x x ax= − + . Να δείξετε ότι η ευθεία που 

εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( )1, 1fΑ  διέρχεται από σταθερό σημείο 
για κάθε a∈ . 

 
26. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) ( )ln 1 3f x x x= − + . Να δείξετε ότι υπάρχει ε-

φαπτομένη στη fC  η οποία διέρχεται από το σημείο ( )1,4Μ . 

 
27. (α) Αν η συνάρτηση :f →  είναι άρτια και παραγωγίσιμη και η κλίση 

της f  στο 4 είναι -3, να βρείτε την κλίση της f  στο -4. 
(β) Αν η συνάρτηση :g →  είναι περιττή και παραγωγίσιμη και η 
κλίση της g  στο 5 είναι 6, να βρείτε την κλίση της g  στο -5.  

 
28. Να δείξετε ότι η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης ( )f x xσυν=  στο σημείο ,0
2
π⎛ ⎞Μ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 σχηματίζει με τους ά-

ξονες τρίγωνο που έχει εμβαδό 
2

8
π . 

 

29. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 2
x

xf x
e
+

= . Να βρείτε τα σημεία του άξονα x x′  

από τα οποία: 
(α) ∆ιέρχονται δύο εφαπτομένες της fC .  

(β) ∆ιέρχεται μία εφαπτομένη της fC  

(γ) ∆εν διέρχεται εφαπτομένη της fC  
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30. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 2f x x= . 

(α) Να δείξετε ότι από το σημείο ( ),a βΜ  με 2α β>  διέρχονται δύο 
εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της f . 

(β) Αν επιπλέον το σημείο ( ),a βΜ  ανήκει στην ευθεία ( ) 1:
4

yε = − , 

να δείξετε ότι οι εφαπτομένες αυτές είναι κάθετες.  
 

31. Να δείξετε ότι από κάθε σημείο ( ),a βΜ  με 2 5a β+ <  διέρχονται δύο 
εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 
( ) 2 2 5f x x ax= − + . 

 
Μέθοδος 3 
Για να εφάπτεται η ευθεία y ax β= +  στη fC  πρέπει να αρκεί να υπάρχει 

fξ ∈Α   τέτοιο ώστε η  f  να είναι παραγωγίσιμη στο ξ και το σύστημα: 

( )
( )

( )
f a
f a
ξ ξ β

ξ
⎧ = + ⎫

Σ⎨ ⎬′ =⎩ ⎭
 

Να είναι συμβιβαστό. Αν το σύστημα (Σ) είναι αδύνατο, τότε η ευθεία (ε) 
δεν εφάπτεται στη  fC . 

   
Παράδειγμα 25 
∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 22 ln 3f x x x= + − . Να δείξετε ότι η ευθεία 

: 2 3y xε = −  εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f . 
Λύση 

Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,Α = +∞ . Η f  είναι παραγωγί-

σιμη και για κάθε x∈Α  είναι ( ) ln2 xf x
x

′ = + . Επομένως ορίζεται η εφα-

πτομένη σε κάθε σημείο της fC . 
Για να εφάπτεται η ευθεία : 2 3y xε = −  στη fC  πρέπει να υπάρχει ξ ∈Α  

τέτοιο ώστε το σύστημα: 
( )

( )
2

( )
2 3

f
f

ξ
ξ ξ
′⎧ = ⎫

Σ⎨ ⎬= −⎩ ⎭
 

να είναι τουλάχιστον μια λύση. Είναι: 
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( ) 2
2 2

ln ln2 2 2 2 0 ln 0

ln 0
2 ln 3 2 3 ln 0

ln 0 ln ln1 1

ξ ξ
ξ

ξ ξ
ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫+ = = =⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪Σ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
=⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ − = − =⎩ ⎭ ⎩ ⎭

= ⇔ = ⇔ =

 

Επομένως η ευθεία : 2 3y xε = −  εφάπτεται στη fC  στο σημείο 

( )( )1, 1 1fΑ = − . 
 
Παράδειγμα 26 
Να δείξετε ότι η ευθεία (ε) με εξίσωση 5 1y x= −  εφάπτεται στη γρα-
φική παράσταση της συνάρτησης f  όταν ( ) 3 23 6 5 1f x x x x= − + − .  

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η f  είναι παραγωγίσιμη 
και για κάθε x∈Α  είναι ( ) 29 12 5f x x x′ = − + . Επομένως ορίζεται η εφα-
πτομένη σε κάθε σημείο της fC . 

Για να εφάπτεται η ευθεία : 5 1y xε = −  στη fC  πρέπει να υπάρχει ξ ∈Α  

τέτοιο ώστε το σύστημα: 
( )

( )
5

( )
5 1

f
f

ξ
ξ ξ
′⎧ = ⎫

Σ⎨ ⎬= −⎩ ⎭
 

να είναι τουλάχιστον μια λύση. Είναι: 

( )
( )
( )

2

23 2

3 3 4 09 12 5 5
3 2 03 6 5 1 5 1

30  ή
04

0  ή 2

ξ ξξ ξ
ξ ξξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ

ξ ξ

⎧ ⎫⎧ ⎫ − =− + =⎪ ⎪ ⎪ ⎪Σ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬
− =− + − = −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎧ ⎫= =⎪ ⎪⇔ =⎨ ⎬
⎪ ⎪= =⎩ ⎭

 

Επομένως η ευθεία (ε) εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( )0, 0 1fΑ = − . 
 
Παράδειγμα 27 
Να βρείτε το λ ∈  ώστε η ευθεία (ε) με εξίσωση 1y xλ= +  να εφά-
πτεται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  όταν 

( ) 23 12 8f x x x′ = − + . 

Λύση 
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Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η f  είναι παραγωγίσιμη 
και για κάθε x∈Α  είναι ( ) 23 12 8f x x x′ = − + . Επομένως ορίζεται η εφα-
πτομένη σε κάθε σημείο της fC . 
Για να εφάπτεται η ευθεία : 1y xε λ= +  στη fC  πρέπει να υπάρχει ξ ∈Α  

τέτοιο ώστε το σύστημα: 
( )

( )
( )

1
f

f
ξ λ

ξ λξ
′⎧ = ⎫

Σ⎨ ⎬= +⎩ ⎭
 

να είναι τουλάχιστον μια λύση. Είναι: 

( ) ( )
22

23 2

2 22

2 2

3 12 83 12 8
6 8 06 8 1 1

3 12 8 3 12 83 12 8 ( )  ή   ( )
00  ή  6 8 6 8

ξ ξ λξ ξ λ
ξ ξ ξ λξ ξ ξ λξ

ξ ξ λ ξ ξ λξ ξ λ
ξξ ξ ξ λ ξ ξ λ

⎧ ⎫− + =⎧ ⎫− + =⎪ ⎪ ⎪ ⎪Σ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬
− + − =− + + = +⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎧ ⎫− + = − + =− + =⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ Α Β⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
== − + = − + =⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

• (Α) 
8
0

λ
ξ
=⎧ ⎫

⇔ ⎨ ⎬=⎩ ⎭
 

• (Β) 
2 2 2

22 2

2 2

0  ή  33 12 8 6 8 2 6 0
6 86 8 6 8

0 3 0 3
        

8 16 8 6 8
ή ή

ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ λξ ξ λ ξ ξ λ

ξ ξ ξ ξ
λ λξ ξ λ ξ ξ λ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ = =⎧ ⎫− + = − + − =⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
− + =− + = − + =⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭

= =⎧ ⎫ ⎧ ⎫ = =⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬= =−− + = − + = ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

Επομένως με 8λ =  η ευθεία 8 1y x= +  εφάπτεται στη fC  στο σημείο 

( )( )0, 0 1fΑ =  και με 1λ = −  η ευθεία 1y x= − +  εφάπτεται στη fC  στο 

σημείο ( )( )3, 3 2fΒ = − . 
 
Παράδειγμα 28 
Να βρείτε το a∈  ώστε η ευθεία (ε) με εξίσωση 3 2y a= −  να εφά-
πτεται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  όταν 

( ) 3 2 2lnf x x a= + . 

Λύση 
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Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το { }0Α = − . Η f είναι παραγωγί-

σιμη και για κάθε x∈Α  είναι ( )
2 26ln xf x
x

′ = . 

Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC . Για να εφάπτε-

ται η ευθεία : 3 2y aε = −  στη fC  πρέπει να υπάρχει ξ ∈Α  τέτοιο ώστε 

το σύστημα: 
( )

( ) ( )
0

3 2
f

f a
ξ

ξ
′⎧ = ⎫

Σ⎨ ⎬= −⎩ ⎭
 

να έχει μία τουλάχιστον λύση. Είναι: 

( )
2 2

2 2 2

3 2 2 3 2 2
3 2 2

2 2

3 2 2 2

6ln 0 ln 0 ln 0

ln 3 2 ln 3 2
ln 3 2

1 1 1  ή  1
2  ή  1ln 3 2 0 3 2 0

1 1
  ή  

2

a a a a
a a

a a a a

ξ
ξ ξ

ξ
ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ
α αξ

ξ ξ
α

⎧ ⎫
⎧ ⎫ ⎧ ⎫= = =⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪Σ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

+ = − + = −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭+ = −⎩ ⎭
⎧ ⎫ ⎧ ⎫= = = = −⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬= =+ − + = − + = ⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

= =⎧ ⎫
⎨ ⎬=⎩ ⎭

1 1
  ή    ή  

1 2 1
ξ ξ

α α α
=− =−⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬= = =⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭
Επομένως με 2α =  η ευθεία 4y =  εφάπτεται στη fC  στα σημεία (1,4)  

και ( 1,4)−  και με 1a = η ευθεία 1y =  εφάπτεται στη fC  στα σημεία ( )1,1  

και ( )1,1− . 
 
Παράδειγμα 29 

∆ίνεται η συνάρτηση f  με ( ) af x
x

= , 0a ≠ . Αν Μ είναι ένα σημείο 

της fC  και (ε) η εφαπτομένη της fC  στο Μ, να δείξετε ότι: 

(α) Η (ε) έχει μοναδικό κοινό σημείο με τη fC  το Μ. 

(β) Το Μ είναι μέσο του ευθύγραμμου τμήματος που έχει άκρα τα ση-
μεία τομής της (ε) με τους άξονες, 
(γ) Η (ε) σχηματίζει με τους άξονες τριγώνου που έχει εμβαδόν 2 a . 

Λύση 
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Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το { }0Α = − . Η f  είναι παραγωγί-

σιμη και για κάθε x∈Α  είναι ( )
2

af x
x

′ = − .επομένως ορίζεται η εφαπτο-

μένη σε κάθε σημείο της fC . 

(α) Έστω ( )( )0 0,x f xΜ  σημείο της fC . Η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη 

fC  στο σημείο Μ έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 02 2
0 00 0

2a a a ay f x f x x x y x x y x
x xx x

′− = ⋅ − ⇔ − = − − ⇔ = − +   

(1) 
Θα βρούμε τα κοινά σημεία της (ε) και της fC . Είναι: 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

0 2 2
2 2 0 0

00 0

22 2
00 0 0

0
0

22 1
2

2 0 0

x xa a axy f x x x x xx x xx x
a af x f xa af x f xx xx x

x xx x x x x x
aa a f xf x f x xx x

− +⎧ ⎫⎧ ⎫− + = = ⎧ ⎫⎧ = ⎫ − + =⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
= =⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

=⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎧ ⎫+ − = − =⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬== =⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭
Επομένως η (ε) και η fC  έχει κοινό σημείο μόνο το ( )( )0 0,x f xΜ . 
(β) Θα βρούμε σε ποια σημεία η (ε) τέμνει τους άξονες x x′  και y y′ . 

• Για 0x =  από 
0

2(1) ay
x

⇒ =  

• Για 0y =  από 0(1) 2x x⇒ =  
Άρα η (ε) τέμνει τον άξονα x x′  στο σημείο ( )02 ,0xΑ  και τον άξονα y y′  

στο σημείο 
0

20, a
x

⎛ ⎞
Β⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Το μέσον του ΑΒ έχει συντεταγμένες 

( )( )0 0
0 0

20
2 0 , ,

2 2

a
x x x f x

⎛ ⎞+⎜ ⎟+⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 δηλαδή είναι το σημείο Μ. 

(β) Το τρίγωνο που έχει κορυφές τα σημεία ( )0,0Ο , ( )02 ,0xΑ ,
0

20, a
x

⎛ ⎞
Β⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

έχει εμβαδό: 
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0

0

0 0 1
1 2 0 1 2
2

20 1

x a
a
x

Ε = =  

 
Παράδειγμα 30 

∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο ( ) 27 64f x
x xημ συν

= + . 

(α) Να δείξετε ότι υπάρχει 0,
2
πξ ⎛ ⎞∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
 τέτοιο ώστε ( ) 0f ξ′ = . 

(β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο σημείο 

( )( ), fξ ξΑ . 

Λύση 

Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το ,
2
πκ κ⎧ ⎫Α = − ∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
. Η f  είναι 

παραγωγίσιμη και για κάθε x∈Α  είναι: 

( )
3 3

2 2 2 2
27 64 64 27x x x xf x

x x x x
συν ημ ημ συν
ημ συν ημ συν

−′ = + =  

Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC . 

(α) Είναι ( ) 3 30 64 27 0f x x xημ συν′ = ⇔ − = . 

Θεωρούμε τη συνάρτηση ( ) 3 364 27 0h x x xημ συν= − =  η οποία ορίζεται 

στο 0,
2
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

• Η h  είναι συνεχής στο 0,
2
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

• ( )0 27h = −  

• 64
2

h π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Άρα ( )0 0
2

h h π⎛ ⎞⋅ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και από το θεώρημα Bolzano έπεται ότι υπάρχει 

0,
2
πξ ⎛ ⎞∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
 τέτοιο ώστε ( ) 3 30 64 27 0h ξ ημ ξ συν ξ= ⇒ − =  (1) δηλ. 

( ) 0f ξ′ = . 
(β) Η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΑ  έχει εξί-
σωση: 

( ) ( ) ( ) ( ) 27 64y f f x y f yξ ξ ξ ξ
ημξ συνξ

′− = ⋅ − ⇔ = ⇔ = +   (2) 

Από (1) 
( )3 3

2

33
3

3

64 27       0  γιατί  0,

27 3 3 3 3
64 4 4 4 4

πημ ξ συν ξ συνξ ξ

ημ ξ ημξεϕ ξ εϕξ ημξ συνξ
συνξσυν ξ

⇔ = ⇔ ⎡ ≠ ∈ ⎤⎣ ⎦

⎛ ⎞= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

και επειδή ισχύει 2 2 1ημ ξ συν+ =  έχουμε:  

2 2 2 2

3 3 3
4 4 4

9 25 161 1
16 16 25

3 3 4 3
4 4 5

4 4  ή   απορ. γιατί  ξ 0,
5 5 2

ημξ συνξ ημξ συνξ ημξ συνξ

συν ξ συν ξ συν ξ συν ξ

ημξ συνξ ημξ

πσυνξ συνξ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫= = =⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ = = =
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭
⎧ ⎫= = ⋅ =⎪ ⎪⎪ ⎪⇔⎨ ⎬⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪= = − ∈⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭

5
4
5

συνξ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪=
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Οπότε η (2) γίνεται: 
27 64 27 5 64 5 45 80 1253 4 3 4
5 5

y ⋅ ⋅
= + = + = + =  

Άρα η ευθεία 125y =  εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΑ . 
 
Παράδειγμα 31 
∆ίνονται οι συναρτήσεις f  και g  με τύπους ( ) xf x e=  και 

( ) xg x e−=  και τα σημεία ( )( )0 0,x f xΑ  και ( )( )0 0,x g xΒ . Αν η ευ-

θεία ( )1ε  που εφάπτεται στη fC  στο σημείο Α και η ευθεία ( )2ε  
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που εφάπτεται στη gC  στο σημείο Β τέμνουν τον άξονα x x′  στα ση-

μεία Γ και ∆ αντίστοιχα, να δείξετε ότι: 
(α) Το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ( ) 2ΓΔ = . 
(β) Το τρίγωνο Α∆Γ είναι ισοσκελές. 
(γ) Το σημείο Β είναι ορθόκεντρο του τριγώνου Α∆Γ. 

Λύση 
Οι συναρτήσεις f  και g  έχουν πεδίο ορισμού το Α = . Είναι παραγωγί-
σιμες και για κάθε x∈  είναι ( ) xf x e′ =  και ( ) xg x e−′ = − . 
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC  και της gC . 

• Η ευθεία ( )1ε  που εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( )0 0,x f xΑ  έχει 

εξίσωση: ( ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0 0 0

x xy f x f x x x y e e x x′− = ⋅ − ⇔ − = −   (1) 

Με 0y =  από (1) 0 0 0
0 0 1x x xe xe x e x x⇒ − = − ⇔ = − .                   

Επομένως η ευθεία ( )1ε  τέμνει τον x x′  στο σημείο ( )0 1,0xΓ − . 

• Η ευθεία ( )2ε  που εφάπτεται στη gC  στο σημείο ( )( )0 0,x g xΒ  έχει ε-

ξίσωση: ( ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0 0 0

x xy g x g x x x y e e x x−′− = ⋅ − ⇔ − = − −   (2)                

Με 0y =  από (2) 0 0 0
0 0 1x x xe xe x e x x−⇒ − = − + ⇔ = + .                   

Επομένως η ευθεία ( )2ε  τέμνει τον x x′  στο σημείο ( )0 1,0xΔ + . 
 

(α) Είναι ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 01 1 0 0 2 2x x⎡ ⎤ΓΔ = − − + + − = =⎣ ⎦  

(β) Είναι ( ) ( ) ( )0 0
22 2

0 0 1 0 1x xx x e e⎡ ⎤ΑΓ = − − + − = +⎣ ⎦  

       και ( ) ( ) ( )0 0
22 2

0 0 1 0 1x xx x e e⎡ ⎤ΑΔ = − + + − = +⎣ ⎦  

Επειδή (ΑΓ)=(Α∆) έπεται ότι το τρίγωνο ΑΓ∆ είναι ισοσκελές. 
 

(γ) Είναι 
0

0

0 0

0
1

x
xe e

x x
λ

−
−

ΓΒ
−

= =
− +

 και
0

0

0 0

0
1

x
xe e

x x
λΑΔ

−
= = −

+ −
. 

Άρα 0 0 1x xe eλ λ −
ΓΒ ΑΔ⋅ = − ⋅ = −  που σημαίνει ότι ΓΒ ⊥ ΑΔ . 

Είναι 
0

0

0 0

0
1

x
xe e

x x
λ

−
−

ΔΒ
−

= = −
− −

 και 
0

0

0 0

0
1

x
xe e

x x
λΑΓ

−
= =

− −
. 

Άρα 0 0 1x xe eλ λ −
ΔΒ ΑΓ⋅ = − ⋅ = −  που σημαίνει ότι ΔΒ ⊥ ΑΓ . 

Επομένως τι σημείο Β είναι ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΓ∆. 
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Παράδειγμα 32 
(α) Να δείξετε ότι κάθε σημείο ( ),a βΜ  με 23a β>  διέρχονται δύο 
εφαπτομένες προς τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  με τύπο 
( ) 2 2f x x ax= +  

(β) Αν το σημείο ( ),a βΜ  ανήκει στην ευθεία 1 0
4

y ax+ + = , να δείξε-

τε ότι οι παραπάνω εφαπτομένες είναι κάθετες. 
Λύση 

(α) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού τοΑ = . Η f  είναι παραγωγίσιμη 
και για κάθε x∈Α  είναι ( ) 2 2f x x a′ = + . Επομένως ορίζεται η εφαπτο-
μένη σε κάθε σημείο της fC . 

Έστω ( )( ), fξ ξΑ  σημείο της fC  και (ε) η εφαπτομένη της fC  στο Α που 
διέρχεται από το σημείο  ( ),a βΜ . Η (ε) έχει εξίσωση:   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )

2

2

2 2 2

2 2   (1)

y f f x y x

y x

ξ ξ ξ ξ αξ ξ α ξ

ξ αξ ξ α ξ

′− = ⋅ − ⇔ − + = + − ⇔

− − = + −
 

Επειδή ( )
( )

( )( )
1

2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 0   (2)

ε β ξ αξ ξ α α ξ

β ξ αξ α ξ ξ αξ β α

Μ∈ ⇒ − − = + − ⇔

− − = − ⇔ − + − =
 

Η εξίσωση (2) είναι δεύτερου βαθμού ως προς ξ και έχει διακρίνουσα: 

( ) ( )2 2 2 2 2 24 4 2 4 4 8 12 4 4 3 0α β α α β α α β α βΔ = − − = − + = − = − >  

αφού 23α β>  από υπόθεση. Επομένως η εξίσωση (2) έχει δύο ρίζες 

1ξ , 2ξ  άνισες. Αυτό σημαίνει ότι από το σημείο ( ),a βΜ  άγονται δύο εφα-
πτομένες ( )1ε , ( )2ε  στη fC  με σημεία επαφής ( )( )1 1, fξ ξΑ  και 

( )( )2 2, fξ ξΒ  αντίστοιχα. 

(β) Επειδή το σημείο ( ),a βΜ  ανήκει στην ευθεία 1: 0
4

y axδ + + = , ισχύ-

ει: 

( )2 21 0 4 1  (3)
4

a aβ β+ + = ⇔ + = −  

Θα δείξουμε ότι οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  που έχουν συντελεστή διεύθυν-
σης ( )1f ξ′  και ( )2f ξ′  αντίστοιχα είναι κάθετες. Είναι: 
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( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2
1 2

2 2 2 2 4

4 2 4 2 2 4 1

f fξ ξ ξ α ξ α ξ ξ αξ αξ α

β α α ξ ξ α β α α α α β α

′ ′⋅ = + + = + + + =

⎡ ⎤− + + + = − + ⋅ + = + = −⎣ ⎦
 

(Επειδή 1ξ , 2ξ  ρίζες της εξίσωσης ( ) 2
1 22 2ξ ξ β α⇒ = −  και 1 2 2ξ ξ α+ = .)  

Επομένως 1 2ε ε⊥ . 
 
Παράδειγμα 33 
∆ίνεται η συνάρτηση f  με ( ) 2 3 2f x x x= − + . Να βρείτε τα σημεία το 
άξονα x x′  από τα οποία: 
(α) ∆ιέρχονται δύο εφαπτομένες στη γραφική παράσταση της f . 
(β) ∆ιέρχεται μία εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της f . 
(γ) ∆εν διέρχεται εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της f . 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το Α = . Η f  είναι παραγωγίσιμη 
και για κάθε x∈Α  είναι ( ) 2 3f x x′ = − . Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη 
σε κάθε σημείο της fC . 

Έστω ( )( ), fξ ξΑ  σημείο της fC , ( ),0κΒ  σημείο του άξονα x x′  και (ε) η 
εφαπτομένη της fC  στο Α η οποία διέρχεται από το Β. Η (ε) έχει εξίσω-
ση: 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 3 2 2 3y f f x y xξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ′− = ⋅ − ⇔ − + − = − −   (1) 
Επειδή ( )εΚ∈  από 

( ) ( )( )2

2 2 2

1 0 3 2 2 3

3 2 2 2 3 3 2 3 2 0   (2)

ξ ξ ξ κ ξ

ξ ξ κξ ξ κ ξ ξ κξ κ

⇒ − + − = − − ⇒

− + − = − − + ⇔ − + − =
 

 
(α) Υπάρχουν δύο εφαπτομένες της fC  που διέρχονται από το σημείο 

( ),0κΒ  όταν η εξίσωση (2) έχει δύο ρίζες άνισες, δηλ. όταν είναι: 

( ) ( ) ( )2 20 4 4 3 2 0 3 2 0 ,1 2,κ κ κ κ κΔ > ⇔ − − > ⇔ − + > ⇔ ∈ −∞ ∪ +∞ . 
Επομένως τα ζητούμενα σημεία είναι τα ( ),0κ  με ( ) ( ),1 2,κ ∈ −∞ ∪ +∞ . 
(β) Υπάρχει μία μόνο εφαπτομένη στη fC  που διέρχεται από το σημείο Β 

όταν:  
( )2 20 4 4 3 2 0 3 2 0 1 ή  2κ κ κ κ κ κΔ = ⇔ − − = ⇔ − + = ⇔ = = . 

Επομένως τα ζητούμενα σημεία είναι τα ( )1,0  και ( )2,0 . 
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(γ) ∆εν υπάρχει εφαπτομένη της fC  που διέρχεται από το σημείο Β όταν: 

( ) ( )2 20 4 4 3 2 0 3 2 0 1,2κ κ κ κ κΔ < ⇔ − − < ⇔ − + < ⇔ ∈ . 
Επομένως τα ζητούμενα σημεία είναι τα ( ),0κ  με ( )1,2κ ∈ . 
 
Παράδειγμα 34 
∆ίνεται το πολυώνυμο ( )f x  με βαθμό 2v ≥ . 

(α) Να δείξετε ότι ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0f x x x f fρ ρ ρ′= − Π ⇔ = = . 
(β) Αν η ευθεία (ε) με εξίσωση y ax β= +  εφάπτεται στη fC  στο ση-

μείο ( )( )0 0,x f xΜ  να δείξετε ότι το πολυώνυμο ( ) ( ) ( )P x f x ax β= − +  

έχει παράγοντα το ( )2
0x x− . 

Λύση 
(α) Είναι το λυμένο παράδειγμα 40 στη σελίδα 65. 
(β) Επειδή η ευθεία (ε) εφάπτεται στη fC  στο σημείο Μ, έπεται ότι ισχύ-
ει: 

( )
( )

0

0 0

f x a
f x ax β

′⎧ ⎫=⎪ ⎪
⎨ ⎬= +⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Η συνάρτηση P  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x∈  είναι 
( ) ( )P x f x a′ ′= − . 

Είναι ( ) ( )0 0 0P x f x a′ ′= − =   και ( ) ( ) ( )0 0 0 0P x f x ax β= − + = . 

Επειδή  ( ) ( )0 0 0P x P x′= = , βάσει του (i) ερωτήματος έπεται ότι ο 

( )2
0x x−  είναι παράγοντας του πολυωνύμου P . 

 
Παράδειγμα 35 
∆ίνεται η συνάρτηση f  με ( ) 1 23xf x e x ax β−= + + − . Να βρείτε τα 

,a β ∈  όταν γνωρίζετε ότι η ευθεία (ε) με εξίσωση 3 10y x= −  εφά-
πτεται στη γραφική παράσταση της f  στο σημείο που έχει τετμημένη 

0 1x = . 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το Α = . 
Η f  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x∈  είναι ( ) 1 6xf x e x a−′ = + + . 
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC . 
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Επειδή η ευθεία (ε) εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( )1, 1fΑ  ισχύει: 

( )
( )

1 3 1 6 3 4
1 3 10 4 7 7
f

f a
α α
β β

′⎧ = ⎫ + + = = −⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬= − + − = − =⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭

 

Επομένως η συνάρτηση f  έχει τύπο ( ) 1 23 4 7xf x e x x−= + − −  . 
 
Παράδειγμα 36 
∆ίνεται η συνάρτηση f  με ( ) 3 2f x ax x xβ γ δ= + + + . Να βρείτε τα 

, , ,α β γ δ ∈  ώστε οι ευθείες 1 : 3 2y xε = −  και 2 : 4 6y xε = −  να εφά-
πτεται στη γραφική παράσταση της f  στα σημεία ( )( )1, 1fΑ   και 

( )( )0, 0fΒ . 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το Α∈ . Η f  είναι παραγωγίσιμη 
και για κάθε x∈Α  είναι ( ) 23 2f x ax xβ γ′ = + + . 
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC . 

Για να εφάπτονται οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  στη fC  στα σημεία Α και Β 

αντίστοιχα πρέπει να ισχύει: 
( )
( )
( )
( )

1 3 3 2 3 3 2 1 7
0 4 4 4 10
1 1 1 3 4

0 6 6 6 6

f a
f
f
f

β γ α β α
γ γ β

α β γ δ α β γ
δ δ δ

′⎧ = ⎫ + + = + = − = −⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪′ = = = =⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬= + + + = + = =⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − = − = − = −⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭

 

Ασκήσεις 
32. Να δείξετε ότι η ευθεία y x=  εφάπτεται στη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης  ( ) ln 1f x x= + . 
 

33.  Να δείξετε ότι η ευθεία 3 5y x= −  εφάπτεται στη γραφική παράσταση 
της συνάρτησης ( ) 33 6 1f x x x= − + . 

 
34.  Να δείξετε ότι η ευθεία y x= −  δεν εφάπτεται στη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης ( ) 3 2 1f x x x= + + . 
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35.  ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 3 2 4f x x x= + +  και η ευθεία 
( ) : 4y xε λ λ= + − . Να βρείτε το λ ∈  ώστε η (ε) να εφάπτεται στη 
γραφική παράσταση της f . 

 
36.  ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 3 2 1xf x e x= + − . Να βρείτε το λ ∈  ώστε η 

ευθεία 3y xλ λ= + −  να εφάπτεται στη fC . 

 
37.  Να βρείτε το a∈  ώστε η ευθεία 2y =  να εφάπτεται στη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης ( ) 2 4 4f x ax x= − + . 
 

38.  ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 3 ln 1f x ax x xβ= + + − . Να βρείτε τα ,a β ∈  
ώστε η ευθεία 1y x= +  να εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )1,2Α . 

 
39.  ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 2f x x ax β= + + . Να βρείτε τα ,a β ∈  ώστε 

η ευθεία 1y x= −  να εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )3,2Μ . 

 
40. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 2f x ax xβ γ= + + , 0α ≠ . Να βρείτε τα 

, ,a β γ ∈  ώστε η fC  να περνά από το σημείο ( )1,0Α −  και η ευθεία 

y x=  να εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( )1, 1fΒ . 
 

41.  Να βρείτε τα , ,a β γ ∈  ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
f  με τύπο ( ) 2f x ax xβ γ= + + , 0α ≠  να διέρχεται από τα σημεία 

( )1,0Α  και 1 ,0
2

⎛ ⎞Β⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη fC  στο σημείο 

Α να σχηματίζει με τον άξονα x x′  γωνία 
4
πω = . 

 
42.  Να βρείτε τα , ,a β γ ∈  ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

f  με τύπο ( ) 2f x ax xβ γ= + + , 0α ≠  να περνά από το σημείο 
31,
2

⎛ ⎞Α −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και η ευθεία 3 5y x= −  να εφάπτεται στη fC  στο σημείο 

( )2,1Β . 
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(ε)

Α 

1x  

y  

x  

gC  

fC  

2x  

 
43.  ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) ( ) ( )25 3 4 2f x a x a x a= − + − + − , 5a ≠ . Να 

βρείτε το a∈  ώστε η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )1, 1fΑ − −  

να διέρχεται από το σημείο 1 , 1
2

⎛ ⎞Β − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

 
44.  Να βρείτε τα , ,a β γ ∈  ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

f  με τύπο ( ) 2f x ax xβ γ= + + , 0a ≠  να διέρχεται από το σημείο 
( )0,2Α  και η ευθεία 5 1y x= −  να εφάπτεται στη fC  στο σημείο 

( )1,4Β . 
 

45.  Να βρείτε τα , ,a β γ ∈  ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
f  με τύπο ( ) 2f x ax xβ γ= + + , 0a ≠  να διέρχεται από το σημείο 

( )0, 2Α −  και οι εφαπτομένες στα σημεία ( )( )1, 1fΒ  και ( )( )2, 2fΓ  να 

σχηματίζουν με τον άξονα x x′  γωνίες 1
3
4
πω =  και 2 4

πω =  αντίστοιχα. 

 
46.  Να βρείτε τα ,a β ∈  όταν γνωρίζετε ότι η ευθεία που εφάπτεται στη 

γραφική παράσταση της ( ) ( )2 2 5f x ax a xβ β= + − + , 0a ≠  στο σημείο 

( )( )2, 2fΑ περνά από το σημείο ( )3,1Β  και είναι παράλληλη με την ευ-
θεία ( ) : 8 2 5 0x yε + + = . 

 
47.  Να δείξετε ότι η ευθεία y x=  εφάπτεται στη γραφική παράσταση της 

( )
x
ef x e= . 

 
Μέθοδος 4 
Για να βρούμε την κοινή εφαπτομένη των fC  και gC  εργαζόμαστε ως ε-

ξής: 
Έστω (ε) η ευθεία που εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( ),a f aΑ  και   
συγχρόνως εφάπτεται στη gC  στο 

σημείο ( )( ), fβ βΒ . 
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(ε)

Α 
0y  

0x  

y  

x  

gC  

fC  

-  Επειδή η (ε) εφάπτεται στη fC  στο σημείο Α έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

y f a f a x a

y f a x f a af a

′− = ⋅ −

′ ′⇔ = ⋅ + −
 

-  Επειδή η (ε) εφάπτεται στη gC  στο σημείο Β έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

y g g x

y g x g g

β β β

β β β β

′− = ⋅ −

′ ′⇔ = ⋅ + −
. 

Επομένως, αν το σύστημα: 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
f a g

f a af a g g
β
β β β

′ ′⎧ = ⎫
⎨ ⎬′ ′− = −⎩ ⎭

 

έχει τουλάχιστον μία λύση τότε ορίζεται η ευθεία (ε) που είναι κοινή εφα-
πτομένη των fC  και gC . 

Αν το σύστημα είναι αδύνατο, τότε οι 
fC  και gC  δεν έχουν κοινή εφαπτο-

μένη. 
• Για να έχουν οι γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων ,f g  
κοινή εφαπτομένη σε ένα κοινό 
σημείο ( )0 0,x yΜ  πρέπει το 
σύστημα: 

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

f x g x
f x g x
′ ′⎧ ⎫=⎪ ⎪

⎨ ⎬=⎪ ⎪⎩ ⎭
 

να είναι συμβιβαστό. 
 
Παράδειγμα 37 
Να βρείτε την κοινή εφαπτομένη στις γραφικές παραστάσεις των συ-
ναρτήσεων f  και g  όταν ( ) 2f x x=  και ( ) 2 4 3g x x x= − + − . 

Λύση 
Οι συναρτήσεις f  και g   έχουν πεδίο ορισμού το Α∈ . 
Είναι παραγωγίσιμες και για κάθε x∈  είναι ( ) 2f x x′ =  και 
( ) 2 4g x x′ = − +  

Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο των fC  και gC . 
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Έστω (ε) η ευθεία που εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΑ  και στη 

gC  στο σημείο ( )( ), fκ κΒ . 
• Επειδή η (ε) εφάπτεται στη fC  στο σημείο Α έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

2

2 2 2

2    (1)

y f f x y x y x

y x

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

′− = ⋅ − ⇔ − = − ⇔ − = − ⇔

= −
 

• Επειδή η (ε) εφάπτεται στη gC  στο σημείο Β έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2

2 2 2

4 3 2 4

2 4 2 4 4 3 2 4 3    (2)

y g g x y x

y x y x

κ κ κ κ κ κ κ

κ κ κ κ κ κ κ

′− = ⋅ − ⇔ − − + − = − + − ⇔

= − + + − − + − ⇔ = − + + −
 

Πρέπει να ισχύει: 

( )22 2 2 22

2

22 2 4 2

3 4 43 2

22
2 2 2 22 4 1 0   ή  

2 2

2 22 2
2  ή  2 2 2 2

2 2
2 2

2

ξ κξ κ ξ κ

κ ξ ξ κ κ κκ κ

ξ κξ κ

κ κ κ κ

ξ κ ξ κ ξ

κ κ
κ

= −⎧ ⎫= − + = −⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
− = − − = − − +− = − −⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭

= −⎧ ⎫= −⎧ ⎫ ⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ −− + = = =⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫−= − = −⎧ ⎫ ⎧ ⎫ =⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ −

= = +⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ =⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎪⎩

2 2
2  ή  

2 2
2

ξ

κ

⎧ ⎫+
=⎪ ⎪⎪ ⎪

⎨ ⎬
−⎪ ⎪ ⎪=⎪ ⎪ ⎪⎭ ⎩ ⎭

 

Επομένως η γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f  και g  έχουν δύο 
κοινές εφαπτομένες: 

• Την ( )1ε  με εξίσωση ( )
2

2 22 2
2

y x
⎛ ⎞−

= − − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 που εφάπτεται στη fC  

στο σημείο 2 2 2 2,
2 2

f
⎛ ⎞⎛ ⎞− −

Α⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 και στη gC  στο σημείο 

2 2 2 2,
2 2

g
⎛ ⎞⎛ ⎞+ +

Β⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
. 
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• Την ( )2ε  με εξίσωση ( )
2

2 22 2
2

y x
⎛ ⎞+

= + − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 που εφάπτεται στη 

fC  στο σημείο 2 2 2 2,
2 2

f
⎛ ⎞⎛ ⎞+ +

Γ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 και στη gC  στο σημείο 

2 2 2 2,
2 2

g
⎛ ⎞⎛ ⎞− −

Δ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

 
Παράδειγμα 38 

∆ίνονται οι συναρτήσεις f  και g  με τύπους ( ) 1xf x
x
−

=  και 

( ) 23 2g x x ax= + + . Να βρείτε το a∈  ώστε οι γραφικές παραστάσεις 
τους να έχουν κοινή εφαπτομένη σε ένα κοινό τους σημείο. 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το { }0fΑ = − . 

Η f  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε fx∈Α  είναι ( ) 2
1f x
x

′ = . 

 
Η συνάρτηση g  έχει πεδίο ορισμού το gΑ = . 
Η g  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε gx∈Α  είναι ( ) 6g x x a′ = + . 

Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο των fC  και gC . 

Για να έχουν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ,f g  κοινή εφα-
πτομένη σε κοινό τους σημείο πρέπει να υπάρχει σημείο ( )0 0,x yΜ  τέτοιο 
ώστε το σύστημα: 

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

f x g x
f x g x

⎧ ⎫=⎪ ⎪
⎨ ⎬′ ′=⎪ ⎪⎩ ⎭

 

να έχει τουλάχιστον μία λύση. Είναι: 

( )

20
0 0 3 2

0 0 0 0 0 0
3 2
0 0

02
0

1 3 2
1 3 2 1

1 56 16

x x ax
x x x ax x x

ax axx a
x

−⎧ ⎫= + +⎪ ⎪ ⎧ ⎫− = + + =⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪Σ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬= −+ = ⎩ ⎭⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩ ⎭= +
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Επομένως όταν 5a = −  υπάρχει ευθεία (ε) που εφάπτεται συγχρόνως στις  
fC  και gC  στο κοινό τους σημείο ( )1,0 . 
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Παράδειγμα 39 

∆ίνονται οι συναρτήσεις f  και g  με τύπους ( ) 2f x x=  και ( ) 2
1g x
x

=− . 

Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις τους έχουν κοινή εφαπτομέ-
νη. 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το fΑ = . 

Η f  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε fx∈Α  είναι ( ) 2f x x′ = . 

Η συνάρτηση g  έχει πεδίο ορισμού το { }0gΑ = − . 

Η g  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε gx∈Α  είναι ( ) 3
2g x
x

′ = . 

Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο των fC  και gC . 

Έστω (ε) η ευθεία που εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( ), fξ ξΑ  και στη 

gC  στο σημείο ( )( ), fκ κΒ , 0κ ≠ . 
• Επειδή η (ε) εφάπτεται στη fC  στο σημείο Α έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) 22y f f x y xξ ξ ξ ξ ξ′− = ⋅ − ⇔ = −   (1) 
• Επειδή η (ε) εφάπτεται στη gC  στο σημείο Β έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) 3 2
2 3y g g x y xκ κ κ
κ κ

′− = ⋅ − ⇔ = −   (2) 

Πρέπει να ισχύει: 

33 3 3

2 4
2 6 2 4 4

4 4

4 4

12 1 12

1 13 1 3 1   ή  
3 33

27 27
  ή  1 1

3 3

ξξ ξ ξ
κκ κ κ

κ κξ κ
κ κ κ

ξ ξ

κ κ

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ == = = ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = −= = =

⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭
⎧ ⎫ ⎧ ⎫= = −
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎬ ⎨ ⎬

= = −⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

Επομένως οι γραφικές παραστάσεις των ,f g  έχουν κοινές εφαπτομένες: 
• Τη ( )1ε  με εξίσωση 4 42 27 3 9y x= −  η οποία εφάπτεται στη fC  στο 

σημείο ( )( )4 427, 27f  και στη gC  στο σημείο 
4 4

1 1,
3 3
g

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
. 
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• Την ( )2ε  με εξίσωση 4 42 27 3 9y x= − −  η οποία εφάπτεται στη fC  στο 

σημείο ( )( )4 427, 27f− −  και στη gC  στο σημείο 
4 4

1 1,
3 3
g

⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

 
Παράδειγμα 40 
∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο ( ) xf x a= , 0 1a< ≠ . Να βρείτε το 
a∈  όταν γνωρίζετε ότι η ευθεία y x=  εφάπτεται στη γραφική πα-
ράσταση της f . 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το Α = . 
Η f  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x∈Α  είναι ( ) lnxf x a a′ = . Επομέ-
νως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC . 

Επειδή η ευθεία y x=  εφάπτεται στη fC  υπάρχει σημείο ( )( ), fξ ξΜ  
τέτοιο ώστε: 

( )
( )

1

11 1
1ln

11 lnln 1ln 1

ea

af a a
f aaa a

ea a e

a ee e a e
a e

ξ

ξ ξ
ξ

ξ
ξ ξ

ξ

ξ
ξ ξ

ξξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ

ξξ ξ ξ

⎧ ⎫=⎧ ⎫⎧ = ⎫ ⎧ ⎫= =⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬′ = ===⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭
⎧ ⎫⎛ ⎞⎧ ⎫ ⎧ ⎫ == = = ⎧ ⎫⎪ ⎪⎜ ⎟⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

=⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭ =⎩ ⎭

 

Επομένως με 
1
ea e=  η ευθεία y x=  εφάπτεται στη fC  στο σημείο 

( )( ),e f e eΜ = . 
 
Παράδειγμα 41 
Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο  και για κάθε x∈  ισχύει 

η σχέση: ( ) ( )( ) 2f x xe x f x x eσυν+ + = −  (1). Να δείξετε ότι η εφαπτο-

μένη της fC  στο σημείο ( )( )0, 0fΑ  είναι κάθετη με την ευθεία (δ) 

που έχει εξίσωση 1 5
2

y x= + . 

Λύση 
Για 0x =  η (1) γίνεται: ( ) ( ) ( )0 0 01 0 0f fe e e f= ⇔ = ⇔ = . 
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Για κάθε x∈  από την (1) έπεται ότι ισχύει: 
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2

1     (2)

f x x

f x x

e x f x x e

e f x f x x x f x x f x e

συν

συν ημ

′ ′⎡ ⎤+ + = − ⇒⎣ ⎦

′ ′+ + − + + = −
 

Για 0x =  η (2) γίνεται: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 00 0 1 0 0 1 0 1 1 0 2fe f f e f f fσυν συν′ ′ ′ ′+ =− ⇒ + =− ⇔ + =− ⇔ =−  

Η ευθεία (ε) που εφάπτεται στη  fC  στο σημείο ( )( )0, 0fΑ  έχει συντε-
λεστή διεύθυνσης ( )0 2f ′ = − , ενώ η ευθεία (δ) έχει συντελεστή διεύθυν-

σης 1
2

λ = . 

Επειδή ( ) 10 2 1
2

f λ′ ⋅ = − = − , έπεται ότι ε δ⊥ . 

 
Παράδειγμα 42 
Η συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιμη στο  και η ευθεία (ε) 2 3y x= +  

εφάπτεται στη gC  στο σημείο ( )( )1, 1gΑ . Αν ( ) ( )xf x g e xημ= + , να 

βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη fC  στο σημείο ( )( )0, 0fΒ . 

Λύση 
Επειδή η ευθεία (ε) εφάπτεται στη gC  στο σημείο Α, έπεται ότι ισχύει: 

( )
( )

( )
( )

1 2 1 2
1 2 1 3 1 5
g g

g g
′ ′⎧ = ⎫ ⎧ = ⎫

⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬= ⋅ + =⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 

Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  και για κάθε x∈ είναι:    

( ) ( ) ( )x xf x g e x e xημ συν′ ′= + ⋅ + . 

Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC . 

Είναι ( ) ( ) ( )00 0 1 5f g e gημ′ ′= + = = και ( ) ( ) ( ) ( )0 00 0 0 1 2 4f g e e gημ συν′ ′ ′= + ⋅ + = ⋅ =  

Άρα η ευθεία ( )1ε  που εφάπτεται στη fC  στο σημείο Β έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( )0 0 0 5 4 4 5y f f x y x y x′− = ⋅ − ⇒ − = ⇔ = +  
 
 
 
 
Παράδειγμα 43 
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Αν f  και g  συναρτήσεις με τύπους ( ) 2 1f x ax xβ= + −  και 

( ) 1xg x e −= , να βρείτε τα ,a β ∈  ώστε να έχουν οι fC και gC  κοινή 

εφαπτομένη στο σημείο με τετμημένη 0 1x = .  

Λύση 
Οι συναρτήσεις f  και g  είναι παραγωγίσιμες στο  (επομένως ορίζεται 
εφαπτομένη σε κάθε σημείο των fC και gC ) και για κάθε x∈  είναι  

( ) 2f x ax β′ = +  και ( ) 1xg x e −′ = . 
Έστω (ε) η ευθεία που εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( )1, 1f  και συγ-

χρόνως στη gC  στο σημείο ( )( )1, 1g . 

• Επειδή η (ε) εφάπτεται στη fC στο σημείο ( )( )1, 1f  έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 1 1 1 2 1

1 2 2 2 1         (1)

y f f x y a a x

y a a x a y a x a

β β

β β β β

′− = ⋅ − ⇔ − + − = + − ⇔

− − + = + − − ⇔ = + − −
 

• Επειδή η (ε) εφάπτεται στη gC στο σημείο ( )( )1, 1g  έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( )0 01 1 1 1 1 1    (2)y g g x y e e x y x y x′− = ⋅ − ⇔ − = − ⇔ − = − ⇔ =  
Πρέπει να ισχύει: 

2 1 2 1 1
1 0 1 3

a a a
a a

β β
β

+ = + = = −⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬− − = = − =⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

 
Παράδειγμα 44 
∆ίνεται η συνάρτηση f  με τύπο ( ) 2 2 1f x x x aσυν ημα= − + − . Να 

βρείτε το 0,
2
πα ⎛ ⎤∈⎜ ⎥⎝ ⎦

ώστε η γραφική παράσταση της f  να εφάπτεται 

με τον άξονα x x′ . 
Λύση 

Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το Α = . 
Η f  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x∈Α  είναι ( ) 2 2f x x aσυν′ = − . 
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της fC . 

Για να εφάπτεται η ευθεία 0y =  στη fC  πρέπει να υπάρχει ξ ∈  τέ-
τοιο ώστε το σύστημα: 

( )
( ) ( )

0
0

f
f
ξ
ξ

′⎧ = ⎫
Σ⎨ ⎬=⎩ ⎭
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να έχει μία τουλάχιστον λύση. Είναι: 

( )

( )

2 2 2

2 2

2 2 0

2 1 0 2 1 0

1 01 0 0

0 (απορ. γιατί α 0,  ή  1
2

ξ συνα ξ συνα

ξ ξσυνα ημα συν α συν α ημα

ξ συνα ξ συνα ξ συνα
ημα ημασυν α ημα ημ α ημα

ξ συνα
ξ

πημα ημα

− = =⎧ ⎫ ⎧ ⎫
Σ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬

− + − = − + − =⎩ ⎭ ⎩ ⎭
= = =⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬− =− + − = − = ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭
=⎧ ⎫

⎪ ⎪⇔⎨ ⎬⎛ ⎤= ∈ =⎜⎪ ⎪⎥⎝ ⎦⎩ ⎭

0

1
2

ξσυνα
πημα α

=⎧ ⎫=⎧ ⎫ ⎪ ⎪⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬= =⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Άρα όταν 
2
πα =  ο άξονας x x′  εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )0,0Ο . 

 
Παράδειγμα 45 
∆ίνονται οι συναρτήσεις f  και g  με τύπους ( ) 2 2 xf x x x e= + +  και 

( ) 2 xg x x x e= + + . Να δείξετε ότι οι εφαπτομένες στα σημεία των 
γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f  και g  με κοινή τετμη-
μένη τέμνουν τον άξονα y y′  στο ίδιο σημείο. 

Λύση 
Οι συναρτήσεις f  και g  έχουν πεδίο ορισμού το Α = . 
Είναι παραγωγίσιμες και για κάθε x∈  είναι ( ) 2 2 xf x x e′ = + +  και 

( ) 2 1 xg x x e′ = + + . 
Επομένως ορίζεται η εφαπτομένη σε κάθε σημείο των fC και gC . 

Έστω ( )1ε  η εφαπτομένη της fC  στο σημείο ( )( )0 0,x f x  και ( )2ε  η ε-

φαπτομένη της gC  στο σημείο ( )( )0 0,x g x . 
• Η ( )1ε  έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )0 0

0

0 0 0

2
0 0 02 2 2   (1)x x

y f x f x x x

y x x e x e x x

′− = ⋅ − ⇔

− + + = + + −
 

Για 0x =  από (1)  
0 0 0 0

0 0 0
2 2 2

0 0 0 02 2 2x x x xy x x e x x x e y x e x e⇒ − − − = − − − ⇔ = − + − .                  
Επομένως η ( )1ε  τέμνει τον άξονα y y′  στο σημείο 

( )0 0
0
2

00, x xx e x eΑ − + − . 
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• Η ( )2ε  έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )0 0

0

0 0 0

2
0 0 02 1   (2)x x

y g x g x x x

y x x e x e x x

′− = ⋅ − ⇔

− + + = + + −
 

Για 0x =  από (2) 
0 0 0 0

0 0 0
2 2 2

0 0 0 02x x x xy x x e x x x e y x e x e⇒ − − − = − − − ⇔ = − + − .  
Επομένως η ( )2ε  τέμνει τον άξονα y y′  στο σημείο 

( )0 0
0
2

00, x xx e x eΑ − + − . 

Άρα οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  διέρχονται από το ίδιο σημείο Α του άξο-
να y y′ . 

 
Παράδειγμα 46 
Οι συναρτήσεις f  και g  είναι παραγωγίσιμες στο  με 
( ) ( )f x g x x= − . Αν η ευθεία (ε) με εξίσωση 1x =  τέμνει τη fC  στο 

σημείο Α και τη gC  στο σημείο Β, να δείξετε ότι η εφαπτομένη της 

fC  στο Α και η εφαπτομένη της gC  στο Β τέμνουν τον άξονα y y′  στο 

ίδιο σημείο. 
Λύση 

Επειδή οι συναρτήσεις ,f g  είναι παραγωγίσιμες έπεται ότι ορίζεται η ε-
φαπτομένη σε κάθε σημείο των fC  και gC . Για κάθε x∈  είναι 

( ) ( ) 1f x g x′ ′= − . 
Η ευθεία (ε) 1x =  τέμνει τη fC  στο σημείο ( )( )1, 1fΑ  και τη gC  στο ση-

μείο ( )( )1, 1gΒ . 
• Η ( )1ε  που εφάπτεται στη fC  στο σημείο Α έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1    (1)

y f f x y f g x

y g g x

′ ′− = ⋅ − ⇔ − = − − ⇔

′− + = − −
                              

Για 0x =  από (1) έπεται: 
( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  y g g y g g y g g′ ′ ′− + = − − ⇔ − + =− + ⇔ = −     

Άρα η ( )1ε  τέμνει τον άξονα y y′  στο σημείο ( ) ( )( )0, 1 1g g′Γ − . 
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• Η ( )2ε  που εφάπτεται στη gC  στο σημείο Β έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( )1 1 1   (2)y g g x′− = ⋅ −                                                                                 
Για 0x =  από (2) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1    y g g y g g′ ′− = − ⇔ = − . 
Άρα  η ( )2ε  τέμνει τον άξονα y y′  στο σημείο ( ) ( )( )0, 1 1g g′Γ − . 

Επομένως οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  διέρχονται από το ίδιο σημείο Γ του 
άξονα y y′ .      

Ασκήσεις 
48.  ∆ίνονται οι συναρτήσεις ( ) 2 2f x x ax β= + +  και ( ) 2 3 2g x x x= + + . 

Να βρείτε τα ,a β ∈  ώστε η ευθεία που εφάπτεται στη gC  στο ση-

μείο ( )1,6Α  να εφάπτεται και στη fC  στο σημείο ( )1, 4Β − − . 

 
49.  ∆ίνονται οι συναρτήσεις ( ) 3 2 1f x x ax xβ= + + +  και 

( ) 2 2g x x x= + + . Αν ( )01, yΜ  είναι κοινό σημείο των γραφικών παρα-
στάσεων των ,f g  να βρείτε τα ,a β ∈  ώστε οι fC  και gC  να έχουν 

κοινή εφαπτομένη στο Μ. 
 

50.  ∆ίνονται ( ) 2 9f x ax xβ= − + , 0a ≠  και ( ) 1
1

g x
x

=
−

. Να βρείτε τα 

,a β ∈  ώστε οι γραφικές παραστάσεις των ,f g  να έχουν κοινή εφα-
πτομένη στο κοινό τους σημείο με τετμημένη 0 2x = . 

 
51.  Αν ( ) 4 3 24 7 11 11f x x x x x= − + − +  και ( ) : y axε β= +  η εφαπτομένη 

της fC  στο σημείο ( )( )2, 2fΑ , να δείξετε ότι το πολυώνυμο 

( ) ( ) ( )P x f x ax β= − +  έχει παράγοντα το ( )22x − . 
 

52.  Η συνάρτηση :f →  είναι παραγωγίσιμη και η ευθεία 3 1y x= +  
εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( )1, 1fΑ − − .                   

Αν ( ) ( )( )1 2xg x f e xσυν π−= − , να βρείτε την εφαπτομένη της gC  στο 

σημείο ( )( )2, 2gΒ . 
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53.  Η συνάρτηση :f →  είναι παραγωγίσιμη και η ευθεία 2 2y x= −  
εφάπτεται στη fC  στο σημείο ( )( )3, 3fΑ .                                      

Αν ( ) ( )1 2xg x f e x−= + , να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένη της gC  

στο σημείο ( )( )1, 1gΒ .    
 

54.  ∆ίνονται οι συναρτήσεις ( ) 2 3 5f x x x= − +  και ( ) 2 5 8g x x x= − + . Να 
βρείτε για ποια τιμή του λ ∈  η ευθεία ( ) ( ): 3 4y xε λ= − +  είναι κοι-
νή εφαπτομένη των fC  και gC . 

 
55.  Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ,f g  με 

( ) 2 2f x x x= − +  και ( ) 2 1xg x
x
−

=  έχουν κοινή εφαπτομένη. 

 
56.  Η συνάρτηση :f →  είναι παραγωγίσιμη και για κάθε x∈  είναι 

( ) 1x xf xa aλ= + , ( )0 1a< < . Να βρείτε την εφαπτομένη της fC  στο 

σημείο ( )( )0, 0fΑ . 
 

57.  Να βρείτε τα , ,a β γ ∈  ώστε οι γραφικές παραστάσεις των συναρτή-
σεων ,f g  με ( ) xf x xγ= +  και ( ) 2 2g x ax xβ= + +  να έχουν κοινή 
εφαπτομένη στο σημείο ( )1,2Α . 

 
58.  Αν ( ) 4 3 2 4f x x ax xβ= + + + , να βρείτε τα ,a β ∈  ώστε η ευθεία ΑΒ 

με ( )( )1, 1fΑ  και ( )( )3, 3fΒ  να εφάπτεται στη fC .   
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