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ΚΚεεφφάάλλααιιοο::  ΣΣυυννααρρττήήσσεειιςς  ΚΚ

Ορισμοί Ορισμοί 
Έστω μια συνάρτηση  και έ-
στω σύνολο . Θα λέμε ότι: 
Έστω μια συνάρτηση  και έ-
στω σύνολο . Θα λέμε ότι: 

:f A→
E A⊆

• η • η 

εεφφάάλλααιιοο::  ΣΣυυννααρρττήήσσεειιςς

:f A→
E A⊆

  

f  είναι αύξουσα στο Ε, όταν για 
κάθε 1 2,x x E∈  με 1 2x x<  ισχύει: 

( ) ( )f 1 2x f≤ x . 
• η f  είναι φθίνουσα στο Ε, όταν για κάθε ,1 2x x E∈  με 1 2x x<  ισχύει: 

( ) ( )f 1 2x f≥ x  
• η f  είναι γνησίως αύξουσα στο Ε, όταν για κάθε ,1 2x x E∈  με 1 2x x<  

ισχύει: ( ) ( )f 1 2x f x< . 
• η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο Ε, όταν για κάθε ,1 2x x E∈  με 1 2x x<  

ισχύει: ( ) ( )f 1 2x f x> . 
• Μονότονη στο Ε, όταν η f  είναι αύξουσα ή φθίνουσα στο Ε. 
• Γνησίως μονότονη στο Ε, όταν είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθί-

νουσα στο Ε. 
 
Παρατηρήσεις 
• Μία γνησίως μονότονη συνάρτηση έχει το πολύ μία ρίζα, δηλαδή τέμνει 

τον άξονα x x′  το πολύ μία φορά.  
• Αν ( )f x  γνησίως αύξουσα στο Δ  και ( )g x  γνησίως φθίνουσα στο Δ  

τότε η εξίσωση ( ) ( )f x g x=  έχει το πολύ μία ρίζα. 
• Αν ( )0 f∈ Δ  και η συνάρτηση f  είναι γνησίως μονότονη στο Δ  τότε η 

εξίσωση ( ) 0=  έχει μοναδική ρίζα. f x

ΛΛυυμμέέννεεςς  αασσκκήήσσεειιςς  
 
Μέθοδος 1 
Για να βρούμε την μονοτονία μιας συνάρτησης : :f A→



Μ
αθ

ημ
ατ
ικ
ά 
Κα

τε
ύθ

υν
ση

ς 
Γ 
Λυ

κε
ίο
υ 

 

 46

• Πηγαίνουμε βάση του ορισμού, δηλαδή θεωρούμε 1 2x x<  και με πράξεις 
κατασκευάζουμε την συνάρτηση f . 

• Το είδος μονοτονίας μιας συνάρτησης f  σε ένα σύνολο Ε μπορεί να 
προσδιοριστεί και από τον λόγο μεταβολής τις f ,  

 ( ) ( )1 2
1 2 1 2

1 2

,  με ,  και 
f x f x

x x E x x
x x

λ
−

= ∈
−

≠  

και άρα εάν το 0λ ≥  η συνάρτηση είναι αύξουσα στο Ε, εάν το 0λ ≤  η συ-
νάρτηση είναι φθίνουσα στο Ε, εάν το 0λ >  η συνάρτηση είναι γνησίως 
αύξουσα στο Ε και τέλος εάν το 0λ <  η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνου-
σα στο Ε. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 
Να εξετάσετε ως τις την μονοτονία τις παρακάτω συναρτήσεις. 

 

(α) ( ) 2 1f x x= +   (β) ( ) 35f x x= + 2   (γ) ( ) 2 33 2, ,
2

f x x x A ⎡ ⎞= − + = +∞⎟⎢⎣ ⎠
 

(δ) ( ) 1 1f x x x= − + −   (ε) ( )
2 1

3 2
x x

f x
x x 1
− < −⎧

= ⎨− + ≥ −⎩
 (ζ) ( )

( )
[ )

2 0,2

2 2,

x x
f x

x x

⎧ ∈⎪=⎨
+ ∈ +∞⎪⎩

 

Λύση 
(α) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το fA = . 
1ος τρόπος 
Έστω: 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 22 2 2 1 2 1x x x x x x f x f x< ⇔ < ⇔ + < + ⇔ <  
άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα. 
2ος τρόπος 
Για κάθε  με 1 2,x x ∈ 1 2x x≠  έχουμε ότι: 

( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 21 2

1 2 1 2 1 2

22 1 2 1 2 0
f x f x x xx x

x x x x x x
λ

− −+ − −
= = =

− − −
= >  

Άρα αφού 0λ >  σημαίνει ότι η f  είναι γνησίως αύξουσα. 
(β) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το fA = . 
Έστω: 

( ) ( )3 3 3 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 25 5 5 2 5 2x x x x x x x x f x f x< ⇔ < ⇔ < ⇔ + < + ⇔ <  

άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα. 
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(γ) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το 3 ,
2fA ⎡ ⎞= +∞⎟⎢⎣ ⎠

. 

Για κάθε  με 1 2,x x ∈ 1 2x x≠  έχουμε ότι: 
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2 22 2
1 2 1 2 1 21 1 2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2
1 2

1 2

33 2 3 2

3
3

f x f x x x x xx x x x
x x x x x x

x x x x x x
x x

x x

λ
− −− + − + −

= = =
− − −

− + − −
= + −

−

− −
=

 

Οπότε για 1 2 1 2 1 2
3 3,   3 3 0
2 2

x x x x x x≥ ≥ ⇔ + > ⇔ + − > . 

Άρα αφού το 0λ >  η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα. 
(δ) Βγάζουμε τα απόλυτα και την κάνουμε πολλαπλού τύπου. 
1 0 1 1 1x x x− ≥ ⇔ ≤ ⇔ − ≤ ≤  
 

1 x−

1 0 -1  −∞  +∞  
 - - + +  
 
 + - + - x  
 
 
 
• 1x ≤ −  

( ) 1 1 1 1 2f x x x x x x= − + − − = − − − − = − − 2  
Έστω ( )1 2, 1,x x ∈ +∞  με  

( ) ( )1 2 1 2 1 22 2 2 2x x x x f x f x< ⇔ − < − ⇔ <  
Άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο ( )1,+∞  

• 1 0x− < <  
( ) 1 1 1 1f x x x x x 0= − − − = + − − =  

• 0 1x≤ ≤  
( ) 1 1 1 1 2f x x x x x x= − − + − = − + + − = − 2

≤ −

 

Άρα  ( )
2 2 1

    0           1 1
2 2 1

x x
f x x

x x

− − ≤ −⎧
⎪= − <⎨
⎪ − >⎩

Ελέγχουμε την μονοτονία της συνάρτησης στα διάφορα διαστήματα. 

 

• 1x ≤ −  
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Έστω ( )1 2, 1,x x ∈ +∞  με: 
( ) ( )1 2 1 2 1 22 2 2 2x x x x f x f< ⇔ − − > − − ⇔ > x  

Άρα η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο ( ], 1−∞ − . 
• 1x ≤ −  

Έστω ( )1 2, 1,x x ∈ +∞  με: 
( ) ( )1 2 1 2 1 22 2 2 2x x x x f x f x< ⇔ − < − ⇔ <  

Άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο ( )1,+∞ . 

(ε) Έχουμε την συνάρτηση ( )
( )
[ )

2 0,2

2 2,

x x
f x

x x

⎧ ∈⎪= ⎨
+ ∈ +∞⎪⎩

. 

• Για ( )1 2, 0,2∈  με: x x

( ) ( )2 2
1 2 1 2 1 2x x x x f x f x< ⇔ < ⇔ <  

άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο ( )0,2 . 
• Για [ )1 2, 2,x x ∈ +∞  με ( ) ( )1 2 1 2 1 22 2x x x x f x f x< ⇔ + < + ⇔ <  άρα η 

f  είναι γνησίως αύξουσα στο [ )2,+∞ . 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 
∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 33 xf x x e= + . Να μελετήσετε την f  ως προς 
τη μονοτονία. 

Λύση 
Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το fA = . 
Για  με 1 2,x x ∈ 1 2x x<  έχουμε: 

3
1 2 1

3
2x x x x< ⇔ <  (1) 

Επίσης έχουμε: 
3
13 3

1 2 1 2

3
2x xx x x x e e< ⇔ < ⇔ <  (2) 

Προσθέτοντας την (1) και την (2) κατά μέλη έχουμε ότι: 
( ) ( )3 3

1 23 3
1 2 1

x xe x e x f x f x+ < + ⇔ < 2  
Άρα η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα στο fA = . 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 

 

Έστω οι συναρτήσεις f  και  για τις οποίες ορίζεται η g f g  σε ένα 
διάστημα A. Να αποδείξετε ότι: 
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(α) αν οι f  και  είναι γνησίως αύξουσες, τότε η g f g  είναι γνησί-
ως αύξουσα. 
(β) αν η f  είναι γνησίως αύξουσα και η  γνησίως φθίνουσα, τότε η g
f g  είναι γνησίως φθίνουσα. 

Λύση 
(α) Έστω 1 2,x x ∈ A 2 με 1x x< . Τότε έχουμε: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2

g f
x x g x g x f g x f g x f g x f g x

↑ ↑

< ⇔ < ⇔ ⎡ ⎤ < ⎡ ⎤ ⇔ <⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
Άρα η f g  είναι γνησίως αύξουσα. 
(β) Έστω 1 2,x x ∈ A 2 με 1x x< . Τότε έχουμε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2

g f
x x g x g x f g x f g x f g x f g x

↓ ↑

< ⇔ > ⇔ ⎡ ⎤ > ⎡ ⎤ ⇔ >⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
Άρα η f g  είναι γνησίως αύξουσα. 

 

ΑΑσσκκήήσσεειιςς  

1. Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία τις παρακάτω συναρτήσεις: 

(α) 2( ) 2 1f x x= −     (β) 3( ) 2 1g x x= −          (γ) 
3 1,    

( )
2    ,    1

1x x
h x

x x
− <⎧

=⎨− ≥⎩
 

 
2. Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία τις παρακάτω συναρτήσεις: 

(α) ( ) 32f x x 1= −   (γ) ( ) 2
1

f x
x

=
−

 

(β) ( ) 1 2ln( 1)f x x= − −   (δ) ( ) 32 1xf x e −= −   
 

3. Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία τις παρακάτω συναρτήσεις: 

(α) 3( ) 2 1xf x e −= −   (β) ( )( ) 1 3ln 1g x x= − −   (γ) 2( )
1

h x
x

=
−

 

 

4. ∆ίνεται η συνάρτηση  με τύπο :f → ( ) ( )2log 1 1f x x= + + . Να 

μελετηθεί ως προς την μονοτονία. 
 

5. ∆ίνεται η συνάρτηση  με τύπο :f → ( ) 2

1xf x e= − . Να μελετηθεί 
ως προς την μονοτονία. 
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6. (α) Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι γνησίως αύξουσες συναρτήσεις στο 
σύνολο A , να αποδείξετε ότι και η συνάρτηση f g+  είναι γνησίως αύ-
ξουσα στο A . 
(β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ( ) 2F x x xημ= +  είναι γνησίως αύ-

ξουσα στο 0,
2
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

 
7. (α) Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι γνησίως αύξουσες στο σύνολο A  και 

για κάθε x A∈  είναι ( ) 0>  και f x ( ) 0 , να αποδείξετε ότι και η 
συνάρτηση 

g x >

f g⋅  είναι γνησίως αύξουσα στο A . 
(β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ( ) 2F x x xεϕ=  είναι γνησίως αύξου-

σα στο 0,
2
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
8. Αν η συνάρτηση  είναι γνησίως φθίνουσα και ( ) 0  για 

κάθε 

:f → f x >

x∈ , να δείξετε ότι η συνάρτηση 
2 ( ) 3( )
3 ( )

f xg x
f x

−
=  είναι γνησίως 

φθίνουσα στο . 
 

9. ∆ίνεται η συνάρτηση f  η οποία είναι γνησίως αύξουσα στο . Να δεί-
ξετε ότι η συνάρτηση ( ) ( ) ( ) 3f xg x e f x= + +  είναι γνησίως αύξουσα στο 

. 
 

10. Έστω ότι η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα A  και 
η g  είναι γνησίως φθίνουσα στο A . 
(α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f g−  είναι γνησίως αύξουσα στο A . 
(β) Αν  και  για κάθε ( ) 0f x ≥ ( ) 0g x > x A∈ , να δείξετε ότι η συνάρ-

τηση f
g

 είναι γνησίως αύξουσα στο A . 

(γ) Αν , να δείξετε ότι η συνάρτηση ( )g A A⊆ f g  είναι γνησίως φθί-
νουσα στο A . 

 

 

11. Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι γνησίως μονότονες στο , να αποδείξετε 
ότι η συνάρτηση g f  είναι: 



Μ
αθ

ημ
ατ
ικ
ά 
Κα

τε
ύθ

υν
ση

ς 
Γ 
Λυ

κε
ίο
υ 

 

Μουρατίδης Χ. - Τζουβάλης Α. 51

(α) γνησίως αύξουσα, αν ,f g  έχουν το ίδιο είδος μονοτονίας. 
(β) γνησίως φθίνουσα, αν ,f g  έχουν διαφορετικό είδος μονοτονίας. 
(γ) Τι συμπεραίνετε για τη μονοτονία της συνάρτησης 

( ) ( )332 3 5 7F x x= − + +  

 
12. Έστω συνάρτηση  με την ιδιότητα: :f → ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = + , 

για κάθε ,x y∈ . Αν ( ) 0  για κάθε 0f x > x >  να δείξετε ότι: 
(α) ( )0 0f =  
(β) η f  είναι περιττή 
(γ) η f  είναι γνησίως αύξουσα. 

 
Μέθοδος 2 (Επίλυση εξισώσεων-ανισώσεων) 
Για να λύσουμε μια ανίσωση ή εξίσωση η οποία δεν λύνεται με τις μεθό-
δους που έχουμε μάθει στις προηγούμενες τάξης κάνουμε τα εξής: 
Βήμα 1: Μεταφέρουμε όλους τους όρους της ανίσωσης ή της εξίσωσης 
στο πρώτο μέλος και το θέτουμε ως μια συνάρτηση f . 
Βήμα 2: Μελετάμε την μονοτονία της f  και με την βοήθεια αυτής λύνου-
με την ανίσωση ή την εξίσωση. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4 
Να λυθεί η ανίσωση: ln 1x x> − . 

Λύση 
Αρκεί να δείξω ότι: . ln 1 0x x+ − >
Έστω η συνάρτηση ( ) ln 1f x x x= + − , ( )0,fD = +∞ . Βρίσκω την μονοτο-
νία της f . 

 

Για 1 2x x<  (1) έχουμε ότι: 1 2 10 ln 2lnx x x x< < ⇔ <  (2) 
Προσθέτουμε κατά μέλη τις (1) και (2), οπότε προκύπτει ότι: 

( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2 1 2ln ln ln 1 ln 1x x x x x x x x f x f x+ < + ⇔ + − < + − ⇔ <  
Άρα η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα. 
Παρατηρούμε ότι ( )1f = 0 . Οπότε η ανίσωση γίνεται: 

( ) ( )ln 1 0 0 0
f

x x f x f x
↑

+ − > ⇔ > ⇔ >  
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Υποσημείωση: Η μονοτονία μιας συνάρτησης f  είναι χρήσιμη στην επίλυ-
ση ανισώσεων, δηλαδή: 

( )( )• Αν f  είναι γνησίως αύξουσα τότε: f

 

0 0x f x x x< ⇔ <  (δεν αλλάζει 
η φορά της ανίσωσης). 

• Αν f  είναι γνησίως φθίνουσα τότε: ( ) ( )f 0 0x f x x x< ⇔ >  (αλλάζει η 
φορά της ανίσωσης). 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5 
Έστω η συνάρτηση ( ): 0,g +∞ →  η οποία είναι γνησίως φθίνουσα 
και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο . Αν (1, 2A − )
για τη συνάρτηση ( ) ( )f  είναι lnf x x g x− 0 για κάθε x >  =

f  είναι γνησίως αύξουσα. (α) Να δείξετε ότι η 
(β) Να λύσετε την ανίσωση: ( )22ln 2x g x< +  στο ( )0,+∞   

Λύση 
f  έχει πεδίο ορισμού το ( )0,+∞ . (α) Η συνάρτηση 

Αφού η συνάρτηση  είναι ↓  έχουμε ότι: g
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 20 x x g x g x< < ⇔ > ⇔ g x g x− < −

1 2 1 20 ln ln
 (1) 

x x x x< < ⇔ <

(

 (2) Επίσης για κάθε 
Προσθέτουμε τις (1) και (2) κατά μέλη οπότε έχουμε ότι: 

) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2ln lnx g x x g x f x f x− < − ⇔ <  
f  είναι γνησίως αύξουσα. Άρα η συνάρτηση 

(β) Αφού το σημείο  ανήκει στην γραφική παράσταση της  έχου-
με ότι 

( )1, 2A −

(
g

)1 2g = − (. Επίσης ) ( )1 ln1 1 2f g= − = . Οπότε για την ανίσωση 
έχουμε: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2

2 2

2ln 2 2ln 2 ln 2
f

x g x x g x x g x
↑

< + ⇔ − < ⇔ − < ⇔

1 1 1 1f x f x x< ⇔ < ⇔ − < <
 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6 

Να λύσετε την ανίσωση: ( ) (
2 5 52 21ln 5 1x x x x+ )2 5x x

< + + − +
+ +

. 

Λύση 
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Η ανίσωση γράφεται ως: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

2 5 52 2
2

5 52 2 2 2

5 52 2 2 2

2 2

1ln 5 1
5

ln 1 ln 5 5 1

ln 1 1 ln 5 5

1 5 1

x x x x
x x

x x x x x x

x x x x x x

f x f x x

+
< + + − + ⇔

+ +

+ − + + < + + − + ⇔

+ + + < + + + + + ⇔

+ < + +

 

( )Όπου ( ) 5lnf x x x 0,fD =+  = +∞ . Βρίσκουμε την μονοτονία της συνάρ-
τησης f . 
Για 1 2 1 20 ln lnx x x x< < ⇔ <  και 5

1
5
2x x< . Προσθέτουμε κατά μέλη οπότε 

έχουμε: ( ) ( )5 5
1 1 2 2 1 2ln lnx x x x f x f x+ < + ⇔ <  άρα η f  είναι γνησίως αύ-

ξουσα. Οπότε από την  ανίσωση (1) προκύπτει: 
( ) ( )2 2 2 21 5 1 5f x f x x x x x x+ < + + ⇔ + < + + ⇔ > −4  

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7 

x

 

Να λύσετε την εξίσωση: 10 3 13x x+ = . 
Λύση 

0 1xΗ εξίσωση έχει προφανή ρίζα την = . Θα δείξουμε ότι αυτή είναι μο-
ναδική. 
Έχουμε: 

10 3 10 310 3 13 1 1 0
13 13x⇔ = ⇔

13

x xx x
x x x + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )

 

Έστω η συνάρτηση 10 3 1
13 13

x x

f x ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. Θα μελετήσουμε την συνάρ-

τηση f  ως προς την μονοτονία. 

Για 
1 2

1 2
10 10
13 13

x x

x x ⎛ ⎞ ⎛ ⎞< ⇔ >⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 και 
1 2

1 2
3 3

13 13

x x

x x ⎛ ⎞ ⎛ ⎞< ⇔ >⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. Προσθέτου-

με κατά μέλη τις δύο παραπάνω συναρτήσεις οπότε έχουμε ότι: 

( ) (

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

10 3 10 3 10 3 10 31 1
13 13 13 13 13 13 13 13

x x x x x x x x

f x f x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ > + ⇔ + − > + − ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⇔ >

 

)
Άρα η συνάρτηση f  είναι γνησίως φθίνουσα και άρα έχει μοναδική ρίζα 
την . 0 1x =
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13. Να λυθούν οι ανισώσεις: 
(α) ( ) ( )22 3    αν  f x x f x f+ > ↑  

(β) ( ) ( )ln ln(3)    αν  f x f f< ↓  

(γ) ( ) ( )2 1 3    αν  xf e f f+ < ↑  

 
14. Έστω οι συναρτήσεις ( ), : 0,f g +∞ → . Αν οι ,f g  είναι γνήσια 

αύξουσες και ισχύει ( ) 0 , f x > ( ) 0>  για κάθε 0g x x > , να δειχθεί ότι: 

(α) Η συνάρτηση 1 1h
f g

= +  είναι γνήσια φθίνουσα. 

(β) Η εξίσωση ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x+ = 0 έχει το πολύ μια λύση x > . 
 

15. Να λυθούν οι ανισώσεις: 
(α) ln 1x x> −    (γ) 2 2(2 3) (3 )f x x f− + < x x+ ( ) x αν f x e x= +  

(β) x1
1

xe
x

−
>

+
2( 1) (2 2)f x f x+ < − ( ) lnf x x x=    (δ)  αν + . 

  
16. Να αποδειχθούν οι ανισότητες: 

(α) ln ,   0e eα β β α β<
α

− < <

e e

  

(β) α βσυνα συνβ− > − 0, <α β π< <  
 

17. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 3 4 1.
x x

f x ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −
5 5⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎟  

(α) Να αποδειχθεί ότι η f  είναι γνησίως φθίνουσα. 
(β) Να λυθεί η εξίσωση 3 4 5x x x+ = . 
(γ) Να λυθεί η ανίσωση 3 4x 5x x

(

+ > . 
 

18. ∆ίνεται η συνάρτηση ) 2xf x x= + . 
(α) Να αποδειχθεί ότι η f  είναι γνησίως αύξουσα. 
(β) Να λυθεί η ανίσωση 

23 2 6 22 2 5 6.x x xx x− −> − +  −
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19. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f  και g  με ( ) 5 3 1xf x e x x x= + + + −  και 

( ) 32 lnx x− . g x x= − −

(α) Να δείξετε ότι οι f  και  είναι γνησίως μονότονες. g
(β) Να λυθούν οι ανισώσεις ( ) 0f x >  και ( ) 0g x > . 

 
20. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 310 4ln , 0f x x x= − > . 

(α) Να αποδείξετε ότι η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  ( )0,+∞
(β) Να λύσετε την ανίσωση ( )( )5 1f f ex 0− <  

 
21. Έστω η συνάρτηση  με :f → ( )0 0f =  η οποία είναι γνησίως φθί-

νουσα και η συνάρτηση ( ) ( )
1x

f x
g x

e
=

−
. Να δείξετε ότι ( ) 0  για κάθε 

0

g x <

x ≠ . 
 

22. Έστω η συνάρτηση ( ) xf x e x= + . Να λύσετε την ανίσωση 
( )1( )f lnx x+ < f . 

 
23. Έστω συνάρτηση f  γνησίως αύξουσα στο  και g  γνησίως φθίνουσα 

στο , με ( ) ( ) 1xf x g x− = e −  για κάθε x∈ . Να δείξετε ότι η εξί-
σωση ( ) ( )f x g x=  έχει μοναδική ρίζα. 

 

24. Έστω οι συναρτήσεις ( ) 2xf x e= −  και ( ) 1 2
1

g x
x

= −
+

. Να λύσετε την 

εξίσωση ( ) ( )f x g x= . 
 

25. Έστω οι συναρτήσεις , οι οποίες είναι γνησίως αύξουσες. , :f g →
(α) Να δείξετε ότι οι συναρτήσεις f g  και f g+  είναι γνησίως αύ-
ξουσες. 
(β) ∆ίνεται η συνάρτηση  με h ( ) (2 1) (3 2),   h x f x f x x= − + − ∈  

(1) Να μελετήσετε την  ως προς την μονοτονία. h
(2)Αν η fC  τέμνει τον άξονα 'x x  στο σημείο με τετμημένη 1 να λύ-
σετε την ανίσωση (2 1) (3 2)f x f x− < − − . 
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26. Αν ( ],0  και [f ↓ −∞ )0,  να λύσετε της ανισώσεις: f ↑ +∞

(α) ( ) ( ) ( ) ( )2 7 4 2008f x f x f x f x+ = +  

(β) ( ) ( ) ( ) ( )5 3 10f x f x f x f x+ = +  στο ( )0,+∞ . 

 
Μέθοδος 3 (Εύρεση μονοτονία μιας συνάρτησης ή επίλυση εξίσωσης-
ανίσωσης μέσω συναρτησιακής σχέσης) 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 8 
∆ίνεται μια συνάρτηση f  ορισμένη στο , η οποία είναι γνησίως μο-
νότονη και ισχύει η σχέση ( ) ( )4f x f x= − −  (1) για κάθε x∈ . Να 
δείξετε ότι η εξίσωση  έχει μοναδική ρίζα. ( ) 0f x =

Λύση 
Για 2x =  η σχέση (1) γίνεται: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 2 2 2 2 0 2 0f f f f f f= − − ⇔ = − ⇔ = ⇔ =  
Η συνάρτηση f  είναι γνησίως μονότονη άρα έχει μοναδική ρίζα την 

. 0 2x =
Για 2x =  η σχέση (1) γίνεται: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 2 2 2 2 0 2 0f f f f f f= − − ⇔ = − ⇔ = ⇔ =  
Η συνάρτηση f  είναι γνησίως μονότονη άρα έχει μοναδική ρίζα την 

. 0 2x =
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 9 
Έστω η συνάρτηση ( ) 1xf x x e= + − . 
Α.(1) Να εξετάσετε την f  ως προς τη μονοτονία  
 (2) Να λύσετε την εξίσωση 1xe x= −  

Β. ∆ίνεται η συνάρτηση  για την οποία ισχύει :g →

( ) ( ) 2g xg x e x+ = +1 (α) για κάθε x∈ . 
   (1) Να δείξετε ότι  ( )0 0g =

   (2) Να δείξετε ότι η  είναι γνησίως αύξουσα. g
   (3) Να λύσετε την ανίσωση ( )( ) 0g f x >  

Λύση 

 

Α. (1) Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το A = . 
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Έστω 1 2x x<  τότε 1 2x xe e< . Προσθέτουμε κατά μέλη τις δύο σχέσης και 
έχουμε ότι: 

( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 2 11 1x x x x

2x e x e x e x e f x f x+ < + ⇔ + − < + − ⇔ <  
Άρα η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα. 
Α. (2) Η 0x =  προφανής ρίζα της εξίσωσης. 
Η εξίσωση γίνεται: 

( )1 1 0x xe x e x f x= − ⇔ + − = ⇔ = 0  
Η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα (από το ερώτημα (1)) άρα έχει μο-
ναδική ρίζα. Άρα η εξίσωση έχει μοναδική ρίζα την 0x = . 
Β. (1) Για 0x =  η σχέση (α) γίνεται: ( ) ( ) ( ) ( )0 00 1 1g gg e e g+ = ⇔ = − 0 . 
Από το ερώτημα Α. (2) προκύπτει ότι: ( )0 0g = . 
Β. (2) Έστω ότι υπάρχουν 1 2x x<  τέτοια ώστε ( ) ( )1g x g x≥ 2 . Έχουμε: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2

g x gg x g x e e≥ ⇔ ≥ x  
Προσθέτουμε κατά μέλη τις δύο παραπάνω ανισώσεις, οπότε: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2 1 22 1 2 1g x g xg x e g x e x x x x+ ≥ + ⇔ + ≥ + ⇔ ≥1 2  

Άτοπο διότι υποθέσαμε ότι 1 2x x< . 
Β. (3) Η ανίσωση γίνεται: 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

g

f

g f x g f x g f x

f x f x

↑

↑

> ⇔ > ⇔ > ⇔

⇔ > ⇔ >

0
 

 

ΑΑσσκκήήσσεειιςς  

27. Έστω η συνάρτηση  για την οποία ισχύει :f A→ ( ) ( )3 1f xf x e x=  
για κάθε 

+ +

x∈ . Να αποδείξετε ότι η f  είναι γνησίως αύξουσα. 
 

28. Έστω  συνάρτηση, η οποία είναι γνησίως μονότονη. Αν για τη 
συνάρτηση  ισχύει: 

:f →
:g →

( )( ) ( ) ( )( )2008 2005f g x f x f g x+ ≥ ≥ +  για κάθε x∈  να αποδεί-
ξετε ότι ( ) 2005g x x= −  

 
29. Να δείξετε ότι δεν υπάρχει γνησίως μονότονη συνάρτηση  

για την οποία ισχύει 
:f →

( )( ) 3 0xf f x + =  για κάθε x∈ . 
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30. ∆ίνεται η συνάρτηση  για την οποία ισχύει: :f →

2

3( )   
1 ( )

xef x
f x

=
+

, για κάθε x∈ . 

(α) Να δείξετε ότι  για κάθε ( ) 0f x > x∈ . 
(β) Να βρείτε την (0)f . 
(γ) Να δείξετε ότι η f  είναι γνησίως αύξουσα. 
(δ) Να λύσετε την ανίσωση: ln . ( ) 0f x >

 
31. ∆ίνεται η συνάρτηση  για την οποία ισχύει: :f →

( ) ( )ln 1 ln 3,  0f x x f x x x− + − = + >  
Αν η f  είναι γνησίως αύξουσα να λύσετε: 
(α) την εξίσωση ( ) 2f x =  

 

(β) την ανίσωση ( )1 2xf e − <  
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