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Ðñüëïãïò

Ç êáôáíüçóç ôùí èåìåëéùäþí äéáäéêáóéþí ôïõ öõóéêïý êüóìïõ âáóßæåôáé êáôÜ ìåãÜëï

ìÝñïò óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (Ì.Ä.Å.). Ïé åîéóþóåéò áõôÝò

óõìðëçñþíïíôáé êáôÜ êáíüíá ìå êáôÜëëçëåò óõíïñéáêÝò, Þ áñ÷éêÝò êáé óõíïñéáêÝò

óõíèÞêåò ïýôùò þóôå íá ðåñéãñÜöïõí êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï ôç ëýóç ôùí ðñïâëçìÜôùí

ôá ïðïßá ìïíôåëïðïéïýí. Ùò ðáñáäåßãìáôá öáéíïìÝíùí ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé áðü Ì.Ä.Å.

áíáöÝñïõìå ôç ñïÞ ôùí ñåõóôþí, ôç äéÜ÷õóç ÷çìéêþí ïõóéþí, ôç äéÜäïóç ôçò èåñìü-

ôçôáò, ôç äéÜäïóç êõìÜôùí, êáé ôçí ôáëÜíôùóç óôåñåþí.

Ëüãù ôùí ðïëëþí åöáñìïãþí ôïõò óôç ìïíôåëïðïßçóç öõóéêþí öáéíïìÝíùí, ïé

Ì.Ä.Å. áðïôåëïýóáí ìÝ÷ñé êáé ôïí äÝêáôï Ýíáôï áéþíá ïõóéáóôéêÜ Ýíáí êëÜäï ôçò Öõ-

óéêÞò. Ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ üìùò ç ìáèçìáôéêÞ èåùñßá ôùí Ì.Ä.Å. áíáðôý÷èçêå

óå ôÝôïéï âáèìü, þóôå ï êëÜäïò ôïõò íá ìåôáôïðéóèåß ðëÝïí óôï åðßêåíôñï ôùí Ìáèç-

ìáôéêþí êáé íá áðïôåëåß óÞìåñá êéíçôÞñéï äýíáìç ôùí Ìáèçìáôéêþí. Ç ìåëÝôç ôùí

Ì.Ä.Å. Ý÷åé ïäçãÞóåé óå íÝåò ìáèçìáôéêÝò èåùñßåò, ïé ïðïßåò áíáðôýóóïíôáé ñáãäáßá

êáé Ý÷ïõí åðçñåÜóåé óå óçìáíôéêü âáèìü óõããåíåßò êëÜäïõò, üðùò ç ÁíÜëõóç êáé ç

Ãåùìåôñßá.

¼óá ó÷åôßæïíôáé ìå ôç èåùñßá êáé ôç ìåëÝôç éäéïôÞôùí ëýóåùí Ì.Ä.Å. äéáêñßíï-

íôáé ãéá ôçí ïìïñöéÜ êáé ôçí êïìøüôçôÜ ôïõò. Ôï ðñïâëçìáôéêü ìÝñïò áñ÷ßæåé üôáí

êáíåßò ðñïóðáèÞóåé íá ðñïóäéïñßóåé ðñáãìáôéêÜ ëýóåéò Ì.Ä.Å.. Ìüíï óå óðÜíéåò êáé

ðïëý áðëÝò ðåñéðôþóåéò ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóèïýí áíáëõôéêÜ ïé ëýóåéò Ì.Ä.Å., íá

ðÜñïõìå äçëáäÞ ôç ëýóç ôïõò óå êëåéóôÞ ìïñöÞ. ÓõíÞèùò êáôáöåýãïõìå óå ðñïóÝã-

ãéóç ôçò ëýóåùò ìå áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò, ãåãïíüò ðïõ Ý÷åé ïäçãÞóåé óå Üíèéóç ôïí

êëÜäï ôçò ÁñéèìçôéêÞò ÁíÜëõóçò ðïõ áó÷ïëåßôáé áêñéâþò ìå áõôü ôï èÝìá, äçëáäÞ ìå

ôçí êáôáóêåõÞ, áíÜëõóç êáé õëïðïßçóç ìåèüäùí ðñïóÝããéóçò ëýóåùí Ì.Ä.Å..

Ìéá ðñþôç ìïñöÞ ôùí óçìåéþóåùí áõôþí ãñÜöôçêå ôï 1993 ãéá ôïõò ðñïðôõ÷éá-

êïýò öïéôçôÝò ôïõ ÔìÞìáôïò Ìáèçìáôéêþí ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ ÊñÞôçò. Óôçí ðáñïýóá

ìïñöÞ ïé óçìåéþóåéò ãñÜöôçêáí ãéá ôïõò ðñïðôõ÷éáêïýò öïéôçôÝò ôïõ ÔìÞìáôïò Ìá-

èçìáôéêþí êáé ÓôáôéóôéêÞò ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Êýðñïõ. Óå ïñéóìÝíá óçìåßá áêïëïõ-

èïýìå ôï âéâëßï “Walter A. Strauss: Partial Differential Equations: An Introduction. John

i



ii

Wiley, New York, 1992”.

Ïé óçìåéþóåéò áðïôåëïýíôáé áðü Ýîé êåöÜëáéá. Óôï ðñþôï, åéóáãùãéêÞò öýóåùò êå-

öÜëáéï äßíïíôáé ðáñáäåßãìáôá Ì.Ä.Å., ìåëåôþíôáé åí óõíôïìßá ãñáììéêÝò, áëëÜ êáé ìç

ãñáììéêÝò, Ì.Ä.Å. ðñþôçò ôÜîåùò, áíáöÝñåôáé ï ñüëïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõí-

èçêþí, ïñßæïíôáé êáëþò ôåèåéìÝíá ðñïâëÞìáôá êáé ôáîéíïìïýíôáé ïé ãñáììéêÝò Ì.Ä.Å.

äåõôÝñáò ôÜîåùò óå åëëåéðôéêÝò, õðåñâïëéêÝò êáé ðáñáâïëéêÝò åîéóþóåéò. Ôï äåýôåñï

êáé ôï ôñßôï êåöÜëáéï áöïñïýí ôéò äýï óçìáíôéêüôåñåò äõíáìéêÝò Ì.Ä.Å., ôçí êõìáôéêÞ

åîßóùóç êáé ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò, áíôßóôïé÷á. Ôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï åßíáé âïç-

èçôéêü. Óå áõôü ðáñïõóéÜæïíôáé âáóéêÜ óôïé÷åßá ôçò èåùñßáò ôùí óåéñþí ôïõ Fourier.

Óôï ðÝìðôï êåöÜëáéï áíôéìåôùðßæïíôáé ïñéóìÝíá èÝìáôá ãéá ôéò åîéóþóåéò ôïõ êýìá-

ôïò êáé ôçò èåñìüôçôáò ìå ôçí ôå÷íéêÞ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí, ìå ôç âïÞèåéá

ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôïõ ôÝôáñôïõ êåöáëáßïõ. Ôï ôåëåõôáßï êåöÜëáéï áíáöÝñåôáé óôç

óçìáíôéêüôåñç óôáôéêÞ Ì.Ä.Å., ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace.

Ïé öïéôçôÝò ðïõ èá ìÜèïõí üóá áíáöÝñïíôáé óôéò ðáñïýóåò óçìåéþóåéò, èá åîïé-

êåéùèïýí áðëþò ìå ïñéóìÝíá âáóéêÜ èÝìáôá ôçò èåùñßáò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Âáóéêüò óêïðüò ôïõ ìáèÞìáôïò åßíáé ç êáôáíüçóç ôïõ ñüëïõ

ôùí áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ðïõ ïäçãïýí óå êáëþò ôåèåéìÝíá ðñïâëÞìáôá

ãéá ôéò ôñåéò âáóéêÝò åîéóþóåéò äåõôÝñáò ôÜîåùò, ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç, ôçí åîßóùóç

ôçò èåñìüôçôáò êáé ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace. Ôï áíôéêåßìåíï åßíáé åêôåíÝóôáôï, ç âá-

èýôåñç êáôáíüçóÞ ôïõ áðáéôåß ðñï÷ùñçìÝíåò ãíþóåéò Ìáèçìáôéêþí êáé êáô’ áíÜãêçí

áíôéìåôùðßæåôáé óõóôçìáôéêÜ ìüíï óå åðßðåäï ìåôáðôõ÷éáêþí óðïõäþí.

ÕðÜñ÷åé ðëçèþñá ðïëý êáëþí âéâëßùí ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñá-

ãþãïõò, êáôÜ êáíüíá ìåôáðôõ÷éáêïý åðéðÝäïõ. ÏñéóìÝíá áðü ôá âéâëßá åßíáé ãåíéêÜ,

Üëëá áíáöÝñïíôáé óå åéäéêÜ èÝìáôá, öåñ’ åéðåßí óå åîéóþóåéò åíüò óõãêåêñéìÝíïõ ôý-

ðïõ. ÄåäïìÝíïõ üôé ç ðåñéï÷Þ åßíáé åõñýôáôç, åßíáé ðïëý äýóêïëï íá êáëõöèåß óå éêá-

íïðïéçôéêü âáèìü áêüìç êáé óå âéâëßá ìåôáðôõ÷éáêïý åðéðÝäïõ. Áðü ôá ãåíéêÜ âéâëßá

åîáéñåôéêü èåùñåßôáé áõôü ôïõ Evans, âë. âéâëéïãñáößá.

ÓåðôÝìâñéïò 2003

Ã. Áêñßâçò
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1. ÅéóáãùãÞ

Óôï åéóáãùãéêü áõôü êåöÜëáéï èá ãíùñßóïõìå äéÜöïñá ðáñáäåßãìáôá Ì.Ä.Å.,

èá ëýóïõìå ïñéóìÝíåò áðëÝò Ì.Ä.Å., èá äïýìå êÜðïéåò áðëÝò éäéüôçôåò ãñáììé-

êþí êáèþò êáé ìç ãñáììéêþí Ì.Ä.Å. ðñþôçò ôÜîåùò, èá ìéëÞóïõìå ãéá áñ÷éêÝò

êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, èá ïñßóïõìå êáëþò ôåèåéìÝíá ðñïâëÞìáôá êáé, ôÝ-

ëïò, èá ôáîéíïìÞóïõìå ôéò Ì.Ä.Å. äåõôÝñáò ôÜîåùò.

1.1 Ðáñáäåßãìáôá

Ì.Ä.Å. (partial differential equations) êáëïýíôáé ãåíéêÜ åîéóþóåéò ìå Üãíùóôç

ìéá óõíÜñôçóç, ôïõëÜ÷éóôïí äýï ìåôáâëçôþí, üôáí óå áõôÝò ôéò åîéóþóåéò, ðÝ-

ñáí åíäå÷ïìÝíùò áðü ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç êáé ôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëç-

ôÝò, åìöáíßæïíôáé êáé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò Üãíùóôçò óõíÜñôçóçò, öåñ’ åé-

ðåßí F (x, y, u, ux, uy) = 0 ìå äåäïìÝíç F êáé Üãíùóôç ôç u. Óôéò Ì.Ä.Å. Ý÷ïõìå

äçëáäÞ ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò.

ÊÜèå ïìáëÞ óõíÜñôçóç u äýï ìåôáâëçôþí ïñéóìÝíç óå Ýíá ÷ùñßï (äçëá-

äÞ áíïéêôü, ìç êåíü óýíïëï) Ω, ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé F (x, y, u(x, y), ux(x, y),

uy(x, y)) = 0, ãéá êÜèå (x, y) ∈ Ω, êáëåßôáé ëýóç Þ êëáóéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò

åîßóùóçò F (x, y, u, ux, uy) = 0. Ï üñïò êëáóéêÞ ëýóç õðïäçëþíåé üôé ç óõíÜñ-

ôçóç åßíáé ôüóï ïìáëÞ þóôå üëåò ïé ðáñÜãùãïé ðïõ åìöáíßæïíôáé óôçí åîßóùóç

íá åßíáé óõíå÷åßò êáé ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáô’ áíôéäéáóôïëÞí ðñïò ôïí üñï áóèå-

íÞò ëýóç, ï ïðïßïò õðïäçëþíåé üôé ç ëýóç áõôÞ éêáíïðïéåß “êáôÜ êÜðïéá Ýííïéá”

ôçí åîßóùóç (Ýííïéá ç ïðïßá äéáöÝñåé áðü ðåñßðôùóç óå ðåñßðôùóç), äåí åßíáé

üìùò áñêåôÜ ïìáëÞ þóôå íá åßíáé êëáóéêÞ ëýóç.

ÔÜîç (order) ìéáò Ì.Ä.Å. êáëåßôáé ç õøçëüôåñç ôÜîç ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ

ðïõ åìöáíßæåôáé óôçí åîßóùóç, öåñ’ åéðåßí ç xuy + y2ux = f(x, y, u) åßíáé ðñþ-

ôçò ôÜîåùò, ç uxy +(x+ y)uy = f(x, y, ux) åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò, êáé ç ôÜîç ôçò

1
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f(x, ux, uxxxy) = 0 åßíáé ôÝóóåñá.

Áí ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç êáé ïé ìåñéêÝò ôçò ðáñÜãùãïé åìöáíßæïíôáé ãñáì-

ìéêÜ óå ìéá Ì.Ä.Å., ôüôå ç åîßóùóç êáëåßôáé ãñáììéêÞ. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí,

ïé åîéóþóåéò

ux − uyy = f(x, y),

uxx + uyy + (x2 + y2)u = f(x, y)

åßíáé ãñáììéêÝò. Ç åîßóùóç ux + uuy = 0 äåí åßíáé ãñáììéêÞ, åßíáé, üðùò ëÝìå,

ìç ãñáììéêÞ. ÁêñéâÝóôåñá, ìéá ãñáììéêÞ åîßóùóç åßíáé ôçò ìïñöÞò

(1.1) Lu = f,

üðïõ L Ýíáò ãñáììéêüò äéáöïñéêüò ôåëåóôÞò, äçëáäÞ ôÝôïéïò þóôå

L(u+ v) = Lu+ Lv, L(cu) = cLu, c ∈ R,

êáé f ìéá óõíÜñôçóç ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí. Ç ãñáììéêÞ åîßóùóç (1.1)

ëÝãåôáé ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç áí f = 0, äéáöïñåôéêÜ êáëåßôáé ìç ïìïãåíÞò.

Åßíáé ãåíéêü öáéíüìåíï óôá ÌáèçìáôéêÜ, ôá ãñáììéêÜ ðñïâëÞìáôá íá åßíáé

êáôÜ ðïëý áðëïýóôåñá ôùí ìç ãñáììéêþí. Ôï ðëåïíÝêôçìá ôçò ãñáììéêüôç-

ôáò ìéáò åîßóùóçò Lu = 0 åßíáé üôé, áí u1, . . . , un åßíáé ëýóåéò ôçò, ôüôå êáé ïé

ãñáììéêïß óõíäõáóìïß

c1u1 + · · · + cnun, ci ∈ R,

åßíáé åðßóçò ëýóåéò ôçò. Áõôü ôï ãåãïíüò êáëåßôáé ìåñéêÝò öïñÝò áñ÷Þ ôçò õðåñ-

èÝóåùò (superposition principle) Þ áêüìá êáé áñ÷Þ ôçò åðáëëçëßáò.

Áí ôþñá u1 åßíáé ëýóç ìéáò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò åîéóþóåùò Lu = 0 êáé u2

ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò Lu = f, ôüôå ç u1 + u2 áðïôåëåß åðßóçò ëýóç ôçò ìç

ïìïãåíïýò åîéóþóåùò.

Áò ðñïóðáèÞóïõìå ôþñá íá ëýóïõìå ïñéóìÝíåò áðëïýóôáôåò Ì.Ä.Å.. ¸óôù

üôé æçôåßôáé ìéá óõíÜñôçóç u äýï ìåôáâëçôþí, x êáé y, ôÝôïéá þóôå uxx = 0. Ç

(ux)x = 0 óçìáßíåé öõóéêÜ üôé ç ux åßíáé áíåîÜñôçôç ôïõ x, óõíåðþò ux(x, y) =

f(y), üðïõ f ìéá ôõ÷áßá ïìáëÞ óõíÜñôçóç. (Óôç óõíÝ÷åéá üôáí èá ìéëÜìå ãéá
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ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò, èá åííïïýìå ðÜíôá óõíáñôÞóåéò ôüóï ïìáëÝò, üóï áðáé-

ôåßôáé ãéá íá åßíáé óõíå÷åßò ïé ðáñÜãùãïé ðïõ åìöáíßæïíôáé êáé íá Ý÷ïõí íüçìá

üóá áíáöÝñïíôáé.) Ïëïêëçñþíïíôáò ðÜëé ùò ðñïò x, äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé

(1.2) u(x, y) = f(y)x+ g(y),

üðïõ f êáé g ôõ÷áßåò ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò ôïõ y. Áò èõìçèïýìå ôþñá ëßãï ôï

ðñüâëçìá ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç: Áí æçôåßôáé ìéá óõ-

íÜñôçóç u ôïõ x ôÝôïéá þóôå u′′ = 0, ôüôå ç ëýóç åßíáé ðñïöáíþò

(1.3) u(x) = αx+ β,

üðïõ α êáé β ôõ÷áßåò óôáèåñÝò. Ôïí ñüëï ôùí ôõ÷áßùí óôáèåñþí α êáé β óôçí

(1.3) áíáëáìâÜíïõí äçëáäÞ óôçí (1.2) ôõ÷áßåò óõíáñôÞóåéò ôïõ y. Óçìåéþíïõ-

ìå üôé Ì.Ä.Å. ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìüíï ùò ðñïò ìßá ìåôáâëç-

ôÞ, åßíáé óôçí ïõóßá óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, ïé õðüëïéðåò áíåîÜñôçôåò

ìåôáâëçôÝò ðáßæïõí áðëþò ôïí ñüëï ðáñáìÝôñùí. Ìå áõôÞí ôçí Ýííïéá áíá-

öåñèÞêáìå ðñïçãïõìÝíùò óôç u′′ = 0 ùò áíôßóôïé÷çò ôçò uxx = 0. Ãéá Ì.Ä.Å.

ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ðáñáãþãïõò ùò ðñïò äýï Þ ðåñéóóüôåñåò ìåôáâëçôÝò, üðùò öåñ’

åéðåßí ç uxy = 0, äåí õðÜñ÷ïõí áíôßóôïé÷åò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.

Êáé ç uxy = 0 ëýíåôáé åýêïëá: Ïëïêëçñþíïíôáò ùò ðñïò y, èåùñþíôáò ôï x

óôáèåñü, ëáìâÜíïõìå ux(x, y) = f(x). Ïëïêëçñþíïíôáò óôç óõíÝ÷åéá ùò ðñïò

x Ý÷ïõìå

(1.4) u(x, y) = F (x) +G(y),

üðïõ F ôÝôïéá þóôå F ′ = f. ÓõíïëéêÜ, ç ëýóç ôçò uxy = 0 äßíåôáé áðü ôçí (1.4),

üðïõ F êáé G ôõ÷áßåò ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò.

1.2 ÃñáììéêÝò Ì.Ä.Å. ðñþôçò ôÜîåùò

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ãñáììéêÝò Ì.Ä.Å. ðñþôçò ôÜîåùò.

Óôç ìåëÝôç ôùí åí ëüãù åîéóþóåùí ðïëý óçìáíôéêü ñüëï ðáßæïõí ïé êáôÜ êá-

ôåýèõíóç ðáñÜãùãïé. Ðñéí áñ÷ßóïõìå ìå ôï êõñßùò èÝìá ìáò, õðåíèõìßæïõìå åí

óõíôïìßá ïñéóìÝíá âáóéêÜ ðñÜãìáôá ãéá êáôÜ êáôåýèõíóç ðáñáãþãïõò.
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1.2.1 ÊáôÜ êáôåýèõíóç ðáñÜãùãïé

¸óôù u : R × R → R ìéá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç, u = u(x, y). Áí

ϕ : R → R åßíáé ìéá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç, èåùñïýìå ôçí êáìðýëç

γ : {(x, ϕ(x)) : x ∈ R}, ðñïóáíáôïëéóìÝíç Ýôóé þóôå íá äéáãñÜöåôáé êáôÜ ôç

öïñÜ ðïõ áõîÜíåé ôï x.

Óôáèåñïðïéïýìå Ýíá x êáé èåùñïýìå ôï óçìåßï (x, ϕ(x)) ôçò êáìðýëçò γ.

Ç êáôÜ êáôåýèõíóç ðáñÜãùãïò ôçò u óôï óçìåßï (x, ϕ(x)) óôçí êáôåýèõíóç ôçò

êáìðýëçò γ ïñßæåôáé ùò ôï üñéï

lim
s ↓ x

u(s, ϕ(s)) − u(x, ϕ(x))

|(s, ϕ(s)) − (x, ϕ(x))| ,

üðïõ | · | åßíáé ç Åõêëåßäåéá íüñìá óôïí R
2, äçëáäÞ |(a, b)| :=

√
a2 + b2. Óçìåéþ-

íïõìå üôé ôá óçìåßá (s, ϕ(s)) âñßóêïíôáé óôçí êáìðýëç γ, s > x, |(s, ϕ(s)) −
(x, ϕ(x))| åßíáé ç Åõêëåßäåéá áðüóôáóç ìåôáîý ôùí óçìåßùí (s, ϕ(s)) êáé (x, ϕ(x)),

|(s, ϕ(s)) − (x, ϕ(x))| =

√

(s− x)2 +
(

ϕ(s) − ϕ(x)
)2
,

êáé ôï óçìåßï (s, ϕ(s)) êéíåßôáé êáôÜ ìÞêïò ôçò êáìðýëçò γ ðñïò ôï óçìåßï

(x, ϕ(x)). Äéáéñþíôáò áñéèìçôÞ êáé ðáñïíïìáóôÞ ìå s − x, ÷ñçóéìïðïéþíôáò

ôï èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò ôïõ äéáöïñéêïý ëïãéóìïý êáé ôï ãåãïíüò üôé ïé

óõíáñôÞóåéò u êáé ϕ åßíáé óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò, äéáðéóôþíåé êáíåßò åýêïëá

üôé

lim
s ↓ x

u(s, ϕ(s)) − u(x, ϕ(s))
√

(s− x)2 +
(

ϕ(s) − ϕ(x)
)2

=
ux(x, ϕ(x))
√

1 +
(

ϕ′(x)
)2

lim
s ↓ x

u(x, ϕ(s)) − u(x, ϕ(x))
√

(s− x)2 +
(

ϕ(s) − ϕ(x)
)2

=
uy(x, ϕ(x))ϕ′(x)
√

1 +
(

ϕ′(x)
)2

,

ïðüôå áöáéñþíôáò êáé ðñïóèÝôïíôáò ôï u(x, ϕ(s)) õðïëïãßæïõìå åýêïëá ôçí êá-

ôÜ êáôåýèõíóç ðáñÜãùãï êáé ïäçãïýìåèá óôï óõìðÝñáóìá

(1.5) lim
s ↓ x

u(s, ϕ(s)) − u(x, ϕ(x))

|(s, ϕ(s)) − (x, ϕ(x))| =
ux(x, ϕ(x)) + uy(x, ϕ(x))ϕ′(x)

√

1 +
(

ϕ′(x)
)2

.

Ðáñáôçñïýìå üôé ï áñéèìçôÞò óôç ó÷Ýóç (1.5) åßíáé ôï Åõêëåßäåéï åóùôåñéêü

ãéíüìåíï ôùí äéáíõóìÜôùí
(

1, ϕ′(x)
)

êáé
(

ux(x, ϕ(x)), uy(x, ϕ(x))
)

, ï äå ðáñïíï-
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ìáóôÞò êáíïíéêïðïéåß ôï äéÜíõóìá
(

1, ϕ′(x)
)

, äçëáäÞ ôï äéÜíõóìá

1
√

1 +
(

ϕ′(x)
)2

(

1, ϕ′(x)
)

åßíáé ìïíáäéáßï, Ý÷åé Åõêëåßäåéï ìÝôñï ßóï ìå ôç ìïíÜäá.

Óçìåéþíïõìå áêüìç üôé áí äýï êáìðýëåò γ êáé γ̃ äéÝñ÷ïíôáé áðü Ýíá óçìåßï
(

x, ϕ(x)
)

êáé Ý÷ïõí óå áõôü ôçí ßäéá åöáðôïìÝíç, ôüôå ç êáôÜ êáôåýèõíóç ðá-

ñÜãùãïò ôçò óõíÜñôçóçò u óôï óçìåßï
(

x, ϕ(x)
)

êáôÜ ìÞêïò ôçò γ ôáõôßæåôáé

ìå ôçí êáôÜ êáôåýèõíóç ðáñÜãùãï ôçò u óôï ßäéï óçìåßï êáôÜ ìÞêïò ôçò γ̃.

Éäéáßôåñá ç êáôÜ êáôåýèõíóç ðáñÜãùãïò ôçò u óôï óçìåßï
(

x, ϕ(x)
)

ôáõôßæåôáé

ìå ôçí êáôÜ êáôåýèõíóç ðáñÜãùãï ôçò u óôï ßäéï óçìåßï êáôÜ ìÞêïò ôçò åöá-

ðôïìÝíçò ôçò γ óôï óçìåßï
(

x, ϕ(x)
)

. Ç êáôåýèõíóç ôçò åí ëüãù åöáðôïìÝíçò

äßíåôáé öõóéêÜ áðü ôï äéÜíõóìá
(

1, ϕ′(x)
)

. ÁõôÝò ïé éäéüôçôåò ìáò ïäçãïýí óôïí

åîÞò ïñéóìü: Áí (a, b) åßíáé Ýíá ìç ìçäåíéêü äéÜíõóìá ôïõ R
2, ôüôå ç ðïóüôçôá

(1.6)
aux(x, y) + buy(x, y)√

a2 + b2

êáëåßôáé êáôÜ êáôåýèõíóç ðáñÜãùãïò ôçò u óôï óçìåßï (x, y) óôçí êáôåýèõíóç

(a, b).

Ïëïêëçñþíïõìå áõôÞ ôç âïçèçôéêÞ õðïåíüôçôá ìå ìéá áðëÞ, áëëÜ éäéáßôå-

ñá ÷ñÞóéìç ãéá ôç óõíÝ÷åéá ðáñáôÞñçóç: ¸óôù üôé ç êáôÜ êáôåýèõíóç ðáñÜ-

ãùãïò ôçò u êáôÜ ôçí êáôåýèõíóç ôçò γ ìçäåíßæåôáé óå êÜèå óçìåßï ôçò γ. Éó÷õ-

ñéæüìáóôå üôé ç u åßíáé óôáèåñÞ êáôÜ ìÞêïò ôçò γ, äçëáäÞ ëáìâÜíåé ôçí ßäéá

ôéìÞ óå üëá ôá óçìåßá ôçò. ÐñÜãìáôé, áí ïñßóïõìå ôç âïçèçôéêÞ óõíÜñôçóç

g : R → R, g(x) := u(x, ϕ(x)), äéáðéóôþíïõìå üôé ç ðáñÜãùãüò ôçò ìçäåíßæåôáé,

g′(x) = ux(x, ϕ(x)) + uy(x, ϕ(x))ϕ′(x) = 0,

óõíåðþò ç g åßíáé óôáèåñÞ, ïðüôå ç u åßíáé óôáèåñÞ êáôÜ ìÞêïò ôçò γ.

1.2.2 Ç ïìïãåíÞò åîßóùóç

Óôçí åíüôçôá áõôÞ óõìâïëßæïõìå ìå u ìéá óõíÜñôçóç äýï ìåôáâëçôþí, u : R ×
R → R, u = u(x, t).



6 1. ÅéóáãùãÞ

Áñ÷ßæïõìå ôç ìåëÝôç ïìïãåíþí ãñáììéêþí Ì.Ä.Å. ðñþôçò ôÜîåùò ìå Ýíá

áðëïýóôáôï ðáñÜäåéãìá. Áí ç ðñþôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò u ùò ðñïò ôçí ðñþ-

ôç ôçò ìåôáâëçôÞ éóïýôáé ìå ìçäÝí, ôüôå ç u åßíáé öõóéêÜ óõíÜñôçóç ìüíï ôçò

äåýôåñçò ìåôáâëçôÞò ôçò, äçëáäÞ ïé ëýóåéò ôçò åîßóùóçò

(1.7) ux = 0

åßíáé ôçò ìïñöÞò u(x, t) = ϕ(t), üðïõ ϕ ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç.

Áò èåùñÞóïõìå ôþñá ôçí åîßóùóç

(1.8) ut + ux = 0.

Èá ëýóïõìå áõôÞí ôçí åîßóùóç ìå äýï ôñüðïõò:

Ç Ýêöñáóç
1√
2

(

ux(x, t) + ut(x, t)
)

åßíáé ç êáôÜ êáôåýèõíóç ðáñÜãùãïò ôçò u óôçí êáôåýèõíóç (1, 1), êáé áöïý,

óýìöùíá ìå ôçí (1.8), áõôÞ ç ðïóüôçôá ìçäåíßæåôáé, ç u åßíáé óôáèåñÞ óå üëåò

ôéò åõèåßåò ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëåò ðñïò ôï äéÜíõóìá (1, 1), äçëáäÞ ôéò åõèåßåò

ôçò ìïñöÞò x− t = óôáèåñÜ. ÅðïìÝíùò ïé ëýóåéò ôçò (1.8) åßíáé ôçò ìïñöÞò

(1.9) u(x, t) = f(x− t),

üðïõ f ìéá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç. Ïé åõèåßåò x − t = óôáèåñÜ

êáëïýíôáé ÷áñáêôçñéóôéêÝò ãñáììÝò ôçò (1.8). Ïé ÷áñáêôçñéóôéêÝò ãñáììÝò åßíáé

ðáñÜëëçëåò ìåôáîý ôïõò êáé êáèþò ç óôáèåñÜ ëáìâÜíåé üëåò ôéò ðñáãìáôéêÝò

ôéìÝò, ïé ÷áñáêôçñéóôéêÝò êáëýðôïõí üëï ôï Êáñôåóéáíü åðßðåäï xt. Ïé ëýóåéò

u ôçò (1.8) åßíáé óôáèåñÝò êáôÜ ìÞêïò ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí ãñáììþí ôçò.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôçí ðáñïõóßáóç åíüò äåõôÝñïõ ôñüðïõ åðßëõóçò ôçò

(1.8), ïõóéáóôéêÜ éóïäýíáìïõ ìå ôïí ðñïçãïýìåíï. Ç éäÝá åßíáé ç åéóáãùãÞ

íÝùí ìåôáâëçôþí þóôå ç (1.8) íá áíá÷èåß óå ìéá åîßóùóç ôçò ìïñöÞò (1.7).

Ãíùñßæïíôáò Þäç üôé ïé ëýóåéò ôçò (1.8) åßíáé óôáèåñÝò êáôÜ ìÞêïò ôùí ÷á-

ñáêôçñéóôéêþí ãñáììþí ôçò, öáßíåôáé áðïëýôùò ëïãéêü íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå

Ýíá óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí ξη, óôï ïðïßï ï Ýíáò Üîïíáò, áò ðïýìå ï Üîïíáò

ôùí ξ, íá åßíáé ðáñÜëëçëïò ðñïò ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò, ïðüôå ïé ÷áñáêôçñéóôé-

êÝò èá Ý÷ïõí åîéóþóåéò ôçò ìïñöÞò η = óôáèåñÜ. ÈÝôïõìå ëïéðüí êáô’ áñ÷Üò
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η = x − t. Óôçí åðéëïãÞ ôïõ Üëëïõ Üîïíá, ôïõ Üîïíá ôùí η, äåí õðÜñ÷åé ðåñéï-

ñéóìüò, ðÝñáí ôïõ íá ìçí åßíáé ðáñÜëëçëïò ðñïò ôïí Üîïíá ôùí ξ, âë. êáé ôçí

¶óêçóç 1.1. ×Üñéí áðëüôçôïò åðéëÝãïõìå åäþ ôïí Üîïíá ôùí η êÜèåôï ðñïò

ôïí Üîïíá ôùí ξ, èÝôïõìå äçëáäÞ ξ = x+ t. Áíáêåöáëáéþíïíôáò åðéëÝîáìå ôçí

áëëáãÞ áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí

{

ξ : = x+ t

η : = x− t.

Ôüôå, ìå U(ξ, η) := u(x, t) Ý÷ïõìå

ux = Uξ + Uη, ut = Uξ − Uη,

óõíåðþò

ut + ux = 2Uξ,

ïðüôå ç (1.8) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ Uξ = 0, âë. ôçí (1.7). ÅðïìÝíùò èá Ý÷ïõìå

U(ξ, η) = f(η), äçëáäÞ

(1.9′) u(x, t) = f(x− t),

üðïõ f ìéá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç.

Áò èåùñÞóïõìå ôþñá ôç ãåíéêüôåñç åîßóùóç

(1.10) aut + bux = 0,

ìå a êáé b ðñáãìáôéêÝò óôáèåñÝò, ðïõ äåí åßíáé êáé ïé äýï ìçäÝí. Ç ðåñßðôùóç

a = b = 0 äåí ðáñïõóéÜæåé êáíÝíá åíäéáöÝñïí, ãéáôß ç (1.10) åêöõëßæåôáé óôçí

0 = 0, äåí åßíáé äçëáäÞ êáí äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé üëåò ïé óõíáñôÞóåéò áðïôå-

ëïýí ëýóåéò ôçò. Áí a = 0 Þ b = 0, ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé ôçò ìïñöÞò (1.7)

(Þ ôçò ìïñöÞò ut = 0, áëëÜ öõóéêÜ õðÜñ÷åé ðñïöáíÞò áíáëïãßá ìåôáîý ôùí äýï

áõôþí åîéóþóåùí). ÐáñÜ ôï üôé ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí U(x, t) := u(bx, at)

ç (1.10) ëáìâÜíåé ôç ìïñöÞ Ut + Ux = 0, áíÜãåôáé äçëáäÞ óôçí (1.8), èá ðñï-

÷ùñÞóïõìå óôçí åðßëõóÞ ôçò áð’ åõèåßáò, åðáíáëáìâÜíïíôáò ïõóéáóôéêÜ üóá

áíáöÝñèçêáí ó÷åôéêÜ ìå ôçí åîßóùóç (1.8). Èá äïýìå ðÜëé äýï ôñüðïõò åðßëõ-

óçò ôçò (1.10).

Ç Ýêöñáóç 1√
a2+b2

(

bux+aut

)

äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï áðü ôçí êáôÜ êáôåýèõíóç

ðáñÜãùãï ôçò u óôçí êáôåýèõíóç (b, a). Ïé ðáñÜëëçëåò ðñïò ôï äéÜíõóìá (b, a)
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x
b

t

a

t = a
b
x

Ó÷Þìá 1.1: Ïé ÷áñáêôçñéóôéêÝò ãñáììÝò ôçò (1.10) Ý÷ïõí åîéóþóåéò ax−bt =

óôáèåñÜ, êáé åßíáé ðáñÜëëçëåò ðñïò ôçí åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôçí áñ÷Þ

ôùí áîüíùí êáé ôï óçìåßï (b, a).

åõèåßåò åßíáé ïé ÷áñáêôçñéóôéêÝò ãñáììÝò ôçò (1.10) êáé Ý÷ïõí åîéóþóåéò ax−bt =

óôáèåñÜ, âë. Ó÷Þìá 1.1. Ç êáôÜ êáôåýèõíóç ðáñÜãùãïò ôçò u óôçí êáôåýèõíóç

(b, a) åßíáé ìçäÝí, óõíåðþò ç u åßíáé óôáèåñÞ óôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò ãñáììÝò.

ÅðïìÝíùò ç ëýóç äßíåôáé äéá

(1.11) u(x, t) = f(ax− bt),

üðïõ f ôõ÷áßá, óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ìßáò ìåôáâëçôÞò.

¸íáò Üëëïò ôñüðïò ðïõ ïäçãåß óôçí (1.11) åßíáé ç áëëáãÞ áíåîÜñôçôùí ìå-

ôáâëçôþí
{

ξ : = bx+ at

η : = ax− bt.

Ôï êßíçôñï ãé’ áõôÞí ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí åßíáé ðÜëé ôï ßäéï, üðùò óôçí

ðåñßðôùóç ôçò åîéóþóåùò (1.8): Ï Üîïíáò ôùí ξ åßíáé ðáñÜëëçëïò ðñïò ôéò ÷á-

ñáêôçñéóôéêÝò ãñáììÝò ôçò åîßóùóçò êáé ï Üîïíáò ôùí η åßíáé êÜèåôïò ðñïò ôïí

Üîïíá ôùí ξ. Ôþñá, ìå U(ξ, η) := u(x, t) Ý÷ïõìå

ut = aUξ − bUη

ux = bUξ + aUη,

óõíåðþò

aut + bux = (a2 + b2)Uξ,

ïðüôå ç (1.10) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ Uξ = 0 êáé ïé ëýóåéò áõôÞò åßíáé U(ξ, η) =

f(η), óõíåðþò

(1.11′) u(x, t) = f(ax− bt),
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c
x

u(·, t)
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t = 1 t = 2 t = 3

Ó÷Þìá 1.2: Êýìá ðïõ ôáîéäåýåé ðñïò ôá äåîéÜ ìå óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá c.

üðïõ f ôõ÷áßá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ìßáò ìåôáâëçôÞò.

Áò äïýìå ôþñá ëßãï ôç öõóéêÞ óçìáóßá ôçò åîéóþóåùò (1.10) êáèþò êáé ìéáò

ëýóåþò ôçò (1.11). ¼ðùò óõíçèßæåôáé, èåùñïýìå üôé ôï t ðáñéóôÜ ÷ñüíï, åßíáé

äçëáäÞ ç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ, åíþ ôï x åßíáé ÷ùñéêÞ ìåôáâëçôÞ. ÈÝôïõìå c :=

b/a êáé ãñÜöïõìå ôçí åîßóùóç (1.10) óôç ìïñöÞ

(1.10′) ut + cux = 0.

Ç (1.11) ëáìâÜíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

(1.11′′) u(x, t) = f(x− ct).

Ç u ðáñéóôÜ Ýíá êýìá, ôï ïðïßï ôáîéäåýåé ðñïò ôá äåîéÜ (áí c > 0) ìå óôáèåñÞ

ôá÷ýôçôá c, ÷ùñßò íá áëëÜæåé ó÷Þìá. Áí “öùôïãñáößóïõìå” Ýíá ôÝôïéï êýìá

êáôÜ ôéò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò t = 1, t = 2, t = 3 ê.ëð., èá ïäçãçèïýìå óå ãñá-

öÞìáôá üðùò áõôÜ ðïõ åìöáíßæïíôáé óôï Ó÷Þìá 1.2. Ëüãù áõôÞò áêñéâþò ôçò

éäéüôçôáò ôùí ëýóåùí ôçò (1.10), ç åîßóùóç áõôÞ êáëåßôáé åîßóùóç ìåôáöïñÜò.

Óçìåéþíïõìå üôé ôï ãåãïíüò üôé ôá åí ëüãù êýìáôá äéáäßäïíôáé ìå óôáèåñÞ ôá-

÷ýôçôá ÷ùñßò íá áëëÜæïõí ìïñöÞ, ïöåßëåôáé óôç ãñáììéêüôçôá ôçò åîßóùóçò

(1.10) êáé óôï ãåãïíüò üôé ïé óõíôåëåóôÝò a êáé b åßíáé óôáèåñïß. Óôá ìç ãñáì-

ìéêÜ êýìáôá ç ôá÷ýôçôá äéáöÝñåé ãåíéêÜ áðü óçìåßï óå óçìåßï êáé áõôü Ý÷åé

ùò áðïôÝëåóìá ôçí ðáñáìüñöùóÞ ôïõò.

Ïé ëýóåéò ôçò åîßóùóçò (1.10′) Ý÷ïõí ðñïöáíþò ôçí ßäéá ôéìÞ óå êÜèå ÷áñá-

êôçñéóôéêÞ ãñáììÞ x− ct = óôáèåñÜ ôçò åîßóùóçò, âë. ôï Ó÷Þìá 1.3.

Èá ãåíéêåýóïõìå ôþñá ëßãï ôçí (1.10) ìå ôçí Ýííïéá üôé èá èåùñÞóïõìå ôá
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x

t

x− ct = óôáèåñÜ

Ó÷Þìá 1.3: ÏéêïãÝíåéá ÷áñáêôçñéóôéêþí ãñáììþí ôçò åîßóùóçò ìåôáöïñÜò.

a êáé b ùò óõíáñôÞóåéò ôùí x êáé t. Áò èåùñÞóïõìå öåñ’ åéðåßí ôçí åîßóùóç

(1.12) tut + ux = 0.

Óýìöùíá ìå ôçí (1.12) óå êÜèå óçìåßï (x, t) ç êáôÜ êáôåýèõíóç ðáñÜãùãïò ôçò

u óôçí êáôåýèõíóç (1, t) ìçäåíßæåôáé. Ïé êáìðýëåò óôï åðßðåäï xt, ïé ïðïßåò óå

êÜèå óçìåßï (x, t) Ý÷ïõí åöáðôüìåíï äéÜíõóìá (1, t) éêáíïðïéïýí ôçí

dt

dx
= t,

óõíåðþò t = Cex. Ïé êáìðýëåò áõôÝò êáëïýíôáé ÷áñáêôçñéóôéêÝò êáìðýëåò ôçò

Ì.Ä.Å. (1.12). Êáèþò ç óôáèåñÜ C äéáôñÝ÷åé ôï R, ïé ÷áñáêôçñéóôéêÝò êáìðý-

ëåò ãåìßæïõí üëï ôï åðßðåäï xt ÷ùñßò íá ôÝìíïíôáé óå êÜðïéï óçìåßï. Óå êÜèå

ìßá áðü áõôÝò ôéò êáìðýëåò ç u åßíáé óôáèåñÞ: ðñÜãìáôé ìå

g(x) := u(x,Cex)

Ý÷ïõìå

g′(x) := ux + Cexut = ux + tut = 0.

ÅðïìÝíùò

u(x,Cex) = u(0, Ce0) = u(0, C).

ÈÝôïíôáò t := Cex Ý÷ïõìå C = e−xt, ïðüôå

u(x, t) = u(0, e−xt).
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Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò (1.12) åßíáé óõíåðþò

u(x, t) = f(e−xt),

üðïõ f ìéá ôõ÷áßá, óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç, ìßáò ìåôáâëçôÞò.

1.2.3 Ç ìç ïìïãåíÞò åîßóùóç

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá èá ìåëåôÞóïõìå ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ åîßóùóç ðñþ-

ôçò ôÜîåùò. Èåùñïýìå ëïéðüí ôçí åîßóùóç

(1.13) ut + cux = f(x, t),

üðïõ c Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò êáé f : R × R → R ìéá äåäïìÝíç óõíå÷Þò

óõíÜñôçóç.

Óôçí ðåñßðôùóç c = 0 ç ëýóç ðñïêýðôåé áìÝóùò ìå ïëïêëÞñùóç ùò ðñïò t,

áò ðïýìå áðü 0 Ýùò t,

(1.14) u(x, t) =

∫ t

0

f(x, s) ds+ u(x, 0).

Óôçí (1.14), ç áñ÷éêÞ ôéìÞ u(·, 0), ç ëýóç äçëáäÞ óôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0,

ìðïñåß íá åðéëåãåß ùò ìéá ôõ÷áßá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç.

ÕðïèÝôïõìå ëïéðüí óôç óõíÝ÷åéá üôé c 6= 0 êáé èá ïäçãçèïýìå óôç ëýóç ìå

äýï ôñüðïõò.

Èåùñïýìå ðñþôá Ýíá óçìåßï (y, s) êáé áñêåß íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí u(y, s).

Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ãñáììÞ ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò, vt + cvx = 0,

ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (y, s) Ý÷åé åîßóùóç

x = y + c(t− s).

Ìå τ := t − s, ç åîßóùóç áõôÞ ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ x = y + cτ. Ç óõíÜñôçóç

g, g(τ) := u(y + cτ, s + τ), ìáò äßíåé ôéò ôéìÝò ôçò ëýóçò u êáôÜ ìÞêïò ôçò ÷áñá-

êôçñéóôéêÞò, ç ïðïßá äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (y, s), ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò

åîéóþóåùò. Ðñïöáíþò,

g′(τ) = cux(y + cτ, s+ τ) + ut(y + cτ, s+ τ),
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ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (1.13),

g′(τ) = f(y + cτ, s+ τ).

Ôþñá, u(y, s) = g(0) êáé u(y − cs, 0) = g(−s), ïðüôå ïëïêëçñþíïíôáò ôçí áíù-

ôÝñù ó÷Ýóç áðü −s Ýùò 0 ëáìâÜíïõìå

u(y, s) − u(y − cs, 0) = g(0) − g(−s) =

∫ 0

−s

g′(τ) dτ

=

∫ 0

−s

f(y + cτ, s+ τ) dτ =

∫ s

0

f(y + c(σ − s), σ) dσ,

üðïõ óôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò σ =

τ + s. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ôåëéêÜ

(1.14′) u(y, s) = u(y − cs, 0) +

∫ s

0

f(y + c(σ − s), σ) dσ,

ðáñÜâáëå ìå ôçí (1.14). Óôçí (1.14′), üðùò êáé óôçí (1.14), ç áñ÷éêÞ ôéìÞ u(·, 0),

ç ëýóç äçëáäÞ óôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0, ìðïñåß íá åðéëåãåß ùò ìéá ôõ÷áßá óõ-

íå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç. Óçìåéþíïõìå üôé ç (1.14) ðñïêýðôåé áìÝóùò

áðü ôçí (1.14′) ãéá c = 0. Áíáêåöáëáéþíïíôáò, ç ôéìÞ u(y, s) ôçò ëýóçò u ôçò

ìç ïìïãåíïýò åîßóùóçò (1.13) äßíåôáé ùò åîÞò: Èåùñïýìå ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ

ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîßóùóçò ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï (y, s). Åí óõíå÷åßá,

ó÷çìáôßæïõìå ôï Üèñïéóìá ôçò (ðñïêáèïñéóìÝíçò) áñ÷éêÞò ôéìÞò óôï óçìåßï

(y − cs, 0), óçìåßï ôïìÞò áõôÞò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò êáé ôïõ Üîïíá ôùí x, êáé

ôïõ ïëïêëçñþìáôïò ôïõ ìç ïìïãåíïýò üñïõ f óå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá, ôï ìÝ-

ñïò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò áðü ôï óçìåßï (y−cs, 0) Ýùò ôï (y, s), âë. êáé ôï Ó÷Þìá

1.4.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óå Ýíáí äåýôåñï ôñüðï åðßëõóçò ôçò (1.14), üôáí ç óôá-

èåñÜ c åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò. ÁõôÞ ôç öïñÜ äåí èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí

åîßóùóç ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí ãñáììþí, ïðüôå äåí õðÜñ÷åé ëüãïò íá åéóáãÜ-

ãïõìå êáé Ýíá óçìåßï (y, s), ðñï÷ùñïýìå äçëáäÞ óôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò u(x, t).

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí

{

ξ := t

η := x− ct
, U(ξ, η) = u(x, t).
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x
y

t

s

y − cs

(y, s)

Ó÷Þìá 1.4: Ó÷çìáôéêÞ åðåîÞãçóç ôçò (1.14′): Èåùñïýìå ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ

ãñáììÞ ôçò ïìïãåíïýò åîßóùóçò ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (y, s). Ç ëýóç

ôçò ìç ïìïãåíïýò åîßóùóçò (1.13) åßíáé ôï Üèñïéóìá ôçò (ðñïêáèïñéóìÝíçò)

ôéìÞò ôçò u óôï óçìåßï ôïìÞò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò ìå ôïí Üîïíá ôùí x êáé

ôïõ ïëïêëçñþìáôïò ôïõ ìç ïìïãåíïýò üñïõ óôï åõèýãñáììï ôìÞìá ôçò ÷á-

ñáêôçñéóôéêÞò ìåôáîý ôùí óçìåßùí (y − cs, 0) êáé (y, s).

Õðåíèõìßæïõìå üôé ç åðéëïãÞ ôïõ η õðáãïñåýåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé èÝëïõìå ï

Üîïíáò ôùí ξ íá åßíáé ðáñÜëëçëïò ðñïò ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò ãñáììÝò ôçò åîß-

óùóçò. Óôçí åðéëïãÞ ôïõ ξ õðÜñ÷åé åëåõèåñßá· ç óõãêåêñéìÝíç äéåõêïëýíåé

éäéáßôåñá ôéò ðñÜîåéò óôç óõíÝ÷åéá. ÁìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé

{

ut = Uξ − cUη

ux = Uη

, ïðüôå ut + cux = Uξ.

ÅðïìÝíùò, óôéò íÝåò ìåôáâëçôÝò ç Ä.Å. (1.13) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ Uξ(ξ, η) =

f(η + cξ, ξ). Ïëïêëçñþíïíôáò áðü 0 Ýùò ξ ðáßñíïõìå

U(ξ, η) =

∫ ξ

0

f(η + cσ, σ) dσ + g(η),

ìå ìéá áõèáßñåôç, óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, óõíÜñôçóç g. Óõíåðþò, Ý÷ïõìå

u(x, t) =

∫ t

0

f(x+ c(σ − t), σ) dσ + g(x− ct).

Ãéá t = 0 ç ó÷Ýóç áõôÞ äßíåé g(x) = u(x, 0), ìðïñïýìå óõíåðþò íá ôç ãñÜøïõìå

êáé óôç ìïñöÞ

(1.14′′) u(x, t) = u(x− ct, 0) +

∫ t

0

f(x+ c(σ − t), σ) dσ,

âë. ôçí (1.14′).
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ÁóêÞóåéò

1.1 ×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí
{

ξ := ax+ bt

η := x− t

ìå a+ b 6= 0 ãéá íá ëýóåôå ôçí åîßóùóç ut + ux = 0.

1.2 ×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí
{

ξ := bx+ at

η := ax− bt

ãéá íá ëýóåôå ôçí åîßóùóç

aut + bux + cu = 0,

üðïõ a, b êáé c ìç ìçäåíéêïß ðñáãìáôéêïß áñéèìïß.

1.3 Ðñïóäéïñßóôå ôéò ëýóåéò ôçò åîßóùóçò

3uy + uxy = 0.

1.4 Ðñïóäéïñßóôå ôéò ëýóåéò ôçò åîßóùóçò

(1 + x2)ux + uy = 0.

1.5 Ðñïóäéïñßóôå ìéá óõíÜñôçóç u : (−1, 1) × R → R ôÝôïéá þóôå

{
√

1 − x2 ux + uy = 0, x ∈ (−1, 1), y ∈ R,

u(0, y) = y, y ∈ R.

1.6 Ðñïóäéïñßóôå ìéá óõíÜñôçóç u : R
2 → R ôÝôïéá þóôå

{

ux + uy + u = ex+2y, (x, y) ∈ R
2,

u(x, 0) = 0, x ∈ R.

[Õðüäåéîç: Ìðïñåßôå íá ïäçãçèåßôå óôï áðïôÝëåóìá ìå äýï ôñüðïõò. Áí åéóÜãïõìå ôç

âïçèçôéêÞ óõíÜñôçóç g, g(τ) := u(x+ τ, x+ τ), ç Ä.Å. ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

g′(τ) + g(τ) = e(x+τ)+2(y+τ),

êáé ïëïêëçñþíïíôáò áðü −y Ýùò 0 ïäçãïýìáóôå óôï æçôïýìåíï. ÅíáëëáêôéêÜ, åéóÜ-

ãïõìå ôéò íÝåò ìåôáâëçôÝò η := x − y (ãéáôß;), ξ := x + y, ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, êáé

U(ξ, η) = u(x, t), êáé ç Ä.Å. ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

Uξ +
1

2
U =

1

2
e− η

2 e
3ξ
2 .
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Ïäçãçèåßôå ôþñá óôç ãåíéêÞ ëýóç áõôÞò ôçò åîßóùóçò, äçëáäÞ óôç ãåíéêÞ ëýóç u(x, t)

ôçò áñ÷éêÞò åîßóùóçò, êáé åí óõíå÷åßá ÷ñçóéìïðïéÞóôå êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç u(x, 0)

= 0.]

1.3 Ìç ãñáììéêÝò Ì.Ä.Å. ðñþôçò ôÜîåùò

Ç èåùñßá ôùí ìç ãñáììéêþí Ì.Ä.Å. ðñþôçò ôÜîåùò åßíáé ðïëý ðëïýóéá êáé áñ-

êåôÜ ðïëýðëïêç, âë. ð.÷. ôï âéâëßï ôïõ Ê. ÄáöÝñìïõ [6].

¼ðùò áíáöÝñáìå Þäç, óôéò ìç ãñáììéêÝò åîéóþóåéò åìöáíßæïíôáé ðïëý ðéï

ðïëýðëïêá öáéíüìåíá áðü üôé óôéò ãñáììéêÝò. Åäþ èá áñêåóèïýìå óôçí ðáñïõ-

óßáóç ìßáò ìç ãñáììéêÞò Ì.Ä.Å. ðñþôçò ôÜîåùò êáé èá äïýìå äéÜöïñåò äõóêï-

ëßåò ðïõ ðñïêýðôïõí.

Èåùñïýìå ëïéðüí ôç ìç ãñáììéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò

(1.15) ut + uux = 0, x ∈ R, t > 0.

Ïé ÷áñáêôçñéóôéêÝò êáìðýëåò óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç åßíáé ïé ëýóåéò ôçò åîß-

óùóçò

(1.16)
dx

dt
= u

êáé, ëüãù ôïõ üôé

d2x

dt2
=

d

dt

(dx

dt

)

=
d

dt
u(x(t), t) = ut + ux

dx

dt
= ut + uux = 0,

óõìðåñáßíïõìå üôé ïé ÷áñáêôçñéóôéêÝò êáìðýëåò åßíáé åõèåßåò ãñáììÝò. Óç-

ìåéþíïõìå üìùò üôé ç êëßóç ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí ãñáììþí äåí åßíáé ç ßäéá

óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, äçëáäÞ ïé ãñáììÝò äåí åßíáé ðáñÜëëçëåò. Óõíåðþò,

óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé ÷áñáêôçñéóôéêÝò ãñáììÝò ôÝìíïíôáé, ç u èá ëáìâÜíåé

óôï óçìåßï ôïìÞò ãåíéêÜ äýï äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò, èá åßíáé ðëåéüôéìç, äçëáäÞ

äåí èá åßíáé óõíÜñôçóç! Ç ôá÷ýôçôá ìå ôçí ïðïßá äéáäßäïíôáé ôá êýìáôá ðïõ

ðåñéãñÜöåé ç åîßóùóç (1.15) åßíáé ãåíéêÜ äéáöïñåôéêÞ óå äéáöïñåôéêÜ óçìåßá,

ãåãïíüò ðïõ ïäçãåß óå áëëïßùóç ôïõ ó÷Þìáôüò ôïõò.

Èåùñïýìå ôþñá ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ãñáììÞ, ç ïðïßá äéÝñ÷åôáé áðü ôï óç-

ìåßï (ξ, 0), ξ ∈ R. Ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí (1.16), èá Ý÷ïõìå áö’ åíüò

dx

dt
= u(ξ, 0)
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êáé áö’ åôÝñïõ x(0) = ξ, óõíåðþò

(1.17) x = u(ξ, 0)t+ ξ.

ÅðïìÝíùò, áí ìáò äïèåß ç u ãéá t = 0, äçëáäÞ ç u(·, 0), èá ìðïñÝóïõìå íá ðñïó-

äéïñßóïõìå ôç ëýóç ôçò åîßóùóçò (1.15). ¸óôù, öåñ’ åéðåßí üôé

(1.18) u(x, 0) =















2, ãéá x < 0,

2 − x, ãéá 0 ≤ x ≤ 1,

1, ãéá x > 1.

Óçìåéþíïõìå Þäç óå áõôü ôï óçìåßï üôé ç äïèåßóá óõíÜñôçóç u(·, 0) äåí åß-

íáé óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óôá óçìåßá 0 êáé 1, óõíåðþò äåí ìðïñåß íá õðÜñ÷åé

êëáóéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò. Óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá, åýêïëá óõ-

ìðåñáßíïõìå üôé ïé ÷áñáêôçñéóôéêÝò ãñáììÝò äßíïíôáé äéá

(1.19)















x = 2t+ ξ, ãéá ξ < 0,

x = (2 − ξ)t+ ξ, ãéá 0 ≤ ξ ≤ 1,

x = t+ ξ, ãéá ξ > 1.

Ëýíïíôáò ôç x = (2 − ξ)t+ ξ ùò ðñïò ξ êáé áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (1.18) Ý÷ïõìå

u(ξ, 0) = 2 − ξ = 2 − x− 2t

1 − t
=

2 − x

1 − t
ãéá 0 ≤ ξ ≤ 1

êáé Ýôóé ïäçãïýìåèá óôç áóèåíÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò

(1.20) u(x, t) =



















2, ãéá x < 2t,

2 − x

1 − t
, ãéá 2t ≤ x ≤ t+ 1,

1, ãéá x > t+ 1.

Ðñïöáíþò, óôï t = 1 ç ëýóç ìáò ðáñïõóéÜæåé éäéïìïñößá êáé ãéá t ≥ 1 äåí Ý÷åé

íüçìá. Áõôü ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò üôé ïé ÷áñáêôçñéóôéêÝò ãñáììÝò

x = (2 − ξ)t+ ξ, 0 ≤ ξ ≤ 1,

ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï (x, t) = (2, 1), âë. Ó÷Þìá 1.5.

Ôï ðñüâëçìÜ ìáò Ý÷åé óõíåðþò ëýóç ìüíï ãéá t < 1. Ç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 1

êáëåßôáé ÷ñüíïò èñáýóåùò ôïõ êýìáôïò. Áðü öõóéêÞò áðüøåùò áõôü óçìáßíåé üôé
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x
1 2

t

1

x = 2t (ξ = 0)

x = t+ 1 (ξ = 1)

Ó÷Þìá 1.5: Ïé ÷áñáêôçñéóôéêÝò ãñáììÝò x = (2 − ξ)t + ξ, 0 ≤ ξ ≤ 1, âë.

(1.19), ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï (x, t) = (2, 1). Óôï ó÷Þìá öáßíïíôáé ïé åõèåßåò

ãéá ξ = 0 êáé ξ = 1.

ç êëßóç ôïõ êýìáôïò áõîÜíåé êáèþò ôï t ðëçóéÜæåé ðñïò ôç ìïíÜäá êáé áðåéñß-

æåôáé ãéá t = 1. Óçìåéþóôå ôç óçìáíôéêÞ äéáöïñÜ áõôïý ôïõ öáéíïìÝíïõ áðü ôéò

ëýóåéò åîéóþóåùí ìåôáöïñÜò, ïé ïðïßåò ðåñéãñÜöïõí êýìáôá ðïõ äåí áëëÜæïõí

ó÷Þìá.

1.4 Áñ÷éêÝò êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

¼ðùò åßäáìå Þäç, ïé Ì.Ä.Å. Ý÷ïõí ãåíéêÜ ðïëëÝò ëýóåéò. Ãéá íá îå÷ùñßóïõìå

êÜðïéá ëýóç, åðéâÜëëïõìå âïçèçôéêÝò óõíèÞêåò. Ïé óõíèÞêåò ðñÝðåé íá åßíáé

ôÝôïéåò þóôå íá ðñïóäéïñßæåôáé ìßá ìïíáäéêÞ ëýóç. ÕðÜñ÷ïõí äýï ìåãÜëåò

êáôçãïñßåò ôÝôïéùí óõíèçêþí, ïé áñ÷éêÝò (initial conditions) êáé ïé óõíïñéáêÝò

óõíèÞêåò (boundary conditions). ¼ëåò áõôÝò ïé óõíèÞêåò ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôç

ÖõóéêÞ· ôï åßäïò ôùí êáôÜëëçëùí óõíèçêþí ãéá êÜèå åîßóùóç åîáñôÜôáé áðü

ôçí ßäéá ôçí åîßóùóç (áêñéâÝóôåñá, áðü êÜðïéá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò, üðùò åßíáé

ï ôýðïò ôçò, ç ôÜîç ôçò ê.ëð.).

Ìéá áñ÷éêÞ óõíèÞêç ðñïóäéïñßæåé ôç öõóéêÞ êáôÜóôáóç óå ìéá éäéáßôåñç

÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0. Ãéá ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò (heat equation),

(1.21) ut = ∆u,

üðïõ u = u(x, t), t ≥ t0, x ∈ Ω, Ω ÷ùñßï (äçëáäÞ áíïéêôü, ìç êåíü óýíïëï) ôïõ

R
d, d = 1, 2, 3, êáé∆ ï ôåëåóôÞò ôïõ Laplace Þ, üðùò óõíÞèùò ëÝìå, ç ËáðëáóéáíÞ,
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∆v :=
d
∑

i=1

vxixi
,

ç êáôÜëëçëç áñ÷éêÞ óõíèÞêç åßíáé ôçò ìïñöÞò

(1.22) u(x, t0) = ϕ(x), x ∈ Ω.

Ç u óôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò ðåñéãñÜöåé ôçí êáôáíïìÞ ôçò èåñìüôçôáò óå

Ýíá ïìïãåíÝò óþìá Ω, u(x, t) åßíáé ç èåñìïêñáóßá óôï óçìåßï x êáôÜ ôç ÷ñï-

íéêÞ óôéãìÞ t. Óôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (1.22), ç ϕ ðåñéãñÜöåé ôçí êáôáíïìÞ ôçò

èåñìüôçôáò óôï Ω êáôÜ ôçí áñ÷éêÞ óôéãìÞ t0, ϕ(x) åßíáé ç áñ÷éêÞ èåñìïêñáóßá

óôï óçìåßï x.

Ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç (wave equation)

(1.23) utt = ∆u,

üðïõ u = u(x, t), t ≥ t0, x ∈ Ω, Ω ÷ùñßï ôïõ R
d, d = 1, 2, 3, Ý÷ïõìå Ýíá æåýãïò

áñ÷éêþí óõíèçêþí

(1.24)

{

u(x, t0) = ϕ(x), x ∈ Ω,

ut(x, t0) = ψ(x), x ∈ Ω.

Ç u óôçí (1.23) äßíåé ôç èÝóç (ôç ìåôáôüðéóç) åíüò ðáëëüìåíïõ óþìáôïò Ω, öåñ’

åéðåßí åíüò ôõìðÜíïõ Þ ìéáò ÷ïñäÞò, u(x, t) åßíáé ç èÝóç åíüò óçìåßïõ x êáôÜ ôç

÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ≥ t0. Óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (1.24), ïé ϕ êáé ψ äßíïõí ôçí áñ÷é-

êÞ èÝóç êáé ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá êÜèå óçìåßïõ ôïõ óþìáôïò êáôÜ ôçí áñ÷éêÞ

óôéãìÞ t0.

Óçìåéþíïõìå üôé ïé åîéóþóåéò ôçò èåñìüôçôáò êáé ôïõ êýìáôïò åßíáé ðñþôçò

êáé äåýôåñçò ôÜîåùò ùò ðñïò ôç ÷ñïíéêÞ ìåôáâëçôÞ t, áíôßóôïé÷á, êáé ãé’ áõôÝò

áðáéôïýíôáé ìßá êáé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, áíôßóôïé÷á, üðùò áêñéâþò êáé óôçí

ðåñßðôùóç óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

Óå êÜèå öõóéêü ðñüâëçìá, ìéá Ì.Ä.Å. áíáöÝñåôáé óå Ýíá ÷ùñßï Ω, óôï

ïðïßï éó÷ýåé, êáé ðåñéãñÜöåé ìéá äéáäéêáóßá ç ïðïßá ìðïñåß íá åßíáé åßôå óôá-

ôéêÞ åßôå äõíáìéêÞ, íá åßíáé äçëáäÞ áíåîÜñôçôç ôïõ ÷ñüíïõ Þ íá åîáñôÜôáé áðü

áõôüí. Ç Ì.Ä.Å. ëÝãåôáé ôüôå óôáôéêÞ Þ äõíáìéêÞ, áíôßóôïé÷á.

Ôï óýíïñï ôïõ Ω ôï óõìâïëßæïõìå ìå ∂Ω. Óôçí ðåñßðôùóç ìéáò ðáëëüìåíçò

÷ïñäÞò, ôï Ω åßíáé Ýíá äéÜóôçìá [0, `], êáé öõóéêÜ ôï óýíïñü ôïõ áðïôåëåßôáé
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áðü äýï ìüíï óçìåßá, ôá Üêñá ôïõ äéáóôÞìáôïò, óôçí ðåñßðôùóç åíüò ôõìðÜíïõ

Ý÷ïõìå Ýíá åðßðåäï ÷ùñßï êáé ôï óýíïñü ôïõ åßíáé ìéá êëåéóôÞ êáìðýëç.

Ôá ôñßá óçìáíôéêüôåñá åßäç óõíïñéáêþí óõíèçêþí åßíáé ôá åîÞò:

◦ ÓõíèÞêåò ôïõ Dirichlet: ðñïêáèïñßæåôáé ç ëýóç u óôï óýíïñï ∂Ω (äçëáäÞ ïé

ôéìÝò ôçò óôï óýíïñï), ð.÷. ãéá ôéò åîéóþóåéò ôçò èåñìüôçôáò (1.21) êáé ôïõ

êýìáôïò (1.23)

u(x, t) = g(x, t), x ∈ ∂Ω, t ≥ t0,

üðïõ g äåäïìÝíç óõíÜñôçóç.

◦ ÓõíèÞêåò ôïõ Neumann: ðñïêáèïñßæåôáé ç êáôÜ êáôåýèõíóç ðáñÜãùãïò óôçí

êáôåýèõíóç ôïõ åîùôåñéêïý êáíïíéêïý äéáíýóìáôïò n (ôï ïðïßï åßíáé êÜèåôï

óôï ∂Ω) óå êÜèå óçìåßï ôïõ ∂Ω, ð.÷. ãéá ôéò åîéóþóåéò (1.21) êáé (1.23)

∂u

∂n
(x, t) = g(x, t), x ∈ ∂Ω, t ≥ t0.

◦ ÓõíèÞêåò ôïõ Robin: ãéá äåäïìÝíç óõíÜñôçóç a, ðñïêáèïñßæåôáé ï ãñáììéêüò

óõíäõáóìüò ∂u
∂n

+ au óôï ∂Ω, ð.÷. ãéá ôéò åîéóþóåéò (1.21) êáé (1.23)

∂u

∂n
(x, t) + a(x, t)u(x, t) = g(x, t), x ∈ ∂Ω, t ≥ t0.

Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ Dirichlet ëÝãïíôáé êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

ðñþôïõ åßäïõò, ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ Neumann êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

äåõôÝñïõ åßäïõò, êáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ Robin åßôå óõíïñéáêÝò óõíèÞ-

êåò ôñßôïõ åßäïõò åßôå ìåéêôÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.

Óôçí ðåñßðôùóç ìïíïäéÜóôáôùí ðñïâëçìÜôùí, üðïõ Ω = (0, `), ïé óõíïñéá-

êÝò óõíèÞêåò ôïõ Dirichlet, ôïõ Neumann êáé ôïõ Robin, áíôßóôïé÷á, ãñÜöïíôáé

óôç ìïñöÞ

u(0, t) = g(t), u(`, t) = h(t), t ≥ t0,

ux(0, t) = g(t), ux(`, t) = h(t), t ≥ t0,

ux(0, t) + a(0, t)u(0, t) = g(t), ux(`, t) + a(`, t)u(`, t) = h(t), t ≥ t0,

áíôßóôïé÷á.

Ëßãá ëüãéá ôþñá ãéá ôç öõóéêÞ óçìáóßá ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí. Áò áñ-

÷ßóïõìå ìå ôçí ðáëëüìåíç ÷ïñäÞ. Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ Dirichlet óç-

ìáßíïõí üôé ôá Üêñá ôçò ÷ïñäÞò ðÜëëïíôáé (ôáëáíôïýíôáé, êéíïýíôáé äçëáäÞ)



20 1. ÅéóáãùãÞ

êáôÜ Ýíáí óõãêåêñéìÝíï ôñüðï, éäéáßôåñá ïé ïìïãåíåßò óõíèÞêåò ôïõ Dirichlet

u(0, t) = u(`, t) = 0 óçìáßíïõí üôé ôá Üêñá ôçò ÷ïñäÞò ðáñáìÝíïõí óôáèåñÜ,

äåí êéíïýíôáé êáèüëïõ. Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ Neumann óçìáßíïõí üôé

ðñïêáèïñßæïõìå ôçí êëßóç ôçò ÷ïñäÞò óôá Üêñá ôçò. Éäéáßôåñá ïé ïìïãåíåßò óõí-

èÞêåò ôïõ Neumann ux(0, t) = ux(`, t) = 0 óçìáßíïõí üôé ç ÷ïñäÞ óôá Üêñá ôçò

Ý÷åé ïñéæüíôéá êëßóç, äçëáäÞ üôé ôá Üêñá ôçò ÷ïñäÞò êéíïýíôáé åëåýèåñá êáé

÷ùñßò ôñéâÞ êáôáêüñõöá, êÜèåôá óôçí êáôåýèõíóç ôïõ Üîïíá ôùí x. Ïé óõíï-

ñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ Robin óçìáßíïõí üôé ðñïêáèïñßæåôáé êÜðïéïò óõíäõáóìüò

ôçò èÝóåùò ôùí Üêñùí ôçò ÷ïñäÞò êáé ôçò êëßóçò ôçò óôá Üêñá ôçò.

Óôçí ðåñßðôùóç ôçò åîßóùóçò ôçò èåñìüôçôáò ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ

Dirichlet óçìáßíïõí üôé ðñïêáèïñßæåôáé ç èåñìïêñáóßá óôï óýíïñï, éäéáßôåñá

ïé ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ Dirichlet óçìáßíïõí üôé ç èåñìïêñáóßá

óôï óýíïñï äéáôçñåßôáé óôáèåñÜ ßóç ìå ôï ìçäÝí. Ïé ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò

óõíèÞêåò ôïõ Neumann óçìáßíïõí üôé ôï Ω åßíáé èåñìéêÜ áðüëõôá ìïíùìÝíï,

ïýôå äéáöåýãåé èåñìüôçôá áðü ôï Ω ðñïò ôï ðåñéâÜëëïí ïýôå åéóñÝåé óå áõôü

èåñìüôçôá áðü ôï ðåñéâÜëëïí.

1.5 Êáëþò ôåèåéìÝíá ðñïâëÞìáôá

Êáëþò ôåèåéìÝíá ðñïâëÞìáôá (well posed problems) óõíßóôáíôáé áðü ìéá Ì.Ä.Å.,

ç ïðïßá éó÷ýåé óå Ýíá ÷ùñßï, êáèþò êáé áðü áñ÷éêÝò êáé/Þ óõíïñéáêÝò (Þ áêüìç

êáé Üëëåò âïçèçôéêÝò) óõíèÞêåò, êáé Ý÷ïõí ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

• ¾ðáñîç ëýóåùò: ÕðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá ëýóç u, ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôüóï

ôçí åîßóùóç üóï êáé ôéò âïçèçôéêÝò óõíèÞêåò.

• Ìïíáäéêüôçôá: ÕðÜñ÷åé ôï ðïëý ìßá ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

• ÅõóôÜèåéá (Þ óõíå÷Þò åîÜñôçóç): Ç ìïíáäéêÞ ëýóç u åîáñôÜôáé óõíå÷þò áðü ôá

äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò, äçëáäÞ “ìéêñÞ” (õðü êÜðïéá Ýííïéá) ìåôáâïëÞ

ôùí äåäïìÝíùí Ý÷åé ùò óõíÝðåéá ìéêñÞ (õðü êÜðïéá Ýííïéá) ìåôáâïëÞ ôçò

ëýóåùò.

Áí èÝóïõìå ðåñéóóüôåñåò âïçèçôéêÝò óõíèÞêåò áðü üóåò áðáéôïýíôáé ãéá Ýíá

ðñüâëçìá, ôüôå äåí èá Ý÷ïõìå ãåíéêÜ ýðáñîç ëýóåùí, áí èÝóïõìå ëéãüôåñåò

ôüôå äåí èá Ý÷ïõìå ìïíáäéêüôçôá.
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Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôç-

ôáò

(1.25)















ut = uxx, x ∈ (0, `), t ≥ 0,

u(0, t) = g(t), u(`, t) = h(t), t ≥ 0,

u(·, 0) = ϕ, x ∈ (0, `),

åßíáé, õðü êáôÜëëçëåò óõíèÞêåò óõìâáôüôçôáò ôùí äåäïìÝíùí g, h êáé ϕ, êáëþò

ôåèåéìÝíï. Ôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá ðñïò ôá ðßóù óôïí ÷ñüíï

(1.26)















ut = uxx, x ∈ (0, `), t ≤ 0,

u(0, t) = g(t), u(`, t) = h(t), t ≤ 0,

u(·, 0) = ϕ, x ∈ (0, `),

äåí åßíáé êáëþò ôåèåéìÝíï. Áõôü åßíáé óáöÝò áðü öõóéêÞò áðüøåùò êáé èá ôï

ìåëåôÞóïõìå êáé áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò áñãüôåñá.

Ùò Ýíá Üëëï ðáñÜäåéãìá ìç êáëþò ôåèåéìÝíïõ ðñïâëÞìáôïò áíáöÝñïõìå ôï

åîÞò:

(1.27)

{

uxx + uyy = 0, x ∈ R, y > 0,

u(·, 0) = g, uy(·, 0) = h, óôïí R.

ÐñÜãìáôé, ãéá êáôÜëëçëá g êáé h Ý÷ïõìå ôéò ëýóåéò

un(x, y) =
1

n
e−√

n sin(nx) sinh(ny).

Ôüôå, ðñïöáíþò, un(x, 0) = 0 êáé

∂un

∂y
(x, 0) = e−√

n sin(nx),

êáé ïé ôéìÝò áõôÝò ôåßíïõí óôï ìçäÝí êáèþò ôï n ôåßíåé óôï Üðåéñï. ÁëëÜ, ãéá

x = 1, öåñ’ åéðåßí, êáé y 6= 0, un(x, y) 6→ 0 êáèþò n → ∞. Óõíåðþò, ìå áõôÞí ôçí

Ýííïéá ç ëýóç äåí åîáñôÜôáé óõíå÷þò áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá.

1.6 Ôáîéíüìçóç Ì.Ä.Å. äåõôÝñáò ôÜîåùò

Èá ôáîéíïìÞóïõìå åäþ ôéò ãñáììéêÝò Ì.Ä.Å. äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå äýï áíåîÜñôç-

ôåò ìåôáâëçôÝò. Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ìéáò ôÝôïéáò åîéóþóåùò åßíáé

(1.28) a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + a1ux + a2uy + a0u = f,
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üðïõ aij, ai êáé f óõíáñôÞóåéò ôùí x êáé y.

×Üñéí áðëüôçôïò, èåùñïýìå êáô’ áñ÷Üò ôéò óõíáñôÞóåéò aij êáé ai óôáèåñÝò,

aij , ai ∈ R.

Ïñéóìüò 1.1 (Ôáîéíüìçóç ãñáììéêþí Ì.Ä.Å. äåõôÝñáò ôÜîåùò.) Èåùñïýìå ôçí åîß-

óùóç (1.28) ìå aij, ai ∈ R. Ç åîßóùóç áõôÞ êáëåßôáé åëëåéðôéêÞ (elliptic), áí

(a12)
2 < a11a22, êáëåßôáé õðåñâïëéêÞ (hyperbolic), áí (a12)

2 > a11a22, êáé, ôÝëïò,

êáëåßôáé ðáñáâïëéêÞ (parabolic), áí (a12)
2 = a11a22. [Ãéá ôçí åðÝêôáóç áõôþí ôùí

åííïéþí óôçí ðåñßðôùóç ãñáììéêþí Ì.Ä.Å. äåõôÝñáò ôÜîåùò óå ðåñéóóüôåñåò

äéáóôÜóåéò ðáñáðÝìðïõìå óôçí ¶óêçóç 1.12.]

Óçìåßùóç. Åöéóôïýìå ôçí ðñïóï÷Þ ôïõ áíáãíþóôç óôï ãåãïíüò üôé ï ôýðïò ôçò

åîéóþóåùò (1.28) êáèïñßæåôáé áðü ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí üñùí äåõôÝñáò ôÜîåùò

êáé ìüíï, ïé óõíôåëåóôÝò üñùí ÷áìçëüôåñçò ôÜîåùò äåí ðáßæïõí êáíÝíá ñüëï.

ÐáñáôÞñçóç 1.1 (ÅðåîÞãçóç ïíïìáôïëïãßáò.) Ç êáìðýëç

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + a1x+ a2y + a0 = 0

åßíáé, êáôÜ ôá ãíùóôÜ, Ýëëåéøç, áí (a12)
2 < a11a22, õðåñâïëÞ, áí (a12)

2 > a11a22,

êáé ðáñáâïëÞ, áí (a12)
2 = a11a22. Óå áõôü ôï ãåãïíüò ïöåßëïõí ôçí ïíïìáóßá

ôïõò ïé äéÜöïñåò ìïñöÝò ôçò åîéóþóåùò (1.28).

Ï ïñéóìüò ôçò åëëåéðôéêüôçôáò, ôçò õðåñâïëéêüôçôáò Þ ôçò ðáñáâïëéêüôç-

ôáò ôçò åîéóþóåùò (1.28), óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé óõíôåëåóôÝò åßíáé óõíáñôÞ-

óåéò ôùí x êáé y, åßíáé åíôåëþò áíÜëïãïò åêåßíïõ ôçò ðåñéðôþóåùò óôáèåñþí

óõíôåëåóôþí. ÓõãêåêñéìÝíá, áí ç ðïóüôçôá [a12(x, y)]
2 åßíáé ìéêñüôåñç, ìåãá-

ëýôåñç Þ ßóç, áíôßóôïé÷á, ôçò a11(x, y)a22(x, y), ôüôå ç åîßóùóç åßíáé óôï óç-

ìåßï (x, y) åëëåéðôéêÞ, õðåñâïëéêÞ Þ ðáñáâïëéêÞ, áíôßóôïé÷á. ÖõóéêÜ, óôçí

ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç, åßíáé äõíáôüí ç åîßóùóç íá åßíáé äéáöïñåôéêïý ôýðïõ

óå äéÜöïñåò ðåñéï÷Ýò ôïõ åðéðÝäïõ xy. Ç åîßóùóç ôïõ Tricomi, uyy − yuxx = 0,

öåñ’ åéðåßí, åßíáé åëëåéðôéêÞ ãéá y < 0, õðåñâïëéêÞ ãéá y > 0 êáé ðáñáâïëéêÞ

ãéá y = 0.

Ç åîßóùóç ôïõ Laplace uxx + uyy = 0 åßíáé åëëåéðôéêÞ, ç åîßóùóç ôïõ êýìáôïò

utt = uxx åßíáé õðåñâïëéêÞ, êáé ç åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò ut = uxx åßíáé ðáñá-

âïëéêÞ, üðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò áìÝóùò. ÁõôÝò ïé ôñåéò åîéóþóåéò èá áðïôå-

ëÝóïõí ôï êýñéï áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò ìáò óôç óõíÝ÷åéá.
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Óôï áêüëïõèï èåþñçìá èá äïýìå üôé, óôçí ðåñßðôùóç óôáèåñþí óõíôåëå-

óôþí, ïé üñïé äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò (1.28) Ý÷ïõí ïõóéáóôéêÜ ìßá áðü ôñåéò äõíá-

ôÝò ìïñöÝò:

Èåþñçìá 1.1 (ÂáóéêÝò ìïñöÝò åëëåéðôéêþí, õðåñâïëéêþí êáé ðáñáâïëéêþí åîéóþóåùí

óå äýï äéáóôÜóåéò.) Èåùñïýìå ôçí åîßóùóç (1.28) êáé õðïèÝôïõìå üôé ïé óõíôåëåóôÝò

aij åßíáé óôáèåñïß. Ôüôå, ìå ìéá ãñáììéêÞ áëëáãÞ ìåôáâëçôþí, ç åîßóùóç áíÜãåôáé

óôç ìïñöÞ

Uξξ + Uηη + · · · = g,

óôçí ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé åëëåéðôéêÞ, óôç ìïñöÞ

Uξξ − Uηη + · · · = g,

óôçí ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé õðåñâïëéêÞ, êáé óôç ìïñöÞ

Uξξ + · · · = g,

óôçí ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé ðáñáâïëéêÞ. Ïé · · · óõìâïëßæïõí åäþ üñïõò ðñþôçò Þ

ìçäåíéêÞò ôÜîåùò.

Áðüäåéîç. Ôá ïõóéáóôéêÜ óçìåßá ðáñïõóéÜæïíôáé Þäç óôçí ðåñßðôùóç a1 = a2 =

a0 = 0 êáé f = 0· õðïèÝôïõìå ëïéðüí, ÷ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò, üôé

a1 = a2 = a0 = 0 êáé f = 0.

Äéáêñßíïõìå ôþñá äýï ðåñéðôþóåéò: (a11 6= 0 Þ a22 6= 0) êáé a11 = a22 = 0.

Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç, ðÜëé ÷ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò, õðïèÝôïõ-

ìå êáô’ áñ÷Üò üôé a11 = 1, áöïý ç ðåñßðôùóç a11 = 0, äçëáäÞ a22 6= 0, åßíáé

åíôåëþò áíÜëïãç. Ç åîßóùóÞ ìáò åßíáé äçëáäÞ

uxx + 2a12uxy + a22uyy = 0

Þ

(∂2
x + 2a12∂x∂y + a22∂

2
y)u = 0.

Ðñïóèáöáéñïýìå ôþñá ôïí üñï a2
12∂

2
y ãéá íá ðñïêýøåé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï êáé ç

åîßóùóç ëáìâÜíåé ôç ìïñöÞ

(1.29) (∂x + a12∂y)
2u+ (a22 − a2

12)∂
2
yu = 0.
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Ç éäÝá ôþñá åßíáé íá åéóáãÜãïõìå íÝåò ìåôáâëçôÝò êáôÜ ôñüðïí þóôå êÜèå üñïò

ôçò (1.29) íá ãñáöåß ùò (äåýôåñç) ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò óôéò íÝåò ìåôáâëçôÝò (êá-

ôåõèýíóåéò). Óôçí ðáñáâïëéêÞ ðåñßðôùóç ï óõíôåëåóôÞò ôïõ äåõôÝñïõ üñïõ

ìçäåíßæåôáé, óôçí åëëåéðôéêÞ åßíáé èåôéêüò êáé óôçí õðåñâïëéêÞ áñíçôéêüò.

Áñ÷ßæïõìå ìå ôçí åëëåéðôéêÞ ðåñßðôùóç, ïðüôå Ý÷ïõìå a2
12 < a22. ÈÝôïõìå

ôüôå b :=
√

a22 − a2
12 êáé åéóÜãïõìå ôéò íÝåò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ξ êáé η äéá

x = ξ, y = a12ξ + bη

äçëáäÞ

ξ = x, η =
1

b
(y − a12x),

ï Üîïíáò ôùí η óõìðßðôåé äçëáäÞ ìå ôïí Üîïíá ôùí y êáé ï Üîïíáò ôùí ξ ìå ôçí

åõèåßá y = a12x, êáé èÝôïõìå U(ξ, η) := u(x, y). Ðñïöáíþò ∂ξ = ∂x + a12∂y êáé

∂η = b∂y, åðïìÝíùò ç åîßóùóç (1.29) ëáìâÜíåé ôç ìïñöÞ

Uξξ + Uηη = 0.

Óôçí õðåñâïëéêÞ ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå a2
12 > a22.Ôüôå èÝôïõìå b :=

√

a2
12 − a22 êáé

åéóÜãïõìå ôéò íÝåò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ξ êáé η, üðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò,

äéá

x = ξ, y = a12ξ + bη.

Ç åîßóùóç (1.29) ëáìâÜíåé ôüôå ôç ìïñöÞ

Uξξ − Uηη = 0.

ÔÝëïò, óôçí ðáñáâïëéêÞ ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå a2
12 = a22 êáé ç (1.29) ãñÜöåôáé ùò

(1.30) (∂x + a12∂y)
2u = 0.

Ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí

x = ξ, y = a12ξ + η

Ý÷ïõìå ôüôå ∂ξ = ∂x+a12∂y êáé ∂η = ∂y, êáé ç åîßóùóç (1.29) ëáìâÜíåé ôç ìïñöÞ

Uξξ = 0.
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Óôçí ðåñßðôùóç a11 = a22 = 0 ç åîßóùóç ãñÜöåôáé ùò uxy = 0. Ìå ôçí

áëëáãÞ ìåôáâëçôþí

x = ξ + η, y = ξ − η

ç åîßóùóç áõôÞ ëáìâÜíåé ôç ìïñöÞ

Uξξ − Uηη = 0.

Ç óõãêåêñéìÝíç áëëáãÞ ìåôáâëçôþí óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç õðáãïñåýåôáé

áðü ôï ãåãïíüò üôé ç åîßóùóç uxy = 0 ãñÜöåôáé éóïäýíáìá óôç ìïñöÞ

(∂x + ∂y)
2u− (∂x − ∂y)

2u = 0.

ÁóêÞóåéò

1.7 Ðñïóäéïñßóôå ôïí ôýðï êÜèå ìßáò ôùí áêïëïýèùí åîéóþóåùí, äçëáäÞ áðïöáíèåßôå

êáôÜ ðüóïí áõôÞ åßíáé åëëåéðôéêÞ, õðåñâïëéêÞ Þ ðáñáâïëéêÞ:

uxx − 5uxy = 0,(i)

4uxx − 12uxy + 9uyy + uy = 0,(ii)

4uxx + 6uxy + 9uyy = 0,(iii)

uxx − uxy + 2uy + uyy − 3uyx + 4u = 0,(iv)

9uxx + 6uxy + uyy + ux = 0.(v)

1.8 Óå ðïéåò ðåñéï÷Ýò ôïõ åðéðÝäïõ xy åßíáé ç åîßóùóç

(1 + x)uxx + 2xyuxy − y2uyy = 0

åëëåéðôéêÞ, õðåñâïëéêÞ êáé ðáñáâïëéêÞ, áíôßóôïé÷á;

1.9 Áðïäåßîôå üôé ìåôáîý ôùí åîéóþóåùí ôçò ìïñöÞò (1.28) ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò,

ïé ìüíåò ðïõ ìÝíïõí üðùò åßíáé óå üëåò ôéò ðåñéóôñïöÝò ôïõ åðéðÝäïõ (åßíáé, üðùò ëÝìå,

áíáëëïßùôåò óå ðåñéóôñïöÝò),
(

ξ

η

)

=

(

cosϑ − sinϑ

sinϑ cosϑ

)(

x

y

)

, ϑ ∈ [0, 2π),

åßíáé åêåßíåò ðïõ Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ

a(uxx + uyy) + bu = f.

1.10 Èåùñïýìå ôç Ì.Ä.Å. 3uy + uxy = 0.
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x

y

ξ

η

ϑ

Ó÷Þìá 1.6: ÐåñéóôñïöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí áîüíùí êáôÜ ãùíßá ϑ.

(i) Ðïéïõ ôýðïõ åßíáé áõôÞ ç åîßóùóç;

(ii) ÈÝôïíôáò v := uy, ðñïóäéïñßóôå ôç ãåíéêÞ ôçò ëýóç, âë. ôçí ¶óêçóç 1.3.

(iii) Ôé ìðïñåßôå íá ðåßôå ó÷åôéêÜ ìå ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóåùò ôçò Ì.Ä.Å.

ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé

u(x, 0) = e−3x, uy(x, 0) = 0, x ∈ R;

1.11 Èåùñïýìå ìéá ìç ïìïãåíÞ Ì.Ä.Å. ðñþôçò ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò ut + cux = h(x+ ct),

üðïõ h : R → R ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç êáé c Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò. Áðïäåßîôå

üôé ïé ëýóåéò áõôÞò ôçò åîéóþóåùò åßíáé ôçò ìïñöÞò

u(x, t) = f(x+ ct) + g(x− ct),

üðïõ f êáé g óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò ôÝôïéåò þóôå f ′ = 1
2ch. Éäéáßôåñá

äçëáäÞ ìéá åéäéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò åßíáé ç

u(x, t) = f(x+ ct).

Ïäçãçèåßôå óôï óõìðÝñáóìá ìå äýï ôñüðïõò:

(i) Ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí ξ = x + ct, η = x − ct êáé U(ξ, η) := u(x, t), ãñÜøôå

êáô’ áñ÷Üò ôçí åîßóùóç óôç ìïñöÞ 2cUξ(ξ, η) = h(ξ).
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(ii) Óýìöùíá ìå ôçí (1.14′) Ý÷ïõìå

u(x, t) = u(x− ct, 0) +

∫ t

0
h(x+ c(σ − t) + cσ) dσ

= u(x− ct, 0) +

∫ t

0
h(x− ct+ 2cσ) dσ

= u(x− ct, 0) +
1

2c

∫ x+ct

x−ct
h(s) ds

= u(x− ct, 0) + f(x+ ct) − f(x− ct) .

1.12 Áíôéóôïé÷ßæïõìå óôçí åîßóùóç (1.28) ôïí ìç ìçäåíéêü óõììåôñéêü ðßíáêá A,

A :=

(

a11 a12

a12 a22

)

.

[Åî ßóïõ ëïãéêü èá Þôáí íá èåùñÞóïõìå ôïí −A óôç èÝóç ôïõ A, äçëáäÞ íá ðïëëáðëá-

óéÜóïõìå ôçí (1.28) åðß −1.] Áðïäåßîôå üôé:

• Áí ç (1.28) åßíáé åëëåéðôéêÞ, ïé éäéïôéìÝò ôïõ A åßíáé ïìüóçìåò. [Ãéáôß ìðïñïýìå íá

õðïèÝóïõìå üôé åßíáé èåôéêÝò;]

• Áí ç (1.28) åßíáé õðåñâïëéêÞ, ïé éäéïôéìÝò ôïõ A åßíáé åôåñüóçìåò.

• Áí ç (1.28) åßíáé ðáñáâïëéêÞ, ìéá éäéïôéìÞ ôïõ A åßíáé ôï ìçäÝí êáé ç Üëëç åßíáé ìç

ìçäåíéêÞ.

[Ç áíôßóôïé÷ç ôçò (1.28) ãñáììéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò

óôéò n äéáóôÜóåéò åßíáé

n
∑

i,j=1

aijuxixj
+

n
∑

i=1

aiuxi
+ a0u = f,

üðïõ, ÷ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò (ãéáôß;), ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé aij =

aji, i, j = 1, . . . , n. Ç åîßóùóç áõôÞ êáëåßôáé åëëåéðôéêÞ, áí üëåò ïé éäéïôéìÝò ôïõ óõììå-

ôñéêïý ðßíáêá A,

A :=









a11 a12 . . . a1n

...
...

...

an1 an2 . . . ann









,

åßíáé èåôéêÝò (Þ üëåò áñíçôéêÝò, öõóéêÜ), êáé êáëåßôáé õðåñâïëéêÞ Þ ðáñáâïëéêÞ, áíôß-

óôïé÷á, áí n−1 éäéïôéìÝò ôïõ A åßíáé èåôéêÝò êáé ìßá åßíáé áñíçôéêÞ Þ ìçäÝí, áíôßóôïé-

÷á.]

1.13 ÕðïèÝôïõìå üôé ç åîßóùóç (1.28) åßíáé åëëåéðôéêÞ êáé üôé a11 > 0. Áðïäåßîôå üôé ï



28 1. ÅéóáãùãÞ

áíôßóôïé÷ïò ðßíáêáò A,

A :=

(

a11 a12

a12 a22

)

,

åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, äçëáäÞ ãéá êÜèå ìç ìçäåíéêü äéÜíõóìá x ∈ R
2 ôï Åõêëåßäåéï

åóùôåñéêü ãéíüìåíï ôùí Ax êáé x åßíáé èåôéêü, xTAx > 0. Ôé ìðïñåßôå íá ðåßôå ãéá ôïí

ðßíáêá A óôçí ðåñßðôùóç a11 < 0;

1.14 Ðñïóäéïñßóôå êáô’ áñ÷Üò ôç ãåíéêÞ ëýóç u : R
2 → R, u = u(x, t), ôçò åîßóùóçò

ut + 2ux + 3u = 0, x, t ∈ R, êáé åí óõíå÷åßá ðñïóäéïñßóôå ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

áñ÷éêþí ôéìþí
{

ut + 2ux + 3u = 0 óôïí R
2,

u(x, 0) = x2, x ∈ R.

1.15 Ðñïóäéïñßóôå ôç ëýóç u : R
2 → R, u = u(x, t), ôïõ ðñïâëÞìáôïò

{

ut + 2ux + 4u = ex−2t óôïí R
2,

u(·, 0) = ϕ óôïí R,

üðïõ ϕ : R → R, ϕ(x) = x2.



2. Ç êõìáôéêÞ åîßóùóç

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç óå ìßá (÷ùñéêÞ)

äéÜóôáóç. Ç åîßóùóç áõôÞ åßíáé, üðùò ðñïáíáöÝñáìå, õðåñâïëéêÞ êáé åßíáé

ç áðëïýóôåñç Ì.Ä.Å. äåõôÝñáò ôÜîåùò.

2.1 Ç êõìáôéêÞ åîßóùóç óå üëï ôï R

Óå áõôÞí ôçí ðáñÜãñáöï èá ìåëåôÞóïõìå ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç óå üëç ôçí

ðñáãìáôéêÞ åõèåßá. Ôá ðñáãìáôéêÜ öõóéêÜ öáéíüìåíá ëáìâÜíïõí óõíÞèùò ÷þ-

ñá óå öñáãìÝíá äéáóôÞìáôá. Ï ëüãïò ãéá ôïí ïðïßï ìåëåôÜìå ôçí åîßóùóç óå

üëç ôçí åõèåßá åßíáé üôé áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò áðëïðïéïýíôáé ôá ðñÜãìáôá

óå óçìáíôéêü âáèìü ãéáôß óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç áðáëëáóóüìåèá áðü ôéò óõ-

íïñéáêÝò óõíèÞêåò. ÄÝïí íá óçìåéùèåß üôé ïé ðéï âáóéêÝò éäéüôçôåò ôùí Ì.Ä.Å.

åìöáíßæïíôáé Þäç óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôéò åîåôÜæïõìå óå üëïí ôïí ÷þñï, êáé

áõôÞ ç ðñáêôéêÞ áêïëïõèåßôáé óå ìåãÜëï âáèìü êáé óôçí Ýñåõíá óôçí ðåñéï÷Þ

áõôÞ óôçí ðáñïýóá öÜóç. ÁëëÜ êáé áðü öõóéêÞò áðüøåùò Ý÷åé áõôÞ ç ìåëÝôç

Ýííïéá ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç, ãéáôß ôá êýìáôá äéáäßäïíôáé ó÷åôéêÜ “áñãÜ”

êáé ãéá ìéêñÜ ÷ñïíéêÜ äéáóôÞìáôá, üôáí åßìáóôå ìáêñéÜ áðü ôï óýíïñï, ïé óõ-

íïñéáêÝò óõíèÞêåò äåí åðçñåÜæïõí ôç ëýóç. ÃñÜöïõìå ëïéðüí ôçí êõìáôéêÞ

åîßóùóç óôç ìïñöÞ

(2.1) utt = c2uxx, x, t ∈ R,

ìå c > 0. Óçìåéþíïõìå üôé ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí v(x, t) := u(cx, t) ç åîß-

óùóç (2.1) ëáìâÜíåé ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ vtt = vxx· ðáñÜ ôáýôá ðñïôéìïýìå

íá ìåëåôÞóïõìå ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç óôç ìïñöÞ (2.1).

29
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Ðñüôáóç 2.1 (ÃåíéêÞ ëýóç ôçò êõìáôéêÞò åîßóùóçò.) Ïé ëýóåéò ôçò åîéóþóåùò (2.1)

äßíïíôáé äéá

(2.2) u(x, t) = f(x+ ct) + g(x− ct),

üðïõ f êáé g ôõ÷áßåò ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò ìßáò ìåôáâëçôÞò.

Áðüäåéîç. Äßíïõìå ôçí áðüäåéîç ìå äýï ôñüðïõò.

1
ïò
= ôñüðïò: ÃñÜöïõìå ôçí åîßóùóç óôç ìïñöÞ

(2.3) (∂t − c∂x)(∂t + c∂x)u = 0.

¸óôù v := ut + cux. Ôüôå ç v éêáíïðïéåß ôçí áêüëïõèç åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò:

vt − cvx = 0. Ç ëýóç áõôÞò ôçò åîéóþóåùò äßíåôáé äéá

(2.4) v(x, t) = h(x+ ct),

üðïõ h ôõ÷áßá ïìáëÞ óõíÜñôçóç ìßáò ìåôáâëçôÞò, âë. ôéò (1.11) êáé (1.10). Óýì-

öùíá ìå ôïí ïñéóìü ôçò v êáé ôç (2.4) Ý÷ïõìå

(2.5) ut(x, t) + cux(x, t) = h(x+ ct).

H ãåíéêÞ ëýóç u1 ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ôçò (2.5) åßíáé

u1(x, t) = g(x− ct),

âë. ôéò (1.11′′) êáé (1.10′). Åðßóçò åýêïëá äéáðéóôþíåé êáíåßò, âë. ôçí ¶óêç-

óç 1.11, üôé ìßá åéäéêÞ ëýóç u2 ôçò (2.5) åßíáé

u2(x, t) = f(x+ ct),

üðïõ f ôÝôïéá þóôå f ′ = 1
2c
h. Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò (2.5) åßíáé u1 + u2, ïðüôå ç

ãåíéêÞ ëýóç ôçò (2.1) äßíåôáé áðü ôç (2.2).

2
ïò
= ôñüðïò: ÅéóÜãïíôáò ôéò íÝåò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ξ êáé η äéá

ξ = x+ ct, η = x− ct

êáé èÝôïíôáò U(ξ, η) := u(x, t) Ý÷ïõìå ∂xu = ∂ξU + ∂ηU êáé ∂tu = c∂ξU − c∂ηU.

Óõíåðþò ∂tu−c∂xu = −2c∂ηU êáé ∂tu+c∂xu = 2c∂ξU, ïðüôå ç åîßóùóç ëáìâÜíåé

ôç ìïñöÞ

(−2c∂ξ)(2c∂η)U = 0,
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x

t

x+ ct = óôáèåñÜ

x− ct = óôáèåñÜ

Ó÷Þìá 2.1: ÏéêïãÝíåéåò ÷áñáêôçñéóôéêþí ãñáììþí ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóù-

óç.

âë. ôç (2.3). [Ìå ðñÜîåéò ïäçãïýìáóôå óôï áíùôÝñù óõìðÝñáóìá ùò åîÞò: Ý÷ïõ-

ìå

uxx = Uξξ + 2Uξη + Uηη, utt = c2Uξξ − 2c2Uξη + c2Uηη,

óõíåðþò utt − c2uxx = −4c2Uξη.] ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå Uξη = 0, ïðüôå

U(ξ, η) = f(ξ) + g(η),

âë. ôçí (1.4), áðü ôçí ïðïßá Ýðåôáé áìÝóùò ç (2.2). Ôï êßíçôñï ãéá ôç óõãêå-

êñéìÝíç åðéëïãÞ ôùí áîüíùí ξ êáé η åßíáé öõóéêÜ áõôïß íá åßíáé ðáñÜëëçëïé

ðñïò ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò ãñáììÝò ôçò êõìáôéêÞò åîßóùóçò. Óôçí ðñïêåéìÝíç

ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå äýï ïéêïãÝíåéåò ÷áñáêôçñéóôéêþí, åðïìÝíùò äåí õðÜñ÷ïõí

ðåñéèþñéá ãéá áõèáßñåôç åðéëïãÞ åíüò ôùí áîüíùí, êáô’ áíôéäéáóôïëÞí ðñïò

ôçí ðåñßðôùóç ãñáììéêþí åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëå-

óôÝò, âë. ôçí åíüôçôá 1.2.2.

Ç êõìáôéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ìéá áðëÞ êáé ùñáßá ãåùìåôñßá. ÕðÜñ÷ïõí äýï

ïéêïãÝíåéåò ÷áñáêôçñéóôéêþí ãñáììþí, x± ct = óôáèåñÜ.

Ç g(x− ct) ðáñéóôÜ Ýíá êýìá, ôï ïðïßï ôáîéäåýåé ðñïò ôá äåîéÜ ìå ôá÷ýôçôá

c.

H f(x+ ct) ðáñéóôÜ Ýíá êýìá, ôï ïðïßï ôáîéäåýåé ðñïò ôá áñéóôåñÜ, ðÜëé ìå

ôá÷ýôçôá c. H ãåíéêÞ ëýóç (2.2) åßíáé ç óýíèåóç äýï ôÝôïéùí êõìÜôùí.
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Ó÷Þìá 2.2: Êýìá ðïõ ôáîéäåýåé ðñïò ôá äåîéÜ ìå ôá÷ýôçôá c.

2.1.1 Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç óå üëç ôçí ðñáãìáôéêÞ

åõèåßá åßíáé: Äßäïíôáé äýï ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò ϕ, ψ : R → R êáé æçôåßôáé ìéá

ïìáëÞ óõíÜñôçóç u : R × [0,∞) → R, ôÝôïéá þóôå

(2.6i) utt = c2uxx óôï R × (0,∞)

êáé

(2.6ii)

{

u(·, 0) = ϕ óôïí R,

ut(·, 0) = ψ óôïí R.

Óýìöùíá ìå ôç (2.2) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò êõìáôéêÞò åîßóùóçò (2.6i) åßíáé

(2.7) u(x, t) = f(x+ ct) + g(x− ct).

ÈÝôïíôáò åäþ t = 0 êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñþôç ó÷Ýóç ôçò (2.6ii) ëáìâÜ-

íïõìå

(2.8) ϕ = f + g óôïí R.

Åî Üëëïõ ðáñáãùãßæïíôáò ôç (2.7) ùò ðñïò t Ý÷ïõìå

ut(x, t) = cf ′(x+ ct) − cg′(x− ct),

ïðüôå èÝôïíôáò t = 0 êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç äåýôåñç ó÷Ýóç ôçò (2.6ii) ëáìâÜ-

íïõìå

(2.9) ψ = cf ′ − cg′ óôïí R.
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Ïé (2.8) êáé (2.9) áðïôåëïýí Ýíá óýóôçìá åîéóþóåùí ãéá ôéò äýï Üãíùóôåò óõ-

íáñôÞóåéò f êáé g. Ðáñáãùãßæïíôáò ôç (2.8) êáé óõíäõÜæïíôáò ôï áðïôÝëåóìá

ìå ôç (2.9) ëáìâÜíïõìå

f ′ =
1

2
(ϕ′ +

ψ

c
), g′ =

1

2
(ϕ′ − ψ

c
).

Ïëïêëçñþíïíôáò Ý÷ïõìå

(2.10)















f(s) =
1

2
ϕ(s) +

1

2c

∫ s

0

ψ(τ)dτ + α

g(s) =
1

2
ϕ(s) − 1

2c

∫ s

0

ψ(τ)dτ + β,

üðïõ α êáé β óôáèåñÝò. Áðü ôéò (2.8) êáé (2.10) Ýðåôáé üôé α + β = 0. Óõíåðþò

Ý÷ïõìå

f(x+ ct) + g(x− ct) =
1

2
ϕ(x+ ct) +

1

2c

∫ x+ct

0

ψ(τ) dτ

+
1

2
ϕ(x− ct) − 1

2c

∫ x−ct

0

ψ(τ) dτ,

äçëáäÞ

f(x+ ct) + g(x− ct) =
1

2

[

ϕ(x+ ct) + ϕ(x− ct)
]

+
1

2c

∫ x+ct

x−ct

ψ(τ) dτ.

Óýìöùíá ìå ôç (2.7) óõìðåñáßíïõìå üôé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.6) åßíáé

(2.11) u(x, t) =
1

2

[

ϕ(x− ct) + ϕ(x+ ct)
]

+
1

2c

∫ x+ct

x−ct

ψ(τ) dτ.

Áíáêåöáëáéþíïíôáò, áðü ôá ðñïçãïýìåíá Ýðåôáé áìÝóùò ôï åîÞò áðïôÝëå-

óìá:

Ðñüôáóç 2.2 (Ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç.) ¸óôù

ψ : R → R ìéá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç, êáé ϕ : R → R ìéá óõíÜñôçóç, ç

ïðïßá åßíáé äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç. Ôüôå õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç u ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (2.6), ç ïðïßá åßíáé äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, êáé äßíåôáé áðü

ôïí ôýðï (2.11).
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Óçìåéþíïõìå áêüìç üôé áðü ôçí ðáñÜóôáóç (2.11) ðñïêýðôåé ç ïìáëüôçôá

ôçò ëýóåùò u ôçò êõìáôéêÞò åîßóùóçò: Áí ç ϕ åßíáé m öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãù-

ãßóéìç êáé ç ψ åßíáé m − 1 öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç (õðåíèõìßæïõìå üôé ç

ψ áíôéóôïé÷åß óôç ut, Ý÷ïõìå äçëáäÞ Þäç ðáñáãùãßóåé ìßá öïñÜ), ôüôå ç u åßíáé

m öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç.

ÐáñáôÞñçóç 2.1 (Áñíçôéêïß ÷ñüíïé.) Åßíáé ðïëý åýêïëï íá äéáðéóôþóåé êáíåßò

üôé ç óõíÜñôçóç u, ðïõ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï (2.11), ãéá t < 0, éêáíïðïéåß ôçí

êõìáôéêÞ åîßóùóç êáé ãéá áõôÜ ôá t. ¸íáò Üëëïò ôñüðïò ãéá íá äåé êáíåßò üôé ôï

ðñüâëçìá (2.6) ìðïñåß íá ëõèåß êáé ãéá áñíçôéêü t åßíáé ç áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò

s := −t. Áðü öõóéêÞò áðüøåùò áõôü óçìáßíåé üôé ãíùñßæïíôáò óå ìßá ÷ñïíéêÞ

óôéãìÞ t0 ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ u(·, t0) êáé ut(·, t0) ôïõ êýìáôïò, ü÷é ìüíï ìðïñïýìå

íá ðñïâëÝøïõìå ìå ðïéïí ôñüðï èá äéáäïèåß ôï êýìá ãéá t > t0, áëëÜ ìðïñïýìå

êáé íá ðïýìå áðü ðïý ðñïÞëèå áõôü ôï êýìá, ðïéá Þôáí ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ

áíÜ ðÜóá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ óôï ðáñåëèüí. Ìðïñïýìå ìå Üëëá ëüãéá íá ìåëåôÞ-

óïõìå ôçí éóôïñßá ôïõ. ÑéæéêÜ äéáöïñåôéêÞ åßíáé ç êáôÜóôáóç óôçí ðåñßðôùóç

ôçò åîßóùóçò ôçò èåñìüôçôáò, üðùò èá äïýìå óôç óõíÝ÷åéá ôïõ ìáèÞìáôïò.

Óõíå÷Þò åîÜñôçóç ôçò ëýóçò áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá. Óýìöùíá ìå ôç (2.11), Ý÷ïõìå

|u(x, t)| ≤ sup
x̃∈R

|ϕ(x̃)| + t sup
x̃∈R

|ψ(x̃)|.

Áí ëïéðüí u åßíáé ç ëýóç ôïõ (2.6) êáé ũ ç ëýóç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ðñïâëÞìáôïò

ìå áñ÷éêÜ äåäïìÝíá ϕ̃ êáé ψ̃, óôç èÝóç ôùí ϕ êáé ψ, áíôßóôïé÷á, ôüôå óýìöùíá

ìå ôçí ðñïçãïýìåíç åêôßìçóç

|u(x, t) − ũ(x, t)| ≤ sup
x̃∈R

|ϕ(x̃) − ϕ̃(x̃)| + t sup
x̃∈R

|ψ(x̃) − ψ̃(x̃)|,

äçëáäÞ, ìå áõôÞí ôçí Ýííïéá, ç ëýóç åîáñôÜôáé óõíå÷þò áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝ-

íá.

2.1.2 ÅîÜñôçóç êáé åðéññïÞ

Áðü ôïí ôýðï (2.11) óõíÜãïíôáé åýêïëá ïñéóìÝíá ÷ñÞóéìá óõìðåñÜóìáôá ãéá

ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç óôçí ðñáã-

ìáôéêÞ åõèåßá.
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x

t

(x0, t0)

x0 − ct0 x0 + ct0O

x − ct
=

x0
− ct0

x +
ct =

x
0 +

ct0

Ó÷Þìá 2.3: Ðåñéï÷Þ åîÜñôçóçò ôïõ óçìåßïõ (x0, t0).

Ç ôéìÞ ôçò ëýóåùò u óå Ýíá óçìåßï (x0, t0) åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôéò ôéìÝò ôçò

ϕ óôá äýï óçìåßá x0−ct0 êáé x0+ct0, êáèþò êáé áðü ôéò ôéìÝò ôçò ψ óôï äéÜóôçìá

[x0 − ct0, x0 + ct0]. Ôï ãêñé ìÝñïò óôï Ó÷Þìá 2.3 êáëåßôáé ðåñéï÷Þ åîáñôÞóåùò ôïõ

óçìåßïõ (x0, t0). Óçìåéþíïõìå üôé ôá Üêñá ôçò ðåñéï÷Þò åîáñôÞóåùò åßíáé ôá

óçìåßá ôïìÞò ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí ôçò êõìáôéêÞò åîéóþóåùò ðïõ äéÝñ÷ïíôáé

áðü ôï óçìåßï (x0, t0) ìå ôïí Üîïíá ôùí x.

Áõôü óçìáßíåé üôé ïðïéáäÞðïôå ìåôáâïëÞ ôùí ϕ êáé ψ Ýîù áðü ôï äéÜóôç-

ìá [x0 − ct0, x0 + ct0] äåí ãßíåôáé áíôéëçðôÞ óôï óçìåßï (x0, t0). Áðü öõóéêÞò

áðüøåùò áõôü óçìáßíåé üôé ìåôáâïëÝò óôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá äéáäßäïíôáé ìå ôá-

÷ýôçôá ìéêñüôåñç Þ ßóç ôïõ c, áêñéâÝóôåñá ïé ìåôáâïëÝò ôçò ϕ äéáäßäïíôáé ìå

ôá÷ýôçôá áêñéâþò c, åíþ ïé ìåôáâïëÝò ôçò ψ ìå ôá÷ýôçôá ôï ðïëý c.

ÂëÝðïíôáò ôá ðñÜãìáôá áðü ìéá êáôÜ êÜðïéá Ýííïéá áíôßóôñïöç ðëåõñÜ,

äéáðéóôþíïõìå, ðÜëé áðü ôïí ôýðï (2.11), üôé ìéá áñ÷éêÞ óõíèÞêç óå Ýíá óç-

ìåßï x0, ìðïñåß íá åðçñåÜóåé ôç ëýóç ìüíï óôç ãêñé ðåñéï÷Þ óôï Ó÷Þìá 2.4,

ç ïðïßá ðåñéÝ÷åôáé ìåôáîý ôùí äýï ÷áñáêôçñéóôéêþí ôçò êõìáôéêÞò åîßóùóçò

ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï óçìåßï (x0, 0), êáé ëÝãåôáé ðåñéï÷Þ åðéññïÞò ôïõ óçìåßïõ

(x0, 0).

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá, ϕ êáé ψ, åßíáé óõíáñôÞóåéò ìå óõ-

ìðáãÞ öïñÝá, ìçäåíßæïíôáé äçëáäÞ Ýîù áðü Ýíá êáôÜëëçëï êëåéóôü êáé öñáã-

ìÝíï äéÜóôçìá, áò ôï ðïýìå [a, b]. ¸óôù x? ∈ R. Ôï åñþôçìá ðïõ èá ìáò áðá-

ó÷ïëÞóåé ôþñá åßíáé ãéá ðïéåò ôéìÝò ôïõ t ìðïñåß ç u(x?, t) íá ðÜñåé ãåíéêÜ ìç

ìçäåíéêÝò ôéìÝò. Èá äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò, ψ = 0 êáé ψ 6= 0.
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x

t

(x0, 0)O

x +
ct =

x
0 x − ct

=
x0

Ó÷Þìá 2.4: Ðåäßï åðéññïÞò ôïõ óçìåßïõ (x0, 0).

1
ç
= Ðåñßðôùóç: ψ = 0

Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç (2.11) ëáìâÜíåé ôç ìïñöÞ

u(x, t) =
1

2

[

ϕ(x− ct) + ϕ(x+ ct)
]

.

ÅðïìÝíùò, ç u(x?, t) ìðïñåß íá ðÜñåé ãåíéêÜ ìç ìçäåíéêÝò ôéìÝò ãéá t ôÝôïéá

þóôå x? − ct ∈ (a, b) Þ x? + ct ∈ (a, b), äçëáäÞ

a− x?

c
< t <

b− x?

c
Þ

x? − a

c
> t >

x? − b

c
.

Äéáêñßíïõìå ôþñá äéÜöïñåò ðåñéðôþóåéò:

◦ Ãéá x? ≥ b Ý÷ïõìå x?−b
c

< t < x?−a
c
.

◦ Ãéá x? ≤ a Ý÷ïõìå a−x?

c
< t < b−x?

c
.

◦ Ãéá a < x? < b Ý÷ïõìå 0 ≤ t ≤ max
(

b−x?

c
, x?−a

c

)

.

Áõôü óçìáßíåé üôé ôï áñ÷éêü êýìá ãßíåôáé áíôéëçðôü óå Ýíáí ðáñáôçñçôÞ, ðïõ

âñßóêåôáé óôï óçìåßï x?, ìüíï êáôÜ ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá ðïõ áíáöÝñèçêå ðñïç-

ãïõìÝíùò, áíÜëïãá ìå ôç èÝóç ôïõ x?, âë. ôï Ó÷Þìá 2.5.

ÁíáöÝñïõìå áêüìç üôé ðáñüìïéï öáéíüìåíï, äçëáäÞ êýìáôá ìå óõìðáãÞ öï-

ñÝá íá ãßíïíôáé áíôéëçðôÜ, óå êÜèå óçìåßï, ãéá öñáãìÝíá ÷ñïíéêÜ äéáóôÞìáôá,

ðáñáôçñåßôáé óôéò ðåñéôôÝò äéáóôÜóåéò d ≥ 3, áêüìç êáé ãéá ìç ìçäåíéêÜ ψ ìå

óõìðáãÞ öïñÝá. Ç öõóéêÞ óçìáóßá áõôïý ôïõ ãåãïíüôïò åßíáé ðñïöáíÞò óôéò

ôñåéò äéáóôÜóåéò ðïõ æïýìå· áí áõôü äåí Þôáí óùóôü, èá áêïýãáìå ôïí èüñõâï

ïðïéïõäÞðïôå áêïõóôéêïý êýìáôïò åð’ Üðåéñïí!
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t

x
a b x?O

Ó÷Þìá 2.5: Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ψ = 0 êáé ï öïñÝáò ôçò ϕ ðåñéÝ÷åôáé óôï

äéÜóôçìá [a, b], ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.6) ìçäåíßæåôáé Ýîù áðü ôç ãêñé

ðåñéï÷Þ ôïõ ó÷Þìáôïò. Ç ðåñéï÷Þ áõôÞ ðáñÜãåôáé áðü ôéò ÷áñáêôçñéóôé-

êÝò çìéåõèåßåò ôçò åîßóùóçò ðïõ îåêéíïýí áðü Ýíá óçìåßï (x, 0), êáèþò ôï

x äéáãñÜöåé üëï ôï äéÜóôçìá [a, b]. ÊáôÜ óõíÝðåéá, Ýíáò ðáñáôçñçôÞò ðïõ

âñßóêåôáé óôç èÝóç x? áíôéëáìâÜíåôáé ôï êýìá ãéá åêåßíï ôï ÷ñïíéêü äéÜ-

óôçìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá t ãéá ôá ïðïßá ôá óçìåßá (x?, t) áíÞêïõí óôç

ãêñé ðåñéï÷Þ.

2
ç
= Ðåñßðôùóç: ψ 6= 0

Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç áñêåß íá éó÷ýåé (x? − ct, x? + ct) ∩ (a, b) 6= ∅, äçëáäÞ

x? + ct > a êáé x? − ct < b, óõíåðþò

◦ t > max
(

a−x?

c
, x?−b

c

)

ãéá x? < a Þ x? > b

◦ êáé t ≥ 0 ãéá a < x? < b.

Óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç äçëáäÞ ôï áñ÷éêü êýìá ãßíåôáé áíôéëçðôü óå Ýíáí

ðáñáôçñçôÞ, ðïõ âñßóêåôáé óôï óçìåßï x?, áðü ìßá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ êáé ìåôÜ

óõíå÷þò, âë. ôï Ó÷Þìá 2.6.

Ðáñüìïéï öáéíüìåíï, äçëáäÞ êýìáôá ìå óõìðáãÞ öïñÝá íá ãßíïíôáé áíôé-

ëçðôÜ åð’ Üðåéñïí, ðÝñáí ôçò ðåñéðôþóåùò ôçò ìßáò ÷ùñéêÞò äéÜóôáóçò, d = 1,

ðáñáôçñåßôáé åðßóçò óôéò Üñôéåò äéáóôÜóåéò d = 2, 4, . . . . Åõôõ÷þò ðïõ æïýìå

óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò!
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t

x
a b x?

(x?, t?)

O

Ó÷Þìá 2.6: Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ψ 6= 0 êáé ïé öïñåßò ôùí ϕ êáé ψ ðå-

ñéÝ÷ïíôáé óôï äéÜóôçìá [a, b], ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.6) ìçäåíßæåôáé

Ýîù áðü ôç ãêñé ðåñéï÷Þ ôïõ ó÷Þìáôïò. Ç ðåñéï÷Þ áõôÞ ðáñÜãåôáé áðü ôï

óýíïëï ôùí óçìåßùí ðïõ ðåñéêëåßïíôáé áðü ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò çìéåõèåßåò

ôçò åîßóùóçò ðïõ îåêéíïýí áðü Ýíá óçìåßï (x, 0), êáèþò ôï x äéáãñÜöåé üëï

ôï äéÜóôçìá [a, b]. ÊáôÜ óõíÝðåéá, Ýíáò ðáñáôçñçôÞò ðïõ âñßóêåôáé óôç èÝ-

óç x? áíôéëáìâÜíåôáé ôï êýìá ãéá Üðåéñï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá (t?,∞), üðïõ t?

ï ìéêñüôåñïò áñéèìüò ãéá ôïí ïðïßï ôï óçìåßï (x?, t?) âñßóêåôáé óôï óýíïñï

ôçò ãêñé ðåñéï÷Þò ôïõ ó÷Þìáôïò.

2.1.3 ÅíÝñãåéá

Ãéá íá åßìáóôå âÝâáéïé üôé ôá ïëïêëçñþìáôá ãéá ôá ïðïßá èá ìéëÜìå óôç óõ-

íÝ÷åéá ðñÜãìáôé õðÜñ÷ïõí, èá õðïèÝóïõìå óå áõôü ôï åäÜöéï üôé ïé áñ÷éêÝò

óõíèÞêåò ìçäåíßæïíôáé Ýîù áðü Ýíá äéÜóôçìá [−R,R], üðïõ R ôõ÷áßïò èåôéêüò

áñéèìüò. Ôüôå, óýìöùíá ìå ôá ðñïáíáöåñèÝíôá, ãéá êÜèå t > 0, ç u(·, t) ìçäåíß-

æåôáé Ýîù áðü ôï äéÜóôçìá [−R− ct, R+ ct]. ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôçí êõìáôéêÞ

åîßóùóç ìå ut êáé ïëïêëçñþíïíôáò ùò ðñïò x Ý÷ïõìå

∫ ∞

−∞
utt(x, t)ut(x, t)dx = c2

∫ ∞

−∞
uxx(x, t)ut(x, t)dx

Þ
∫ ∞

−∞
utt(x, t)ut(x, t)dx = c2

∫ R+ct

−R−ct

uxx(x, t)ut(x, t)dx.

Ïëïêëçñþíïíôáò êáôÜ ìÝñç ôï äåîéü ìÝëïò áõôÞò ôçò ó÷Ýóåùò êáé ÷ñçóéìï-

ðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé ç ux ìçäåíßæåôáé óôá óçìåßá (−R− ct, t) êáé (R+ ct, t)
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ëáìâÜíïõìå

∫ ∞

−∞

[

utt(x, t)ut(x, t) + c2ux(x, t)uxt(x, t)
]

dx = 0.

Ôþñá,

uttut =
1

2

(

(ut)
2
)

t
êáé uxutx = uxuxt =

1

2

(

(ux)
2
)

t
,

êáé ç áíùôÝñù ó÷Ýóç ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

1

2

∫ ∞

−∞

(

u2
t + c2u2

x

)

t
(x, t) dx = 0

Þ

(2.12)
d

dt

∫ ∞

−∞

(

u2
t + c2u2

x

)

(x, t) dx = 0.

Ôï ìÝãåèïò E(t),

E(t) :=

∫ ∞

−∞

[

[ut(x, t)]
2 + c2[ux(x, t)]

2
]

dx,

åßíáé ç åíÝñãåéá, êáé óýìöùíá ìå ôç (2.12) ç åíÝñãåéá åßíáé áíåîÜñôçôç ôïõ ÷ñü-

íïõ, Ý÷ïõìå äçëáäÞ äéáôÞñçóç ôçò åíÝñãåéáò. Óõíåðþò E(t) = E(0), ãåãïíüò ôï

ïðïßï ãñÜöåôáé êáé óôç ìïñöÞ

(2.13)

∫ ∞

−∞

[

[ut(x, t)]
2 + c2[ux(x, t)]

2
]

dx =

∫ ∞

−∞

[

[ψ(x)]2 + c2[ϕ′(x)]2
]

dx, t ≥ 0.

Éäéáßôåñá, áðü ôç ó÷Ýóç (2.13) Ýðåôáé üôé ãéá ϕ = ψ = 0 ç ëýóç u ìçäåíß-

æåôáé ôáõôïôéêÜ. ÔÝôïéåò éäéüôçôåò ìðïñïýí íá öáíïýí ÷ñÞóéìåò óå áðïäåßîåéò

ìïíáäéêüôçôáò ôçò ëýóçò ãñáììéêþí ðñïâëçìÜôùí, éäéáßôåñá óå ðåñéðôþóåéò

ðïõ äåí Ý÷ïõìå ðáñÜóôáóç ôçò ëýóçò, êÜôé ðïõ áðïôåëåß êáé ôïí êáíüíá óôéò

Ì.Ä.Å.

Óçìåßùóç. Ç ðáñÜóôáóç (2.11) ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí

(2.6) ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç áðåäåß÷èç áðü ôïí d’ Alembert ôï 1746.

ÁóêÞóåéò

2.1 ¸óôù u ìéá ëýóç ôçò êõìáôéêÞò åîßóùóçò (2.1). Áðïäåßîôå üôé ïé óõíáñôÞóåéò

v, w, v(x, t) := u(x − y, t), w(x, t) := u(αx, αt), ìå äåäïìÝíá y, α ∈ R, åßíáé åðßóçò
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ëýóåéò ôçò êõìáôéêÞò åîßóùóçò. Åðßóçò, ïðïéáäÞðïôå ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò u, öåñ’

åéðåßí ç ux, åßíáé ëýóç, áí åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ.

2.2 ¸óôù u ëýóç ôçò êõìáôéêÞò åîßóùóçò utt = uxx. Áðïäåßîôå üôé

u(x+ h, t+ k) + u(x− h, t− k) = u(x+ k, t+ h) + u(x− k, t− h),

ãéá êÜèå x, t, h, k ∈ R. Ðïéá åßíáé ç ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá áõôÞò ôçò ó÷Ýóåùò;

2.3 ¸óôù üôé ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò ϕ êáé ψ åßíáé ðåñéôôÝò óõíáñôÞóåéò. Áðïäåßîôå üôé êáé ç

ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (2.6), åßíáé, ãéá êÜèå t > 0, ðåñéôôÞ óõíÜñôçóç

ôïõ x, äçëáäÞ üôé ç óõíÜñôçóç u(·, t) åßíáé ðåñéôôÞ.

2.2 ÁíÜêëáóç êõìÜôùí

Óå áõôÞí ôçí ðáñÜãñáöï èá ìåëåôÞóïõìå ôï áðëïýóôåñï ðñüâëçìá áíáêëÜóåùò

êõìÜôùí, ôçí ðåñßðôùóç äçëáäÞ üðïõ õðÜñ÷åé Ýíá ìüíï óçìåßï áíáêëÜóåùò, ôï

Üêñï ìéáò çìéåõèåßáò. Èåùñïýìå ëïéðüí ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé

óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç óôçí çìéåõèåßá: Æçôåßôáé ìéá

ïìáëÞ óõíÜñôçóç v : [0,∞) × [0,∞) → R, ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôçí êõìáôéêÞ

åîßóùóç

(2.14i) vtt = c2vxx, x > 0, t > 0,

ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

(2.14ii)

{

v(x, 0) = ϕ, x ≥ 0,

vt(x, 0) = ψ, x ≥ 0,

êáé ôçí ïìïãåíÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Dirichlet

(2.14iii) v(0, t) = 0, t ≥ 0.

Ãéá ðñïöáíåßò ëüãïõò óõìâáôüôçôáò Ý÷ïõìå ϕ(0) = ψ(0) = 0. Åðåêôåßíïõìå

ôéò ϕ êáé ψ êáôÜ ðåñéôôü ôñüðï óôïí áñíçôéêü çìéÜîïíá, ïñßæïõìå äçëáäÞ ôéò

óõíáñôÞóåéò ϕðåñ., ψðåñ. : R → R äéá

ϕðåñ.(x) :=

{

ϕ(x), x ≥ 0

− ϕ(−x), x < 0
, ψðåñ.(x) :=

{

ψ(x), x ≥ 0

− ψ(−x), x < 0
.
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x

t

x = ct

x > ct

x < ct

Ó÷Þìá 2.7: Óôá ÷ùñßá x ≥ ct êáé x < ct, áíôßóôïé÷á, ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(2.14) äßíåôáé áðü ôéò (2.16i) êáé (2.16ii), áíôßóôïé÷á.

Óõìâïëßæïõìå ìå u = u(x, t) ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí óõíèçêþí ãéá

ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç óå üëç ôçí åõèåßá, ìå áñ÷éêÝò ôéìÝò ϕðåñ. êáé ψðåñ.. ÊáôÜ

ôçí ¶óêçóç 2.3, ãéá êÜèå t, ç u åßíáé ðåñéôôÞ óõíÜñôçóç ôïõ x. Óõíåðþò éó÷ýåé

u(0, t) = 0, t ≥ 0, äçëáäÞ ç u éêáíïðïéåß ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (2.14iii). Óõ-

íåðþò ç v, v(x, t) := u(x, t), x ≥ 0, t ≥ 0, åßíáé ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.14).

Óýìöùíá ìå ôïí ôýðï (2.11) Ý÷ïõìå, ãéá x ≥ 0,

(2.15) v(x, t) = u(x, t) =
1

2

[

ϕðåñ.(x− ct) + ϕðåñ.(x+ ct)
]

+
1

2c

∫ x+ct

x−ct

ψðåñ.(τ) dτ.

Äéáêñßíïõìå ôþñá äýï ðåñéðôþóåéò: x ≥ ct êáé 0 < x < ct (t > 0).

Ãéá x ≥ ct óôï äåîéü ìÝëïò ôçò (2.15) åìöáíßæïíôáé ôéìÝò ôùí ϕðåñ. êáé ψðåñ.

ìüíï óå ìç áñíçôéêÜ óçìåßá, óôá ïðïßá öõóéêÜ áõôÝò óõìðßðôïõí ìå ôéò ϕ êáé

ψ, áíôßóôïé÷á. ÅðïìÝíùò óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç u ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

(2.16i) v(x, t) =
1

2

[

ϕ(x− ct) + ϕ(x+ ct)
]

+
1

2c

∫ x+ct

x−ct

ψ(τ) dτ, x ≥ ct.

Ãéá x < ct Ý÷ïõìå ϕðåñ.(x− ct) = −ϕðåñ.(ct− x) êáé óõíåðþò ç (2.15) äßíåé ôþñá

v(x, t) =
1

2

[

ϕ(x+ ct) − ϕ(ct− x)
]

+
1

2c

∫ ct+x

ct−x

ψ(τ) dτ +
1

2c

∫ ct−x

x−ct

ψðåñ.(τ) dτ.

Ï ôåëåõôáßïò üñïò éóïýôáé ìå ìçäÝí, ùò ïëïêëÞñùìá ðåñéôôÞò óõíÜñôçóçò óå

Ýíá óõììåôñéêü ùò ðñïò ôï ìçäÝí äéÜóôçìá, åðïìÝíùò

(2.16ii) v(x, t) =
1

2

[

ϕ(x+ ct) − ϕ(ct− x)
]

+
1

2c

∫ ct+x

ct−x

ψ(τ) dτ, 0 < x < ct.
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x

t

(x, t)

Ox− ct

(0, t− x
c
)

ct− x x+ ct

D

Ó÷Þìá 2.8: Ðåñéï÷Þ åîáñôÞóåùò ãéá ôï ðñüâëçìá (2.14).

Áíáêåöáëáéþíïíôáò ëïéðüí Ý÷ïõìå üôé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.14) äßíå-

ôáé áðü ôç (2.16). Áí ïé ÷áñáêôçñéóôéêÝò ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü Ýíá óçìåßï (x, t)

ôÝìíïõí ôïí Üîïíá ôùí x ðñéí ôìÞóïõí ôïí Üîïíá ôùí t, ôüôå éó÷ýåé ï ôýðïò

(2.16i) êáé üóá áíáöÝñáìå üóïí áöïñÜ ôçí ðåñéï÷Þ åîÜñôçóçò ãéá ôï ðñüâëçìá

áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç óå üëç ôçí åõèåßá. Áí ìéá ÷áñáêôç-

ñéóôéêÞ ôÝìíåé ôïí Üîïíá ôùí t ðñéí ôìÞóåé ôïí Üîïíá ôùí x, üðùò öáßíåôáé óôï

Ó÷Þìá 2.8, ôüôå ç ðåñéï÷Þ åîáñôÞóåùò åßíáé ôï ãêñé ìÝñïò áõôïý ôïõ ó÷Þìáôïò.

ÐáñáôÞñçóç 2.2 (Ïìáëüôçôá áñ÷éêþí ôéìþí.) ¸óôù üôé ϕ ∈ C2(0,∞) êáé ψ ∈
C1(0,∞). Ôüôå, ìðïñåß åýêïëá íá åëÝãîåé êáíåßò, åê ôùí õóôÝñùí, üôé ç óõíÜñ-

ôçóç v ðïõ äßíåôáé áðü ôç (2.16) áðïôåëåß üíôùò ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.14).

ÐÜíôùò, ç ϕðåñ. åßíáé ãåíéêÜ ìüíï ìßá öïñÜ óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óôï 0. Ãéá

íá åßíáé ç ϕðåñ. äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, ðñÝðåé åðß ðëÝïí íá õðïèÝ-

óïõìå üôé ϕ′′(0) = 0. Áí æçôÞóïõìå íá éêáíïðïéåßôáé ç åîßóùóç ãéá x ≥ 0 êáé

t ≥ 0 (êáé ü÷é ìüíï ãéá x, t > 0 üðùò óôç (2.14i)), ôüôå áõôÞ ç óõíèÞêç åßíáé

öõóéïëïãéêÞ óõíèÞêç óõìâáôüôçôáò.
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2.3 Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí

óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá

Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôçí

êõìáôéêÞ åîßóùóç óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá, ëüãïõ ÷Üñéí ôï äéÜóôçìá

[0, `]:

(2.17i) vtt = c2vxx, 0 ≤ x ≤ `, t ≥ 0,

ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

(2.17ii)

{

v(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

vt(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ `,

êáé ôéò ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ Dirichlet

(2.17iii) v(0, t) = v(`, t) = 0, t ≥ 0.

Ìïíáäéêüôçôá: Èá áðïäåßîïõìå ìïíáäéêüôçôá ôçò ïìáëÞò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò (2.17). ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôç (2.17i) åðß vt, ïëïêëçñþíïíôáò ùò ðñïò x,

áðü 0 Ýùò `, ïëïêëçñþíïíôáò óôï äåîéü ìÝëïò êáôÜ ìÝñç êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò

ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, ëáìâÜíïõìå

∫ `

0

[

vtt(x, t)vt(x, t) + c2vx(x, t)vxt(x, t)
]

dx = 0.

¸ôóé óõìðåñáßíïõìå üôé

1

2

∫ `

0

(

v2
t + c2v2

x

)

t
(x, t) dx = 0,

ïðüôå

(2.18)
d

dt

∫ `

0

(

v2
t + c2v2

x

)

(x, t) dx = 0.

Áðü ôç (2.18) óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé ôï ïëïêëÞñùìá ðïõ åìöáíßæåôáé óôç

(2.18) åßíáé áíåîÜñôçôï ôïõ t, Üñá

(2.19)

∫ `

0

[

[vt(x, t)]
2 + c2[vx(x, t)]

2
]

dx =

∫ `

0

[

[ψ(x)]2 + c2[ϕ′(x)]2
]

dx, t ≥ 0,
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üðïõ ôï äåîéü ìÝëïò ëáìâÜíåôáé ãéá t = 0 ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç (2.17ii).

Áðü ôç (2.19) Ýðåôáé éäéáßôåñá üôé, áí ϕ = ψ = 0, ôüôå ôüóï vt(x, t) = 0

üóï êáé vx(x, t) = 0. Áðü êÜèå ìßá áðü áõôÝò ôéò ó÷Ýóåéò óõìðåñáßíïõìå åýêï-

ëá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò áñ÷éêÝò êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, áíôßóôïé÷á, üôé

v(x, t) = 0, 0 ≤ x ≤ `, t ≥ 0. Áí ôþñá v1, v2 ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.17), ôüôå

ç v := v1−v2 éêáíïðïéåß ôç (2.17i) êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, êáé åðß ðëÝïí ïé

áíôßóôïé÷åò áñ÷éêÝò ôéìÝò ìçäåíßæïíôáé ôáõôïôéêÜ, ïðüôå óýìöùíá ìå ôá ðñïç-

ãïýìåíá v = 0 Þ v1 = v2. Ç ôå÷íéêÞ ìå ôçí ïðïßá áðïäåßîáìå ôç ìïíáäéêüôçôá,

áíáöÝñåôáé óõ÷íÜ ùò ìÝèïäïò ôçò åíÝñãåéáò.

¸íáò ôñüðïò ãéá íá ðáñáóôÞóïõìå ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.17) åßíáé

ï áêüëïõèïò: Åðåêôåßíïõìå ôç óõíÜñôçóç ϕ ðåñéôôÜ óôï äéÜóôçìá [−`, 0), êáé

óôç óõíÝ÷åéá åðåêôåßíïõìå ôç íÝá óõíÜñôçóç ðåñéïäéêÜ ìå ðåñßïäï 2` óå üëï

ôï R. Ïñßæïõìå äçëáäÞ ôçí ðåñéïäéêÞ, ìå ðåñßïäï 2`, óõíÜñôçóç ϕåðåê. äéá

ϕåðåê.(x) :=

{

ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `

− ϕ(−x), − ` ≤ x < 0,

ϕåðåê.(x+ 2`) = ϕåðåê.(x) ∀x ∈ R.

Óçìåéþíïõìå áêüìç üôé ÷ñçóéìïðïéþíôáò áõôÝò ôéò äýï éäéüôçôåò ôçò ϕåðåê.,

äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé ç ϕåðåê. åßíáé åðßóçò ðåñéôôÞ ùò ðñïò ôï `, äçëáäÞ

ϕåðåê.(`+ x) = −ϕåðåê.(`− x), ãéá êÜèå ðñáãìáôéêü x. ÐñÜãìáôé, Ý÷ïõìå

ϕåðåê.(`+ x) = −ϕåðåê.(−`− x) = −ϕåðåê.(2`− `− x) = −ϕåðåê.(`− x).

Óçìåéþíïõìå üôé ãéá ëüãïõò óõìâáôüôçôáò ôùí äåäïìÝíùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(2.17) Ý÷ïõìå ϕ(0) = ϕ(`) = 0 êáé ϕ′′(0) = ϕ′′(`) = 0. Óõíåðþò ϕåðåê.(−`) =

ϕåðåê.(`). Åðåêôåßíïõìå êáôÜ ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï êáé ôç óõíÜñôçóç ψ, êáé

óõìâïëßæïõìå ìå ψåðåê. ôç óõíÜñôçóç ðïõ ðñïêýðôåé. ¸óôù ôþñá u ç ëýóç ôïõ

ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí

(2.20)















utt = c2uxx, x ∈ R, t ≥ 0,

u(·, 0) = ϕåðåê. óôïí R,

ut(·, 0) = ψåðåê. óôïí R.

Ç u(·, t) åßíáé ðåñéôôÞ, Üñá u(0, t) = 0, êáé ðåñéïäéêÞ ìå ðåñßïäï 2`, óõíåðþò

u(` + x, t) = u(−` + x, t) = −u(` − x, t), ïðüôå u(`, t) = 0. Ï ðåñéïñéóìüò v ôçò
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x

t

x − ct −` O ` 2` x + ct

(x, t)

x + ct − 2` x − ct + 2`

Ó÷Þìá 2.9: ÁíÜêëáóç êõìÜôùí· ó÷çìáôéêÞ åîÞãçóç ôïõ ôýðïõ (2.22).

u óôï [0, `] × [0,∞) åßíáé ôüôå ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.17). Óõíåðþò, êáôÜ ôá

ãíùóôÜ,

(2.21)
v(x, t) =

1

2

[

ϕåðåê.(x+ ct) + ϕåðåê.(x− ct)
]

+
1

2c

∫ x+ct

x−ct

ψåðåê.(τ) dτ,

0 ≤ x ≤ `, t ≥ 0.

Áí ôþñá èåëÞóïõìå íá åêöñÜóïõìå ôï äåîéü ìÝëïò ôçò (2.21) óõíáñôÞóåé ôùí

ϕ êáé ψ ìüíï, èá äïýìå üôé ï ôýðïò ðïõ èá ðÜñïõìå äåí åßíáé ï ßäéïò ãéá üëá ôá

óçìåßá (x, t). Öåñ’ åéðåßí, ãéá Ýíá óçìåßï (x, t) ôïõ Ó÷Þìáôïò 2.9 Ý÷ïõìå

v(x, t) =
1

2

[

ϕ(x+ ct− 2`) + ϕ(x− ct+ 2`)
]

+
1

2c

[

∫ x−ct+2`

x−ct

ψåðåê.(τ) dτ +

∫ x+ct

x−ct+2`

ψåðåê.(τ) dτ
]

.

Ôþñá áðü ôïí ôñüðï ðïõ åðåêôåßíáìå ôçí ψ åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ôï

ïëïêëÞñùìÜ ôçò óå êÜèå äéÜóôçìá ìÞêïõò 2` ìçäåíßæåôáé. ¸ôóé ï áíùôÝñù

ôýðïò ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

v(x, t) =
1

2

[

ϕ(x− ct+ 2`) + ϕ(x+ ct− 2`)
]

+
1

2c

∫ x+ct

x−ct+2`

ψåðåê.(τ) dτ.
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x

t

O `

Ó÷Þìá 2.10: Óôá ôñßãùíá êáé ôïõò ñüìâïõò ôïõ ó÷Þìáôïò, ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé

áðü ôï óýíïñï êáé ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò ãñáììÝò, äéáöïñåôéêïß ôýðïé ìáò äß-

íïõí ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.17).

Ôþñá,

∫ x+ct

x−ct+2`

ψåðåê.(τ) dτ =

∫ x+ct

x+ct−2`

ψåðåê.(τ) dτ −
∫ x−ct+2`

x+ct−2`

ψåðåê.(τ) dτ.

¼ðùò ðñïçãïõìÝíùò, ôï ðñþôï ïëïêëÞñùìá óôï äåîéü ìÝëïò ìçäåíßæåôáé, ïðü-

ôå
∫ x+ct

x−ct+2`

ψåðåê.(τ) dτ = −
∫ x−ct+2`

x+ct−2`

ψ(τ) dτ.

ÓõíïëéêÜ åðïìÝíùò Ý÷ïõìå Ý÷ïõìå

(2.22) v(x, t) =
1

2

[

ϕ(x− ct+ 2`) + ϕ(x+ ct− 2`)
]

− 1

2c

∫ x−ct+2`

x+ct−2`

ψ(s) ds.

Óå êÜèå Ýíáí áðü ôïõò ñüìâïõò êáé ôá ôñßãùíá ôïõ Ó÷Þìáôïò 2.10, ðïõ ó÷çìá-

ôßæïíôáé áðü ôá óýíïñá êáé ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò ãñáììÝò, Ý÷ïõìå äéáöïñåôéêÞ

ìïñöÞ ôïõ ôýðïõ (2.22).

Ç äéáäéêáóßá ðïõ ðåñéãñÜøáìå åßíáé áñêåôÜ ðïëýðëïêç, áí èÝëåé êáíåßò íá

äþóåé ôç ëýóç óå ìïñöÞ áíÜëïãç ôïõ ôýðïõ (2.22). Áñãüôåñá èá ãíùñßóïõìå

êáé Üëëïõò ôñüðïõò ðáñáóôÜóåùò ôçò ëýóåùò.

2.4 Ç ìç ïìïãåíÞò êõìáôéêÞ åîßóùóç

¸óôù f : R × [0,∞) → R êáé ϕ, ψ : R → R äåäïìÝíåò ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò.

Èåùñïýìå ôüôå ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ìéá ìç ïìïãåíÞ êõìáôéêÞ
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åîßóùóç: Æçôåßôáé ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç u : R × [0,∞) → R, ôÝôïéá þóôå

(2.23i) utt = c2uxx + f(x, t) óôï R × [0,∞)

êáé

(2.23ii)

{

u(·, 0) = ϕ óôïí R,

ut(·, 0) = ψ óôïí R.

Ôï ðñüâëçìá (2.23) ðåñéãñÜöåé ôçí ôáëÜíôùóç ìéáò Üðåéñçò ÷ïñäÞò ìå äåäïìÝ-

íç èÝóç êáé ôá÷ýôçôá óôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0, üôáí ç åîáóêïýìåíç åîùôåñéêÞ

äýíáìç óôï óçìåßï x ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t åßíáé f(x, t).

Mïíáäéêüôçôá. ¸óôù u1 êáé u2 ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.23). Ôüôå ç v :=

u1 − u2 åßíáé ðñïöáíþò ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(2.24)

{

vtt = c2vxx óôï R × [0,∞),

v(·, 0) = vt(·, 0) = 0 óôïí R.

Ãíùñßæïõìå üìùò üôé ôï ðñüâëçìá (2.24) Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç, ôç v = 0. Óõ-

íåðþò u1 = u2.

Èåþñçìá 2.1 (Ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ êõìáôéêÞ åîß-

óùóç.) Áí ôï ðñüâëçìá (2.23) Ý÷åé ìéá ëýóç u, ôüôå áõôÞ äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

(2.25) u(x, t) =
1

2

[

ϕ(x+ ct) + ϕ(x− ct)
]

+
1

2c

∫ x+ct

x−ct

ψ(τ) dτ +
1

2c

∫∫

∆

f ,

üðïõ ∆ ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ôñßãùíï ôïõ óçìåßïõ (x, t), ðïõ öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 2.11.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.1, óçìåéþíïõìå üôé

ôï äéðëü ïëïêëÞñùìá óôç (2.25) åßíáé ôï ìüíï óçìåßï óå áõôüí ôïí ôýðï, óôï

ïðïßï õðåéóÝñ÷åôáé ï ìç ïìïãåíÞò üñïò f. Ôï ïëïêëÞñùìá áõôü ãñÜöåôáé êáé

óôç ìïñöÞ
∫ t

0

∫ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)

f(y, τ) dy dτ.

Ç åðéññïÞ ôçò f óôç ëýóç u óå Ýíá óçìåßï (x, t) äßíåôáé äçëáäÞ áðü ôï ïëï-

êëÞñùìá ôçò f óôï ðåäßï åîáñôÞóåùò ôïõ óçìåßïõ áõôïý.
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y

τ

(x, t)

(x− ct, 0) (x+ ct, 0)O

∆
y − cτ

=
x − ct y +

cτ =
x +

ct

Ó÷Þìá 2.11: ×áñáêôçñéóôéêü ôñßãùíï ôïõ óçìåßïõ (x, t).

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé, áí u1 êáé u2 åßíáé ëýóåéò ôùí ðñïâëçìÜôùí

(2.26i) u1
tt = c2u1

xx óôï R × [0,∞)

(2.26ii)

{

u1(·, 0) = ϕ óôïí R,

u1
t (·, 0) = ψ óôïí R,

êáé

u2
tt = c2u2

xx + f(x, t) óôï R × [0,∞),(2.27i)

u2(·, 0) = u2
t (·, 0) = 0 óôïí R,(2.27ii)

ôüôå ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.23) åßíáé ðñïöáíþò ôï Üèñïéóìá ôùí u1 êáé

u2, u = u1 + u2.

ÐáñáôÞñçóç 2.3 (Ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ êõìáôé-

êÞ åîßóùóç, óôçí ðåñßðôùóç ìçäåíéêþí áñ÷éêþí ôéìþí.) ËáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôá

áíùôÝñù êáé ôç (2.11), óýìöùíá ìå ôçí ïðïßá

u1(x, t) =
1

2

[

ϕ(x+ ct) + ϕ(x− ct)
]

+
1

2c

∫ x+ct

x−ct

ψ(τ) dτ,

óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé ôï Èåþñçìá 2.1 åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï ãåãïíüò üôé

áí ôï ðñüâëçìá (2.27) Ý÷åé ìéá ëýóç u2, ôüôå

(2.28) u2(x, t) =
1

2c

∫∫

∆

f ,

üðïõ ∆ ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ôñßãùíï ôïõ óçìåßïõ (x, t), âë. ôï Ó÷Þìá 2.11.
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Áñ÷Þ ôïõ Duhamel. Óýìöùíá ìå üóá ðñïáíáöÝñáìå, ç ëýóç u2 ôïõ ðñïâëÞìá-

ôïò áñ÷éêþí ôéìþí (2.27) ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ êõììáôéêÞ åîßóùóç äßíåôáé áðü ôç

ó÷Ýóç

u2(x, t) =
1

2c

∫ t

0

∫ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)

f(y, τ) dy dτ.

Èá ãñÜøïõìå áõôÞ ôç ó÷Ýóç óôç óõíÝ÷åéá ëßãï äéáöïñåôéêÜ, óôç ìïñöÞ ðïõ

åßíáé ãíùóôÞ ùò áñ÷Þ ôïõ Duhamel. Áñ÷ßæïõìå óõìâïëßæïíôáò ìå w(τ ;x, t) ôçí

ôéìÞ óôï óçìåßï (x, t) ôçò ëýóçò ôïõ áêïëïýèïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí

ãéá ôçí ïìïãåíÞ êõìáôéêÞ åîßóùóç















wtt(τ ; ·, ·) = c2wxx(τ ; ·, ·) óôï R × (τ,∞),

w(τ ; ·, τ) = 0 óôïí R,

wt(τ ; ·, τ) = f(·, τ) óôïí R.

Ôïíßæïõìå üôé óå áõôÞ ôç ó÷Ýóç ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò äßíïíôáé óôç ÷ñïíéêÞ

óôéãìÞ t = τ, óå áíôéäéáóôïëÞ ìå ü,ôé óõíÝâáéíå ìÝ÷ñé ôþñá ðïõ îåêéíïýóá-

ìå ðÜíôá áðü ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ìçäÝí, êáé áêüìá üôé ï ìç ïìïãåíÞò üñïò f

õðåéóÝñ÷åôáé ôþñá óôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá. ÁìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé

w(τ ;x, t) =
1

2c

∫ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)

f(y, τ) dy,

âë. ôç (2.11). Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé ç ëýóç u2 ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí

ôéìþí (2.27) ãñÜöåôáé êáé óôç ìïñöÞ

u2(x, t) =

∫ t

0

w(τ ;x, t) dτ,

ó÷Ýóç ðïõ áíáöÝñåôáé ùò áñ÷Þ ôïõ Duhamel.

Èá áðïäåßîïõìå ôþñá ôï Èåþñçìá 2.1 ìå äýï äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò.

1
ç
= Áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.1 (Ìå ôç ìÝèïäï ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí.)

ÅéóÜãïíôáò ôéò íÝåò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ξ êáé η ùò óõíÞèùò äéá

ξ := x+ ct, η := x− ct,

êáé èÝôïíôáò U(ξ, η) := u(x, t), ç åîßóùóç (2.23i) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

(2.29) −4c2Uξη(ξ, η) = f(x, t).
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ξ

x

η

(x0, t0)

t

ϕ
ϕ

η
=
η 0 ξ =

ξ
0

Ó÷Þìá 2.12: ×áñáêôçñéóôéêü ôñßãùíï ôïõ óçìåßïõ (x0, t0).

Ïëïêëçñþíïõìå ôç (2.29) ùò ðñïò η, áðü η0 Ýùò ξ (ξ = η åßíáé ï Üîïíáò ôùí x),

êáé Ý÷ïõìå

Uξ(ξ, ξ) − Uξ(ξ, η0) = − 1

4c2

∫ ξ

η0

f(
ξ + η

2
,
ξ − η

2c
) dη.

Ôþñá, êáôÜ ôá ãíùóôÜ,

Uξ(ξ, η) =
1

2c
ut(x, t) +

1

2
ux(x, t).

ËáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôçí ÐáñáôÞñçóç 2.3 èåùñïýìå, ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå

êÜðùò ôá ðñÜãìáôá, ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (2.27). Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç

Ý÷ïõìå öõóéêÜ

Uξ(ξ, ξ) =
1

2c
ut(ξ, 0) +

1

2
ux(ξ, 0) = 0,

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôá áíùôÝñù,

Uξ(ξ, η0) =
1

4c2

∫ ξ

η0

f(
ξ + η

2
,
ξ − η

2c
) dη.

Ïëïêëçñþíïõìå áõôÞ ôç ó÷Ýóç ùò ðñïò ξ, áðü η0 Ýùò ξ0, êáé Ý÷ïõìå

U(ξ0, η0) − U(η0, η0) =
1

4c2

∫ ξ0

η0

∫ ξ

η0

f(
ξ + η

2
,
ξ − η

2c
) dη dξ,

ïðüôå, ëüãù ôïõ üôé U(ξ0, η0) = u(x0, t0) êáé U(η0, η0) = 0,

(2.30) u(x0, t0) =
1

4c2

∫ ξ0

η0

∫ ξ

η0

f(
ξ + η

2
,
ξ − η

2c
) dη dξ.
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ÅðéóôñÝöïíôáò ôþñá óôéò ìåôáâëçôÝò x, t,

x =
ξ + η

2
, t =

ξ − η

2c
,

êáé ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôï ãåãïíüò üôé ç ïëïêëÞñùóç ãßíåôáé óôï ôñßãùíï

åîÜñôçóçò ôïõ (x0, t0) êáé ç ÉáêùâéáíÞ J ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý åßíáé

(2.31) J =
∣

∣

∣
det

(

∂ξ
∂x

∂ξ
∂t

∂η
∂x

∂η
∂t

)

∣

∣

∣
=
∣

∣

∣
det

(

1 c

1 −c

)

∣

∣

∣
= 2c,

ç (2.30) äßíåé

(2.32) u(x0, t0) =
1

2c

∫∫

∆

f(x, t) dx dt,

äçëáäÞ ôç (2.28), ãåãïíüò ðïõ ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç.

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ç (2.32) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôç ìïñöÞ

(2.33) u(x0, t0) =
1

2c

∫ t0

0

∫ x0+c(t0−t)

x0−c(t0−t)

f(x, t) dx dt.

2
ç
= Áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.1 (Ìå ôï Èåþñçìá ôïõ Green.)

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôïõ Green, ãéá äýï ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò P êáé Q

éó÷ýåé

(2.34)

∫∫

∆

(Px −Qt) dt dx =

∫

∂∆

(P dt+Qdx),

üðïõ ôï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá óôï äåîéü ìÝëïò ëáìâÜíåôáé óå öïñÜ áíôßèå-

ôç ôùí äåéêôþí ôïõ ùñïëïãßïõ.

Ïëïêëçñþíïíôáò ôç (2.23i) óôï ∆ êáé åöáñìüæïíôáò ôç (2.34) Ý÷ïõìå

(2.35)

∫∫

∆

f(x, t) dt dx =

∫

∂∆

(−c2ux dt− ut dx).

ËáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôçí ÐáñáôÞñçóç 2.3, èåùñïýìå ðÜëé, ãéá íá áðëïðïéÞ-

óïõìå êÜðùò ôá ðñÜãìáôá, ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (2.27). Óå áõôÞí ôçí

ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå öõóéêÜ

(2.36i)

∫

L0

(−c2ux dt− ut dx) = −
∫

L0

ut dx = 0,
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x

t

O

(x0, t0)

(x0 − ct0, 0) (x0 + ct0, 0)L0

L1L2
∆

Ó÷Þìá 2.13: ×áñáêôçñéóôéêü ôñßãùíï ôïõ óçìåßïõ (x0, t0).

âë. ôï Ó÷Þìá 2.13 ãéá ôïí óõìâïëéóìü. Ôþñá óôçí L1 Ý÷ïõìå x + ct = x0 + ct0,

åðïìÝíùò dx+ cdt = 0, ïðüôå

−c2ux dt− ut dx = cux dx+ cut dt = c du,

óõíåðþò

∫

L1

(−c2ux dt− ut dx) = c

∫

L1

du = cu(x0, t0) − cu(x0 + ct0, 0),

êáé öõóéêÜ ãéá ôï ðñüâëçìá (2.27), ôï ïðïßï åîåôÜæïõìå åäþ,

(2.36ii)

∫

L1

(−c2ux dt− ut dx) = cu(x0, t0).

Áêñéâþò áíôßóôïé÷á Ý÷ïõìå

(2.36iii)

∫

L2

(−c2ux dt− ut dx) = cu(x0, t0).

Áðü ôéò (2.35) êáé (2.36) Ýðåôáé áìÝóùò ç (2.28), ãåãïíüò ðïõ ïëïêëçñþíåé ôçí

áðüäåéîç.

Óçìåßùóç. Óôï Èåþñçìá 2.1 õðïèÝóáìå üôé ôï ðñüâëçìá (2.23) Ý÷åé ëýóç u

êáé áðïäåßîáìå üôé áõôÞ äßíåôáé ôüôå áðü ôç ó÷Ýóç (2.25). Ãéá íá åßíáé ç óõ-

íÜñôçóç u ðïõ äßíåôáé áðü ôç (2.25) üíôùò ëýóç, ïðüôå èá Ý÷ïõìå êáé ýðáñîç

ëýóåùò, áñêåß áõôÞ íá åßíáé äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç· áõôü ìðïñåß íá

áðïäåé÷èåß, áí õðïèÝóïõìå ïìáëüôçôá ôçò f.
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2.4.1 Ç ìç ïìïãåíÞò êõìáôéêÞ åîßóùóç óôçí çìéåõèåßá

Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôç

ìç ïìïãåíÞ êõìáôéêÞ åîßóùóç óôçí çìéåõèåßá: ¸óôù f : [0,∞) × [0,∞) → R,

ϕ, ψ : [0,∞) → R ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò. Æçôåßôáé ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç v :

[0,∞) × [0,∞) → R, ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç

(2.37i) vtt = c2vxx + f(x, t), x > 0, t > 0,

ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

(2.37ii)

{

v(x, 0) = ϕ(x), x ≥ 0,

vt(x, 0) = ψ(x), x ≥ 0,

êáé ôçí ïìïãåíÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç Dirichlet

(2.37iii) v(0, t) = 0, t ≥ 0.

Êáô’ áñ÷Üò ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóåùò Ýðåôáé áìÝóùò áðü ôç ìïíáäéêüôçôá

ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.14).

Ãéá ôçí ýðáñîç ïìáëÞò ëýóåùò ðñÝðåé öõóéêÜ ôá äåäïìÝíá íá éêáíïðïéïýí

ïñéóìÝíåò óõíèÞêåò óõìâáôüôçôáò, öåñ’ åéðåßí ϕ(0) = ψ(0) = 0, c2ϕ′′(0) +

f(0, 0) = 0.

¸÷ïíôáò Þäç ìåëåôÞóåé ôï ðñüâëçìá (2.14), ãéá íá ëýóïõìå ôï ðñüâëçìá

(2.37), áñêåß íá ëýóïõìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá:

wtt = c2wxx + f(x, t), x > 0, t > 0,(2.38i)

w(x, 0) = wt(x, 0) = 0, x > 0,(2.38ii)

w(0, t) = 0, t ≥ 0.(2.38iii)

Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.38) äßíåôáé äéá

(2.39) w(x, t) =
1

2c

∫∫

D

f(y, τ) dy dτ, x, t ≥ 0,

üðïõ D ôï ãêñé ìÝñïò ôïõ Ó÷Þìáôïò 2.8. Åßíáé âÝâáéá ðñïöáíÝò üôé ç w ðïõ

ïñßæåôáé ìÝóù ôçò (2.39) éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò w(x, 0) = w(0, t) = 0, x, t ≥ 0.

¼ôé ç w ðëçñïß ôç (2.38i) êáé ôç wt(x, 0) = 0, x > 0, ìðïñåß íá ôï äåé êáíåßò
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åýêïëá ðáñáãùãßæïíôáò ôç (2.39), áõôü üìùò Ýðåôáé êáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ç

ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.27) äßíåôáé áðü ôç (2.28), üðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò

ðïëý åýêïëá.

Èá åîåôÜóïõìå ôþñá óýíôïìá ôçí ðåñßðôùóç ìç ïìïãåíïýò óõíïñéáêÞò óõí-

èÞêçò. Èåùñïýìå ëïéðüí ôï ðñüâëçìá

(2.40i) wtt = c2wxx + g(x, t), x > 0, t > 0,

(2.40ii)

{

w(x, 0) = ϕ(x), x ≥ 0,

wt(x, 0) = ψ(x), x ≥ 0,

(2.40iii) w(0, t) = h(t), t ≥ 0.

ÕðïèÝôïíôáò üôé ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.40) åßíáé óõìâáôÜ êáé èÝ-

ôïíôáò

v(x, t) := w(x, t) − h(t),

âëÝðïõìå ðïëý åýêïëá üôé ç v åßíáé ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(2.41i) vtt = c2vxx + g(x, t) − h′′(t), x > 0, t > 0,

(2.41ii)

{

v(x, 0) = ϕ(x) − h(0), x ≥ 0,

vt(x, 0) = ψ(x) − h′(0), x ≥ 0,

(2.41iii) v(0, t) = 0, t ≥ 0,

ôï ïðïßï åßíáé öõóéêÜ ôçò ìïñöÞò (2.37).

ÐáñáôÞñçóç 2.4 (ÅíáëëáêôéêÞ ìïñöÞ ôçò (2.39).) Åðåêôåßíïíôáò ôçí f ðåñéôôþò

ùò ðñïò x,

fðåñ.(x, t) :=

{

f(x, t), x ≥ 0,

− f(−x, t), x < 0,

(ç fðåñ. ìðïñåß öõóéêÜ íá ìçí åßíáé óõíå÷Þò ãéá x = 0) ç (2.39) ìðïñåß íá ãñáöåß

êáé óôç ìïñöÞ

(2.42) w(x, t) =
1

2c

∫∫

∆

fðåñ.(y, τ) dy dτ, x, t ≥ 0,

üðïõ ∆ ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ôñßãùíï ôïõ óçìåßïõ (x, t).
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2.4.2 Ç ìç ïìïãåíÞò êõìáôéêÞ åîßóùóç óå Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá

Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôç

ìç ïìïãåíÞ êõìáôéêÞ åîßóùóç óå Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá: ¸óôù f : [0, `] ×
[0,∞) → R, ϕ, ψ : [0, `] → R ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò. Æçôåßôáé ìéá ïìáëÞ óõíÜñôç-

óç v : [0, `] × [0,∞) → R, ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç

(2.43i) vtt = c2vxx + f(x, t), 0 < x < `, t > 0,

ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

(2.43ii)

{

v(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

vt(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ `,

êáé ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet

(2.43iii) v(0, t) = v(`, t) = 0, t ≥ 0.

Ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóåùò Ýðåôáé áìÝóùò áðü ôç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóåùò

ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.17).

Ãéá íá õðÜñ÷åé ïìáëÞ ëýóç ðñÝðåé öõóéêÜ ôá äåäïìÝíá íá éêáíïðïéïýí ïñé-

óìÝíåò óõíèÞêåò óõìâáôüôçôáò, ϕ(0) = ϕ(`) = ψ(0) = ψ(`) = 0, c2ϕ′′(0)+f(0, 0)

= c2ϕ′′(`) + f(`, 0) = 0.

¸÷ïíôáò Þäç ìåëåôÞóåé ôï ðñüâëçìá (2.17), ãéá íá ëýóïõìå ôï (2.43), áñêåß

íá ëýóïõìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá

wtt = c2wxx + f(x, t), 0 < x < `, t > 0,(2.44i)

w(x, 0) = wt(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ `,(2.44ii)

w(0, t) = 0, t ≥ 0.(2.44iii)

Åðåêôåßíïõìå ôçí f ðåñéôôÜ ùò ðñïò x óôï äéÜóôçìá (−`, 0) êáé óôç óõíÝ÷åéá

åðåêôåßíïõìå ôç íÝá óõíÜñôçóç ðåñéïäéêÜ ùò ðñïò x ìå ðåñßïäï 2` óå üëï ôï R.

Ïñßæïõìå äçëáäÞ ôçí (ðéèáíþò áóõíå÷Þ ãéá x = n`, n ∈ Z) ðåñéïäéêÞ ùò ðñïò

x, ìå ðåñßïäï 2`, óõíÜñôçóç fåðåê. äéá

fåðåê.(x, t) :=

{

f(x, t), 0 ≤ x ≤ `, t ≥ 0,

− f(−x, t), − ` < x < 0, t ≥ 0,
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fåðåê.(x+ 2`, t) = fåðåê.(x, t), x ∈ R, t ≥ 0.

ËáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôç ìÝ÷ñé ôþñá ìåëÝôç ìáò óå áõôÞí ôçí ðáñÜãñáöï, äåí

åßíáé äýóêïëï íá äïýìå üôé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.44) äßíåôáé äéá

(2.45) w(x, t) =
1

2c

∫∫

∆

fåðåê.(y, τ) dy dτ, 0 < x < `, t ≥ 0.

Èá êëåßóïõìå áõôü ôï êåöÜëáéï ìå ìéá óýíôïìç áíáöïñÜ óôçí ðåñßðôùóç

ìç ïìïãåíþí óõíïñéáêþí óõíèçêþí Dirichlet. Èåùñïýìå ëïéðüí ôï ðñüâëçìá

(2.46i) wtt = c2wxx + g(x, t), 0 < x < `, t > 0,

(2.46ii)

{

w(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

wt(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ `,

(2.46iii)

{

w(0, t) = h(t), t ≥ 0,

w(`, t) = k(t), t ≥ 0.

ÈÝôïíôáò v(x, t) := w(x, t) − 1
`

[

(` − x)h(t) + xk(t)
]

, äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò

üôé ç v ëýíåé ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí:

(2.47i) vtt = c2vxx + g(x, t) − 1

`

[

(`− x)h′′(t) + xk′′(t)
]

, 0 < x < `, t > 0,

(2.47ii)











v(x, 0) = ϕ(x) − 1

`

[

(`− x)h(0) + xk(0)
]

, 0 ≤ x ≤ `,

wt(x, 0) = ψ(x) − 1

`

[

(`− x)h′(0) + xk′(0)
]

, 0 ≤ x ≤ `,

(2.47iii) v(0, `) = v(`, t) = 0, t ≥ 0.

Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ôï ðñüâëçìá (2.46) áíÜãåôáé óå Ýíá ðñüâëçìá ôçò ìïñöÞò

(2.44).

Óôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç èá åðáíÝëèïõìå áñãüôåñá, üôáí èá äéáèÝôïõìå ôéò

áðáéôïýìåíåò ãíþóåéò ãéá íá óõíå÷ßóïõìå ôç ìåëÝôç ôçò.
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ÁóêÞóåéò

2.4 ¸óôù üôé ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò ϕ êáé ψ åßíáé Üñôéåò óõíáñôÞóåéò. Áðïäåßîôå üôé êáé ç

ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (2.6) åßíáé, ãéá êÜèå t > 0, Üñôéá óõíÜñôçóç

ôïõ x.

2.5 ¸óôù ϕ : R → R ìéá Üñôéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç. Áðïäåßîôå üôé ϕ′(0) = 0.

2.6 (ÓõíèÞêç ôïõ Neumann.) Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéá-

êþí óõíèçêþí ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç óôçí çìéåõèåßá: Æçôåßôáé ìéá ïìáëÞ óõíÜñ-

ôçóç v : [0,∞) × [0,∞) → R, ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç

(2.48i) vtt = c2vxx, x > 0, t > 0,

ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

(2.48ii)

{

v(x, 0) = ϕ(x), x ≥ 0,

vt(x, 0) = ψ(x), x ≥ 0,

êáé ôçí ïìïãåíÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ôïõ Neumann

(2.48iii) vx(0, t) = 0, t ≥ 0.

Áðïäåßîôå üôé ïé óõíèÞêåò ϕ′(0) = ψ′(0) = 0 åßíáé áíáãêáßåò óõíèÞêåò óõìâáôüôçôáò

ãéá ôçí ýðáñîç ïìáëÞò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.48). Åðåêôåßíåôå ôéò óõíáñôÞóåéò ϕ

êáé ψ êáôÜ Üñôéï ôñüðï óôïí áñíçôéêü çìéÜîïíá, êáé äþóôå ìéá ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò

ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.48), áíôßóôïé÷ç ôçò (2.15) óôçí ðåñßðôùóç ïìïãåíïýò óõíèÞêçò

ôïõ Dirichlet.

2.7 (Ìç ïìïãåíÞò åîßóùóç êáé óõíèÞêç ôïõ Neumann.) Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

(2.49i) vtt = c2vxx + f(x, t), x > 0, t > 0,

(2.49ii)

{

v(x, 0) = ϕ(x), x ≥ 0,

vt(x, 0) = ψ(x), x ≥ 0,

(2.49iii) vx(0, t) = 0, t ≥ 0,

üðïõ f, ϕ êáé ψ äåäïìÝíåò êáé óõìâáôÝò ìå ôï ðñüâëçìá ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò. Äþóôå

ìéá ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.49), áíôßóôïé÷ç ôçò (2.42) óôçí ðåñß-

ðôùóç ïìïãåíïýò óõíèÞêçò ôïõ Dirichlet (êáé ϕ = ψ = 0).

2.8 (Mç ïìïãåíÞò åîßóùóç êáé ìç ïìïãåíÞò óõíèÞêç ôïõ Neumann.) Èåùñïýìå ôï

ðñüâëçìá

(2.50i) wtt = c2wxx + g(x, t), x > 0, t > 0,
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(2.50ii)

{

w(x, 0) = ϕ(x), x ≥ 0,

wt(x, 0) = ψ(x), x ≥ 0,

(2.50iii) wx(0, t) = h(t), t ≥ 0,

üðïõ g, ϕ, ψ êáé h äåäïìÝíåò êáé óõìâáôÝò ìå ôï ðñüâëçìá ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò. ×ñç-

óéìïðïéÞóôå ôçí áëëáãÞ åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò

v(x, t) := w(x, t) − xh(t), x ≥ 0, t ≥ 0,

ãéá íá áíáãÜãåôå áõôü ôï ðñüâëçìá óå Ýíá ðñüâëçìá ôçò ìïñöÞò (2.49).

2.9 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

(2.51i) vtt = c2vxx, 0 < x < `, t > 0,

(2.51ii)

{

v(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

vt(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ `,

(2.51iii) vx(0, t) = vx(`, t) = 0, t ≥ 0.

i. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá (2.51) Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.

ii. Ðñïóäéïñßóôå ìéá ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò v ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.51), õðïèÝôïíôáò

üôé éó÷ýïõí êáôÜëëçëåò óõíèÞêåò óõìâáôüôçôáò ãéá ôá äåäïìÝíá ϕ êáé ψ ôïõ ðñï-

âëÞìáôïò.

[Õðüäåéîç ãéá ôï ii: Ïñßóôå ìéá óõíÜñôçóç ϕåðåê. : R → R ùò

ϕåðåê.(x) :=

{

ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

ϕ(−x), − ` < x < 0,

ϕåðåê.(x+ 2`) = ϕåðåê.(x) ∀x ∈ R.

Ïñßóôå êáô’ áíáëïãßáí êáé ôç óõíÜñôçóç ψåðåê..]

2.10 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

(2.52i) vtt = c2vxx + f(x, t), 0 < x < `, t > 0,

(2.52ii)

{

v(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

vt(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ `,
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(2.52iii) vx(0, t) = vx(`, t) = 0, t ≥ 0.

ÕðïèÝôïíôáò üôé éó÷ýïõí êáôÜëëçëåò óõíèÞêåò óõìâáôüôçôáò ãéá ôá äåäïìÝíá, ðñïó-

äéïñßóôå ìéá ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.52).

2.11 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

(2.53i) wtt = c2wxx + g(x, t), 0 < x < `, t > 0,

(2.53ii)

{

w(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

wt(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ `,

(2.53iii)

{

wx(0, t) = h(t), t ≥ 0,

wx(`, t) = k(t), t ≥ 0,

üðïõ g, ϕ, ψ, h êáé k äåäïìÝíåò ïìáëÝò êáé óõìâáôÝò ìå ôï ðñüâëçìá óõíáñôÞóåéò.

×ñçóéìïðïéÞóôå êáôÜëëçëç áëëáãÞ åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò ãéá íá áíáãÜãåôå

áõôü ôï ðñüâëçìá óå Ýíá ðñüâëçìá ôçò ìïñöÞò (2.52).

[Õðüäåéîç: v(x, t) := w(x, t) −
[

xh(t) + x2

2`

(

k(t) − h(t)
)]

. ]

2.12 Áí ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá ϕ êáé ψ åßíáé ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò ìå ðåñßïäï `, áðï-

äåßîôå üôé êáé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.6) åßíáé, ãéá êÜèå t ≥ 0, ðåñéïäéêÞ óõíÜñ-

ôçóç ôïõ x ìå ðåñßïäï `.

2.13 Áí ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá ϕ êáé ψ åßíáé ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò ìå ðåñßïäï `, êáé ï

ìç ïìïãåíÞò üñïò f åßíáé, ãéá êÜèå t ≥ 0, ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ x ìå ðåñßïäï `,

áðïäåßîôå üôé êáé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.23) åßíáé, ãéá êÜèå t ≥ 0, ðåñéïäéêÞ

óõíÜñôçóç ôïõ x ìå ðåñßïäï `.

2.14 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

(2.54i) vtt = c2vxx, 0 < x < `, t > 0,

(2.54ii)

{

v(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

vt(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ `,

(2.54iii) v(0, t) = vx(`, t) = 0, t ≥ 0.

i. Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá (2.54) Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.
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ii. Ðñïóäéïñßóôå ìéá ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.54), õðïèÝôïíôáò

üôé éó÷ýïõí êáôÜëëçëåò óõíèÞêåò óõìâáôüôçôáò ãéá ôá äåäïìÝíá ϕ,ψ ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò.

2.15 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

(2.55i) vtt = c2vxx + f(x, t), 0 < x < `, t > 0,

(2.55ii)

{

v(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

vt(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ `,

(2.55iii) v(0, t) = vx(`, t) = 0, t ≥ 0.

ÕðïèÝôïíôáò üôé éó÷ýïõí êáôÜëëçëåò óõíèÞêåò óõìâáôüôçôáò ãéá ôá äåäïìÝíá, ðñïó-

äéïñßóôå ìéá ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (2.55).

2.16 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

(2.56i) vtt = c2vxx + g(x, t), 0 < x < `, t > 0,

(2.56ii)

{

v(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

vt(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ `,

(2.56iii)

{

vx(0, t) = h(t), t ≥ 0,

vx(`, t) = k(t), t ≥ 0,

üðïõ g, ϕ, ψ, h êáé k äåäïìÝíåò ïìáëÝò êáé óõìâáôÝò ìå ôï ðñüâëçìá óõíáñôÞóåéò.

×ñçóéìïðïéÞóôå êáôÜëëçëç áëëáãÞ ìåôáâëçôþí, ãéá íá áíáãÜãåôå áõôü ôï ðñü-

âëçìá óå Ýíá ðñüâëçìá ôçò ìïñöÞò (2.55).

2.17 Ðñïóäéïñßóôå ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí

{

utt = c2uxx + xt, x ∈ R, t ≥ 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ∈ R.

2.18 Ðñïóäéïñßóôå ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí

{

utt = c2uxx + eax, x ∈ R, t ≥ 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ∈ R,
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üðïõ a ìéá ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ, a ∈ R.

2.19 Ðñïóäéïñßóôå ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí.















utt = c2uxx + cosx, x ∈ R, t ≥ 0,

u(x, 0) = sinx, x ∈ R,

ut(x, 0) = 1 + x, x ∈ R.

2.20 Ðñïóäéïñßóôå ôçí ôéìÞ ôçò ëýóåùò u ôïõ ðñïâëÞìáôïò















utt = uxx + ex, 0 < x < 1, t ≥ 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

ux(0, t) = ux(1, t) = 0, t ≥ 0,

óôï óçìåßï (1
2 ,

3
2).

2.21 ¸óôù ϕ ∈ C1[0, 1].

i. Áí ϕ(0) = 0, áðïäåßîôå üôé

max
0≤x≤1

|ϕ(x)| ≤
√

2 ‖ϕ‖1/2 ‖ϕ′‖1/2 ,

üðïõ ‖ψ‖ :=
( ∫ 1

0 |ψ(x)|2 dx
)1/2

.

[Õðüäåéîç:
(

ϕ(x)
)2

= 2
∫ x
0 ϕ(y)ϕ′(y) dy.]

ii. Áí ϕ(0) = ϕ(1) = 0, âåëôéþóôå ôçí áíùôÝñù áíéóüôçôá óå

max
0≤x≤1

|ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖1/2 ‖ϕ′‖1/2.

2.22 Aí ϕ ∈ C1[0, 1] êáé ϕ(0) = 0, áðïäåßîôå üôé

‖ϕ‖ ≤ 2‖ϕ′‖.

2.23 (Óõíå÷Þò åîÜñôçóç ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèç-

êþí ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá.) ¸óôù u êáé v ïé ëýóåéò ôùí

áêïëïýèùí ðñïâëçìÜôùí:







































utt = uxx + f(x, t), 0 < x < 1, t ≥ 0,

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ 1,

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ 1,

u(0, t) = h(t), t ≥ 0,

u(1, t) = k(t), t ≥ 0,
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





































vtt = vxx + f(x, t), 0 < x < 1, t ≥ 0,

v(x, 0) = ϕ̃(x), 0 ≤ x ≤ 1,

vt(x, 0) = ψ̃(x), 0 ≤ x ≤ 1,

v(0, t) = h(t), t ≥ 0,

v(1, t) = k(t), t ≥ 0.

i. Áðïäåßîôå üôé

‖ux(·, t) − vx(·, t)‖ ≤ ‖ψ − ψ̃‖ + ‖ϕ′ − ϕ̃′‖, t ≥ 0.

ii. Áðïäåßîôå üôé, ãéá êÜèå t ≥ 0,

max
0≤x≤1

|u(x, t) − v(x, t)| ≤
√

2
[

‖ψ − ψ̃‖ + ‖ϕ′ − ϕ̃′‖
]

.

2.24 (Ôï ËÞììá ôïõ Gronwall)

i. ¸óôù ϕ : [0, T ] → R, óõíå÷Þò óõíÜñôçóç, ôÝôïéá þóôå

ϕ(t) ≤ α+ β

∫ t

0
ϕ(τ) dτ ∀t ∈ [0, T ]

ìå α, β ∈ R êáé β > 0. Ôüôå éó÷ýåé

ϕ(t) ≤ αeβt ∀t ∈ [0, T ].

[Õðüäåéîç: Ãéá ε > 0, Ýóôù ψ(t) := (α+ ε)eβt. Ôüôå

ψ(t) = α+ ε+ β

∫ t

0
ψ(τ) dτ êáé ϕ(t) < ψ(t) ∀t ∈ [0, T ]. ]

ii. ¸óôù ϕ : [0, T ] → R, óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç, ôÝôïéá þóôå

ϕ′(t) ≤ α+ βϕ(t) ∀t ∈ [0, T ],

üðïõ α ìç áñíçôéêÞ óôáèåñÜ êáé β èåôéêÞ óôáèåñÜ. Ôüôå éó÷ýåé

ϕ(t) ≤ [ϕ(0) + Tα]eβt ∀t ∈ [0, T ].

2.25 (Óõíå÷Þò åîÜñôçóç ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèç-

êþí ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç áðü ôïí ìç ïìïãåíÞ üñï.) ¸óôù u ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò














utt = c2uxx + f(x, t), 0 < x < 1, 0 ≤ t ≤ T,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T.
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Áðïäåßîôå üôé

d

dt

[

‖ut(·, t)‖2 + c2‖ux(·, t)‖2
]

≤ ‖f(·, t)‖2 + ‖ut(·, t)‖2 + c2‖ux(·, t)‖2

êáé

‖ut(·, t)‖2 + c2‖ux(·, t)‖2 ≤
∫ t

0
et−τ‖f(·, τ)‖2 dτ, 0 ≤ t ≤ T.

2.26 Ðñïóäéïñßóôå ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò õðåñâïëéêÞò åîßóùóçò

utt − 4uxt + uxx = 0

ìå ôñåéò ôñüðïõò, áêïëïõèþíôáò üóá áíáöÝñïíôáé óôç óõíÝ÷åéá:

◦ ÃñÜøôå êáô’ áñ÷Üò ôçí åîßóùóç óôç ìïñöÞ (∂t −2∂x)2u−3uxx = 0 êáé ÷ñçóéìïðïéÞ-

óôå åí óõíå÷åßá ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí

t = ξ, x = −2ξ +
√

3η

êáé U(ξ, η) := u(x, t) ãéá íá ôçí áíáãÜãåôå óå ìïñöÞ êõìáôéêÞò åîßóùóçòUξξ −Uηη =

0, âë. ôçí Áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.1.

◦ Ëüãù ôïõ üôé τ 2 − 4τσ + σ2 =
(

τ − (2 +
√

3)σ
)(

τ − (2 −
√

3)σ
)

, ç áñ÷éêÞ åîßóùóç

ìðïñåß íá ãñáöåß óôç ìïñöÞ

(

∂t − (2 +
√

3)∂x

)(

∂t − (2 −
√

3)∂x

)

u = 0.

• Åðéëýóôå ôéò åîéóþóåéò

vt − (2 +
√

3)vx = 0 êáé ut − (2 −
√

3)ux = v ,

âë. ôçí ðñþôç Áðüäåéîç ôçò Ðñüôáóçò 2.1. Ðïéåò åßíáé ïé ïéêïãÝíåéåò ôùí ÷áñá-

êôçñéóôéêþí ãñáììþí ôçò áñ÷éêÞò åîßóùóçò äåõôÝñáò ôÜîåùò;

• ×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôþí

ξ = x+ (2 +
√

3)t, η = x+ (2 −
√

3)t

êáé U(ξ, η) := u(x, t), êáé ãñÜøôå ôçí åîßóùóç óôç ìïñöÞ Uξη = 0 , âë. ôç äåýôåñç

Áðüäåéîç ôçò Ðñüôáóçò 2.1.

2.27 ×ñçóéìïðïéÞóôå ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîßóùóçò utt − 4uxt +uxx = 0, âë. ôçí ¶óêç-

óç 2.26, ãéá íá ðñïóäéïñßóåôå ìéá ðáñÜóôáóç ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí

ôéìþí














utt − 4uxt + uxx = 0 óôï R × (0,∞),

u(·, 0) = ϕ óôïí R,

ut(·, 0) = ψ óôïí R,
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üðïõ ϕ êáé ψ äåäïìÝíåò ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò.

2.28

◦ ¸óôù u ëýóç ôçò êõìáôéêÞò åîßóùóçò utt = c2uxx. Áðïäåßîôå üôé

u(x+ ch, t+ k) + u(x− ch, t− k) = u(x+ ck, t+ h) + u(x− ck, t− h),

ãéá êÜèå x, t, h, k ∈ R, âë. êáé ôçí ¶óêçóç 2.2. Ëüãù áêñéâþò áõôÞò ôçò ó÷Ýóåùò

ëÝìå üôé ïé ëýóåéò ôçò êõìáôéêÞò åîßóùóçò Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ

(ãéáôß;).

◦ Áðïäåßîôå üôé, áíôßóôñïöá, êÜèå äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç u, ç

ïðïßá Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ, áðïôåëåß ëýóç ôçò êõìáôéêÞò åîß-

óùóçò.

[Õðüäåéîç: Áíáðôýîôå êáôÜ Taylor, ìÝ÷ñé êáé üñïõò äåýôåñçò ôÜîåùò, êÜèå üñï óôçí

éäéüôçôá ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ êáé åí óõíå÷åßá áöÞóôå ôá k êáé h íá ôåßíïõí óôï

ìçäÝí. Ïé ðñÜîåéò äéåõêïëýíïíôáé óå óçìáíôéêü âáèìü, áí åðéëÝîïõìå åßôå k = 0

åßôå h = 0.]



3. H åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò óå ìßá (÷ù-

ñéêÞ) äéÜóôáóç. Ç äéÜäïóç ôçò èåñìüôçôáò ãßíåôáé êáôÜ ôñüðï ïõóéáóôéêÜ äéá-

öïñåôéêü áðü ôç äéÜäïóç ôùí êõìÜôùí, ãåãïíüò ôï ïðïßï áíôáíáêëÜôáé êáé óôéò

ìáèçìáôéêÝò éäéüôçôåò ôùí äýï åîéóþóåùí, ïé ïðïßåò äåí ðáñïõóéÜæïõí ðïëëÝò

ïìïéüôçôåò. Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ç ßäéá åîßóùóç, ðïõ ðåñéãñÜöåé ôç äéÜ-

äïóç ôçò èåñìüôçôáò, ðåñéãñÜöåé åðßóçò êáé ôç äéÜ÷õóç ïñéóìÝíùí ÷çìéêþí

ïõóéþí. Ç åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò óå ìßá ÷ùñéêÞ äéÜóôáóç Ý÷åé ôç ìïñöÞ

(3.1) ut = kuxx,

üðïõ k ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ.

3.1 Ç áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ

Ìßá áðü ôéò óçìáíôéêüôåñåò éäéüôçôåò ëýóåùí ôçò åîéóþóåùò ôçò èåñìüôçôáò

åßíáé üôé ãéá áõôÝò éó÷ýåé ç ëåãüìåíç áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ. ÕðÜñ÷ïõí äýï ìïñöÝò

áõôÞò ôçò áñ÷Þò, ç áóèåíÞò êáé ç éó÷õñÜ ìïñöÞ. Ç áóèåíÞò ìïñöÞ áðïäåéêíýå-

ôáé ðïëý åõêïëüôåñá êáé Þäç áðü áõôÞ áðïññÝïõí ïé âáóéêüôåñåò éäéüôçôåò ôùí

ëýóåùí.

Èåþñçìá 3.1 (Áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ, áóèåíÞò ìïñöÞ.) ¸óôù `, T > 0 êáé u : [0, `] ×
[0, T ] → R óõíå÷Þò óõíÜñôçóç, ëýóç ôçò åîéóþóåùò (3.1) óôï (0, `) × (0, T ]. Ôüôå ç

u ëáìâÜíåé ôç ìÝãéóôç ôéìÞ ôçò óôï ïñèïãþíéï [0, `] × [0, T ] êáé óå ìéá áðü ôéò ôñåéò

ðëåõñÝò {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ `}, {(0, t) : 0 ≤ t ≤ T} êáé {(`, t) : 0 ≤ t ≤ T} ôïõ

ïñèïãùíßïõ.

Áðüäåéîç. ¸óôù M ôï ìÝãéóôï ôçò u óôéò ôñåéò ðëåõñÝò ðïõ áíáöÝñïíôáé óôï

èåþñçìá (ãéáôß õðÜñ÷åé ìÝãéóôï;). Áõôü ðïõ èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå ôüôå åßíáé

65
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x

t
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T

`t = 0
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=
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x
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`

Ó÷Þìá 3.1: Ëýóåéò ôçò åîßóùóçò ôçò èåñìüôçôáò ëáìâÜíïõí ôï ìÝãéóôü ôïõò

óôï ïñèïãþíéï [0, `] × [0, T ] êáé óå ìéá áðü ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ ðïõ ó÷åäéÜ-

óôçêáí ìå óõíå÷Þ ãñáììÞ.

üôé

(3.2) u(x, t) ≤ M, 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤ T.

¸óôù ε > 0. Ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç v äéá v(x, t) := u(x, t) + εx2. Èá áðïäåß-

îïõìå üôé

(3.3) v(x, t) ≤ M + ε`2, 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤ T.

Ðñéí áðïäåßîïõìå ôçí (3.3), óçìåéþíïõìå üôé áðü áõôÞ Ýðåôáé áìÝóùò üôé

(3.4) u(x, t) ≤ M + ε(`2 − x2), 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤ T.

Ç (3.4) éó÷ýåé ãéá üëá ôá èåôéêÜ ε êáé Ýôóé óõìðåñáßíïõìå üôé éó÷ýåé ç (3.2).

ÁðïìÝíåé óõíåðþò íá áðïäåßîïõìå ôçí (3.3). Ãéá ôç v éó÷ýåé ðñïöáíþò

vt − kvxx = ut − k(u+ εx2)xx = ut − kuxx − 2εk,

óõíåðþò

(3.5) vt − kvxx = −2εk < 0.

Ôþñá ç v äåí ëáìâÜíåé ôï ìÝãéóôü ôçò óôï {(x, t) : 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤ T} óå

Ýíá óçìåßï (x0, t0) ôÝôïéï þóôå 0 < x0 < `, 0 < t0 < T. ÐñÜãìáôé, áí óõíÝâáéíå

áõôü, ôüôå èá ßó÷õå

vt(x0, t0) = 0, vxx(x0, t0) ≤ 0,
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ãåãïíüò ôï ïðïßï áíôßêåéôáé óôçí (3.5). ¸óôù ôþñá üôé ç v ëáìâÜíåé ôï ìÝãéóôü

ôçò óôï {(x, t) : 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤ T} óå Ýíá óçìåßï (x0, T ), 0 < x0 < `. Ôüôå

èá ßó÷õå

vx(x0, T ) = 0, vxx(x0, T ) ≤ 0.

Åðß ðëÝïí åðåéäÞ, óýìöùíá ìå ôá áíùôÝñù, v(x0, T ) ≥ v(x0, T − δ), δ > 0, èá

åß÷áìå ôüôå

vt(x0, T ) = lim
δ ↓ 0

v(x0, T ) − v(x0, T − δ)

δ
≥ 0.

ÓõíïëéêÜ äçëáäÞ êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç

vt(x0, T ) ≥ 0, vxx(x0, T ) ≤ 0,

ãåãïíüò ðïõ ðÜëé áíôßêåéôáé óôçí (3.5). ÅðïìÝíùò ç v ëáìâÜíåé ôï ìÝãéóôü ôçò

óôï ïñèïãþíéï {(x, t) : 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤ T} áíáãêáóôéêÜ óå ìéá ôùí ðëåõñþí

ôïõ {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ `}, {(0, t) : 0 ≤ t ≤ T} Þ {(`, t) : 0 ≤ t ≤ T}. ËáìâÜíïíôáò

ôþñá õð’ üøéí ôïõò ïñéóìïýò ôùí M êáé v äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé êáé óôéò

ôñåéò áõôÝò ðëåõñÝò éó÷ýåé v(x, t) ≤ M + ε`2, êáé óõìðåñáßíïõìå üôé éó÷ýåé ç

(3.3). Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ïëïêëçñþíåôáé ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò.

ÐáñáôÞñçóç 3.1 (Êßíçôñï ãéá ôçí åéóáãùãÞ ôçò âïçèçôéêÞò óõíÜñôçóçò.) Ï ëüãïò

ãéá ôïí ïðïßïí åéóáãÜãáìå ôç âïçèçôéêÞ óõíÜñôçóç v óôçí ðñïçãïýìåíç áðü-

äåéîç åßíáé ï åîÞò: ¸óôù üôé ç u ëáìâÜíåé ôï ìÝãéóôü ôçò, óôï ïñèïãþíéï ðïõ

åîåôÜæïõìå, óå Ýíá åóùôåñéêü ôïõ óçìåßï (x0, t0). Ôüôå èá ßó÷õå

ut(x0, t0) = 0, uxx(x0, t0) ≤ 0.

Áí ãíùñßæáìå üôé uxx(x0, t0) 6= 0, ôüôå èá ïäçãïýìåèá óôï óõìðÝñáóìá üôé ç u

äåí éêáíïðïéåß ôçí (3.1) óôï óçìåßï (x0, t0). Ãéá ôç v üìùò, Þäç ôï ãåãïíüò üôé

vt(x0, t0) = 0, vxx(x0, t0) ≤ 0

ìáò ïäçãåß óå Üôïðï, äéüôé ãéá ôç v éó÷ýåé ç (3.5).

ÐáñáôÞñçóç 3.2 (Áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ, éó÷õñÜ ìïñöÞ.) Ç éó÷õñÜ ìïñöÞ ôçò áñ÷Þò

ôïõ ìåãßóôïõ ëÝåé üôé áí ìéá ëýóç u ôçò (3.1) ëáìâÜíåé ôï ìÝãéóôü ôçò óôï ïñèï-

ãþíéï {(x, t) : 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤ T} êáé óå Ýíá óçìåßï ôïõ ïñèïãþíéïõ, ôï ïðïßï

äåí âñßóêåôáé óå ìéá áðü ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ `}, {(0, t) : 0 ≤
t ≤ T}, {(`, t) : 0 ≤ t ≤ T}, ôüôå ç u åßíáé óôáèåñÜ óå üëï ôï ïñèïãþíéï ðïõ

åîåôÜæïõìå.
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ÐáñáôÞñçóç 3.3 (Áñ÷Þ ôïõ “åëá÷ßóôïõ”.) Áíôéêáèéóôþíôáò ôç ëÝîç ìÝãéóôï ìå

ôç ëÝîç åëÜ÷éóôï óôçí áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ, ïäçãïýìåèá óôçí áñ÷Þ ôïõ “åëá÷ß-

óôïõ”, ôüóï óôçí áóèåíÞ üóï êáé óôçí éó÷õñÜ ìïñöÞ ôçò. Ç áñ÷Þ ôïõ “åëá÷ß-

óôïõ” Ýðåôáé áìÝóùò áðü ôçí áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ, áöïý üôáí ç u åßíáé ëýóç ôçò

(3.1), ôüôå êáé ç −u éêáíïðïéåß ôçí ßäéá åîßóùóç.

Óçìåßùóç. Ç öõóéêÞ óçìáóßá ôùí áñ÷þí ìåãßóôïõ êáé “åëá÷ßóôïõ” åßíáé ðñï-

öáíÞò.

Ìïíáäéêüôçôá. Ùò ìéá ðñþôç åöáñìïãÞ ôçò áñ÷Þò ôïõ ìåãßóôïõ áíáöÝñïõìå ôç

ìïíáäéêüôçôá ïìáëÞò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõí-

èçêþí ãéá ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò óå Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá:

(3.6i) ut = kuxx + f(x, t), 0 < x < `, t ≥ 0,

(3.6ii) u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

(3.6iii)

{

u(0, t) = g(t), t ≥ 0,

u(`, t) = h(t), t ≥ 0.

Ðïëý åýêïëá äéáðéóôþíåé êáíåßò üôé ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò (3.6) åßíáé éóïäýíáìç ìå ôï ãåãïíüò üôé ôï ðñüâëçìá

(3.7)















vt = kvxx, 0 < x < `, t > 0,

v(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ `,

v(0, t) = v(`, t) = 0, t ≥ 0,

Ý÷åé ùò ìüíç ïìáëÞ ëýóç ôçí ôåôñéììÝíç, v = 0.

Ôþñá, óýìöùíá ìå ôçí áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ, ãéá ôõ÷üí T > 0 êáé ãéá êÜèå

ëýóç v ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.7) éó÷ýåé v(x, t) ≤ 0, 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤ T. Ïìïßùò,

óýìöùíá ìå ôçí áñ÷Þ ôïõ “åëá÷ßóôïõ”, Ý÷ïõìå v(x, t) ≥ 0, 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤
T. ÅðïìÝíùò v(x, t) = 0, 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤ T, êáé åðåéäÞ ôï T åßíáé ôõ÷áßïò

èåôéêüò áñéèìüò, óõìðåñáßíïõìå üôé v = 0.

Óõíå÷Þò åîÜñôçóç ôçò ëýóåùò áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá:

Æçôåßôáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóç v : [0, `] × [0,∞) → R ôÝôïéá þóôå

(3.8)















vt = kvxx, 0 < x < `, t > 0,

v(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

v(0, t) = v(`, t) = 0, t ≥ 0.
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Óýìöùíá ìå ôçí áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ Ý÷ïõìå, ãéá t ≥ 0,

v(x, t) ≤ max
0≤x≤`

|ϕ(x)|,

êáé óýìöùíá ìå ôçí áñ÷Þ ôïõ “åëá÷ßóôïõ”

v(x, t) ≥ − max
0≤x≤`

|ϕ(x)|.

ÓõíïëéêÜ óõíåðþò

(3.9) max
0≤x≤`

|v(x, t)| ≤ max
0≤x≤`

|ϕ(x)|, t ≥ 0.

Áðü ôá áíùôÝñù Ýðåôáé áìÝóùò üôé, áí u1 êáé u2 åßíáé ïìáëÝò ëýóåéò ôùí

ðñïâëçìÜôùí

(3.10i) ut = kuxx + f(x, t), 0 < x < `, t ≥ 0,

(3.10ii) u(x, 0) = ϕ1(x), 0 ≤ x ≤ `,

(3.10iii)

{

u(0, t) = g(t), t ≥ 0,

u(`, t) = h(t), t ≥ 0,

êáé

(3.11i) ut = kuxx + f(x, t), 0 < x < `, t ≥ 0,

(3.11ii) u(x, 0) = ϕ2(x), 0 ≤ x ≤ `,

(3.11iii)

{

u(0, t) = g(t), t ≥ 0,

u(`, t) = h(t), t ≥ 0,

áíôßóôïé÷á, ôüôå

(3.12) max
0≤x≤`

|u1(x, t) − u2(x, t)| ≤ max
0≤x≤`

|ϕ1(x) − ϕ2(x)|, t ≥ 0.
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ÁóêÞóåéò

3.1 (ÅõóôÜèåéá ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.8) óôçí L2 íüñìá.) Áðïäåßîôå üôé, áí v

ïìáëÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.8), ôüôå

(3.13) ‖v(·, t)‖ ≤ ‖ϕ‖, t ≥ 0,

üðïõ ‖ψ‖ :=
( ∫ `

0 |ψ(x)|2 dx
)1/2

. Óõãêñßíåôå ôçí (3.13) ìå ôçí (3.9).

[Õðüäåéîç: ÐïëëáðëáóéÜóôå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôçí (3.8) åðß v êáé ïëïêëçñþóôå

óôï äåîéü ìÝëïò êáôÜ ìÝñç.]

×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí áíéóüôçôá ‖f‖ ≤ `‖f ′‖, ãéá f ∈ C1[0, `] ôÝôïéá þóôå f(0) = 0,

âë. êáé ôéò ÁóêÞóåéò 2.21 êáé 2.22, ãéá íá âåëôéþóåôå ôçí (3.13) óôç ìïñöÞ

‖v(·, t)‖ ≤ e
− k

`2
t‖ϕ‖, t ≥ 0.

3.2 (Óõíå÷Þò åîÜñôçóç ôçò ëýóåùò áðü ôïí ìç ïìïãåíÞ üñï.) Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñü-

âëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí

(3.14)















vt = kvxx + f(x, t), 0 < x < `, t > 0,

v(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ `,

v(0, t) = v(`, t) = 0, t ≥ 0.

Áðïäåßîôå üôé, áí v ïìáëÞ óõíÜñôçóç, ôüôå

‖v(·, t)‖ ≤ et/2
(

∫ t

0
‖f(·, s)‖2 ds

)1/2
.

Ç ‖ · ‖ Ý÷åé ôçí ßäéá Ýííïéá üðùò óôçí ðñïçãïýìåíç ¶óêçóç.

Âåëôéþóôå ôçí áíùôÝñù åêôßìçóç óôç ìïñöÞ

‖v(·, t)‖ ≤ `√
2k

(

∫ t

0
‖f(·, s)‖2 ds

)1/2
.

3.3 (ÅíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç ôçò áñ÷Þò ôïõ ìåãßóôïõ.)

á) Ãéá p ≥ 1, ïñßæïõìå óôïí C[0, `] ôéò íüñìåò ‖ · ‖p äéá

‖ψ‖p :=
(

∫ `

0
|ψ(x)|p dx

)1/p
.

Áðïäåßîôå üôé

lim
p→∞

‖ψ‖p = max
0≤x≤`

|ψ(x)|.
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[Õðüäåéîç: ¸óôù M := max0≤x≤` |ψ(x)| êáé x? ∈ [0, `] ôÝôïéï þóôå M = |ψ(x?)|.
¸óôù ε > 0. Ôüôå õðÜñ÷åé δ > 0 êáé õðïäéÜóôçìá I ôïõ [0, `], ìÞêïõò δ, ôÝôïéï

þóôå x? ∈ I êáé

∀x ∈ I |ψ(x)| ≥ M − ε.

ÅðïìÝíùò,

δ1/p(M − ε) ≤ ‖ψ‖p ≤ (b− a)1/pM.

×ñçóéìïðïéÞóôå ôï ãåãïíüò üôé δ1/p → 1 êáé (b − a)1/p → 1, êáèþò ôï p ôåßíåé

óôï Üðåéñï, ãéá íá áðïäåßîåôå üôé õðÜñ÷åé p0 ôÝôïéï þóôå, ãéá p ≥ p0, íá éó÷ýåé

(M − 2ε) ≤ ‖ψ‖p ≤ M + ε.]

â) ÐïëëáðëáóéÜóôå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôçí (3.8) åðß
(

v(x, t)
)2n−1

, ïëïêëçñþ-

óôå óôï äåîéü ìÝëïò êáôÜ ìÝñç, êáé ÷ñçóéìïðïéÞóôå ôï ðñïçãïýìåíï áðïôÝëå-

óìá ãéá íá äþóåôå ìéá Üëëç áðüäåéîç ôçò (3.9), ãéá áñêåôÜ ïìáëÞ v.

3.4 ¸óôù u ïìáëÞ ëýóç ôçò ãåíéêÞò ãñáììéêÞò ðáñáâïëéêÞò åîéóþóåùò

ut = a(x, t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u

óôï [0, `] × [0, T ], üðïõ minx,t a(x, t) > 0.

i. Áí c(x, t) < 0 óôï [0, `] × [0, T ], áðïäåßîôå üôé

|u(x, t)| ≤ max{|u(y, τ)| : 0 ≤ y ≤ `, 0 ≤ τ ≤ T êáé y = 0 Þ y = ` Þ τ = 0}.

[Õðüäåéîç: Áðïäåßîôå üôé ç u äåí ëáìâÜíåé ôï ìÝãéóôü ôçò óôï [0, `] × [0, T ] óôï

åóùôåñéêü ôïõ Þ óôçí ðëåõñÜ {(x, T ) : 0 < x < `} åêôüò åÜí ôï ìÝãéóôï óôï

[0, `] × [0, T ] åßíáé ìç èåôéêü.]

ii. Áðïäåßîôå üôé

|u(x, t)| ≤ eCt max{|u(y, τ)| : 0 ≤ y ≤ `, 0 ≤ τ ≤ T êáé y = 0 Þ y = `

Þ τ = 0},

üðïõ C := max(0,max c).

[Õðüäåéîç: ÈÝóôå v := e−γtu, üðïõ γ > C, êáé åöáñìüóôå ôï i. óôç v.]
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3.2 H åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò óå üëï ôï R

Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò óå üëç

ôçí ðñáãìáôéêÞ åõèåßá

ut = kuxx, x ∈ R, t > 0,(3.15i)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R.(3.15ii)

Ç Ýëëåéøç óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôï ðñüâëçìá (3.15) áðëïðïéåß êÜðùò ôï ðñü-

âëçìá ôïõ ðñïóäéïñéóìïý ìéáò ðáñáóôÜóåùò ìéáò ëýóåùò, óå ðñïâëÞìáôá ìå

óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò èá áíáöåñèïýìå óôç óõíÝ÷åéá. Óçìåéþíïõìå ðÜíôùò üôé

ãéá íá åîáóöáëéóèåß ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.15) èá áðáé-

ôçèïýí ïñéóìÝíåò óõíèÞêåò óôç ëýóç, ïé ïðïßåò áöïñïýí ôç óõìðåñéöïñÜ ôçò

óôï Üðåéñï.

Ìç ìïíáäéêüôçôá: Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

vt = kvxx, x ∈ R, t > 0,(3.16i)

v(x, 0) = 0, x ∈ R.(3.16ii)

Áðü ôïí Áðåéñïóôéêü Ëïãéóìü èõìüìáóôå üôé ç óõíÜñôçóç f : R → R,

f(t) =

{

e− 1
t2 , t > 0,

0, t ≤ 0,

åßíáé Üðåéñåò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç. Éäéáßôåñá ëïéðüí éó÷ýåé f (n)(0) =

0, n ∈ N. Ïñßæïõìå ôþñá ôç óõíÜñôçóç v,

(3.17) v(x, t) :=
∞
∑

n=0

f (n)(kt)
x2n

(2n)!
, x ∈ R, t ≥ 0 .

Áðïäåéêíýåôáé üôé ç v åßíáé Üðåéñåò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óôï R ×
[0,∞), êáé ïé ðáñáãùãßóåéò ìðïñïýí íá ãßíïõí êáôÜ üñïõò. Åýêïëá ôüôå äéá-

ðéóôþíïõìå üôé ç v ëýíåé ôï ðñüâëçìá (3.16): ÐñÜãìáôé éêáíïðïéåß ðñïöáíþò

ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (3.16ii), êáé

vxx(x, t) =
∞
∑

n=1

f (n)(kt)
x2n−2

(2n− 2)!
=

∞
∑

n=0

f (n+1)(kt)
x2n

(2n)!
,

vt(x, t) = k
∞
∑

n=0

f (n+1)(kt)
x2n

(2n)!
,
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óõíåðþò ç v éêáíïðïéåß êáé ôçí (3.16i).

Ôï ðñüâëçìá (3.16) Ý÷åé óõíåðþò äýï ïìáëÝò ëýóåéò, ôçí ôåôñéììÝíç êáé

ôç v ðïõ äßíåôáé áðü ôçí (3.17). Ðñïöáíþò, êáé êÜèå ðïëëáðëÜóéï ôçò v åßíáé

ëýóç, Üñá ôï ðñüâëçìá (3.15) Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò. Áðü üëåò áõôÝò ôéò ëýóåéò

ìüíï ç ìçäåíéêÞ Ý÷åé öõóéêÞ óçìáóßá. Õðü ïñéóìÝíåò óõíèÞêåò óôç ëýóç

åîáóöáëßæåôáé üìùò ìïíáäéêüôçôá, üðùò èá äïýìå óôç óõíÝ÷åéá.

Ìïíáäéêüôçôá: ¼ðùò åßäáìå ìüëéò, ÷ùñßò êÜðïéá óõíèÞêç óôéò ëýóåéò ôïõ, ôï

ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò ìðïñåß íá Ý÷åé ðïë-

ëÝò ëýóåéò. Éäéáßôåñá äåí éó÷ýåé ãé’ áõôü ç áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ.

Óôï Èåþñçìá 3.2, óôç óõíÝ÷åéá, èá äïýìå üôé õðü ìéá áñêåôÜ áóèåíÞ óõíèÞ-

êç óôéò ëýóåéò, ðïõ áöïñÜ ôç óõìðåñéöïñÜ ôïõò êáèþò ôï x ôåßíåé óôï Üðåéñï,

éó÷ýåé ç áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ êáé ç ëýóç åßíáé ìïíáäéêÞ óå áõôÞí ôçí êëÜóç.

Ç áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.2 äåí åßíáé áðëÞ. Ãéá íá äéåõêïëýíïõìå

êÜðùò ôïí áíáãíþóôç óôçí êáôáíüçóÞ ôçò, åîåôÜæïõìå êáô’ áñ÷Üò ìéá ðïëý

áðëïýóôåñç ðåñßðôùóç. ÕðïèÝôïíôáò, óõãêåêñéìÝíá, üôé ìéá ëýóç u ôïõ (3.15)

åßíáé öñáãìÝíç ðñïò ôá ðÜíù,

∀x ∈ R ∀t ∈ [0, T ] u(x, t) ≤ M,

üðïõ T > 0 êáé M ∈ R, èá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé ç áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ, äçëáäÞ

üôé

∀x ∈ R ∀t ∈ [0, T ] u(x, t) ≤ sup
z∈R

ϕ(z).

ÈÝôïõìå m := supz∈R
ϕ(z), åðéëÝãïõìå Ýíá y ∈ R, êáé áñêåß íá áðïäåßîïõìå

üôé

∀t ∈ [0, T ] u(y, t) ≤ m.

(Ðñïöáíþò, ÷ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé

M > m.)

Ãéá Ýíáí èåôéêü áñéèìü ε, ïñßæïõìå ôç âïçèçôéêÞ óõíÜñôçóç v,

v(x, t) := u(x, t) − ε
[

kt+
1

2
(x− y)2

]

.

ÁìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé ç v éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò, vt =

kvxx. Ìðïñïýìå ëïéðüí íá åöáñìüóïõìå ôçí áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ óôï ïñèïãþíéï
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[y− ρ, y+ ρ] × [0, T ], ìå ïðïéïäÞðïôå èåôéêü ρ. Ãéá ëüãïõò ðïõ èá ãßíïõí åýêïëá

êáôáíïçôïß óôç óõíÝ÷åéá, åðéëÝãïõìå

ρ :=

√

2(M −m)

ε
.

Ôþñá,

v(x, 0) = u(x, 0) − 1

2
(x− y)2 ≤ u(x, 0) = ϕ(x) ≤ m,

v(y + ρ, 0) = u(y + ρ, 0) − ε
[

kt+
1

2
ρ2
]

≤ M − ε
1

2
ρ2 = m

êáé, áêñéâþò áíôßóôïé÷á,

v(y − ρ, 0) ≤ m.

Óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôçí áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ ãéá ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò

óå Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá, åäþ ôï [y − ρ, y + ρ], óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé

v(y, t) ≤ m.

ÁëëÜ, ðñïöáíþò, u(y, t) = v(y, t) + εkt, ïðüôå

u(y, t) ≤ m+ εkT.

Áöïý áõôÞ ç åêôßìçóç éó÷ýåé ãéá êÜèå èåôéêü ε, ïäçãïýìáóôå óôï åðéèõìçôü

óõìðÝñáóìá üôé üíôùò

u(y, t) ≤ m.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôç äéáôýðùóç êáé áðüäåéîç ôçò áñ÷Þò ôïõ ìåãßóôïõ ãéá

ôéò ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.15) óå ìéá ðïëý åõñýôåñç êëÜóç óõíáñôÞóåùí.

Åí óõíå÷åßá èá óõìðåñÜíïõìå åýêïëá üôé ç ëýóç óå áõôÞí ôçí êëÜóç óõíáñ-

ôÞóåùí åßíáé ìïíáäéêÞ.

Èåþñçìá 3.2 (Ç áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ ãéá ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí.) ¸óôù T > 0,

êáé u : R × [0, T ] → R óõíå÷Þò, ôÝôïéá þóôå ut, uxx óõíå÷åßò óôï R × (0, T ), ëýóç ôïõ

ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí

ut = kuxx, x ∈ R, 0 < t < T,(3.18i)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R,(3.18ii)
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ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé

(3.19) |u(x, t)| ≤ Meαx2

, x ∈ R, 0 < t < T,

ãéá êÜðïéåò óôáèåñÝò M êáé α. Ôüôå éó÷ýåé

(3.20) |u(x, t)| ≤ sup
z

|ϕ(z)|, x ∈ R, 0 ≤ t ≤ T.

Áðüäåéîç. Áñêåß öõóéêÜ íá áðïäåßîïõìå üôé

(3.21) u(x, t) ≤ sup
z
ϕ(z), x ∈ R, 0 ≤ t ≤ T,

äéüôé ïé õðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò éêáíïðïéïýíôáé êáé áðü ôç −u êáé ç (3.21)

ãéá ôéò u êáé −u óõíåðÜãåôáé áìÝóùò ôçí (3.20).

Áñêåß ôþñá íá áðïäåßîïõìå ôçí (3.21) õðü ôçí õðüèåóç

(3.22) 4kαT < 1.

ÐñÜãìáôé, ìðïñïýìå íá äéáéñÝóïõìå ôï äéÜóôçìá [0, T ] óå éóïìÞêç õðïäéáóôÞ-

ìáôá ìÞêïõò τ < 1
4kα

, êáé íá óõìðåñÜíïõìå äéáäï÷éêÜ, ãéá n = 0, 1, . . . , T
τ
, üôé

u(x, t) ≤ sup
z
u(z, nτ) ≤ sup

z
u(z, 0),

ãéá nτ ≤ t ≤ (n+ 1)τ. ÕðïèÝôïõìå ëïéðüí üôé éó÷ýåé ç (3.22). ¸óôù ôþñá ε > 0

ôÝôïéï þóôå

(3.23) 4kα(T + ε) < 1.

Ãéá óôáèåñü y, èåùñïýìå ôþñá ôéò óõíáñôÞóåéò vµ, µ > 0,

vµ(x, t) := u(x, t) − µ
1

√

4kπ(T + ε− t)
e

(x−y)2

4k(T+ε−t) ,

x ∈ R, 0 ≤ t ≤ T. Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé

(vµ)t − k(vµ)xx = ut − kuxx,

óõíåðþò

(3.24) (vµ)t = k(vµ)xx, x ∈ R, 0 < t < T .
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Èåùñïýìå ôþñá ôï ïñèïãþíéï [y− ρ, y+ ρ] × [0, T ]. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 3.1

Ý÷ïõìå ôüôå, ãéá y − ρ ≤ x ≤ y + ρ êáé 0 ≤ t ≤ T,

(3.25)
vµ(x, t) ≤ max{vµ(s, τ) : y − ρ ≤ s ≤ y + ρ, 0 ≤ τ ≤ T

êáé (s = y − ρ Þ s = y + ρ Þ τ = 0)}.
Ôþñá ðñïöáíþò

(3.26i) vµ(x, 0) ≤ u(x, 0) ≤ sup
z
ϕ(z).

Ãéá x = y − ρ Þ x = y + ρ êáé τ ∈ [0, T ] åî Üëëïõ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (3.19),

Ý÷ïõìå

vµ(x, τ) ≤ Meαx2 − µ
1

√

4kπ(T + ε− τ)
e

(x−y)2

4k(T+ε−τ)

≤ Meα(|y|+ρ)2 − µ
1

√

4kπ(T + ε)
e

ρ2

4k(T+ε) .

ËáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôçí (3.23), äéáðéóôþíïõìå üôé ôï äåîéü ìÝëïò ôçò áíéóü-

ôçôáò ìðïñåß íá ãßíåé ìéêñüôåñï áðü ïðïéïíäÞðïôå áñíçôéêü áñéèìü, áí ðÜñïõ-

ìå ôï ρ áñêåôÜ ìåãÜëï. Óõíåðþò, ãéá áñêåôÜ ìåãÜëï ρ,

(3.26ii) vµ(y − ρ, τ), vµ(y + ρ, τ) ≤ sup
z
ϕ(z) .

Áðü ôéò (3.25) êáé (3.26) Ýðåôáé ôþñá

(3.27) vµ(y, t) ≤ sup
z
ϕ(z), 0 ≤ t ≤ T .

Ôþñá

vµ(y, t) = u(y, t) − µ
1

√

4kπ(T + ε− t)
,

êáé ç (3.27) äßíåé

u(y, t) ≤ sup
z
ϕ(z) + µ

1
√

4kπ(T + ε− t)
.

ÁöÞíïíôáò ôï µ íá ôåßíåé óôï ìçäÝí, óõìðåñáßíïõìå üôé

u(y, t) ≤ sup
z
ϕ(z),

êáé áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç Ýðåôáé áìÝóùò ç (3.21).

Áðü ôï Èåþñçìá 3.2 Ýðåôáé üôé ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ôçí åîßóùóç ôçò

èåñìüôçôáò (3.15) Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ëýóç u, ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé ìéá åêôßìçóç

ôçò ìïñöÞò (3.19).
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3.2.1 ÐáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò u ôïõ (3.15), ðïõ ðëçñïß ôçí (3.19)

Áñ÷ßæïõìå ìå ôçí åéóáãùãÞ ôçò ëåãüìåíçò óõíÝëéîçò óõíáñôÞóåùí, ìéáò äéáäé-

êáóßáò êáôáóêåõÞò ìéáò óõíáñôÞóåùò ìå óõíäõáóìü äýï Üëëùí óõíáñôÞóåùí

ìå ðïëý åíäéáöÝñïõóåò éäéüôçôåò êáé ðïëëÝò åöáñìïãÝò, ãåíéêüôåñá óôçí ÁíÜ-

ëõóç êáé ôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ.

ÓõíÝëéîç óõíáñôÞóåùí. ¸óôù S, g : R → R äýï êáôÜëëçëåò óõíáñôÞóåéò,

ôÝôïéåò þóôå íá õðÜñ÷åé ôï ïëïêëÞñùìá

∫ ∞

−∞
S(x− y)g(y) dy, x ∈ R.

Ç óõíÜñôçóç S ? g : R → R,

(S ? g)(x) :=

∫ ∞

−∞
S(x− y)g(y) dy,

ëÝãåôáé óõíÝëéîç ôùí S êáé g. Ìå áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò, ìðïñåß ðïëý åýêïëá íá

áðïäåé÷èåß üôé ç óõíÝëéîç åßíáé áíôéìåôáèåôéêÞ, S ? g = g ? S.

Ãéá ôçí ýðáñîç ôçò óõíÝëéîçò S?g áñêåß, öåñ’ åéðåßí, íá õðÜñ÷åé ôï ïëïêëÞ-

ñùìá
∫∞

−∞ |S(y)| dy êáé íá åßíáé ç g öñáãìÝíç. Äåí åßíáé öõóéêÜ õðï÷ñåùôéêü

íá ïñßæïíôáé äýï óõíáñôÞóåéò óå üëï ôï R ãéá íá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôç óõ-

íÝëéîÞ ôïõò. Áí ïñßæïíôáé óå Ýíá õðïóýíïëï ôïõ R, ôüôå ôéò åðåêôåßíïõìå ùò

ìçäåíéêÝò óõíáñôÞóåéò óôï óõìðëÞñùìá ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôïõò.

¸íáò âáóéêüò ëüãïò ãéá ôï åíäéáöÝñïí ãéá ôç óõíÝëéîç, åßíáé ôï ãåãïíüò üôé

ïðïéáäÞðïôå êáëÞ éäéüôçôá Ý÷åé Ýíáò åê ôùí “ãïíÝùí” S êáé g ôçí êëçñïíïìåß

êáé ôï “ðáéäß” ôïõò S ? g, ëüãïò ãéá ôïí ïðïßï ïé ìáèçìáôéêïß áñÝóêïíôáé íá

áíáöÝñïíôáé óôç óõíÝëéîç ùò ôïí “ôÝëåéï ãÜìï”.

Óõíå÷ßæïõìå ìå ïñéóìÝíá ðñïêáôáñêôéêÜ áðïôåëÝóìáôá, ôéò âáóéêÝò éäéüôç-

ôåò áíáëëïéþôïõ ôçò åîéóþóåùò (3.15i).

(i) Áí y ∈ R êáé u(x, t) ëýóç ôçò (3.15i), ôüôå êáé ç v(x, t) := u(x − y, t) åßíáé

ëýóç ôçò (3.15i).

(ii) Áí u åßíáé ëýóç ôçò (3.15i), ôüôå êáé êÜèå ðáñÜãùãïò ôçò u, ð.÷. ux, ut, uxt,

. . . , áðïôåëåß ëýóç ôçò (3.15i).

(iii) ÊÜèå ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ëýóåùí ôçò (3.15i) áðïôåëåß åðßóçò ëýóç ôçò.
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(iv) ¸óôù S(x, t) ëýóç ôçò (3.15i), êáé g : R → R ôõ÷áßá óõíÜñôçóç. Ôüôå êáé

ç óõíÝëéîç v ôùí S(·, t) êáé g,

v(x, t) :=

∫ ∞

−∞
S(x− y, t)g(y) dy ,

áðïôåëåß ëýóç ôçò (3.15i), áí ôï ãåíéêåõìÝíï ïëïêëÞñùìá óõãêëßíåé õðü

êáôÜëëçëç Ýííïéá þóôå ç óåéñÜ ìåñéêÞò ðáñáãùãßóåùò ùò ðñïò t, x, xx

êáé ïëïêëçñþóåùò íá ìðïñåß íá áëëÜîåé. Èá åðáíÝëèïõìå óå áõôü ôï

óçìåßï áñãüôåñá, âë. ôï ËÞììá 3.1.

(v) Áí α èåôéêüò áñéèìüò, êáé u(x, t) ëýóç ôçò (3.15i), ôüôå êáé ç óõíÜñôçóç

v, v(x, t) := u(
√
αx, αt) åßíáé åðßóçò ëýóç ôçò (3.15i), üðùò äéáðéóôþíåé

êáíåßò áìÝóùò.

Èá ðñïóðáèÞóïõìå ôþñá íá ðñïóäéïñßóïõìå Ýíáí ôýðï ãéá ôç ëýóç u ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (3.15) ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé ç (3.19).

Èá ðñïóäéïñßóïõìå ðñþôá ìéá ëýóçQ(x, t) ôçò (3.15i) õðü ôçí åéäéêÞ áñ÷éêÞ

óõíèÞêç

(3.28) Q(x, 0) = 0 ãéá x < 0, Q(x, 0) = 1 ãéá x > 0.

Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò ëýóåùò èá áðáéôçèïýí ôñßá âÞìáôá.

1
o
= ÂÞìá: Èá ðñïóðáèÞóïõìå íá âñïýìå ìéá ëýóç ôçò ìïñöÞò

(3.29) Q(x, t) = g(p), üðïõ p =
x√
4kt

,

êáé g Üãíùóôç óõíÜñôçóç ìßáò ìåôáâëçôÞò, ôçí ïðïßá èÝëïõìå íá ðñïóäéï-

ñßóïõìå. Ï ëüãïò ãéá ôïí ïðïßïí áíáìÝíïõìå íá Ý÷åé ç ëýóç ôçí áíùôÝñù

ìïñöÞ åßíáé ï åîÞò: Ëüãù ôçò åéäéêÞò åðéëïãÞò ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò Ý÷ïõ-

ìå Q(αx, 0) = Q(x, 0) ãéá ïðïéïíäÞðïôå èåôéêü áñéèìü α, ïðüôå, êáôÜ ôç (v),

áí Q åßíáé ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (3.15i), (3.28), ôüôå êáé ç

Q(
√
αx, αt) èá åßíáé åðßóçò ëýóç. Ëüãù ôçò ìïíáäéêüôçôáò ôçò ëýóåùò, ãéá

ôçí ïðïßá éó÷ýåé ç (3.19), èá Ý÷ïõìå óõíåðþò

Q(x, t) = Q(
√
αx, αt) ∀α > 0,
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åðïìÝíùò Q(x, t) = f( x√
t
). Ï ðáñÜãùí 1√

4k
÷ñçóéìïðïéåßôáé áðëþò êáé ìüíïí ãéá

íá áðëïðïéçèåß êÜðùò ï æçôïýìåíïò ôýðïò.

2
o
= ÂÞìá: Ç (3.29) ìáò äßíåé ôç äõíáôüôçôá íá ìåôáôñÝøïõìå ôçí (3.15i) óå ìéá

óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôçí g: Ý÷ïõìå

Qt =
dg

dp

dp

dt
= − 1

2t

x√
4kt

g′(p) = − 1

2t
pg′(p)

Qx =
dg

dp

dp

dx
=

1√
4kt

g′(p)

Qxx =
1√
4kt

g′′(p)
dp

dx
=

1

4kt
g′′(p),

åðïìÝíùò

Qt − kQxx = − 1

2t

[

pg′(p) +
1

2
g′′(p)

]

,

êáé ç Qt = kQxx óõíåðÜãåôáé

(3.30) g′′(p) + 2pg′(p) = 0.

Áðü ôçí (3.30) Ýðåôáé, g′(p) = c1e−p2
, c1 óôáèåñÜ, êáé óõíåðþò

(3.31) g(p) = c1

∫ p

0

e−s2

ds+ c2, c1, c2 óôáèåñÝò.

Áðü ôéò (3.29), (3.31) Ýðåôáé

(3.32) Q(x, t) = c1

∫ x√
4kt

0

e−p2

dp+ c2, t > 0,

ìå c1, c2 ∈ R.

3
o
= ÂÞìá: Èá ðñïóäéïñßóïõìå ôþñá ôéò óôáèåñÝò c1, c2 ãéá íá éêáíïðïéçèïýí ïé

áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ãíùóôü, áëëÜ êáé åýêïëá áðïäåé-

êíõüìåíï ìå äéðëÞ ïëïêëÞñùóç êáé ÷ñÞóç ðïëéêþí óõíôåôáãìÝíùí, ãåãïíüò

üôé
∫∞
0

e−p2
dp =

√
π

2
.

Ãéá èåôéêü x, ëáìâÜíïõìå áðü ôéò (3.32) êáé (3.28)

1 = lim
t ↓ 0

Q(x, t) = c1

∫ ∞

0

e−p2

dp+ c2 = c1

√
π

2
+ c2.

Ïìïßùò, ãéá áñíçôéêü x, Ý÷ïõìå

0 = lim
t ↓ 0

Q(x, t) = c1

∫ −∞

0

e−p2

dp+ c2 = −c1
√
π

2
+ c2.



80 3. H åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò

Óõíåðþò Ý÷ïõìå c1 = 1/
√
π, c2 = 1/2, êáé ç (3.32) ìáò ïäçãåß óôçí

(3.33) Q(x, t) =
1

2
+

1√
π

∫ x√
4kt

0

e−p2

dp, t > 0.

Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé áí åðåêôåßíïõìå ôçí Q ðïõ äßíåôáé áðü ôçí (3.33)

óõíå÷þò êáé ãéá t = 0, üôáí (x, t) 6= (0, 0), ôüôå áõôÞ ëýíåé ðñÜãìáôé ôï ðñüâëçìá

(3.15i), (3.28).

¸÷ïíôáò ëýóåé ôï ðñüâëçìá ãéá ìéá åéäéêÞ áñ÷éêÞ ôéìÞ, åðéóôñÝöïõìå ôþñá

óôï ãåíéêü ðñüâëçìá (3.15). ÅéóÜãïõìå ôç óõíÜñôçóç S, S := Qx, ç ïðïßá êáôÜ

ôç (ii) áðïôåëåß ëýóç ôçò (3.15i), êáé ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç u äéá

(3.34) u(x, t) :=

∫ ∞

−∞
S(x− y, t)ϕ(y) dy, t > 0.

Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå üôé, ãéá öñáãìÝíç ϕ, ç (3.34) äßíåé ôç æçôïýìåíç ëýóç

ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.15). Ðñþôá üìùò ïñéóìÝíåò ðáñáôçñÞóåéò.

Ðáñáãùãßæïíôáò ôçí (3.33) ùò ðñïò x äéáðéóôþíïõìå üôé

(3.35) S(x, t) =
1

2
√
πkt

e− x2

4kt , t > 0.

Åðßóçò, ãéá t > 0, Ý÷ïõìå, ìå q := x√
4kt
,

∫ ∞

−∞
S(x, t) dx =

1

2
√
πkt

∫ ∞

−∞
e− x2

4kt dx =
1√
π

∫ ∞

−∞
e−q2

dq,

óõíåðþò

(3.36)

∫ ∞

−∞
S(x, t) dx = 1, t > 0.

Ç (3.36) åßíáé öõóéêÜ áíáìåíüìåíç, áöïý ãéá óôáèåñÞ áñ÷éêÞ ôéìÞ, áò ðïýìå

ϕ(x) = 1, ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé åßíáé

åðßóçò óôáèåñÞ, êáé éóïýôáé ìå ôçí ßäéá óôáèåñÜ üðùò êáé ç áñ÷éêÞ ôéìÞ.

Ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò z = x− y, ç (3.34) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

(3.37) u(x, t) =

∫ ∞

−∞
S(z, t)ϕ(x− z) dz,

êáé áõôÞ ìå ôç óåéñÜ ôçò, ìå p = z√
kt
, ãñÜöåôáé

(3.38) u(x, t) =
1√
4π

∫ ∞

−∞
e− p2

4 ϕ(x− p
√
kt) dp.
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Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå, èõìßæïõìå Ýíá ãíùóôü áðü ôïí Áðåéñïóôéêü Ëïãéóìü

áðïôÝëåóìá.

ËÞììá 3.1 ¸óôù f = f(x, t) êáé ft óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò óôï (−∞,∞) × (c, d).

¸óôù üôé ôá ãåíéêåõìÝíá ïëïêëçñþìáôá
∫ ∞

−∞
|f(x, t)| dx,

∫ ∞

−∞
|ft(x, t)| dx

óõãêëßíïõí ïìïéüìïñöá óå êëåéóôÜ êáé öñáãìÝíá õðïóýíïëá [c̃, d̃] ôïõ (c, d), äçëáäÞ,

öåñ’ åéðåßí ãéá ôï ðñþôï, õðÜñ÷åé ìéá óõíÜñôçóç g ôÝôïéá þóôå

∀t ∈ [c̃, d̃] ∀x ∈ R |f(x, t)| ≤ g(x)

êáé ôï ïëïêëÞñùìá
∫∞

−∞ g(x) dx íá óõãêëßíåé, äçëáäÞ íá õðÜñ÷åé. Ôüôå

d

dt

∫ ∞

−∞
f(x, t) dx =

∫ ∞

−∞
ft(x, t) dx ãéá t ∈ (c, d).

Óçìåßùóç (Õðåíèýìéóç ó÷åôéêÜ ìå ôçí ïñïëïãßá óôï ËÞììá 3.1.) ¸óôù t ∈ (c, d) êáé

f üðùò óôï ðñïçãïýìåíï ËÞììá. ËÝìå üôé ôï ïëïêëÞñùìá
∫ ∞

−∞
|f(x, t)| dx

óõãêëßíåé, áí ãéá êÜèå èåôéêü ε, õðÜñ÷åé êáôÜëëçëï äéÜóôçìá [a, b] ôÝôïéï þóôå

ôï ïëïêëÞñùìá Ýîù áðü áõôü ôï äéÜóôçìá íá åßíáé ìéêñüôåñï ôïõ ε,
∫ a

−∞
|f(x, t)| dx +

∫ ∞

b

|f(x, t)| dx < ε.

Ðñïöáíþò ôï äéÜóôçìá [a, b] ìðïñåß íá áíôéêáôáóôáèåß êáé ìå äéÜóôçìá ôçò ìïñ-

öÞò [−n, n], ãéá êáôÜëëçëïí öõóéêü áñéèìü n, ïðüôå óýãêëéóç ôïõ ïëïêëçñþ-

ìáôïò óçìáßíåé üôé

∀ε > 0 ∃n ∈ N

∫ −n

−∞
|f(x, t)|dx +

∫ ∞

n

|f(x, t)|dx < ε.

Ôþñá, ï üñïò ôï ïëïêëÞñùìá óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá óôï [c̃, d̃] õðïäçëþíåé üôé

ãéá êÜèå ε > 0 õðÜñ÷åé öõóéêüò n, ï ßäéïò ãéá üëá ôá t ∈ [c̃, d̃], ôÝôïéïò þóôå

∫ −n

−∞
|f(x, t)|dx +

∫ ∞

n

|f(x, t)|dx < ε.
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Èåþñçìá 3.3 (Ç (3.34) äßíåé ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.15).) ¸óôù ϕ : R → R

óõíå÷Þò, öñáãìÝíç óõíÜñôçóç. Ôüôå äéá ôçò (3.34) ïñßæåôáé ìéá óõíÜñôçóç u, ç ïðïßá

åßíáé Üðåéñåò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, ãéá x ∈ R, t > 0, éêáíïðïéåß ôçí (3.15i),

êáèþò êáé ôçí (3.15ii) õðü ôçí Ýííïéá üôé

(3.39) lim
t ↓ 0

u(x, t) = ϕ(x), x ∈ R.

Áðüäåéîç. Êáô’ áñ÷Üò áðü ôçí (3.38) Ýðåôáé

(3.40) |u(x, t)| ≤ 1√
4π

sup
z

|ϕ(z)|
∫ ∞

−∞
e− p2

4 dp = sup
z

|ϕ(z)| ,

(âë. êáé ôçí (3.20)), óõíåðþò ôï ãåíéêåõìÝíï ïëïêëÞñùìá óõãêëßíåé ïìïéüìïñ-

öá êáé áðüëõôá. Ôþñá

∫ ∞

−∞
|Sx(x− y, t)ϕ(y)| dy =

1

2
√
πkt

∫ ∞

−∞
|x− y

2kt
e− (x−y)2

4kt ϕ(y)| dy

=
c√
t

∫ ∞

−∞
|pe− p2

4 ϕ(x− p
√
kt) |dp,

üðïõ c ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ. Óõíåðþò

(3.41)

∫ ∞

−∞
|Sx(x− y, t)ϕ(y)| dy ≤ 2c√

t
sup

z
|ϕ(z)|

∫ ∞

0

pe− p2

4 dp ,

êáé ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ËÞììáôïò 3.1 óõìðåñáßíïõìå üôé õðÜñ÷åé ç ux êáé äßíåôáé

äéá

(3.42) ux(x, t) =

∫ ∞

−∞
Sx(x− y, t)ϕ(y) dy, t > 0.

Ìå ôïí ßäéï ôñüðï áðïäåéêíýïõìå üôé õðÜñ÷ïõí ïé ut, uxt, uxx, utt, . . . . ÊÜèå öï-

ñÜ óôéò áíôßóôïé÷åò ôçò (3.41) åêôéìÞóåéò êáôáëÞãïõìå óå ïëïêëçñþìáôá ôçò

ìïñöÞò
∫ ∞

0

pne− p2

4 dp,

üðïõ n åßíáé ç ôÜîç ôçò ðáñáãþãïõ, ôá ïðïßá öõóéêÜ õðÜñ÷ïõí. Êáô’ áõôüí

ôïí ôñüðï óõìðåñáßíïõìå üôé ç u åßíáé Üðåéñåò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç

êáé ïé ðáñÜãùãïß ôçò äßíïíôáé äéá ðáñáãùãßóåùò ôçò S, üðùò óôïí ôýðï (3.42).

Åßíáé ôþñá ðñïöáíÝò üôé ç u éêáíïðïéåß ôçí (3.15i), áöïý ç S éêáíïðïéåß ôçí

ßäéá åîßóùóç.
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ÁðïìÝíåé íá áðïäåßîïõìå ôçí (3.39). Ëüãù ôçò (3.36) Ý÷ïõìå

u(x, t) − ϕ(x) =

∫ ∞

−∞
S(x− y, t)[ϕ(y) − ϕ(x)] dy

=
1√
4π

∫ ∞

−∞
e− p2

4 [ϕ(x− p
√
kt) − ϕ(x)] dp.

Ãéá óôáèåñü x, èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå üôé ôï ïëïêëÞñùìá óôï äåîéü ìÝëïò

ôåßíåé óôï ìçäÝí êáèþò ôï t ôåßíåé óôï ìçäÝí. Áõôü èá ãßíåé ìå äéÜóðáóç ôïõ

äéáóôÞìáôïò ïëïêëÞñùóçò óå äýï õðïäéáóôÞìáôá· óôï Ýíá õðïäéÜóôçìá ï äåý-

ôåñïò ðáñÜãïíôáò ôçò ðñïò ïëïêëÞñùóç óõíÜñôçóçò èá åßíáé ìéêñüò êáé óôï

Üëëï ï ðñþôïò. ¸óôù ε > 0. Ëüãù ôçò óõíÝ÷åéáò ôçò ϕ õðÜñ÷åé δ > 0 ôÝôïéï

þóôå

|ϕ(x) − ϕ(y)| < ε

2
∀y ∈ [x− δ, x+ δ].

Ôüôå

∣

∣

∣

1√
4π

∫

|p|< δ√
kt

e− p2

4 [ϕ(x− p
√
kt) − ϕ(x)] dp

∣

∣

∣

≤ max
|x−y|≤δ

|ϕ(x) − ϕ(y)| 1√
4π

∫ ∞

−∞
e− p2

4 dp

<
ε

2

1√
4π

∫ ∞

−∞
e− p2

4 dp =
ε

2
.

Åðß ðëÝïí

∣

∣

∣

1√
4π

∫

|p|> δ√
kt

e− p2

4 [ϕ(x− p
√
kt) − ϕ(x)] dp

∣

∣

∣

≤ 1√
4π

2 sup
z

|ϕ(z)|
∫

|p|> δ√
kt

e− p2

4 dp.

Ôï ïëïêëÞñùìá óôï äåîéü ìÝëïò ôåßíåé ðñïöáíþò óôï ìçäÝí êáèþò ôï t ôåßíåé

óôï ìçäÝí. ÅðïìÝíùò ãéá áñêåôÜ ìéêñü t ç üëç ðáñÜóôáóç ãßíåôáé ìéêñüôåñç

ôïõ ε
2
. ÓõíïëéêÜ åðïìÝíùò

|u(x, t) − ϕ(x)| < ε,

ãéá áñêåôÜ ìéêñü t, ôï ïðïßï áðïäåéêíýåé ôçí (3.39).

Ìå âÜóç ôï Èåþñçìá 3.3 äéáðéóôþíïõìå üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(3.15), ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôçí (3.19), åßíáé ãéá öñáãìÝíç áñ÷éêÞ ôéìÞ Üðåéñåò



84 3. H åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò

öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, áêüìç êáé áí ç ϕ åßíáé ìüíï óõíå÷Þò êáé ü÷é

ðáñáãùãßóéìç. Óå áõôü ôï óçìåßï õðÜñ÷åé ìéá ïõóéþäçò äéáöïñÜ ìåôáîý ôçò

åîéóþóåùò ôçò èåñìüôçôáò êáé ôçò êõìáôéêÞò åîéóþóåùò, üðùò âëÝðåé êáíåßò

áìÝóùò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç (2.11).

¼ðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò áìÝóùò áðü ôéò (3.34), (3.35), üôáí ìåôáâÜëëïõìå

ôçí áñ÷éêÞ ôéìÞ ϕ óå êÜðïéá ðåñéï÷Þ, áõôü åðçñåÜæåé ôéò ôéìÝò ôçò ëýóåùò u,

ãéá ïðïéïäÞðïôå t > 0, óå üëá ôá x ∈ R. Ãé’ áõôü óõíÞèùò ëÝìå üôé ç èåñìüôçôá

äéáäßäåôáé ìå “Üðåéñç” ôá÷ýôçôá. Áõôü åßíáé ðñïöáíþò Ýíá öõóéêü ðáñÜäïîï, ç

èåñìüôçôá óôç öýóç äåí äéáäßäåôáé ìå Üðåéñç ôá÷ýôçôá. ÏñéóìÝíåò üìùò öõóé-

êÝò ðáñáäï÷Ýò, ðïõ ãßíïíôáé ãéá íá ïäçãçèïýìå óôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò,

Ý÷ïõí ùò áðïôÝëåóìá íá éó÷ýåé ãéá ôç ëýóç ôçò åîéóþóåùò áõôü ôï ðáñÜäï-

îï. Ôïíßæïõìå ðÜíôùò üôé ç åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò, ðáñÜ ôï ãåãïíüò áõôü,

ðåñéãñÜöåé êáôÜ ôá Üëëá ôç äéÜäïóç ôçò èåñìüôçôáò ìå ìåãÜëç áêñßâåéá.

3.3 H åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò óôçí çìéåõèåßá

Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôçí åîß-

óùóç ôçò èåñìüôçôáò óôçí çìéåõèåßá:

vt = kvxx, x > 0, t > 0,(3.43i)

v(x, 0) = ϕ(x), x ≥ 0,(3.43ii)

v(0, t) = 0, t ≥ 0,(3.43iii)

Óôü÷ïò ìáò ôþñá åßíáé íá ðñïóäéïñßóïõìå ìéá ïìáëÞ, óõíå÷Þ óôï [0,∞)×[0,∞),

ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.43) ôÝôïéá þóôå

(3.44) |v(x, t)| ≤ Meαx2

, x ≥ 0, t ≥ 0,

ãéá êÜðïéåò óôáèåñÝò M êáé α, õðïèÝôïíôáò üôé ç áñ÷éêÞ ôéìÞ ϕ åßíáé óõíå÷Þò

êáé öñáãìÝíç óõíÜñôçóç. Åßíáé ðïëý åýêïëï íá äéáðéóôþóïõìå üôé áíáãêáßá

óõíèÞêç óõìâáôüôçôáò ãéá ôçí ýðáñîç ìéáò ëýóåùò, üðùò ôçí ðåñéãñÜøáìå

áíùôÝñù, åßíáé ϕ(0) = 0. ÕðïèÝôïõìå ëïéðüí üôé ϕ(0) = 0. Ôüôå ç ϕ ìðïñåß

íá åðåêôáèåß óõíå÷þò óôïí áñíçôéêü çìéÜîïíá ùò ðåñéôôÞ óõíÜñôçóç,

ϕðåñ.(x) =

{

ϕ(x), x ≥ 0,

− ϕ(−x), x < 0.
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Ç ϕðåñ. åßíáé ðñïöáíþò öñáãìÝíç. Èåùñïýìå ôþñá ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

(3.45)

{

ut = kuxx, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = ϕðåñ.(x), x ∈ R.

Ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.45) ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé ç (3.19) åßíáé ëüãù ôçò

ìïíáäéêüôçôáò ðåñéôôÞ óõíÜñôçóç ôïõ x, êáé äßíåôáé, óýìöùíá ìå ôçí (3.34),

äéá

(3.46) u(x, t) :=

∫ ∞

−∞
S(x− y, t)ϕðåñ.(y) dy, t > 0.

ÅðåéäÞ ç u åßíáé ðåñéôôÞ, éó÷ýåé u(0, t) = 0, êáé åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ç

ìïíáäéêÞ ëýóç v ôïõ (3.43), ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé ç (3.44), åßíáé ï ðåñéïñéóìüò

ôçò u ãéá ìç áñíçôéêÜ x,

(3.47) v(x, t) = u(x, t), x ≥ 0, t ≥ 0.

Ôþñá

u(x, t) =

∫ ∞

0

S(x− y, t)ϕ(y) dy −
∫ 0

−∞
S(x− y, t)ϕ(−y) dy

=

∫ ∞

0

[S(x− y, t) − S(x+ y, t)]ϕ(y) dy,

óõíåðþò

(3.48) v(x, t) =
1√

4πkt

∫ ∞

0

[

e− (x−y)2

4kt − e− (x+y)2

4kt

]

ϕ(y) dy.

3.4 Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí

óå Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá

Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôçí

åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò óå Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá, ëüãïõ ÷Üñç óôï äéÜóôçìá

[0, `]:

vt = kvxx, 0 ≤ x ≤ `, t ≥ 0,(3.49i)

v(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,(3.49ii)

v(0, t) = v(`, t) = 0, t ≥ 0.(3.49iii)
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Áíáãêáßåò óõíèÞêåò óõìâáôüôçôáò ãéá íá Ý÷åé ôï ðñüâëçìá (3.49) ìéá ïìáëÞ

ëýóç, óõíå÷Þ óôï [0, `] × [0,∞), åßíáé, üðùò äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò,

(3.50) ϕ(0) = ϕ(`) = 0.

Ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóåùò ôïõ (3.49) áðåäåß÷èç óôçí ðáñÜãñáöï 3.1. ¸íáò

ôñüðïò, ü÷é éäéáßôåñá åý÷ñçóôïò, ãéá íá ðáñáóôÞóïõìå ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìá-

ôïò (3.49) åßíáé ï áêüëïõèïò: Åðåêôåßíïõìå ôç óõíÜñôçóç ϕ ðåñéôôÜ óôï [−`, 0],

êáé åí óõíå÷åßá åðåêôåßíïõìå ôç íÝá óõíÜñôçóç ðåñéïäéêÜ ìå ðåñßïäï 2` óå

üëï ôï R. Ïñßæïõìå äçëáäÞ ôçí ðåñéïäéêÞ, ìå ðåñßïäï 2`, óõíÜñôçóç ϕåðåê. äéá

ϕåðåê.(x) =

{

ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

− ϕ(−x), − ` < x < 0,

ϕåðåê.(x+ 2`) = ϕåðåê.(x) ∀x ∈ R.

Áí ç ϕ åßíáé óõíå÷Þò óôï [0, `], ôüôå, ëüãù ôçò (3.50), êáé ç ϕåðåê. åßíáé óõíå÷Þò

óôï R. Åðßóçò ç ϕåðåê. åßíáé ôüôå, ùò óõíå÷Þò êáé ðåñéïäéêÞ, öñáãìÝíç. Èåù-

ñïýìå ôþñá ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

ut = kuxx, x ∈ R, t > 0,(3.51i)

u(x, 0) = ϕåðåê.(x), x ∈ R,(3.51ii)

êáé ôç ëýóç ôïõ u, ðïõ éêáíïðïéåß ôçí (3.19). Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôþóïõìå üôé

ç u åßíáé ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ x ìå ðåñßïäï 2`, åßíáé ðåñéôôÞ êáé óõíåðþò

u(0, t) = 0, êáé áíÜëïãá üôé u(`, t) = 0. Óõíåðþò, ï ðåñéïñéóìüò ôçò u óôï [0, `]×
[0,∞) åßíáé ç ëýóç v ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.49). Áðü ôçí (3.34) ôüôå Ýðåôáé üôé

(3.52) v(x, t) =

∫ ∞

−∞
S(x− y, t)ϕåðåê.(y) dy, 0 ≤ x ≤ `, t > 0 .

3.5 Ç ìç ïìïãåíÞò åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò

¸óôù f : R × [0,∞) → R êáé ϕ : R → R äåäïìÝíåò ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò.

Èåùñïýìå ôüôå ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ìéá ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç

ôçò èåñìüôçôáò: Æçôåßôáé ìéá ïìáëÞ ëýóç u : R × [0,∞) → R ôïõ ðñïâëÞìáôïò

ut = kuxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0,(3.53i)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R,(3.53ii)
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ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé ç (3.19), ãéá êÜðïéá M,α. Ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóåùò ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (3.53), ðïõ éêáíïðïéåß ôçí (3.19), Ýðåôáé áìÝóùò áðü ôç ìïíáäéêü-

ôçôá ôçò ëýóåùò ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôçí ïìïãåíÞ åîßóùóç ôçò

èåñìüôçôáò, üôáí ç ëýóç éêáíïðïéåß ôçí (3.19). ÁìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé ôï

Üèñïéóìá ôùí ëýóåùí ôùí ðñïâëçìÜôùí (3.15) êáé

ut = kuxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0,(3.54i)

u(x, 0) = 0, x ∈ R,(3.54ii)

áðïôåëåß ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.53). Áñêåß óõíåðþò íá ëýóïõìå ôï ðñüâëç-

ìá (3.54). ¸óôù üôé ç f(·, t) åßíáé öñáãìÝíç, ãéá êÜèå t ∈ [0,∞).

Êáô’ áíáëïãßáí ðñïò ôç (2.28) ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç, èá áðïäåßîïõìå

üôé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.54) ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé ç (3.19) äßíåôáé äéá

(3.55) u(x, t) =

∫ t

0

∫ ∞

−∞
S(x− y, t− s)f(y, s) dy ds.

Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 3.3 (âë. ôçí (3.34)), ôï ïëïêëÞñùìá
∫ ∞

−∞
S(x− y, t− s)f(y, s) dy

åßíáé ç ôéìÞ óôï óçìåßï (x, t) ôçò ëýóçò v ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ãéá

ôçí ïìïãåíÞ åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò

{

vt = kvxx, x ∈ R, t > s,

v(x, s) = f(x, s), x ∈ R.

Óå óõíäõáóìü ìå áõôü ôï ãåãïíüò, ç (3.55) áíáöÝñåôáé ùò áñ÷Þ ôïõ Duhamel.

Êáô’ áñ÷Üò, ðñïöáíþò, ç u ðïõ äßíåôáé áðü ôçí (3.55) éêáíïðïéåß ôçí (3.54ii).

Ðáñáãùãßæïíôáò ôçí (3.55) ùò ðñïò t, ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôï ËÞììá 3.1

êáé åêôéìÞóåéò ðïõ Ýãéíáí óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3.3, êáèþò êáé ôï

ãåãïíüò üôé ôï t = 0 åßíáé éäéÜæïí óçìåßï ôçò S, äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé

ut(x, t) =

∫ t

0

∫ ∞

−∞
St(x− y, t− s)f(y, s) dy ds+ lim

s↑t

∫ ∞

−∞
S(x− y, t− s)f(y, s) dy.

Ôþñá ç S ðëçñïß ôçí ïìïãåíÞ åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò, óõíåðþò

ut(x, t) = k
∂2

∂x2

∫ t

0

∫ ∞

−∞
S(x−y, t−s)f(y, s) dy ds+lim

ε ↓ 0

∫ ∞

−∞
S(x−y, ε)f(y, t−ε) dy
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Þ

(3.56) ut(x, t) = kuxx(x, t) + lim
ε ↓ 0

∫ ∞

−∞
S(x− y, ε)f(y, t − ε) dy.

Ìå åíôåëþò áíÜëïãï ôñüðï åêåßíïõ ôçò áðüäåéîçò ôçò (3.39), èá áðïäåßîïõìå

óôç óõíÝ÷åéá üôé ï äåýôåñïò üñïò óôï äåîéü ìÝëïò ôçò (3.56) éóïýôáé ìå f(x, t).

Ôþñá,
∫ ∞

−∞
S(x− y, ε)f(y, t − ε) dy − f(x, t)

=

∫ ∞

−∞
S(x− y, ε)[f(y, t− ε) − f(x, t)] dy

=
1

2
√
πkε

∫ ∞

−∞
e− (x−y)2

4kε [f(y, t− ε) − f(x, t)] dy

=
1

2
√
π

∫ ∞

−∞
e− p2

4 [f(x− p
√
kε, t− ε) − f(x, t)] dp.

¸óôù ε1 > 0. Ôüôå õðÜñ÷åé δ > 0 ôÝôïéï þóôå

|f(x, t) − f(y, s)| ≤ ε1/2 ãéá |s− t| < δ êáé |y − x| < δ.

ÅðïìÝíùò, ãéá ε < δ,

∣

∣

∣

1

2
√
π

∫

|p|< δ√
kε

e− p2

4 [f(x− p
√
kε, t− ε) − f(x, t)] dp

∣

∣

∣

≤ ε1

2

1

2
√
π

∫ ∞

−∞
e− p2

4 dp =
ε1

2
.

Åðß ðëÝïí,

∣

∣

∣

1

2
√
π

∫

|p|> δ√
kε

e− p2

4 [f(x− p
√
kε, t− ε) − f(x, t)] dp

∣

∣

∣

≤ 1

2
√
π

sup
z∈R

τ∈[t−ε,t]

|f(z, τ)|
∫

|p|> δ√
kε

e− p2

4 dp → 0 ãéá ε → 0.

Áðü ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò åêôéìÞóåéò Ýðåôáé üôé

lim
ε ↓ 0

∫ ∞

−∞
S(x− y, ε)f(y, t) dy = f(x, t),

ïðüôå áðü ôçí (3.56) äéáðéóôþíïõìå üôé ç u ðïõ äßíåôáé áðü ôçí (3.55) éêáíïðïéåß

êáé ôçí (3.54i).
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3.5.1 H ìç ïìïãåíÞò åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò óôçí çìéåõèåßá

Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ìéá ìç

ïìïãåíÞ åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò óôçí çìéåõèåßá: ¸óôù ϕ : [0,∞) → R óõ-

íå÷Þò, öñáãìÝíç óõíÜñôçóç, ϕ(0) = 0 êáé f : [0,∞) × [0,∞) → R óõíå÷Þò

óõíÜñôçóç ôÝôïéá þóôå, ãéá êÜèå t ≥ 0, ç f(·, t) íá åßíáé öñáãìÝíç óõíÜñôçóç

ôçò ðñþôçò ôçò ìåôáâëçôÞò. Æçôåßôáé ìéá ïìáëÞ, óõíå÷Þò óôï [0,∞) × [0,∞),

ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

vt = kvxx + f(x, t), x > 0, t > 0,(3.57i)

v(x, 0) = ϕ(x), x ≥ 0,(3.57ii)

v(0, t) = 0, t ≥ 0,(3.57iii)

ôÝôïéá þóôå

(3.58) |v(x, t)| ≤ Meαx2

, x ≥ 0, t ≥ 0,

ãéá êÜðïéåò óôáèåñÝò M êáé α.

Ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.57) Ýðåôáé áìÝóùò áðü ôç

ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.43), ðÜíôá õðü ôç óõíèÞêç (3.58).

Ôþñá ôï Üèñïéóìá ôùí ëýóåùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.43) êáé

vt = kvxx + f(x, t), x > 0, t > 0,(3.59i)

v(x, 0) = 0, x ≥ 0,(3.59ii)

v(0, t) = 0, t ≥ 0,(3.59iii)

åßíáé ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.57). Áñêåß óõíåðþò íá ðñïóäéïñßóïõìå ìéá ðá-

ñÜóôáóç ôçò ëýóåùò ôïõ (3.59) ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé ç (3.58).

Åðåêôåßíïõìå ôçí f êáôÜ ðåñéôôü ôñüðï, åíäå÷ïìÝíùò áóõíå÷þò, óôïí áñ-

íçôéêü çìéÜîïíá ôùí x, ïñßæïíôáò ôç óõíÜñôçóç fðåñ. äéá

fðåñ.(x, t) =

{

f(x, t), x ≥ 0, t ≥ 0,

− f(−x, t), x < 0, t ≥ 0.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ìÝ÷ñé ôþñá ãíþóåéò ìáò ãéá ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò,

äåí åßíáé äýóêïëï íá äéáðéóôþíïõìå üôé ç æçôïýìåíç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(3.59) äßíåôáé äéá

(3.60) v(x, t) :=

∫ t

0

∫ ∞

−∞
S(x− y, t− s)fðåñ.(y, s) dy ds, x, t > 0.



90 3. H åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò

ÁíÜëïãá åñãáæüìåèá êáé ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò ëýóåùò ôïõ áíôßóôïé÷ïõ

ðñïâëÞìáôïò óå Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá. Áñãüôåñá üìùò èá ëýóïõìå áõôü ôï

ðñüâëçìá ìå Üëëïí ôñüðï, óõãêåêñéìÝíá óôçí ÐáñÜãñáöï 5.3 ìå ôçí ôå÷íéêÞ

ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí, êáé ãé’ áõôü äåí õðåéóåñ÷üìåèá åäþ óå ëåðôï-

ìÝñåéåò.

ÁóêÞóåéò

3.5 Áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá















ut = kuxx, 0 < x < `, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

ux(0, t) = ux(`, t) = 0, t ≥ 0,

Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.

[Õðüäåéîç: Ðïéï ðñüâëçìá ëýíåé ç ux; Áñ÷Þ ìåãßóôïõ.]

3.6 ×ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï ôçò åíÝñãåéáò, áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá















ut = kuxx, 0 < x < `, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

u(0, t) = ux(`, t) = 0, t ≥ 0,

Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.

3.7 Áðïäåßîôå üôé ç åîßóùóç

ut = a(x, t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u

ìðïñåß íá ãñáöåß éóïäýíáìá óôç ìïñöÞ

vt = a(x, t)vxx + b(x, t)vx + [c(x, t) + γ]v ,

üðïõ γ ôõ÷áßá óôáèåñÜ.

3.8 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

(3.61)















ut = a(x, t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u, 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤ T,

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

ux(0, t) = ux(`, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,
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ìå ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò a, b, c, ϕ, ôÝôïéåò þóôå a(x, t) ≥ α > 0. Áðïäåßîôå üôé, áí

c(x, t) ≤ γ0 < 0 ìå γ0 áñêåôÜ ìéêñü, ôüôå éó÷ýåé

‖u(·, t)‖ ≤ ‖ϕ‖, 0 ≤ t ≤ T,

üðïõ ‖ · ‖ ç L2−íüñìá óôï äéÜóôçìá [0, `].

3.9 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá (3.61), äåí õðïèÝôïõìå üìùò ôþñá üôé c(x, t) ≤ γ0 < 0.

Áðïäåßîôå üôé õðÜñ÷åé óôáèåñÜ γ, áíåîÜñôçôç ôïõ ϕ, ôÝôïéá þóôå

‖u(·, t)‖ ≤ eγt‖ϕ‖, 0 ≤ t ≤ T,

üðïõ ‖ · ‖ ç L2−íüñìá óôï äéÜóôçìá [0, `].

[Õðüäåéîç: ÈÝóôå v(x, t) := e−γtu(x, t), ìå êáôÜëëçëï γ.]

3.10 ¸óôù ϕ : R → R óõíå÷Þò, ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ìå ðåñßïäï `. Áðïäåßîôå üôé ôï

ðñüâëçìá
{

ut = kuxx, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R,

Ý÷åé áêñéâþò ìßá ïìáëÞ, ðåñéïäéêÞ ùò ðñïò x, ëýóç, êáé üôé ç ðåñßïäüò ôçò åßíáé `. [Óç-

ìåéþíïõìå üôé ìðïñåß íá õðÜñ÷ïõí êáé ìç ðåñéïäéêÝò ëýóåéò, âë. ôéò (3.16) êáé (3.17).]

3.11 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá














ut = kuxx + f(x, t), x > 0, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), x ≥ 0,

u(0, t) = h(t), t ≥ 0.

Íá áíá÷èåß áõôü ôï ðñüâëçìá óå Ýíá áíôßóôïé÷ï ìå ïìïãåíÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç.

3.12 Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôçí åîßóùóç

ôçò èåñìüôçôáò óôçí çìéåõèåßá:














vt = kvxx, x > 0, t > 0,

v(x, 0) = ϕ(x), x ≥ 0,

vx(0, t) = 0, t ≥ 0.

Íá áíá÷èåß áõôü ôï ðñüâëçìá óå Ýíá áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ãéá ôçí ßäéá

åîßóùóç.

3.13 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

(3.62)















vt = kvxx + f(x, t), x > 0, t > 0,

v(x, 0) = ϕ(x), x ≥ 0,

vx(0, t) = 0, t ≥ 0.
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Íá áíá÷èåß áõôü ôï ðñüâëçìá óå Ýíá áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí.

3.14 Íá áíá÷èåß ôï ðñüâëçìá















wt = kwxx + g(x, t), x > 0, t > 0,

w(x, 0) = ϕ(x), x ≥ 0,

wx(0, t) = h(t), t ≥ 0,

óå Ýíá ðñüâëçìá ôçò ìïñöÞò (3.62), äçëáäÞ ìå ïìïãåíÞ óõíïñéáêÞ óõíèÞêç.

3.15 (Ôï ðñüâëçìá ãéá ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò äåí åßíáé êáëþò ôåèåéìÝíï ãéá t<0.)

Èåùñïýìå ôçí áêïëïõèßá ðñïâëçìÜôùí (ìå k > 0)



















(un)t = k(un)xx, 0 ≤ x ≤ 2π, t ≤ 0,

un(x, 0) =
1

n
sin(nx), 0 ≤ x ≤ 2π,

un(0, t) = un(2π, t) = 0, t ≤ 0.

Ïé óõíáñôÞóåéò un(x, t) = 1
n sin(nx) e−n2kt åßíáé ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Áðïäåßîôå

üôé

max
0≤x≤2π

|un(x, 0)| =
1

n
→ 0, n → ∞,

êáé

max
0≤x≤2π

|un(x,−1)| =
1

n
ekn2 → ∞, n → ∞.

3.16 (Ç áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ äåí éó÷ýåé ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ êýìáôïò.) Èåùñïýìå óõíáñ-

ôÞóåéò ϕ,ψ : R → R

ψ(x) :=

{

x2(1 − x)2, 0 ≤ x ≤ 1,

0, äéáöïñåôéêÜ,

ϕ äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç êáé ôÝôïéá þóôå

ϕ(x) = 1, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ ϕ(x) < 1 ãéá x ∈ [−1, 0) ∪ (1, 2],

êáé ϕ(x) = 0 äéáöïñåôéêÜ. Áðïäåßîôå üôé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò















utt = uxx, x ∈ R, t ≥ 0,

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R,

ut(x, 0) = ψ(t), x ∈ R,
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ëáìâÜíåé ôï ìÝãéóôü ôçò ìüíï óôï óçìåßï (1
2 ,

1
2).

3.17 Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôç ìç ïìïãå-

íÞ åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò



























ut = 2uxx + f(x, t), 0 ≤ x ≤ `, t ≥ 0,

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

u(0, t) = k(t), t ≥ 0,

ux(`, t) + αu(`, t) = h(t), t ≥ 0,

üðïõ α ≥ 0. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôç ìÝèïäï ôçò åíÝñãåéáò ãéá íá áðïäåßîåôå üôé ôï ðñü-

âëçìá áõôü Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.

3.18 Èåùñïýìå ôï åîÞò ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ìéá ìç ãñáì-

ìéêÞ ðáñáâïëéêÞ åîßóùóç



























ut = uxx + f(x, t, u), 0 ≤ x ≤ `, t ≥ 0,

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

u(0, t) = k(t), t ≥ 0,

u(`, t) = h(t), t ≥ 0,

üðïõ f, ϕ, k êáé h äåäïìÝíåò ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôç ìÝèïäï ôçò

åíÝñãåéáò ãéá íá áðïäåßîåôå üôé ôï ðñüâëçìá áõôü Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç, üôáí

ç f éêáíïðïéåß ìßá áðü ôéò áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

◦ Ç f åßíáé óõíÜñôçóç ìüíï ôçò ôñßôçò ìåôáâëçôÞò êáé åßíáé öèßíïõóá óôï R.

◦ Ç f åßíáé óõíÜñôçóç ìüíï ôçò ôñßôçò ìåôáâëçôÞò, åßíáé óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç êáé

ç ðáñÜãùãüò ôçò åßíáé ïìïéüìïñöá öñáãìÝíç ðñïò ôá ðÜíù, f ′(s) ≤ c, ãéá êÜèå ðñáã-

ìáôéêü áñéèìü s.

◦ Ãéá êÜèå x ∈ [0, `] êáé t ≥ 0, ç f(x, t, ·) åßíáé öèßíïõóá óõíÜñôçóç.

◦ Ãéá êÜèå x ∈ [0, `] êáé t ≥ 0, ç f(x, t, ·) åßíáé óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò ôçí

ôñßôç ìåôáâëçôÞ ôçò êáé ç ðáñÜãùãüò ôçò ùò ðñïò ôçí åí ëüãù ìåôáâëçôÞ åßíáé

ïìïéüìïñöá öñáãìÝíç ðñïò ôá ðÜíù, ∂3f(x, t, s) ≤ c, ãéá êÜèå x ∈ [0, `], t ≥ 0, êáé

êÜèå ðñáãìáôéêü áñéèìü s.

◦ H f éêáíïðïéåß ôç ìïíüðëåõñç óõíèÞêç ôïõ Lipschitz ùò ðñïò ôçí ôñßôç ìåôáâëçôÞ,

ïìïéüìïñöá ùò ðñïò ôéò äýï ðñþôåò ìåôáâëçôÝò, äçëáäÞ

(

f(x, t, s1) − f(x, t, s2)
)

(s1 − s2) ≤ c(s1 − s2)
2 ∀s1, s2 ∈ R,

ãéá êÜèå x ∈ [0, `] êáé t ≥ 0, ìå óôáèåñÜ c áíåîÜñôçôç ôùí x êáé t.
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Ðïéåò, êáôÜ ôç ãíþìç óáò, áðü ôéò áíùôÝñù óõíèÞêåò ãåíéêåýïíôáé åýêïëá ãéá óõ-

íáñôÞóåéò f : [0, `] × [0,∞) × R
d → R

d Þ êáé áêüìá ãåíéêüôåñá ãéá óõíáñôÞóåéò

f : [0, `] × [0,∞) × H → H, üðïõ
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò Åõêëåßäåéïò ÷þñïò, äçëáäÞ ðñáã-

ìáôéêüò ãñáììéêüò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï;

3.19 ¸óôù ` > 0 êáé f : [0, `] × [0,∞) × R → R ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç, ôÝôïéá þóôå

(

f(x, t, s1) − f(x, t, s2)
)

(s1 − s2) ≤ 10(s1 − s2)
2, x ∈ [0, `], t ∈ [0,∞), s1, s2 ∈ R.

Áðïäåßîôå ìïíáäéêüôçôá ïìáëþí ëýóåùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí

ôéìþí






























ut = 2uxx − ux + f(x, t, u) óôï [0, `] × [0,∞),

u(·, 0) = ϕ óôï [0, `],

ux(0, ·) = 2u(0, ·) + h óôï [0,∞),

u(`, ·) = −1

3
ux(`, ·) + k óôï [0,∞),

üðïõ ϕ : [0, `] → R êáé h, k : [0,∞) → R äåäïìÝíåò ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò.

3.20 ¸óôù u : [0, 1] × [0,∞) → R ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç, ôÝôïéá þóôå















ut = uxx + sin(xt)ux − et+2xu óôï [0, 1] × [0,∞),

u(0, ·) = u(1, ·) = 0 óôï [0,∞),

u(·, 0) = ϕ óôï [0, 1],

üðïõ ϕ : [0, 1] → R, ϕ(x) = x2(1 − x). Áðïäåßîôå üôé

∀x ∈ [0, 1] ∀t ∈ [0,∞) u(x, t) ≤ 4

27
.

[Õðüäåéîç: Âë. ôçí õðüäåéîç óôçí ¶óêçóç 3.4i.]

3.21 ¸óôù u êáé ũ ëýóåéò ôùí åîÞò ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí



























ut = uxx + f(x, t), 0 ≤ x ≤ `, 0 < t ≤ T,

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

u(0, t) = k(t), t ≥ 0,

u(`, t) = h(t), t ≥ 0,

êáé


























ũt = ũxx + f̃(x, t), 0 ≤ x ≤ `, 0 < t < T,

ũ(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

ũ(0, t) = k(t), t ≥ 0,

ũ(`, t) = h(t), t ≥ 0,
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áíôßóôïé÷á, üðïõ T > 0 êáé f, f̃ , ϕ, k êáé h äåäïìÝíåò ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò. Áí f(x, t) <

f̃(x, t) ãéá 0 < x < `, 0 < t ≤ T, áðïäåßîôå üôé u(x, t) < ũ(x, t) ãéá 0 < x < `, 0 < t ≤ T.

3.22 ¸óôù `, T > 0, êáé u : [0, `] × [0, T ] → R, u = u(x, t), ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç, ôÝôïéá

þóôå














ut = 2uxx − tu óôï [0, `] × [0, T ],

u(0, ·) = u(`, ·) = 0 óôï [0, T ],

u(·, 0) = ϕ óôï [0, `],

üðïõ ϕ : [0, `] → R ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç.

i. Áðïäåßîôå üôé

∀x ∈ [0, `] ∀t ∈ [0, T ] |u(x, t)| ≤ max
0≤s≤`

|ϕ(s)|.

ii. Áðïäåßîôå üôé

∀t ∈ [0, T ] ‖u(·, t)‖ ≤ ‖ϕ‖,

üðïõ ‖ · ‖ ç íüñìá

‖f‖ :=
(

∫ `

0
|f(x)|2 dx

)1/2
.

iii. ×ñçóéìïðïéÞóôå êáôÜëëçëç áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò ãéá íá áíáãÜãåôå ôï äïèÝí ðñü-

âëçìá óôï áêüëïõèï















vt = 2vxx óôï [0, `] × [0, T ],

v(0, ·) = v(`, ·) = 0 óôï [0, T ],

v(·, 0) = ϕ óôï [0, `].

iv. Áðïäåßîôå üôé

∀x ∈ [0, `] ∀t ∈ [0, T ] |u(x, t)| ≤ e−t2/2 max
0≤s≤`

|ϕ(s)|.

v. Áðïäåßîôå üôé

∀t ∈ [0, T ] ‖u(·, t)‖ ≤ e−t2/2‖ϕ‖.





4. Óôïé÷åßá èåùñßáò óåéñþí ôïõ Fourier

Ôï êåöÜëáéï áõôü åßíáé âïçèçôéêü, äåí áíáöÝñåôáé Üìåóá óôç èåùñßá ôùí äéá-

öïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. Åäþ èá ãíùñßóïõìå ïñéóìÝíá

óôïé÷åßá áðü ôç èåùñßá ôùí óåéñþí ôïõ Fourier, ôá ïðïßá óôá åðüìåíá êåöÜ-

ëáéá èá ìáò åßíáé ÷ñÞóéìá óôç ìåëÝôç ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí

óõíèçêþí ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç êáé ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò, êáèþò

åðßóçò êáé ãéá ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace.

4.1 ÐñïêáôáñêôéêÜ

¸óôù
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò ðñáãìáôéêüò ãñáììéêüò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï. Óå

Ýíáí ôÝôïéï ÷þñï éó÷ýåé ç áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz

(4.1) ∀ x, y ∈ H
∣

∣(x, y)
∣

∣ ≤
√

(x, x)
√

(y, y) .

Ç (4.1) åßíáé ðñïöáíÞò ãéá y = 0. Áí y 6= 0, ôüôå èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç

ϕ : R → R, ϕ(λ) := (x − λy, x − λy). Ðñïöáíþò ϕ(λ) ≥ 0, ãéá êÜèå ðñáãìáôéêü

áñéèìü λ, êáé ϕ(λ) = (y, y)λ2 − 2(x, y)λ + (x, x). Áöïý ôï ôñéþíõìï ϕ äåí áë-

ëÜæåé ðñüóçìï, óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé ç äéáêñßíïõóÜ ôïõ åßíáé ìç èåôéêÞ,

óõíåðþò

4
[

(x, y)2 − (x, x)(y, y)
]

≤ 0,

êáé áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç Ýðåôáé áìÝóùò ç (4.1).

Ìå ôç âïÞèåéá ôçò áíéóüôçôáò ôùí Cauchy–Schwarz äéáðéóôþíïõìå åýêïëá

üôé ç áðåéêüíéóç ‖ · ‖ : H → R, ‖x‖ := (x, x)1/2, áðïôåëåß íüñìá óôïí H· ëÝìå

üôé áõôÞ ç íüñìá ðáñÜãåôáé áðü ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï. Éó÷õñéæüìáóôå äçëáäÞ

97
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x

y
x+ y

Ó÷Þìá 4.1: Ó÷çìáôéêÞ åîÞãçóç ôçò ôñéãùíéêÞò áíéóüôçôáò: Ôï ìÞêïò ‖x+y‖
ôçò ìéáò ðëåõñÜò åßíáé ôï ðïëý üóï êáé ôï Üèñïéóìá ‖x‖+‖y‖ ôùí ìçêþí ôùí

äýï Üëëùí ðëåõñþí ôïõ ôñéãþíïõ.

üôé

∀x ∈ H ‖x‖ = 0, åÜí êáé ìüíï åÜí x = 0,(N1)

∀λ ∈ R ∀x ∈ H ‖λx‖ = |λ| ‖x‖,(N2)

∀x, y ∈ H ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.(N3)

Ïé (N1) êáé (N2) Ýðïíôáé áìÝóùò áðü ôïí ïñéóìü êáé ôéò éäéüôçôåò ôïõ åóùôåñé-

êïý ãéíïìÝíïõ. ¼óïí áöïñÜ ôç (N3), ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (4.1) Ý÷ïõìå

‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y) = ‖x‖2 + 2(x, y) + ‖y‖2

≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖ + ‖y‖2 =
(

‖x‖ + ‖y‖
)2
,

áðü ôçí ïðïßá Ýðåôáé áìÝóùò ôï áðïôÝëåóìá. Ç (N3) êáëåßôáé, ãéá åõíïÞôïõò

ëüãïõò, ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá, âë. Ó÷Þìá 4.1.

Áí ãéá x, y ∈ X éó÷ýåé (x, y) = 0, ôüôå ëÝìå üôé ôá x êáé y åßíáé ïñèïãþíéá, Þ

êÜèåôá ìåôáîý ôïõò, êáé ãñÜöïõìå óõìâïëéêÜ x⊥y . ¼ðùò êáé óôçí Åõêëåßäåéá

Ãåùìåôñßá, éó÷ýåé êáé åäþ ôï Ðõèáãüñåéï Èåþñçìá, ç åýêïëç áðüäåéîç ôïõ

ïðïßïõ áöÞíåôáé óôïí áíáãíþóôç.

ËÞììá 4.1 (Ðõèáãüñåéï Èåþñçìá.) Áí x, y ∈ H êáé (x, y) = 0, ôüôå

(4.2) ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Åðßóçò ãéá íüñìåò ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü åóùôåñéêü ãéíüìåíï éó÷ýåé, üðùò

äéáðéóôþíåé êáíåßò áìÝóùò, ç éóüôçôá ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ.
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ËÞììá 4.2 (Éóüôçôá ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ.) ¸óôù
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò ÷þñïò ìå åóù-

ôåñéêü ãéíüìåíï, êáé ‖ ·‖ ç ðáñáãüìåíç áðü ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï íüñìá. Ôüôå éó÷ýåé

(4.3) ∀ x, y ∈ H ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

Óçìåßùóç. ÊÜèå íüñìá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï éêáíïðïéåß,

üðùò åßäáìå, ôçí éóüôçôá ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ. Áíôßóôñïöá, ìðïñåß íá áðï-

äåé÷èåß üôé êÜèå íüñìá ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôçí éóüôçôá ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ

ðáñÜãåôáé áðü Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï, óõãêåêñéìÝíá áðü ôï åóùôåñéêü ãéíü-

ìåíï ðïõ ïñßæåôáé áðü ôïí ôýðï

(4.4) ∀ x, y ∈ X (x, y) :=
1

4

[

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2
]

.

Äßíïõìå ôþñá Ýíáí ÷áñáêôçñéóìü âÝëôéóôùí ðñïóåããßóåùí (âë. Ïñéóìü 4.1).

Ìå ôç âïÞèåéá áõôïý ôïõ ÷áñáêôçñéóìïý èá áðïäåßîïõìå óôç óõíÝ÷åéá, ãéá

ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ðñïóåããßæïõìå áðü õðü÷ùñïõò ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò,

ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá, êáé èá äþóïõìå åðßóçò Ýíáí ôñüðï õðïëïãéóìïý ôçò

âÝëôéóôçò ðñïóÝããéóçò.

Ïñéóìüò 4.1 (ÂÝëôéóôç ðñïóÝããéóç.) ¸óôù
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò ìå

åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáé ‖ · ‖ ç ðáñáãüìåíç íüñìá. ¸óôù H̃ Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ

H, êáé x ∈ H. ¸íá óôïé÷åßï y ∈ H̃ (áí õðÜñ÷åé), ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé

∀ z ∈ H̃ ‖x− y‖ ≤ ‖x− z‖,

ëÝãåôáé âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x áðü ôïí H̃.

Ðñéí áðïäåßîïõìå ýðáñîç, üôáí ï õðü÷ùñïò åßíáé ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò,

äßíïõìå Ýíáí ÷áñáêôçñéóìü ôçò âÝëôéóôçò ðñïóÝããéóçò.

Èåþñçìá 4.1 (×áñáêôçñéóìüò âÝëôéóôùí ðñïóåããßóåùí.) ¸óôù
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò ÷þ-

ñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, H̃ Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ H, êáé x ∈ H. ¸íá óôïé÷åßï y ∈ H̃

åßíáé âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x áðü ôïí H̃, áí êáé ìüíï áí éó÷ýåé

(4.5) ∀ u ∈ H̃ (x, u) = (y, u)

Þ éóïäýíáìá

(4.5′) ∀ u ∈ H̃ (x− y, u) = 0.
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PSfrag replacements

x

y

z

H̃

Ó÷Þìá 4.2: (4.5) =⇒ y åßíáé âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç

Áðüäåéîç. ¸óôù êáô’ áñ÷Üò üôé éó÷ýåé ç (4.5). Ôüôå ãéá z ∈ H̃ Ý÷ïõìå ‖x− y‖ ≤
‖x−z‖.ÐñÜãìáôé, áöïý y−z ∈ H̃, ç (4.5) äßíåé (x−y, y−z) = 0, ïðüôå óýìöùíá

ìå ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá Ý÷ïõìå

‖x− z‖2 =
∥

∥(x− y) + (y − z)
∥

∥

2
= ‖x− y‖2 + ‖y − z‖2 ≥ ‖x− y‖2.

ÐáñáôçñÞóôå ôçí áíáëïãßá áõôÞò ôçò áðüäåéîçò ìå ôçí áðüäåéîç ôçò Åõ-

êëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò ìå ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá, üôé áí áðü óçìåßï x öÝñïõ-

ìå ôç xy êÜèåôï óå Ýíá åðßðåäï H̃ êáé z ∈ H̃, ôüôå ôï åõèýãñáììï ôìÞìá xz äåí

ìðïñåß íá Ý÷åé ìéêñüôåñï ìÞêïò áðü ôï xy (Ó÷Þìá 4.2).

Áíôßóôñïöá ôþñá, Ýóôù y ∈ H̃ ìéá âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x áðü ôïí H̃,

êáé Ýóôù üôé õðÜñ÷åé z ∈ H̃ ôÝôïéï þóôå (x − y, z) 6= 0 (ïðüôå öõóéêÜ z 6= 0).

Ôþñá ãéá ôç óõíÜñôçóç

ϕ : R → R , ϕ(λ) :=
∥

∥x− (y + λz)
∥

∥

2
,

Ý÷ïõìå

ϕ(λ) = (x− y − λz, x− y − λz)

= ‖z‖2λ2 − 2 (x− y, z)λ+ ‖x− y‖2,

ïðüôå

min
λ∈R

ϕ(λ) = ϕ

(

(x− y, z)

‖z‖2

)

< ϕ(0) = ‖x− y‖2,

Üôïðï, ãéáôß ôï y åßíáé âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x áðü ôïí H̃. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé

(x− y, z) = 0 ãéá êÜèå z ∈ H̃, äçëáäÞ éêáíïðïéåßôáé ç (4.5).
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PSfrag replacements

x

y

z y +
λz

H̃

Ó÷Þìá 4.3: y åßíáé âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç =⇒ (4.5)

ÃåùìåôñéêÜ áõôü åñìçíåýåôáé ùò åîÞò: Áí ôï x − y äåí åßíáé êÜèåôï óôï z,

ôüôå ç êÜèåôïò áðü ôï x óôçí åõèåßá y + λz, ç ïðïßá åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôï

z, äåí åßíáé ç xy (âë. ôï Ó÷Þìá 4.3).

Ìïíáäéêüôçôá ôçò âÝëôéóôçò ðñïóÝããéóçò: Áðü ôï Èåþñçìá 4.1 Ýðåôáé áìÝóùò

ç ìïíáäéêüôçôá ôçò âÝëôéóôçò ðñïóÝããéóçò. ÐñÜãìáôé, Ýóôù y, ỹ ∈ H̃ âÝëôé-

óôåò ðñïóåããßóåéò ôïõ x. Ôüôå

∀u ∈ H̃ (x− y, u) = 0,

∀u ∈ H̃ (x− ỹ, u) = 0,

óõíåðþò, áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç,

∀u ∈ H̃ (y − ỹ, u) = 0.

ÈÝôïíôáò óå áõôÞ ôç ó÷Ýóç u := y− ỹ ëáìâÜíïõìå ‖y− ỹ‖ = 0, äçëáäÞ y = ỹ.

¾ðáñîç ôçò âÝëôéóôçò ðñïóÝããéóçò: Èá õðïèÝóïõìå åäþ üôé ï õðü÷ùñïò H̃,

áðü ôïí ïðïßï ðñïóåããßæïõìå, åßíáé ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, dim H̃ = n. Áí

{x1, . . . , xn} åßíáé ìéá âÜóç ôïõ H̃, ôüôå ç (4.5) éêáíïðïéåßôáé, ðñïöáíþò, áí êáé

ìüíï áí éó÷ýåé

(4.6) (y, xi) = (x, xi) , i = 1, . . . , n.

ÅðåéäÞ y ∈ H̃ êáé {x1, . . . , xn} åßíáé âÜóç ôïõ H̃, ôï y ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß

êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï óôç ìïñöÞ y = α1 x1 + · · · +αn xn ìå α1, . . . , αn ∈ R. Áíôé-

êáèéóôþíôáò ôþñá áõôÞí ôçí ðáñÜóôáóç óôçí (4.6) ëáìâÜíïõìå ôï ëåãüìåíï
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óýóôçìá êáíïíéêþí åîéóþóåùí

(4.7)

(x1, x1) α1 + (x1, x2) α2 + · · · + (x1, xn) αn = (x, x1)

(x2, x1) α1 + (x2, x2) α2 + · · · + (x2, xn) αn = (x, x2)

...

(xn, x1) α1 + (xn, x2) α2 + · · · + (xn, xn) αn = (x, xn)



























,

äçëáäÞ Ýíá n× n ãñáììéêü óýóôçìá ãéá ôïõò n áãíþóôïõò α1, . . . , αn. Ãéá x = 0

Ý÷ïõìå ôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò óýóôçìá, ôï ïðïßï Ý÷åé ùò ìüíç ëýóç ôçí ôå-

ôñéììÝíç, áöïý ç ìüíç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ ìçäåíéêïý äéáíýóìáôïò áðü ôïí

H̃ åßíáé ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá. Óõíåðþò ôï óýóôçìá (4.7) ëýíåôáé ìïíïóÞìáíôá,

êáé áõôü áðïäåéêíýåé üôé ãéá êÜèå x ∈ H õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá âÝëôéóôç ðñïóÝã-

ãéóç y ôïõ x áðü Ýíáí ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò õðü÷ùñï H̃ ôïõ H. Óýìöùíá ìå

ôçí (4.5) ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç y ∈ H̃ åíüò óôïé÷åßïõ x ∈ H åßíáé ôï ìïíáäé-

êü óôïé÷åßï ôïõ H̃ ìå ôçí éäéüôçôá (x − y, z) = 0 ãéá êÜèå z ∈ H̃, ãé’ áõôü êáé

ëÝãåôáé ïñèïãþíéá ðñïâïëÞ ôïõ x óôïí õðü÷ùñï H̃.

Ï ðßíáêáò ôïõ óõóôÞìáôïò (4.7)

G(x1, . . . , xn) :=
(

(xi, xj)
)

i,j=1,...,n
,

åßíáé ãíùóôüò ùò ðßíáêáò ôïõ Gram ãéá ôá óôïé÷åßá x1, . . . , xn, ç äå áíôßóôïé÷ç

ïñßæïõóá

detG(x1, . . . , xn)

ëÝãåôáé ïñßæïõóá ôïõ Gram. Áí ôá äéáíýóìáôá x1, . . . , xn åßíáé ãñáììéêþò áíå-

îÜñôçôá, ôüôå ï ðßíáêáò ôïõ Gram åßíáé ëïéðüí áíôéóôñÝøéìïò. Åýêïëá ìÜëé-

óôá äéáðéóôþíåé êáíåßò üôé ï ðßíáêáò áõôüò åßíáé åðßóçò óõììåôñéêüò êáé èåôéêÜ

ïñéóìÝíïò, âë. ôçí ¶óêçóç 4.2.

Ôï óýóôçìá ôùí êáíïíéêþí åîéóþóåùí áðëïðïéåßôáé óôï ìÝãéóôï äõíáôü

âáèìü, üôáí ç âÜóç åßíáé ïñèïìïíáäéáßá (ïñèïêáíïíéêÞ), ãéáôß ôüôå ï ðßíáêáò ôïõ

Gram ãßíåôáé ìïíáäéáßïò. Èõìßæïõìå üôé Ýíá óýóôçìá {e1, . . . , en} óôïé÷åßùí

ôïõ H ëÝãåôáé ïñèïìïíáäéáßï, áí

(ei, ej) = δij :=

{

1 ãéá i = j

0 ãéá i 6= j
, i, j = 1, . . . , n.
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Áí ôï ïñèïìïíáäéáßï óýóôçìá {e1, . . . , en} åßíáé âÜóç ôïõ H̃, ôüôå áõôü ëÝãåôáé

ïñèïìïíáäéáßá âÜóç ôïõ H̃. Îåêéíþíôáò áðü ìéá âÜóç ôïõ H̃ ìðïñïýìå íá êá-

ôáóêåõÜóïõìå ìéá ïñèïìïíáäéáßá âÜóç ôïõ ìå ìéá äéáäéêáóßá, ç ïðïßá åßíáé

ãíùóôÞ ùò ïñèïêáíïíéêïðïßçóç êáôÜ Gram–Schmidt, âë. ôçí ¶óêçóç 4.4.

¸óôù {e1, . . . , en} ìéá ïñèïìïíáäéáßá âÜóç ôïõ õðï÷þñïõ H̃, áðü ôïí ïðïßï

ðñïóåããßæïõìå. Ôüôå áðü ôï óýóôçìá ôùí êáíïíéêþí åîéóþóåùí (4.7) Ýðåôáé

áìÝóùò üôé αi = (x, ei), êáé åðïìÝíùò ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç y ∈ H̃ åíüò óôïé-

÷åßïõ x äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

(4.8) y = (x, e1) e1 + · · · + (x, en) en.

ÐáñáóôÜóåéò ôïõ åßäïõò (4.8) ëÝãïíôáé áíáðôýãìáôá ôïõ Fourier Þ ïñèïãþíéá áíá-

ðôýãìáôá. Ç ðéï ãíùóôÞ ðåñßðôùóç åßíáé ïé óåéñÝò ôïõ Fourier ðåñéïäéêþí óõ-

íáñôÞóåùí, ìå ôéò ïðïßåò èá áó÷ïëçèïýìå óôçí åðüìåíç åíüôçôá.

Èá äïýìå ôþñá ïñéóìÝíåò ÷ñÞóéìåò éäéüôçôåò ôçò âÝëôéóôçò ðñïóÝããéóçò.

Êáô’ áñ÷Üò, áðü ôçí (4.5′) Ýðåôáé üôé (x−y, y) = 0, óõíåðþò êáôÜ ôï Ðõèáãüñåéï

èåþñçìá

‖x‖2 = ‖(x− y) + y‖2 = ‖y‖2 + ‖x− y‖2,

äçëáäÞ

(4.9) ‖y‖2 = ‖x‖2 − ‖x− y‖2.

Éäéáßôåñá åðïìÝíùò

(4.10) ‖y‖ ≤ ‖x‖,

äçëáäÞ ç íüñìá ôçò ðñïóÝããéóçò äåí ìðïñåß íá åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç íüñìá

ôïõ óôïé÷åßïõ ðïõ ðñïóåããßæåé.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ðñïóåããßæïõìå áðü Ýíáí ÷þñï ðåðåñáóìÝíçò äéáóôÜ-

óåùò, ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç y äßíåôáé áðü ôçí (4.8). Ôþñá

‖y‖2 = (y, y) =
(

n
∑

i=1

(x, ei)ei,
n
∑

j=1

(x, ej)ej

)

=
n
∑

i,j=1

(x, ei) (x, ej) (ei, ej)

=
n
∑

i,j=1

(x, ei) (x, ej) δij ,
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äçëáäÞ

(4.11) ‖y‖2 =
n
∑

i=1

(x, ei)
2.

¶ìåóç óõíÝðåéá ôùí (4.10) êáé (4.11) åßíáé ç áíéóüôçôá

(4.12)

n
∑

i=1

(x, ei)
2 ≤ ‖x‖2,

ç ïðïßá åßíáé ãíùóôÞ ùò áíéóüôçôá ôïõ Bessel.

Ïñéóìüò 4.2 (ÐëÞñç ïñèïìïíáäéáßá óõóôÞìáôá.) ¸óôù
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò ãñáììéêüò

÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï. ¸íá ïñèïìïíáäéáßï óýóôçìá {e1, e2, . . . } ⊂ H

ëÝãåôáé ðëÞñåò óôïí
(

H, ‖ · ‖
)

, áí éó÷ýåé

(4.13) ∀x ∈ H ∀ε > 0 ∃n ∈ N ∃xn ∈ span{e1, . . . , en} ‖x− xn‖ < ε.

Áí éó÷ýåé ç (4.13) ãéá êÜðïéï xn ∈ span{e1, . . . , en}, ôüôå èá Ý÷ïõìå öõóéêÜ

êáé ‖x−yn‖ < ε, üðïõ yn ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x áðü ôïí span{e1, . . . , en},
äçëáäÞ

yn =
n
∑

i=1

(x, ei)ei.

Óõíåðþò, èá Ý÷ïõìå óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ‖x − yn‖ → 0, n → ∞, ãåãïíüò

ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå yn → x, n → ∞. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôéò (4.11) êáé

(4.9), óõìðåñáßíïõìå üôé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç éó÷ýåé

(4.14)

∞
∑

i=1

(x, ei)
2 = ‖x‖2, x ∈ H.

Ç (4.14) ëÝãåôáé éóüôçôá ôïõ Parseval. Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ç éóüôçôá ôïõ

Parseval åßíáé ìéá éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá íá åßíáé Ýíá ïñèïìïíáäéáßï

óýóôçìá ðëÞñåò óå Ýíáí ÷þñï ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï.

Óçìåéþíïõìå üôé ç óåéñÜ
∞
∑

i=1

(x, ei)
2

óõãêëßíåé ãéá êÜèå x ∈ H êáé ãéá êÜèå ïñèïìïíáäéáßï óýóôçìá, üðùò öáßíåôáé

áìÝóùò áðü ôçí (4.12). Ç éóüôçôá ôïõ Parseval ìáò ëÝåé üôé áõôÞ ç óåéñÜ äßíåé

‖x‖2, üôáí ôï óýóôçìá åßíáé ðëÞñåò.
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4.2 ÓåéñÝò ôïõ Fourier

Óõìâïëßæïõìå ìå Cðåñ. ôïí ÷þñï ôùí óõíå÷þí êáé ðåñéïäéêþí, ìå ðåñßïäï 2π,

óõíáñôÞóåùí. ÅéóÜãïõìå óôïí Cðåñ. ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï (·, ·) äéá

(ϕ, ψ) :=

∫ 2π

0

ϕ(x)ψ(x) dx.

×ñçóéìïðïéþíôáò âáóéêÝò ôñéãùíïìåôñéêÝò ôáõôüôçôåò äéáðéóôþíïõìå ðïëý åý-

êïëá üôé ôï óýóôçìá óõíáñôÞóåùí (en)n∈N0,

e0(x) :=
1√
2π
, e2m−1(x) :=

1√
π

sin(mx), e2m(x) :=
1√
π

cos(mx), m ∈ N,

åßíáé ïñèïìïíáäéáßï óôïí
(

Cðåñ.(·, ·)
)

. Óõìâïëßæïõìå ìå ‖·‖ ôçí ðáñáãüìåíç áðü

ôï (·, ·) íüñìá óôïí Cðåñ..

¸óôù f ∈ Cðåñ.. H âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç Snf ôçò f áðü ôïí ÷þñï span(e0, e1,

. . . , e2n) äßíåôáé, óýìöùíá ìå ôçí (4.8), äéá

(4.15) Snf =
2n
∑

m=0

αmem,

üðïõ

(4.16) αm :=

∫ 2π

0

f(x)em(x) dx.

Óýìöùíá ìå ôçí áíéóüôçôá ôïõ Bessel Ý÷ïõìå

(4.17)

2n
∑

m=0

α2
m ≤ ‖f‖2.

Ç Snf êáëåßôáé n−óôü ìåñéêü Üèñïéóìá ôçò óåéñÜò Fourier ôçò f. Ðïëý åýêïëá

äéáðéóôþíïõìå üôé ç Snf ãñÜöåôáé êáé óôç ìïñöÞ

(4.18) (Snf)(x) =
a0

2
+

n
∑

m=1

[

am cos(mx) + bm sin(mx)
]

,

üðïõ

(4.19)















am :=
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos(mx) dx, m = 0, 1, . . . ,

bm :=
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin(mx) dx, m = 1, 2, . . . ,
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ïé óõíôåëåóôÝò Fourier ôçò f.

Óçìåéþóôå üôé ìå áõôïýò ôïõò óõìâïëéóìïýò ç (4.17) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

(4.20)
1

2
a2

0 +
n
∑

m=1

(

a2
m + b2m

)

≤ 1

π
‖f‖2.

ÅðáíáëáìâÜíïõìå üôé Snf åßíáé ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôçò f óôç íüñìá

‖ · ‖ áðü ôïí ÷þñï ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí ðïëõùíýìùí Tn, ôùí ãñáììéêþí óõí-

äõáóìþí ôùí óõíáñôÞóåùí 1, cos(mx), sin(mx),m = 1, . . . , n.

Ôï åñþôçìá ôþñá åßíáé, ìå ðïéïí ôñüðï óõìðåñéöÝñåôáé ç Snf êáèþò ôï n

ôåßíåé óôï Üðåéñï. Óå áõôÞ ôç ãåíéêüôçôá ôï èÝìá åßíáé ðïëý äýóêïëï êáé áðï-

ôåëåß ôï áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò ôçò ÁñìïíéêÞò ÁíÜëõóçò, äçëáäÞ ôçò èåùñßáò

ôùí óåéñþí Fourier. Óôçí ðåñßðôùóç ôçò íüñìáò ‖ · ‖ üìùò ôï åñþôçìá ìðïñåß

íá áðáíôçèåß ðïëý åýêïëá, üðùò èá äïýìå áìÝóùò ôþñá.

Èá äéáôõðþóïõìå ðñþôá, ÷ùñßò áðüäåéîç, ôï ãíùóôü áðü ôïí Áðåéñïóôéêü

Ëïãéóìü èåþñçìá ðñïóåããßóåùò ôïõ Weiestrass ãéá ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò.

Èåþñçìá 4.2 (Èåþñçìá ðñïóåããßóåùò ôïõ Weierstrass ãéá ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò.)

¸óôù f ∈ Cðåñ.. Ôüôå, ãéá êÜèå ε > 0, õðÜñ÷åé n ∈ N êáé fn ∈ Tn, ôÝôïéï þóôå

(4.21) max
x∈R

|f(x) − fn(x)| < ε.

Ôþñá ãéá êÜèå ϕ ∈ Cðåñ. éó÷ýåé ðñïöáíþò

(4.22) ‖ϕ‖ ≤
√

2π max
x∈R

|ϕ(x)|.

Áðü ôçí (4.22) êáé ôï Èåþñçìá 4.2 Ýðåôáé üôé, ãéá f ∈ Cðåñ. êáé ε > 0, õðÜñ÷ïõí

n ∈ N êáé fn ∈ Tn ôÝôïéá þóôå

‖f − fn‖ < ε,

ïðüôå, éäéáßôåñá, ‖f − Snf‖ < ε Þ

(4.23) ∀f ∈ Cðåñ. ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N ‖f − Snf‖ < ε,

äçëáäÞ

(4.24) ∀f ∈ Cðåñ. ‖f − Snf‖ → 0, n → ∞.
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Ìå Üëëá ëüãéá ôï ïñèïìïíáäéáßï óýóôçìá (en)n∈N0 åßíáé ðëÞñåò óôïí ÷þñï
(

Cðåñ., (·, ·)
)

, ç óåéñÜ ôïõ Fourier ìéáò óõíáñôÞóåùò f ∈ Cðåñ., äçëáäÞ ç áêï-

ëïõèßá (Snf)n∈N, óõãêëßíåé óôçí f óôç íüñìá ‖ · ‖.
Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå üôé, áí ìéá óõíÜñôçóç f ∈ Cðåñ. åßíáé óõíå÷þò ðáñá-

ãùãßóéìç, ôüôå ç (Snf)n∈N óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá óôçí f. Ðñþôá üìùò ïñéóìÝ-

íåò âïçèçôéêÝò ðáñáôçñÞóåéò. ¸óôù ëïéðüí f ∈ Cðåñ., óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç.

Óõìâïëßæïõìå ìå am, bm êáé a′
m, b

′
m ôïõò óõíôåëåóôÝò Fourier ôùí f êáé f ′, áíôß-

óôïé÷á. Ôüôå a′
0 = 0, êáé

a′
m =

1

π

∫ 2π

0

f ′(x) cos(mx) dx

=
1

π
[f(x) cos(mx)]x=2π

x=0 +
m

π

∫ 2π

0

f(x) sin(mx) dx

= mbm, m ∈ N,

êáé, åíôåëþò áíÜëïãá, b′m = −mam, m ∈ N. ÓõíïëéêÜ ëïéðüí

(4.25) am = − 1

m
b′m, bm =

1

m
a′

m, m ∈ N.

Ãéá α, β ∈ R êáé m ∈ N, èåùñïýìå ôþñá ôç óõíÜñôçóç ϕ, ϕ(x) := [α sin(mx) −
β cos(mx)]2. Ôüôå

ϕ(x) = α2 sin2(mx) + β2 cos2(mx) − 2[α cos(mx)] [β sin(mx)]

≤ α2 sin2(mx) + β2 cos2(mx) + α2 cos2(mx) + β2 sin2(mx)

= α2 + β2,

äçëáäÞ

(4.26) ∀x ∈ R |α sin(mx) − β cos(mx)| ≤
√

α2 + β2 .

(Áêüìá åõêïëüôåñá áðïäåéêíýåôáé ç áíôßóôïé÷ç åêôßìçóç ìå Ýíáí ðáñÜãïíôá

äýï óôï äåîéü ìÝëïò.)

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôçí áðüäåéîç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ðïõ ðñïáíáöÝñáìå.

Èåþñçìá 4.3 (Ïìïéüìïñöç óýãêëéóç óåéñþí Fourier.) ¸óôù f ∈ Cðåñ. óõíå÷þò ðá-

ñáãùãßóéìç. Ôüôå ç (Snf)n∈N óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá óôçí f, äçëáäÞ

(4.27) ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N max
x∈R

|f(x) − (Snf)(x)| < ε.
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Áðüäåéîç. Ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò ðïõ åéóáãÜãáìå ðñïçãïõìÝíùò, èá áðïäåßîïõ-

ìå êáô’ áñ÷Üò üôé ç óåéñÜ

(4.28)

∞
∑

m=1

√

(a′
m)2 + (b′m)2

m

óõãêëßíåé. ÐñÜãìáôé, ãéá n ∈ N, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy–

Schwarz Ý÷ïõìå

n
∑

m=1

1

m

√

(a′
m)2 + (b′m)2 ≤

(

n
∑

m=1

1

m2

)1/2 (
n
∑

m=1

[

(a′
m)2 + (b′m)2

]

)1/2

,

ïðüôå, êáôÜ ôçí (4.20),

n
∑

m=1

1

m

√

(a′
m)2 + (b′m)2 ≤ 1√

π
‖f ′‖

(

n
∑

m=1

1

m2

)1/2

.

Ç óåéñÜ
∑∞

m=1
1

m2 óõãêëßíåé, üðùò ãíùñßæïõìå, óõíåðþò êáé ç óåéñÜ ðïõ åîåôÜ-

æïõìå óõãêëßíåé.

Ôþñá, üðùò åßäáìå óôçí (4.25), Ý÷ïõìå

|am cos(mx) + bm sin(mx)| =
1

m
|a′

m sin(mx) − b′m cos(mx)| ,

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (4.26),

(4.29) |am cos(mx) + bm sin(mx)| ≤ 1

m

√

(a′
m)2 + (b′m)2 .

Áðü ôçí (4.29) êáé ôç óýãêëéóç ôçò óåéñÜò (4.28) Ýðåôáé üôé ç óåéñÜ ôïõ Fourier

ôçò f,
1

2
a0 +

∞
∑

m=1

[

am cos(mx) + bm sin(mx)
]

óõãêëßíåé áðüëõôá êáé ïìïéüìïñöá. ÁðïìÝíåé ôþñá íá áðïäåßîïõìå üôé óõ-

ãêëßíåé ðñïò ôï óùóôü üñéï, äçëáäÞ ðñïò ôçí f. ¸óôù üôé óõãêëßíåé ðñïò ìéá

óõíÜñôçóç ϕ. Ôüôå ìå âÜóç ôçí (4.22) óõìðåñáßíïõìå üôé

‖ϕ− Snf‖ → 0, n → ∞,

ïðüôå ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (4.24) äéáðéóôþíïõìå üôé ϕ = f.

Áò äïýìå ôþñá ðþò Ý÷ïõí ôá ðñÜãìáôá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç ðåñßïäïò åßíáé

p 6= 2π. ¸óôù ëïéðüí f : R → R ìéá óõíå÷Þò, ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ìå ðåñßïäï
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p. Ôüôå ç óõíÜñôçóç g : R → R, g(x) := f( p
2π
x) åßíáé ðñïöáíþò ðåñéïäéêÞ ìå

ðåñßïäï 2π. Åðßóçò, áìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé éó÷ýåé

(4.30) g
(2π

p
x
)

= f(x) ∀x ∈ R.

Ôþñá ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò Fourier ôçò g, ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò y = p
2π
x,

Ý÷ïõìå

an =
1

π

∫ 2π

0

g(x) cos(nx) dx =
2

p

∫ p

0

g
(2π

p
y
)

cos
(2π

p
ny
)

dy,

bn =
1

π

∫ 2π

0

g(x) sin(nx) dx =
2

p

∫ p

0

g
(2π

p
y
)

sin
(2π

p
ny
)

dy,

óõíåðþò, êáôÜ ôçí (4.30),

(4.31)















an =
2

p

∫ p

0

f(x) cos(
2π

p
nx) dx,

bn =
2

p

∫ p

0

f(x) sin(
2π

p
nx) dx.

Ãíùñßæïíôáò ôç óåéñÜ Fourier ôçò g êáé ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ðÜëé ôçí (4.30),

ïäçãïýìåèá óôçí åîÞò óåéñÜ ôïõ Fourier ãéá ôçí f

1

2
a0 +

∞
∑

n=1

[

an cos
(2π

p
nx
)

+ bn sin
(2π

p
nx
)

]

.

Ðåñß óõãêëßóåùò ê.ëð. éó÷ýïõí üóá áíáöÝñèçêáí ðñïçãïõìÝíùò óôçí ðåñß-

ðôùóç p = 2π.

ÁóêÞóåéò

4.1 ¸óôù
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, êáé ‖ · ‖ ç ðáñáãüìåíç áðü ôï

åóùôåñéêü ãéíüìåíï íüñìá.

(i) Áðïäåßîôå üôé ãéá x, y ∈ H éó÷ýåé

(?) ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2(x, y).

(ii) ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (i), áðïäåßîôå ôá ËÞììáôá 4.1 êáé 4.2.
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4.2 ¸óôù
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, êáé x1, . . . , xn ∈ H ãñáììéêþò

áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá. Áðïäåßîôå üôé ï ðßíáêáò ôïõ Gram G ãéá ôá x1, . . . , xn, ôïõ

ïðïßïõ ôá óôïé÷åßá äßäïíôáé äéá Gij := (xi, xj), i, j = 1, . . . , n, åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò.

4.3 ¸óôù f ∈ Cðåñ.. Áðïäåßîôå üôé ç óåéñÜ ôïõ Fourier ôçò f äåí ðåñéÝ÷åé çìßôïíá, áí ç

f åßíáé Üñôéá, êáé äåí ðåñéÝ÷åé óõíçìßôïíá, áí ç f åßíáé ðåñéôôÞ.

4.4 (Ïñèïêáíïíéêïðïßçóç êáôÜ Gram–Schmidt.) ¸óôù
(

H, (·, ·)
)

Ýíáò ÷þñïò ìå åóùôå-

ñéêü ãéíüìåíï, êáé x1, . . . , xn ∈ H ãñáììéêþò áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá. Ïñßæïõìå ôüôå

ôá äéáíýóìáôá e1, . . . , en áíáäñïìéêÜ äéá

e′
1 := x1

e′
2 := x2 − (x2, e

′
1)

(e′
1, e

′
1)
e′
1

e′
3 := x3 − (x3, e

′
2)

(e′
2, e

′
2)
e′
2 − (x3, e

′
1)

(e′
1, e

′
1)
e′
1

...

e′
n := xn − (xn, e

′
n−1)

(e′
n−1, e

′
n−1)

e′
n−1 − · · · − (xn, e

′
1)

(e′
1, e

′
1)
e′
1.

Ïñßæïõìå ôþñá ôá äéáíýóìáôá e1, . . . , en äéá ei := 1
‖e′

i‖
e′
i, i = 1, . . . , n.

(i) Áðïäåßîôå üôé ôá e′
1, . . . , e

′
k−1 åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôá, êáé ïäçãçèåßôå óôï

óõìðÝñáóìá üôé ôï e′
k ïñßæåôáé êáëþò.

(ii) Áðïäåßîôå üôé ôá e′
1, . . . , e

′
n åßíáé áíÜ äýï ïñèïãþíéá ìåôáîý ôùí.

(iii) Áðïäåßîôå üôé ôá e1, . . . , en áðïôåëïýí Ýíá ïñèïìïíáäéáßï óýóôçìá.

(iv) Áðïäåßîôå üôé xk − e′
k åßíáé ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ xk áðü ôïí ÷þñï ðïõ

ðáñÜãïõí ôá x1, . . . , xk−1.

4.5 ¸óôù f ∈ Cðåñ., äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç. Áðïäåßîôå üôé ç
(

(Snf)′)
n∈N

, üðïõ Snf ôï n−óôü ìåñéêü Üèñïéóìá ôçò óåéñÜò Fourier ôçò f, óõãêëßíåé

ïìïéüìïñöá óôçí f ′.

4.6 Áðïäåßîôå üôé ãéá x 6= 2kπ éó÷ýåé

n
∑

m=1

cos(mx) =
1

2

[sin
(

2n+1
2 x

)

sin x
2

− 1
]

.

[Õðüäåéîç:

Ðñþôïò ôñüðïò: sin x
2 cos(mx) = 1

2

[

sin
(

2m+1
2 x

)

− sin
(

2m−1
2 x

)

]

.
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Äåýôåñïò ôñüðïò: cos(mx) = Re
(

eimx
)

. ]

4.7 ¸óôù r ∈ R. Õðïëïãßóôå ôï Üèñïéóìá

n
∑

m=1

rm cos(mx).

4.8 Åßíáé ãíùóôü üôé ôá ìåñéêÜ áèñïßóìáôá ôçò óåéñÜò ôïõ Fourier ìéáò óõíÜñôçóçò

f ∈ C[0, 2π] (ü÷é áíáãêáóôéêÜ ðåñéïäéêÞò) óõãêëßíïõí ðñïò ôçí f óôç íüñìá ‖ · ‖,

‖ϕ‖ :=
(

∫ 2π

0
|ϕ(x)|2 dx

)1/2
.

Ðïéá åßíáé ç óåéñÜ Fourier ôçò óõíáñôÞóåùò f(x) = x − π, x ∈ [0, 2π); Áðïäåßîôå üôé

áðü ôçí éóüôçôá ôïõ Parseval ãé’ áõôÞ ôç óõíÜñôçóç êáé ôï óõãêåêñéìÝíï ïñèïìïíá-

äéáßï óýóôçìá Ýðåôáé ç ó÷Ýóç
∞
∑

n=1

1

n2
=
π2

6
.





5. ×ùñéóìüò ìåôáâëçôþí ãéá ôéò åîéóþóåéò

ôçò èåñìüôçôáò êáé ôïõ êýìáôïò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò ãíþóåéò ìáò ãéá ôéò óåéñÝò ôïõ

Fourier êáé ôçí ôå÷íéêÞ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå

ðáñáóôÜóåéò ôùí ëýóåùí ôùí ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí

óå Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç êáé ãéá ôçí åîßóùóç ôçò

èåñìüôçôáò.

Ðñþôá èá ìåëåôÞóïõìå ôçí ðåñßðôùóç óõíïñéáêþí óõíèçêþí Dirichlet, îå-

÷ùñéóôÜ ãéá ôéò åîéóþóåéò ôçò èåñìüôçôáò êáé ôïõ êýìáôïò, êáé óôç óõíÝ÷åéá

ôçí ðåñßðôùóç óõíïñéáêþí óõíèçêþí Neumann ãéá ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôç-

ôáò (ç ðåñßðôùóç ôçò åîéóþóåùò ôïõ êýìáôïò áíôéìåôùðßæåôáé áíÜëïãá) êáèþò

êáé ôçí ðåñßðôùóç ôçò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò ôçò èåñìüôçôáò.

5.1 ÓõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet

¼ðùò áíáöÝñáìå Þäç, èá ìåëåôÞóïõìå îå÷ùñéóôÜ ôéò åîéóþóåéò ôçò èåñìüôçôáò

êáé ôïõ êýìáôïò. Áñ÷ßæïõìå ìå ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò.

5.1.1 Ç åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò

Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôçí åîßóùóç

ôçò èåñìüôçôáò óå Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá:

(5.1)















ut = kuxx, 0 < x < `, t > 0,

u(0, t) = u(`, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `.

113
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Èá ðñïóðáèÞóïõìå êáô’ áñ÷Üò íá ðñïóäéïñßóïõìå ðïëëÝò ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò

(5.2)

{

vt = kvxx, 0 < x < `, t > 0,

v(0, t) = v(`, t) = 0, t ≥ 0,

ôéò ïðïßåò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åí óõíå÷åßá ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç ëýóç

ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1). Èá ðñïóðáèÞóïõìå íá âñïýìå ëýóåéò v ôïõ (5.2) ôçò

ìïñöÞò

(5.3) v(x, t) = X(x)T (t),

ãé’ áõôü êáé ìéëÜìå ãéá ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí. Ãéá ìéá óõíÜñôçóç v ôçò ìïñ-

öÞò (5.3) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç vt = kvxx ãñÜöåôáé

X(x)T ′(t) = kX ′′(x)T (t).

Äéáéñþíôáò äéá kX(x)T (t) ëáìâÜíïõìå

T ′(t)

kT (t)
=
X ′′(x)

X(x)
.

Ôï áñéóôåñü ìÝñïò áõôÞò ôçò éóüôçôáò åßíáé áíåîÜñôçôï ôïõ x êáé ôï äåîéü åßíáé

áíåîÜñôçôïò ôïõ t. Óõíåðþò áìöüôåñá åßíáé áíåîÜñôçôá ôùí x êáé t, äçëáäÞ

åßíáé óôáèåñÜ. ÈÝôïíôáò

T ′(t)

kT (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ = óôáèåñÜ

ïäçãïýìåèá óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

T ′(t) = −λkT (t), t > 0,(5.4)

−X ′′(x) = λX(x), 0 < x < `.(5.5)

Ïé ëýóåéò ôçò (5.4) äßíïíôáé ðñïöáíþò äéá

(5.6) T (t) = Ae−λkt, t > 0,

üðïõ A ôõ÷áßá óôáèåñÜ. Ãéá íá ðëçñïýíôáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò v(0, t) =

v(`, t) = 0 áðü ôç óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò (5.3), äåäïìÝíïõ üôé ç T äåí ìçäåíß-

æåôáé, ðñÝðåé êáé áñêåß ãéá ôéò ëýóåéò X ôçò (5.5) íá éó÷ýåé X(0) = X(`) = 0.
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ÃñÜöïõìå ëïéðüí áõôü ôï ðñüâëçìá ùò åîÞò: Æçôïýíôáé λ ∈ R êáé ïìáëÝò, ìç

ìçäåíéêÝò óõíáñôÞóåéò X ôÝôïéá þóôå

(5.7)

{

−X ′′ = λX, 0 < x < `,

X(0) = X(`) = 0.

Ôï ðñüâëçìá (5.7) åßíáé Ýíá ðñüâëçìá éäéïôéìþí. Ôá λ ãéá ôá ïðïßá õðÜñ÷ïõí ìç

ìçäåíéêÝò ëýóåéò êáëïýíôáé éäéïôéìÝò, ôá áíôßóôïé÷á X êáëïýíôáé éäéïóõíáñôÞ-

óåéò. ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôçí (5.7) åðß X, ïëïêëçñþ-

íïíôáò óôï [0, `], ïëïêëçñþíïíôáò êáôÜ ìÝñç óôïí áñéóôåñü üñï êáé ÷ñçóéìï-

ðïéþíôáò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ëáìâÜíïõìå

(5.8)

∫ `

0

[

X ′(x)
]2
dx = λ

∫ `

0

[

X(x)
]2
dx.

Áðü ôçí (5.8) óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé ïé éäéïôéìÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.7)

åßíáé èåôéêïß áñéèìïß. ÈÝôïõìå ëïéðüí λ = β2, ìå β > 0, óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

óôçí (5.7) êáé Ý÷ïõìå X ′′ + β2X = 0. Ïé ëýóåéò áõôÞò ôçò åîéóþóåùò åßíáé ôçò

ìïñöÞò X(x) = C cos(βx) +D sin(βx), ìå óôáèåñÝò C êáé D. Ãéá íá éêáíïðïéåß

áõôÞ ç ëýóç ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå X(0) = 0, äçëáäÞ C =

0, êáèþò êáé X(`) = 0, äçëáäÞ D sin(β`) = 0. Ãéá íá ðëçñïýôáé ç äåýôåñç

óõíèÞêç ãéá D 6= 0 ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå β` = nπ, äçëáäÞ β = nπ
`
. Óõíåðþò ïé

éäéïôéìÝò λn êáé áíôßóôïé÷åò éäéïóõíáñôÞóåéòXn, n = 1, 2, . . . , ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(5.7) äßíïíôáé äéá

(5.9) λn =
(nπ

`

)2
, Xn(x) = sin

nπx

`
, n ∈ N.

Áðü ôéò (5.3), (5.6) êáé (5.9) ëáìâÜíïõìå Ýíá Üðåéñï ðëÞèïò ëýóåùí vn,

(5.10) vn(x, t) = Ane−(nπ
`

)2kt sin
nπx

`
, n ∈ N,

ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.2), üðïõ An ôõ÷ïýóåò óôáèåñÝò.

ÅðéóôñÝöïõìå ôþñá óôï ðñüâëçìá (5.1). Ãéá ëüãïõò óõìâáôüôçôáò Ý÷ïõìå

ϕ(0) = ϕ(`) = 0. Áò äïýìå êáô’ áñ÷Üò óå ðïéåò ðåñéðôþóåéò ìðïñïýìå, åíäå-

÷ïìÝíùò, íá ðÜñïõìå ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1) ùò ðåðåñáóìÝíï ãñáììéêü

óõíäõáóìü ôùí óõíáñôÞóåùí v1, . . . , vN , N ∈ N, âë. ôçí (5.10). Ðñïöáíþò, ãéá

ïðïéåóäÞðïôå óôáèåñÝò an ∈ R, ç u,

u(x, t) =
N
∑

n=1

ane−(nπ
`

)2kt sin
nπx

`
,
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éêáíïðïéåß ôüóï ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç üóï êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (5.1). Ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç éêáíïðïéåßôáé, ðñïöáíþò, áí êáé ìüíï

áí ç ϕ åßíáé ôçò ìïñöÞò

ϕ(x) =
N
∑

n=1

an sin
nπx

`
,

äçëáäÞ áí ç ϕ åßíáé Ýíá ðåñéôôü ôñéãùíïìåôñéêü ðïëõþíõìï ìå ðåñßïäï 2`.

Áíáêåöáëáéþíïíôáò, ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1) ãñÜöåôáé ùò ðåðåñáóìÝ-

íïò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò óõíáñôÞóåùí ôçò ìïñöÞò (5.10), áí êáé ìüíï áí ç

áñ÷éêÞ óõíèÞêç ϕ åßíáé ðåñéôôü ôñéãùíïìåôñéêü ðïëõþíõìï ìå ðåñßïäï 2` Þ

áêñéâÝóôåñá ï ðåñéïñéóìüò óôï äéÜóôçìá [0, `] åíüò ôÝôïéïõ ôñéãùíïìåôñéêïý

ðïëõùíýìïõ.

Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç, åðåêôåßíïõìå ôç ϕ êáôÜ ðåñéôôü ôñüðï óôï äéÜóôçìá

[−`, 0) êáé åí óõíå÷åßá óå üëç ôçí åõèåßá ðåñéïäéêÜ ìå ðåñßïäï 2`. ¸óôù ϕåðåê.

ç óõíÜñôçóç ðïõ ëáìâÜíïõìå êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï. Áí ç ϕ åßíáé óõíå÷þò

ðáñáãùãßóéìç, ôüôå, üðùò äéáðéóôþíïõìå åýêïëá, êáé ç ϕåðåê. åßíáé óõíå÷þò

ðáñáãùãßóéìç. Èåùñïýìå ôç óåéñÜ ôïõ Fourier ôçò ϕåðåê., ç ïðïßá åßíáé öõóéêÜ

óåéñÜ çìéôüíùí, áöïý ç ϕåðåê. åßíáé ðåñéôôÞ óõíÜñôçóç. ÕðïèÝôïõìå üôé ç ϕ

åßíáé óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç. Ôüôå ç óåéñÜ ôïõ Fourier ôçò ϕåðåê. óõãêëßíåé

áðüëõôá êáé ïìïéüìïñöá ðñïò ôç ϕåðåê.,

(5.11) ϕåðåê.(x) =
∞
∑

n=1

bn sin
(π

`
nx
)

, x ∈ R,

üðïõ

(5.12) bn =
2

`

∫ `

0

ϕ(x) sin
(π

`
nx
)

dx,

âë. ôçí (4.31). ËáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôéò (5.10) êáé (5.11) éó÷õñéæüìåèá üôé ç

ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1) äßíåôáé ùò

(5.13) u(x, t) =
∞
∑

n=1

bne−(nπ
`

)2kt sin
nπx

`
, 0 ≤ x ≤ `, t ≥ 0,

üðïõ bn ïé óõíôåëåóôÝò Fourier ôçò ϕåðåê. ðïõ äßíïíôáé áðü ôçí (5.12). (Ãéá íá

åßíáé ç u Üðåéñåò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç ãéá èåôéêü t, áñêåß ç óõíÝ÷åéá

ôçò ϕ. ÕðïèÝóáìå üôé ç ϕ åßíáé óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç, ãéá íá åîáóöáëßóïõ-

ìå óõíÝ÷åéá ôçò u ãéá t ≥ 0.) Óçìåéþíïõìå êáô’ áñ÷Üò üôé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï
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ãåãïíüò üôé |e−(nπ
`

)2kt| ≤ 1 êáé ôçí ïìáëüôçôá ôçò ϕåðåê., ìðïñïýìå åýêïëá íá

áðïäåßîïõìå üôé ç óåéñÜ óôçí (5.13) óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá, óõíåðþò ç u ðïõ

äßíåôáé áðü ôçí (5.13) åßíáé óõíå÷Þò. Ôþñá åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç u éêáíïðïéåß

ôéò ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet, êáé ìå ôç âïÞèåéá ôçò (5.11) äéá-

ðéóôþíïõìå åýêïëá üôé u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `. ÔÝëïò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï

ãåãïíüò üôé êáôÜ ôçí áíéóüôçôá ôïõ Bessel ç óåéñÜ
∑∞

n=1 b
2
n óõãêëßíåé, êáèþò

êáé ãíùóôÝò éäéüôçôåò ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò, äéáðéóôþíïõìå üôé ç u ðïõ

äßíåôáé áðü ôçí (5.13) åßíáé ãéá t > 0 Üðåéñåò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç

êáé üôé ç ðáñáãþãéóç áíôéìåôáôßèåôáé ìå ôï óýìâïëï ôçò Üèñïéóçò, ïðüôå ÷ñç-

óéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé ïé vn éêáíïðïéïýí ôçí åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò

óõìðåñáßíïõìå üôé êáé ãéá ôç u éó÷ýåé ut = kuxx, 0 < x < `, t > 0, äçëáäÞ ç u

åßíáé ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1).

Ðñïöáíþò, üóá áíáöÝñèçêáí ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç åß-

íáé ðåñéïñéóìüò óôï äéÜóôçìá [0, `] åíüò ðåñéôôïý ôñéãùíïìåôñéêïý ðïëõùíý-

ìïõ ìå ðåñßïäï 2` ðñïêýðôïõí ùò åéäéêÞ ðåñßðôùóç êáé áðü ôç ãåíéêÞ ìåëÝôç,

äçëáäÞ ç óåéñÜ Fourier Ý÷åé ôüôå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ìç ìçäåíéêïýò óõíôå-

ëåóôÝò.

5.1.2 Ç êõìáôéêÞ åîßóùóç

Èá áó÷ïëçèïýìå ôþñá åí óõíôïìßá ìå ôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá ãéá ôçí êõìáôé-

êÞ åîßóùóç. Èåùñïýìå ëïéðüí ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèç-

êþí ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç ìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet óå

Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá:

(5.14)



























utt = c2uxx, 0 < x < `, t > 0,

u(0, t) = u(`, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ `,

üðïõ ϕ äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç, êáé ψ ìßá öïñÜ óõíå÷þò

ðáñáãùãßóéìç. ÐÜëé èá ðñïóðáèÞóïõìå ðñþôá íá ðñïóäéïñßóïõìå ðïëëÝò ëý-

óåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(5.15)

{

vtt = c2vxx, 0 < x < `, t > 0,

v(0, t) = v(`, t) = 0, t ≥ 0,
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ôçò ìïñöÞò

(5.16) v(x, t) = X(x)T (t).

Ãéá ìéá v ôçò ìïñöÞò (5.16) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôï (5.15) ãñÜöåôáé

X(x)T ′′(t) = c2X ′′(x)T (t),

ïðüôå äéáéñþíôáò äéá c2XT Ý÷ïõìå

T ′′(t)

c2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ = óôáèåñÜ,

óõíåðþò ãéá ôçí T ïäçãïýìåèá óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

(5.17) T ′′(t) = −λc2T (t), t ≥ 0,

ãéá äå ôç X, áí ëÜâïõìå õð’ üøéí ìáò êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, óôï ðñüâëç-

ìá éäéïôéìþí (5.7). Ôï ðñüâëçìá (5.7) ôï Ý÷ïõìå ëýóåé Þäç· ôþñá, ãéá λ = λn =

(nπ
`

)2, âë. ôçí (5.9), ïé ëýóåéò ôçò (5.17) åßíáé ôçò ìïñöÞò

(5.18) Tn(t) = An cos
nπct

`
+Bn sin

nπct

`
, n ∈ N,

üðïõ An êáé Bn ôõ÷ïýóåò óôáèåñÝò.

Áðü ôéò (5.3), (5.9) êáé (5.18) ëáìâÜíïõìå Ýíá Üðåéñï ðëÞèïò ëýóåùí vn,

(5.19) vn(x, t) =
[

An cos
nπct

`
+Bn sin

nπct

`

]

sin
nπx

`
, n ∈ N,

ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.15), üðïõ An êáé Bn ôõ÷ïýóåò óôáèåñÝò.

ÅðéóôñÝöïõìå ôþñá óôï ðñüâëçìá (5.14). Ãéá ëüãïõò óõìâáôüôçôáò Ý÷ïõìå

ϕ(0) = ϕ(`) = ψ(0) = ψ(`) = ϕ′′(0) = ϕ′′(`) = 0. ¼ðùò êáé ãéá ôçí åîßóùóç ôçò

èåñìüôçôáò, áò äïýìå êáé åäþ êáô’ áñ÷Üò óå ðïéåò ðåñéðôþóåéò ìðïñïýìå, åíäå-

÷ïìÝíùò, íá ðÜñïõìå ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.14) ùò ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá

óõíáñôÞóåùí v1, . . . , vN , N ∈ N, ôçò ìïñöÞò (5.19). Ðñïöáíþò, ãéá ïðïéåóäÞ-

ðïôå óôáèåñÝò an, bn ∈ R, ç u,

(5.20) u(x, t) =
N
∑

n=1

[

an cos
nπct

`
+ bn sin

nπct

`

]

sin
nπx

`
,

éêáíïðïéåß ôüóï ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç üóï êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (5.14). ÁðïìÝíåé, óõíåðþò, íá äïýìå êáôÜ ðüóïí êáé óå ðïéåò
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ðåñéðôþóåéò ìéá u ôçò ìïñöÞò (5.20) éêáíïðïéåß êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Êáô’

áñ÷Üò Ý÷ïõìå

(5.21) u(x, 0) =
N
∑

n=1

an sin
nπx

`
.

Åðßóçò

ut(x, t) =
N
∑

n=1

nπc

`

[

− an sin
nπct

`
+ bn cos

nπct

`

]

sin
nπx

`
,

ïðüôå

(5.22) ut(x, 0) = c
N
∑

n=1

nπ

`
bn sin

nπx

`
.

ÂÜóåé ôùí (5.21) êáé (5.22) ïäçãïýìåèá óôï óõìðÝñáóìá üôé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò (5.14) åßíáé ôçò ìïñöÞò (5.20), åÜí êáé ìüíïí åÜí ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò ϕ êáé ψ

åßíáé ðåñéôôÜ ôñéãùíïìåôñéêÜ ðïëõþíõìá ìå ðåñßïäï 2`. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôù-

óç èåùñïýìå üôé ïé ϕ êáé ψ ïñßæïíôáé, ùò ôñéãùíïìåôñéêÜ ðïëõþíõìá, óå üëï

ôï R. ÌÜëéóôá, óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ôá an åßíáé, ðñïöáíþò, ïé óõíôåëåóôÝò

Fourier ôçò ϕ. ¼óïí áöïñÜ ôá bn, ðáñáôçñïýìå üôé ç ó÷Ýóç

ψ(x) = c
N
∑

n=1

nπ

`
bn sin

nπx

`
,

âë. ôçí (5.22), äßíåé

∫ x

0

ψ(s) ds = C − c
N
∑

n=1

bn cos
nπx

`
,

äçëáäÞ ôá −bn, n = 1, . . . , N, åßíáé ïé óõíôåëåóôÝò Fourier ôçò óõíÜñôçóçò Ψ,

Ψ(x) =

∫ x

0

ψ(s) ds,

äéáéñåìÝíïé äéá c. Óõíçèßæåôáé íá ãñÜöïõìå ôçí (5.20) óôç ìïñöÞ

(5.20′) u(x, t) =
N
∑

n=1

[

an cos
nπct

`
− 1

c
bn sin

nπct

`

]

sin
nπx

`
,

þóôå ôá an êáé bn íá åßíáé ôþñá ïé óõíôåëåóôÝò Fourier ôùí óõíáñôÞóåùí ϕ êáé

Ψ, áíôßóôïé÷á.
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Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç, åðåêôåßíïõìå ôéò ϕ êáé ψ êáôÜ ðåñéôôü ôñüðï óôï

äéÜóôçìá (−`, 0) êáé óôç óõíÝ÷åéá óå üëç ôçí ðñáãìáôéêÞ åõèåßá ðåñéïäéêÜ ìå

ðåñßïäï 2`. Óõìâïëßæïõìå ìå ϕåðåê. êáé ψåðåê. ôéò óõíáñôÞóåéò ðïõ ëáìâÜíïõìå

êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé ïé ϕ êáé ψ åßíáé äýï

öïñÝò êáé ìßá öïñÜ óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò, áíôßóôïé÷á, óõìðåñáßíïõìå åýêï-

ëá üôé ïé ϕåðåê. êáé ψåðåê. åßíáé äýï öïñÝò êáé ìßá öïñÜ óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò,

áíôßóôïé÷á. Åðß ðëÝïí ïé ϕåðåê. êáé ψåðåê. åßíáé ðåñéôôÝò óõíáñôÞóåéò. Ïñßæïõìå

ôþñá ôç óõíÜñôçóç

Ψåðåê.(x) :=

∫ x

0

ψåðåê.(s) ds, x ∈ R.

Ðïëý åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ç Ψåðåê. åßíáé Üñôéá óõíÜñôçóç. Åðß ðëÝïí,

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé
∫ α+2`

α

ψåðåê.(s) ds =

∫ `

−`

ψåðåê.(s) ds = 0,

äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ç Ψåðåê. åßíáé ðåñéïäéêÞ ìå ðåñßïäï 2`. Èåùñïýìå

ôþñá ôéò óåéñÝò Fourier ôùí óõíáñôÞóåùí ϕåðåê. êáé Ψåðåê., ïé ïðïßåò öõóéêÜ åßíáé

óåéñÝò çìéôüíùí êáé óõíçìéôüíùí, áíôßóôïé÷á. ÊáôÜ ôá ãíùóôÜ ïé óåéñÝò áõôÝò

óõãêëßíïõí ïìïéüìïñöá. ¸÷ïõìå

ϕåðåê.(x) =
∞
∑

n=1

an sin
nπx

`
,(5.23)

Ψåðåê.(x) =
b0
2

+
∞
∑

n=1

bn cos
nπx

`
,(5.24)

üðïõ an êáé bn ïé óõíôåëåóôÝò Fourier ôùí ϕåðåê. êáé Ψåðåê., áíôßóôïé÷á. Óýìöùíá

ìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ êåöáëáßïõ ç óåéñÜ Fourier ôçò ψåðåê.

óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá ðñïò ôçí ψåðåê. êáé äßíåôáé äéá

(5.24′) ψåðåê.(x) = −
∞
∑

n=1

bn
nπ

`
sin

nπx

`
.

ËáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôéò (5.9), (5.18), (5.23) êáé (5.24) éó÷õñéæüìåèá üôé, õðü êá-

ôÜëëçëåò óõíèÞêåò ïìáëüôçôáò ôùí äåäïìÝíùí, ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.14)

äßíåôáé ùò

(5.25) u(x, t) =
∞
∑

n=1

(

an cos
nπct

`
− 1

c
bn sin

nπct

`

)

sin
nπx

`
,
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üðïõ an êáé bn üðùò óôéò (5.23) êáé (5.24–24′), äçëáäÞ ïé óõíôåëåóôÝò Fourier ôùí

óõíáñôÞóåùí ϕåðåê. êáé Ψåðåê., áíôßóôïé÷á. Ãéá ôç óõíÜñôçóç u ðïõ äßíåôáé áðü

ôçí (5.25) Ý÷ïõìå: Ðñïöáíþò u(0, t) = u(`, t) = 0, t ≥ 0. Åðß ðëÝïí, óýìöùíá ìå

ôçí (5.23),

u(x, 0) =
∞
∑

n=1

an sin
nπx

`
= ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `.

Ôþñá ðáñáãùãßæïíôáò ôç óåéñÜ óôçí (5.25) ùò ðñïò t êáé ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí

ôçí ïìáëüôçôá ôùí ϕåðåê. êáé Ψåðåê., âëÝðïõìå åýêïëá üôé ç íÝá óåéñÜ óõãêëßíåé

ïìïéüìïñöá, Üñá ç u åßíáé ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò t êáé éó÷ýåé

ut(x, t) =
∞
∑

n=1

(

− nπc

`
an sin

nπct

`
− nπ

`
bn cos

nπct

`

)

sin
nπx

`
,

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí (5.24′),

ut(x, 0) = −
∞
∑

n=1

nπ

`
bn sin

nπx

`
= ψ(x), 0 ≤ x ≤ `.

¼óïí áöïñÜ ôþñá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, áò õðïèÝóïõìå ðñïò ôï ðáñüí üôé ïé

äåýôåñåò ðáñÜãùãïé ôçò u ðïõ äßíåôáé áðü ôçí (5.25) ëáìâÜíïíôáé ðáñáãùãß-

æïíôáò ôç óåéñÜ üñï ðñïò üñï. Ôüôå, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé ïé vn

ðïõ äßíïíôáé óôçí (5.19) éêáíïðïéïýí ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç, äéáðéóôþíïõìå

áìÝóùò üôé êáé ç u éêáíïðïéåß ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç. Áí ïé ϕåðåê. êáé Ψåðåê.

åßíáé ôñåéò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò, ôüôå ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï Èåþñç-

ìá 4.3 äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ïé äåýôåñåò ðáñÜãùãïé ëáìâÜíïíôáé ðñÜãìáôé

äéá ðáñáãùãßóåùò ôçò óåéñÜò üñï ðñïò üñï. Áõôü ðÜíôùò åðéôñÝðåôáé êáé õðü

áóèåíÝóôåñåò óõíèÞêåò, óôéò ïðïßåò äåí èá áíáöåñèïýìå åäþ ãéáôß áðáéôïýí

ëåðôïìåñÝóôåñåò ãíþóåéò áðü ôç èåùñßá ôùí óåéñþí ôïõ Fourier.

5.2 ÓõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Neumann

Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôçí åîßóùóç

ôçò èåñìüôçôáò óå Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá ìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

Neumann:

(5.26)















ut = kuxx, 0 < x < `, t > 0,

ux(0, t) = ux(`, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `.
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Èá åñãáóèïýìå üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ïìïãåíþí óõíïñéáêþí óõíèçêþí Diri-

chlet, êáé èá ðñïóðáèÞóïõìå ðñþôá íá ðñïóäéïñßóïõìå ðïëëÝò ëýóåéò ôïõ ðñï-

âëÞìáôïò

(5.27)

{

vt = kvxx, 0 < x < `, t > 0,

vx(0, t) = vx(`, t) = 0, t ≥ 0,

ôçò ìïñöÞò

(5.28) v(x, t) = X(x)T (t).

Ãéá íá ðëçñïß ç v ðïõ äßíåôáé áðü ôçí (5.28) ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôï ðñü-

âëçìá (5.27) ðñÝðåé íá áñêåß íá éó÷ýïõí

T ′(t) = −λkT (t), t > 0,(5.29)

−X ′′(x) = λX(x), 0 < x < `,(5.30)

âë. ôéò (5.4), (5.5). Ïé ëýóåéò ôçò (5.29) äßíïíôáé ðñïöáíþò äéá

(5.31) T (t) = Ae−λkt, t > 0,

üðïõ A ôõ÷ïýóá óôáèåñÜ. Ãéá íá ðëçñïýíôáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò vx(0, t) =

vx(`, t) = 0 áðü ôç óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò (5.28) ðñÝðåé êáé áñêåß ãéá ôéò ëýóåéò

X ôçò (5.30) íá éó÷ýåé X ′(0) = X ′(`) = 0. ÃñÜöïõìå ëïéðüí áõôü ôï ðñüâëçìá

ùò ðñüâëçìá éäéïôéìþí ùò åîÞò: Æçôïýíôáé λ ∈ R êáé ïìáëÝò, ìç ìçäåíéêÝò

óõíáñôÞóåéò X ôÝôïéá þóôå

(5.32)

{

−X ′′ = λX, 0 < x < `,

X ′(0) = X ′(`) = 0.

Ðïëý åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ïé éäéïôéìÝò åßíáé ìç áñíçôéêïß áñéèìïß. Ãéá

λ = 0 ïé ëýóåéò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò åßíáé ôçò ìïñöÞò X(x) = C +

Dx, C,D ∈ R, êáé ãéá íá ðëçñïýíôáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðñÝðåé D = 0.

¶ñá óôçí éäéïôéìÞ λ = 0 áíôéóôïé÷åß ç éäéïóõíÜñôçóç X0(x) = 1,

(5.33) λ0 = 0, X0(x) = 1, 0 ≤ x ≤ `.

Ãéá λ > 0 èÝôïõìå λ = β2 êáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ãñÜöå-

ôáé óôç ìïñöÞ X(x) = C cos(βx) + D sin(βx), C,D ∈ R. Ôüôå öõóéêÜ X ′(x) =
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−Cβ sin(βx)+Dβ cos(βx). ÓõíåðþòX ′(0) = Dβ, ïðüôå çX ′(0) = 0 óõíåðÜãåôáé

D = 0. ÅðïìÝíùòX ′(`) = −Cβ sin(β`). Ãéá íá ðÜñïõìå óõíåðþò ìç ôåôñéììÝíåò

ëýóåéò ðñÝðåé β` = nπ Þ β = nπ
`
, ïðüôå X(x) = cos nπx

`
. ËáìâÜíïíôáò õð’ üøéí

êáé ôçí (5.33), Ý÷ïõìå ôéò åîÞò éäéïôéìÝò êáé áíôßóôïé÷åò éäéïóõíáñôÞóåéò ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (5.32):

(5.34) λn =
(nπ

`

)2
, Xn(x) = cos

nπx

`
, n ∈ N0.

Áðü ôéò (5.28), (5.34) êáé (5.31) ëáìâÜíïõìå Ýíá Üðåéñï ðëÞèïò ëýóåùí vn,

vn(x, t) = Ane−(nπ
`

)2kt cos
nπx

`
, n ∈ N0,

ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.27), üðïõ An ôõ÷ïýóåò óôáèåñÝò.

ÅðéóôñÝöïõìå ôþñá óôï ðñüâëçìá (5.26). ÕðïèÝôïõìå üôé ç ϕ åßíáé óõíå÷þò

ðáñáãùãßóéìç óôï [0, `]. Ãéá ëüãïõò óõìâáôüôçôáò Ý÷ïõìå ϕ′(0) = ϕ′(`) = 0. Áò

äïýìå êáô’ áñ÷Üò óå ðïéåò ðåñéðôþóåéò ìðïñïýìå, åíäå÷ïìÝíùò, íá ðÜñïõìå ôç

ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.26) ùò ðåðåñáóìÝíï ãñáììéêü óõíäõáóìü ôùí óõíáñ-

ôÞóåùí v0, . . . , vN , N ∈ N0. Ðñïöáíþò, ãéá ïðïéåóäÞðïôå óôáèåñÝò an ∈ R, ç

u,

u(x, t) =
a0

2
+

N
∑

n=1

ane−(nπ
`

)2kt cos
nπx

`
,

éêáíïðïéåß ôüóï ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç üóï êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (5.26). Ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç éêáíïðïéåßôáé, ðñïöáíþò, áí êáé ìüíï

áí ç ϕ åßíáé ôçò ìïñöÞò

ϕ(x) =
a0

2
+

N
∑

n=1

an cos
nπx

`
,

äçëáäÞ åßíáé Ýíá Üñôéï ôñéãùíïìåôñéêü ðïëõþíõìï ìå ðåñßïäï 2`.

Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç, åðåêôåßíïõìå ôç ϕ êáôÜ Üñôéï ôñüðï óôï (−`, 0) êáé

åí óõíå÷åßá êáôÜ ðåñéïäéêü ôñüðï ìå ðåñßïäï 2` óå üëç ôçí ðñáãìáôéêÞ åõèåßá,

êáé ëáìâÜíïõìå ôç óõíÜñôçóç ϕåðåê., ç ïðïßá åßíáé Üñôéá êáé óõíå÷þò ðáñáãù-

ãßóéìç. Ç óåéñÜ Fourier ôçò ϕåðåê. óõãêëßíåé áðüëõôá êáé ïìïéüìïñöá ðñïò ôç

ϕåðåê.,

(5.35) ϕåðåê.(x) =
a0

2
+

∞
∑

n=1

an cos
nπx

`
, x ∈ R,
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üðïõ

an =
2

`

∫ `

0

ϕ(x) cos
nπx

`
dx, n ∈ N0,

âë. ôçí (4.31). ¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ïìïãåíþí óõíèçêþí Dirichlet, äéáðé-

óôþíïõìå üôé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.26) äßíåôáé ùò

(5.36) u(x, t) =
a0

2
+

∞
∑

n=1

ane−(nπ
`

)2kt cos
nπx

`
, 0 ≤ x ≤ `, t ≥ 0,

üðïõ ïé óõíôåëåóôÝò Fourier an äßíïíôáé áðü ôçí (5.35).

ÁíÜëïãá ïäçãïýìåèá óôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí

óõíèçêþí ìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Neumann ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîß-

óùóç.

5.3 Ìç ïìïãåíåßò åîéóþóåéò

Èá ðñïóðáèÞóïõìå åäþ íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò ãíþóåéò ìáò ãéá óåéñÝò Fouri-

er ãéá íá ëýóïõìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ìå ïìïãå-

íåßò óõíèÞêåò Dirichlet ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ åîßóùóç ôçò èåñìüôçôáò. Ç èåùñßá

ðïõ èá ãíùñßóïõìå åäþ êáé ïé ðñïçãïýìåíåò ãíþóåéò ìáò, ìáò åðéôñÝðïõí ìåôÜ

åýêïëá íá äéáðñáãìáôåõèïýìå êáé ôï ðñüâëçìá ãéá óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Neu-

mann, êáèþò êáé ãéá ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç.

Èåùñïýìå ëïéðüí ôï ðñüâëçìá

(5.37)















ut = kuxx + f(x, t), 0 < x < `, t > 0,

u(0, t) = u(`, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `.

¸÷ïíôáò Þäç ìåëåôÞóåé ôï ðñüâëçìá (5.1), áñêåß íá ìåëåôÞóïõìå ôþñá ôï ðñü-

âëçìá

(5.38)















ut = kuxx + f(x, t), 0 < x < `, t > 0,

u(0, t) = u(`, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ `.

Åðåêôåßíïõìå ôçí f(·, t) êáôÜ ðåñéôôü (êáé åíäå÷ïìÝíùò áóõíå÷Þ) ôñüðï óôï

äéÜóôçìá (−`, 0) êáé óôç óõíÝ÷åéá ðåñéïäéêÜ ìå ðåñßïäï 2` óôçí ðñáãìáôéêÞ
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åõèåßá. Óõìâïëßæïõìå ìå fåðåê. ôçí ðñïêýðôïõóá óõíÜñôçóç. ÁíÜëïãá óõìâï-

ëßæïõìå ìå uåðåê. ôç óõíÜñôçóç ðïõ ðñïêýðôåé äéá åðåêôÜóåùò ìå ôïí ßäéï ôñüðï

ôçò (Üãíùóôçò) óõíÜñôçóçò u. Ïé fåðåê.(·, t) êáé uåðåê.(·, t) åßíáé öõóéêÜ ðåñéôôÝò

óõíáñôÞóåéò. Óõìâïëßæïõìå ìå Bn(t) êáé bn(t) ôïõò óõíôåëåóôÝò Fourier áõôþí

ôùí óõíáñôÞóåùí,

(5.39)



















bn(t) =
2

`

∫ `

0

u(x, t) sin
nπx

`
dx, n ∈ N, t ≥ 0,

Bn(t) =
2

`

∫ `

0

f(x, t) sin
nπx

`
dx, n ∈ N, t ≥ 0.

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ç u åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ, ãåãïíüò ðïõ åîáóöáëßæåôáé üôáí

ç f õðïôåèåß ïìáëÞ, êáé âëÝðïõìå åýêïëá üôé ïé óõíôåëåóôÝò Fourier ôùí ut(·, t)
êáé uxx(·, t) åßíáé b′n(t) êáé −(nπ

`
)2bn(t), áíôßóôïé÷á. Óõíåðþò ãéá íá éó÷ýåé ç

ut = kuxx + f ðñÝðåé êáé áñêåß íá Ý÷ïõìå

(5.40i) b′n(t) + k
(nπ

`

)2
bn(t) = Bn(t), t ≥ 0, n ∈ N.

Ôï ãåãïíüò üôé éó÷ýåé u(x, 0) = 0, óõíåðÜãåôáé öõóéêÜ

(5.40ii) bn(0) = 0, n ∈ N.

Ïé Üãíùóôïé óõíôåëåóôÝò Fourier bn õðïëïãßæïíôáé áðü ôïõò ãíùóôïýò óõíôåëå-

óôÝò Fourier Bn ëýíïíôáò ôá ðñïâëÞìáôá áñ÷éêþí ôéìþí (5.40). Ôá ðñïâëÞìáôá

áõôÜ ëýíïíôáé ðïëý åýêïëá êáé Ý÷ïõìå

(5.41) bn(t) =

∫ t

0

e−(nπ
`

)2k(t−s)Bn(s) ds, t ≥ 0, n ∈ N.

Ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.38) äßíåôáé ôüôå ùò

(5.42) u(x, t) =
∞
∑

n=1

[

∫ t

0

e−(nπ
`

)2k(t−s)Bn(s) ds
]

sin
nπx

`
, 0 ≤ x ≤ `, t ≥ 0,

üðïõ ïé óõíáñôÞóåéò Bn äßíïíôáé áðü ôçí (5.39).

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç óåéñÜ óôçí (5.42) åßíáé ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá, äç-

ëáäÞ üôáí ìüíï ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ôùí Bn åßíáé ìç ìçäåíéêÝò óõíáñôÞóåéò,

ìå Üëëá ëüãéá üôáí ç f(·, t) åßíáé ðåñéôôü ôñéãùíïìåôñéêü ðïëõþíõìï ìå ðåñßï-

äï 2`, ùò ðñïò ôçí ðñþôç ôçò ìåôáâëçôÞ, äéáðéóôþíåé êáíåßò áìÝóùò üôé ç u
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ðïõ äßíåôáé áðü ôçí (5.42) éêáíïðïéåß ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ut = kuxx + f êáé

áðïôåëåß ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.38).

Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç, ãéá íá ïëïêëçñùèåß áõôÞ ç ìåëÝôç èá Ýðñåðå íá áðï-

äåßîåé êáíåßò üôé, õðü êáôÜëëçëåò óõíèÞêåò ïìáëüôçôáò ôçò f, ç u ðïõ äßíåôáé

áðü ôçí (5.42) åßíáé áñêåôÜ ïìáëÞ þóôå ïé ðáñÜãùãïé ut êáé uxx íá õðïëïãßæï-

íôáé ðáñáãùãßæïíôáò ôç óåéñÜ Fourier ôçò u(·, t) üñï ðñïò üñï.

ÁóêÞóåéò

5.1 ¸óôù u ç ðåñéïäéêÞ ùò ðñïò ôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ, ìå ðåñßïäï `, ëýóç ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò
{

ut = kuxx, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R,

üðïõ ϕ ìéá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç êáé ðåñéïäéêÞ ìå ðåñßïäï ` óõíÜñôçóç. ×ñçóéìï-

ðïéþíôáò ôç óåéñÜ Fourier ôçò ϕ ðñïóäéïñßóôå ìéá ðáñÜóôáóç ôçò u.

5.2 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

(?)















ut = kuxx, 0 < x < `, t > 0,

u(0, t) = ux(`, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

üðïõ ϕ ìéá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç, ôÝôïéá þóôå ôï ðñüâëçìá íá Ý÷åé ïìáëÞ

ëýóç. Áðïäåßîôå êáô’ áñ÷Üò üôé ïé éäéïôéìÝò êáé ïé áíôßóôïé÷åò éäéïóõíáñôÞóåéò ôïõ

ðñïâëÞìáôïò éäéïôéìþí

{

X ′′ + λX = 0, 0 < x < `,

X(0) = X ′(`) = 0,

äßíïíôáé äéá

λn =
(

n+
1

2

)2(π

`

)2
, Xn(x) = sin

[

(n+
1

2
)
πx

`

]

, n ∈ N0,

êáé ÷ñçóéìïðïéÞóôå áõôü ôï áðïôÝëåóìá ãéá íá ðñïóäéïñßóåôå ìéá ðáñÜóôáóç ôçò ëý-

óåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (?).
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5.3 (ÓõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Robin.) Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá

(?)



























ut = kuxx, 0 < x < `, t > 0,

ux(0, t) − αu(0, t) = 0, t ≥ 0,

ux(`, t) + βu(`, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `,

üðïõ α, β ≥ 0, êáé ϕ óõíå÷Þò óõíÜñôçóç. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï ôçò åíÝñãåéáò

áðïäåßîôå üôé ôï ðñüâëçìá (?) Ý÷åé ôï ðïëý ìßá ïìáëÞ ëýóç.

5.4 Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá éäéïôéìþí















X ′′ + λX = 0, 0 < x < `,

X ′(0) − αX(0) = 0,

X ′(`) + βX(`) = 0,

üðïõ α, β ≥ 0, α + β > 0. Ðñïóäéïñßóôå êÜðïéåò åîéóþóåéò ãéá ôéò éäéïôéìÝò. [Ïé

åîéóþóåéò áõôÝò äåí ìðïñïýí ãåíéêÜ íá ëõèïýí åýêïëá, ãé’ áõôü êáé äåí åßíáé åýêïëï

íá ðñïóäéïñßóïõìå ìéá ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (?) ôçò ¶óêçóçò 5.3

÷ñçóéìïðïéþíôáò óåéñÝò Fourier].

5.5 Ðñïóäéïñßóôå ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí



























ut = 2uxx óôï [0, π] × (0,∞),

u(·, 0) = ϕ óôï [0, π],

u(0, ·) = 0 óôï [0,∞),

u(π, ·) = 0 óôï [0,∞),

üðïõ ϕ : [0, π] → R, ϕ(x) = 2 sinx− sin(2x) + 3 sin(5x).

5.6 Ðñïóäéïñßóôå ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí



























ut = 2uxx + u óôï [0, π] × (0,∞),

u(·, 0) = ϕ óôï [0, π],

u(0, ·) = 0 óôï [0,∞),

u(π, ·) = 0 óôï [0,∞),

üðïõ ϕ : [0, π] → R, ϕ(x) = 2 sinx− sin(2x) + 3 sin(5x), ìå äýï ôñüðïõò:

• Ìå ÷ùñéóìü ìåôáâëçôþí.

• ÁíÜãïíôáò, ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò v(x, t) = e−tu(x, t), ôï ðñüâëçìá óå åêåßíï

ôçò ¶óêçóçò 5.5.
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5.7 Ðñïóäéïñßóôå ôç ëýóç u = u(x, t) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí ôéìþí



























utt = 4uxx óôï [0, π] × (0,∞),

u(0, ·) = u(π, ·) = 0 óôï [0,∞),

u(·, 0) = ϕ óôï [0, π],

ut(·, 0) = ψ óôï [0, π],

üðïõ ϕ,ψ : [0, π] → R, ϕ(x) = 2 sinx−sin(2x)+3 sin(5x) êáé ψ(x) = 3 sin(2x)+sin(4x)−
5 sin(6x).



6. H åîßóùóç ôïõ Laplace

Óõìâïëßæïõìå ìå ∆ ôç ËáðëáóéáíÞ óå äýï êáé ôñåéò äéáóôÜóåéò

∆v := vxx + vyy

∆v := vxx + vyy + vzz

ãéá óõíáñôÞóåéò äýï êáé ôñéþí ìåôáâëçôþí, áíôßóôïé÷á. Ç åîßóùóç ôïõ Laplace

åßíáé ôçò ìïñöÞò ∆u = 0, ç ìç ïìïãåíÞò åîßóùóç ∆u = f êáëåßôáé åîßóùóç

ôïõ Poisson. ¸óôù D Ýíá öñáãìÝíï óõíåêôéêü ÷ùñßï (÷ùñßï = áíïéêôü ìç êåíü

óýíïëï) óôïí R
2 Þ óôïí R

3. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï ðñüâëç-

ìá óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Poisson ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

Dirichlet: Æçôåßôáé ìéá óõíÜñôçóç u : D̄ → R, óõíå÷Þò óôï D̄ êáé äýï öïñÝò

óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óôï D, ôÝôïéá þóôå

(6.1)

{

∆u = f óôï D,

u = h óôï ∂D,

üðïõ ∂D ôï óýíïñï ôïõ D êáé f, h äåäïìÝíåò óõíáñôÞóåéò. Èá áðïäåßîïõìå

ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóåùò, êáé ãéá ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò èá ðñïóäéïñßóïõìå

ðáñáóôÜóåéò ôçò ëýóåùò.

Ôï ðñüâëçìá (6.1) äéáóðÜôáé åýêïëá óå äýï åéäéêüôåñá ðñïâëÞìáôá, Ýíá

ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Poisson ìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé Ýíá ãéá ôçí

åîßóùóç ôïõ Laplace. ÐñÜãìáôé, áí u1 êáé u2 åßíáé ëýóåéò ôùí ðñïâëçìÜôùí

{

∆u = f óôï D,

u = 0 óôï ∂D,

êáé
{

∆u = 0 óôï D,

u = h óôï ∂D,

129
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∆u = f
u = h

∂D

Ó÷Þìá 6.1: Ôï ðñüâëçìá ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Poisson ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞ-

êåò Dirichlet.

áíôßóôïé÷á, ôüôå ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò u1 + u2 áðïôåëåß ëýóç ôïõ áñ÷éêïý ðñïâëÞ-

ìáôïò (6.1).

Åðßóçò, áí u1 åßíáé ìéá ïðïéáäÞðïôå ïìáëÞ ëýóç ôçò åîßóùóçò ôïõ Poisson,

∆u = f, êáé u2 ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
{

∆u = 0 óôï D,

u = h− u1 óôï ∂D,

ôüôå ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò u1 + u2 áðïôåëåß ëýóç ôïõ áñ÷éêïý ðñïâëÞìáôïò (6.1).

Áíôßóôïé÷á, áí u1 åßíáé ìéá ïðïéáäÞðïôå ïìáëÞ óõíÜñôçóç, ðïõ óõìðßðôåé ìå

ôçí h óôï ∂D, êáé u2 ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
{

∆u = f̃ := −∆u1 + f óôï D,

u = 0 óôï ∂D,

ôüôå ðÜëé ôï Üèñïéóìá u1 + u2 áðïôåëåß ëýóç ôïõ áñ÷éêïý ðñïâëÞìáôïò (6.1).

6.1 Ç áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ

Ìéá óõíÜñôçóç u äýï Þ ôñéþí ìåôáâëçôþí êáëåßôáé áñìïíéêÞ óå Ýíá ÷ùñßï D,

áí éó÷ýåé ∆u = 0 óôï D.

Èåþñçìá 6.1 (Ç áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ.) ¸óôù D Ýíá öñáãìÝíï óõíåêôéêü ÷ùñßï óå äýï

Þ ôñåéò äéáóôÜóåéò. ¸óôù u : D̄ → R ìéá óõíÜñôçóç, óõíå÷Þò óôï D̄ êáé áñìïíéêÞ

óôï D. Ôüôå ôüóï ôï ìÝãéóôï üóï êáé ôï åëÜ÷éóôï ôçò u óôï D̄ ëáìâÜíïíôáé êáé óôï

∂D.
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Áðüäåéîç. Áí ç u åßíáé áñìïíéêÞ, ôüôå êáé ç −u åßíáé áñìïíéêÞ. Áñêåß, óõíå-

ðþò, íá áðïäåßîïõìå ôï áðïôÝëåóìá ãéá ôï ìÝãéóôï. Èá äþóïõìå ôçí áðüäåéîç

ãéá D ⊂ R
2, ãéá D ⊂ R

3 ç áðüäåéîç ãßíåôáé åíôåëþò áíÜëïãá. ¸óôù ε > 0.

Ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç v : D̄ → R, v(x, y) := u(x, y) + ε(x2 + y2). Ôüôå, ãéá

(x, y) ∈ D,

∆v = ∆u+ 4ε = 4ε > 0.

Áí ç v ëÜìâáíå ôï ìÝãéóôü ôçò óå Ýíá óçìåßï (x, y) ∈ D, ôüôå åêåß èá ßó÷õå

vxx(x, y) ≤ 0, vyy(x, y) ≤ 0,

Üôïðï. ÅðïìÝíùò ç v ëáìâÜíåé ôï ìÝãéóôü ôçò óôï D̄ óå Ýíá óçìåßï (x0, y0) ∈
∂D. ¸óôù ` > 0 ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå (x, y) ∈ D̄ íá éó÷ýåé (x2 + y2)1/2 ≤ `.

ÔÝôïéï ` õðÜñ÷åé öõóéêÜ, áöïý ôï D åßíáé öñáãìÝíï. Ôüôå, ãéá êÜèå (x, y) ∈ D,

èá Ý÷ïõìå

u(x, y) ≤ v(x, y) ≤ v(x0, y0) = u(x0, y0) + ε(x2
0 + y2

0) ≤ u(x0, y0) + ε`2,

óõíåðþò

u(x, y) ≤ max
(s,t)∈∂D

u(s, t) + ε`2

Þ

max
(x,y)∈D̄

u(x, y) ≤ max
(s,t)∈∂D

u(s, t) + ε`2,

ïðüôå

max
(x,y)∈D̄

u(x, y) = max
(s,t)∈∂D

u(s, t).

ÐáñáôÞñçóç 6.1 (Ãéá ôçí áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ áñêåß ç óõíèÞêç ∆u ≥ 0.) Óôçí áíùôÝ-

ñù áðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ìüíï ôï ãåãïíüò üôé ∆u ≥ 0 óôï D. Óõíåðþò ôï

ìÝñïò ðïõ áíáöÝñåôáé óôï ìÝãéóôï óôï Èåþñçìá 6.1 éó÷ýåé êáé õð’ áõôÞí ôçí

ðñïûðüèåóç (ãéá ôï åëÜ÷éóôï áðáéôåßôáé ∆u ≤ 0). Ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ÈåùñÞ-

ìáôïò 6.1 áíáöÝñåôáé áêñéâÝóôåñá ùò áóèåíÞò ìïñöÞ ôçò áñ÷Þò ôïõ ìåãßóôïõ

ãéá áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò. Óôç ëåãüìåíç éó÷õñÜ ìïñöÞ ôçò áñ÷Þò ôïõ ìåãß-

óôïõ èá áíáöåñèïýìå ðñïò ôï ôÝëïò ôïõ êåöáëáßïõ.

Áðü ôï Èåþñçìá 6.1 Ýðåôáé áìÝóùò ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò (6.1). ÐñÜãìáôé, áí u1 êáé u2 åßíáé äýï ëýóåéò ôïõ, ôüôå ãéá ôç v := u1 −u2
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èá Ý÷ïõìå
{

∆v = 0 óôï D,

v = 0 óôï ∂D,

ïðüôå êáôÜ ôï Èåþñçìá 6.1 Ý÷ïõìå v = 0 óôïD, äçëáäÞ u1 = u2.×ñçóéìïðïéþ-

íôáò êáé ôçí ÐáñáôÞñçóç 6.1 ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå óõíå÷Þ åîÜñôçóç ôçò

ëýóåùò u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (6.1) áðü ôá äåäïìÝíá f êáé h. ¸óôù

M := max
(x,y)∈D̄

|f(x, y)|.

ÈÝôïõìå v(x, y) := u(x, y) + M
4

(x2 + y2). Ôüôå

∆v = ∆u+M = f +M ≥ 0,

óõíåðþò

v(x, y) ≤ max
(s,t)∈∂D

u(s, t) +
M

4
`2 ≤ max

(s,t)∈∂D
|h(s, t)| +

M

4
`2,

ïðüôå

(6.2i) u(x, y) ≤ max
(s,t)∈∂D

|h(s, t)| +
`2

4
max

(s,t)∈D̄
|f(s, t)|, (x, y) ∈ D̄.

Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (6.2i) ôá u, h, f ìå −u,−h,−f ëáìâÜíïõìå

(6.2ii) −u(x, y) ≤ max
(s,t)∈∂D

|h(s, t)| +
`2

4
max

(s,t)∈D̄
|f(s, t)|, (x, y) ∈ D̄.

Áðü ôçí (6.2) Ýðåôáé áìÝóùò

(6.3) max
(x,y)∈D̄

|u(x, y)| ≤ max
(s,t)∈∂D

|h(s, t)| +
`2

4
max

(x,y)∈D̄
|f(x, y)|,

ðïõ åßíáé ôï åðéäéùêüìåíï áðïôÝëåóìá.

6.2 Ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí óå Ýíá ïñèïãþíéï

Ùò Ýíá ðáñÜäåéãìá ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ

Laplace óå Ýíá ïñèïãþíéï èá ìåëåôÞóïõìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá

(6.4)



























uxx + uyy = 0 óôï (0, a) × (0, b),

u(x, 0) = f(x) óôï [0, a],

u(x, b) = 0 óôï [0, a],

u(0, y) = u(a, y) = 0 óôï [0, b].
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x

y

O

b

au(x, 0) = f(x)

u(x, b) = 0

uxx + uyy = 0
u
(0
,y

)
=

0

u
(a
,y

)
=

0
Ó÷Þìá 6.2: ÐáñÜóôáóç óõíèçêþí Dirichlet ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace óå

Ýíá ïñèïãþíéï, âë. ôï ðñüâëçìá (6.4).

Ôï üôé õðïèÝóáìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óå ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ ïñ-

èïãùíßïõ äåí áðïôåëåß ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò. Áí Ý÷ïõìå öåñ’ åéðåßí ìç

ïìïãåíåßò óõíèÞêåò êáé óôéò ôÝóóåñåéò ðëåõñÝò, ôüôå ôï ðñüâëçìá áíÜãåôáé åý-

êïëá óôç ëýóç ôåóóÜñùí ðñïâëçìÜôùí, óå êÜèå Ýíá ôùí ïðïßùí Ý÷ïõìå ïìïãå-

íåßò óõíèÞêåò óå ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ ïñèïãùíßïõ· âë. ôçí ¶óêçóç 6.1. Óçìåéþ-

íïõìå åðßóçò üôé ðñïâëÞìáôá ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet óå ïñéóìÝíåò

ðëåõñÝò êáé Neumann óôéò õðüëïéðåò ëýíïíôáé åíôåëþò áíÜëïãá. Åñãáæüìåíïé

ìå ÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí èá ðñïóðáèÞóïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ëýóåéò ôïõ

ðñïâëÞìáôïò

(6.5)















uxx + uyy = 0 óôï (0, a) × (0, b),

u(0, y) = u(a, y) = 0 óôï [0, b],

u(x, b) = 0 óôï [0, a],

ôï ïðïßï Ý÷åé ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôéò ðëåõñÝò ðïõ êáé óôï ðñü-

âëçìá (6.4) Ý÷ïõìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, ôçò ìïñöÞò

(6.6) v(x, y) = X(x)Y (y).

Ãéá íá åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò (6.6) áñìïíéêÞ ðñÝðåé êáé áñêåß íá

éó÷ýåé

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0.
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Äéáéñþíôáò äéá XY ëáìâÜíïõìå

X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
= −λ, λ ∈ R,

êáé ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ïäçãïýìåèá óôá ðñï-

âëÞìáôá

(6.7)

{

X ′′(x) = −λX(x), 0 < x < a,

X(0) = X(a) = 0,

(6.8)

{

Y ′′(y) = λY (y), 0 < y < b,

Y (b) = 0 .

Ôï ðñüâëçìá (6.7) åßíáé ôï ßäéï ìå ôï ðñüâëçìá (5.7) êáé ïé ëýóåéò ôïõ äßíïíôáé

ùò

(6.9) λn =
(nπ

a

)2
, Xn(x) = sin

nπx

a
, n ∈ N,

âë. ôçí (5.9). Ç åîßóùóç Y ′′(y) = (nπ
a

)2Y (y) Ý÷åé ëýóåéò ôçò ìïñöÞò

Y (y) = C sinh
[nπ

a
(b− y)

]

+D cosh
[nπ

a
(b− y)

]

êáé áðü ôçí Y (b) = 0 óõìðåñáßíïõìå üôé D = 0. Óõíåðþò ãéá λ = λn = (nπ
a

)2 ôï

ðñüâëçìá (6.8) Ý÷åé ôç ëýóç

Yn(y) = sinh
[nπ

a
(b− y)

]

,

êáé ôá ðïëëáðëÜóéÜ ôçò öõóéêÜ. Óõíåðþò ïé óõíáñôÞóåéò

(6.10) vn(x, y) = sin
nπx

a
sinh

[nπ

a
(b− y)

]

, n ∈ N,

áðïôåëïýí ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (6.5).

Ôþñá ãéá ëüãïõò óõìâáôüôçôáò Ý÷ïõìå f(0) = f(a) = 0. ÕðïèÝôïõìå üôé ç f

åßíáé óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óôï [0, a] êáé ôçí áíáðôýóóïõìå óå óåéñÜ Fourier

f(x) =
∞
∑

n=1

an sin
nπx

a
, 0 ≤ x ≤ a,(6.11)

an :=
2

a

∫ a

0

f(x) sin
nπx

a
dx, n ∈ N.(6.12)
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Èá ðñïóðáèÞóïõìå ôþñá íá óõíäõÜóïõìå ôéò ëýóåéò vn, âë. ôçí (6.10), ãéá íá

ïäçãçèïýìå óôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (6.4). Áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá íá áðïôå-

ëåß ç óõíÜñôçóç

u(x, y) =
∞
∑

n=1

ãn sin
nπx

a
sinh

[nπ

a
(b− y)

]

ëýóç åßíáé, ðñïöáíþò, íá éêáíïðïéåß ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç u(x, 0) = f(x),

äçëáäÞ íá éó÷ýåé

u(x, y) =
∞
∑

n=1

ãn sin
nπx

a
sinh

nπb

a
.

Óõãêñßíïíôáò áõôÞ ôç ó÷Ýóç ìå ôçí (6.11), ïäçãïýìåèá óôï óõìðÝñáóìá

ãn = an
1

sinh nπb
a

.

Ìå áõôÞí ôçí ðáñáôÞñçóç ùò êßíçôñï, éó÷õñéæüìåèá ôþñá üôé ç ëýóç u ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (6.4) äßíåôáé ùò

(6.13)
u(x, y) =

∞
∑

n=1

an
1

sinh nπb
a

sin
nπx

a
sinh

[nπ

a
(b− y)

]

,

0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ïìáëüôçôá ôçò f êáèþò êáé ôï ãåãïíüò üôé

∣

∣

∣

sinh
[

nπ
a

(b− y)
]

sinh nπb
a

∣

∣

∣
≤ 1, 0 ≤ y ≤ b,

äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé ç óåéñÜ óôçí (6.13) óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá, óõíåðþò

ç u åßíáé óõíå÷Þò óôï [0, a] × [0, b]. ¸ôóé âëÝðïõìå åýêïëá üôé ç u éêáíïðïéåß

ôéò ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáé ôçí (6.11) Ý÷ïõìå

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ a. Ôþñá

sinh
[

nπ
a

(b− y)
]

sinh nπb
a

= e− nπ
a

y 1 − e−2 nπ
a

(b−y)

1 − e− 2nπb
a

,

êáé åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé, ãéá ε > 0, óôï [0, a] × [ε, b] áí ðÜñïõìå ïðïéåó-

äÞðïôå ðáñáãþãïõò óôïõò üñïõò ôçò óåéñÜò óôçí (6.13) ðñïêýðôåé ïìïéüìïñöá

óõãêëßíïõóá óåéñÜ. Óõíåðþò ç u åßíáé Üðåéñåò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç
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óôï [0, a]× (0, b] êáé ïé ðáñÜãùãïé ôçò u ëáìâÜíïíôáé äéá ðáñáãùãßóåùò ôçò óåé-

ñÜò üñï ðñïò üñï. ¸ôóé äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé, áöïý ïé vn (âë. ôçí (6.10))

åßíáé áñìïíéêÝò, êáé ç u åßíáé áñìïíéêÞ óôï [0, a] × (0, b]. ÓõíïëéêÜ ëïéðüí ç u

ðïõ äßíåôáé áðü ôçí (6.13) åßíáé ëýóç (óýìöùíá ìå ôçí áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ ìïíá-

äéêÞ) ôïõ ðñïâëÞìáôïò (6.4), êáé åðß ðëÝïí åßíáé óôï [0, a]× (0, b] Üðåéñåò öïñÝò

óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç.

6.3 Ï ôýðïò ôïõ Poisson

Ðïëý ðéï åíäéáöÝñïí áðü ôï ðñüâëçìá ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ åßíáé ôï

ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí ìå óõíèÞêåò Dirichlet ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace

óå Ýíáí êýêëï.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå, èá ãñÜøïõìå ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace óå ðïëéêÝò óõ-

íôåôáãìÝíåò: Ìå x = r cosϑ, y = r sinϑ Ý÷ïõìå

∂

∂r
= cosϑ

∂

∂x
+ sinϑ

∂

∂y
,

∂

∂ϑ
= −r sinϑ

∂

∂x
+ r cosϑ

∂

∂y
,

óõíåðþò

(6.14)















∂

∂x
= cosϑ

∂

∂r
− sinϑ

r

∂

∂ϑ
,

∂

∂y
= sinϑ

∂

∂r
+

cosϑ

r

∂

∂ϑ
.

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

∂2

∂x2
=
(

cosϑ
∂

∂r
− sinϑ

r

∂

∂ϑ

) (

cosϑ
∂

∂r
− sinϑ

r

∂

∂ϑ

)

= cosϑ
∂

∂r

(

cosϑ
∂

∂r
− sinϑ

r

∂

∂ϑ

)

− sinϑ

r

∂

∂ϑ

(

cosϑ
∂

∂r
− sinϑ

r

∂

∂ϑ

)

= cos2 ϑ
∂2

∂r2
+

sinϑ cosϑ

r2

∂

∂ϑ
− sinϑ cosϑ

r

∂2

∂r ∂ϑ
+

sin2 ϑ

r

∂

∂r

− sinϑ cosϑ

r

∂2

∂ϑ ∂r
+

sinϑ cosϑ

r2

∂

∂ϑ
+

sin2 ϑ

r2

∂2

∂ϑ2
,
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ïðüôå
∂2

∂x2
= cos2 ϑ

∂2

∂r2
+ 2

sinϑ cosϑ

r2

∂

∂ϑ
− 2

sinϑ cosϑ

r

∂2

∂r ∂ϑ

+
sin2 ϑ

r

∂

∂r
+

sin2 ϑ

r2

∂2

∂ϑ2
.

ÁíÜëïãá õðïëïãßæïõìå êáé ôï ∂2

∂y2 , êáé ðñïóèÝôïíôáò ëáìâÜíïõìå

(6.15)
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
=

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂ϑ2
.

Ç åîßóùóç ôïõ Laplace óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ãñÜöåôáé óõíåðþò óôç ìïñöÞ

(6.16) urr +
1

r
ur +

1

r2
uϑϑ = 0.

Èåùñïýìå ôþñá ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí óõíèçêþí ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

Dirichlet ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace óå Ýíáí êýêëï ìå êÝíôñï, ÷ùñßò ðåñéïñé-

óìü ôçò ãåíéêüôçôáò, ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí êáé áêôßíá a:

(6.17)







urr +
1

r
ur +

1

r2
uϑϑ = 0, 0 < r < a, ϑ ∈ R,

u(a, ϑ) = h(ϑ), ϑ ∈ R,

üðïõ h ìéá ïìáëÞ ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç, ìå ðåñßïäï 2π. Èá ðñïóðáèÞóïõìå íá

ëýóïõìå ôï ðñüâëçìá (6.17) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí. Ðñïò

ôïýôï èá ðñïóäéïñßóïõìå êáô’ áñ÷Üò ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(6.18) vrr +
1

r
vr +

1

r2
vϑϑ = 0 , 0 < r < a, ϑ ∈ R,

ôçò ìïñöÞò

(6.19) v(r, ϑ) = R(r)Θ(ϑ),

ïé ïðïßåò åßíáé óõíå÷åßò óôï [0, a] × R êáé ðåñéïäéêÝò ùò ðñïò ϑ, ìå ðåñßïäï 2π.

Ãéá íá éêáíïðïéåß ìéá óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò (6.19) ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

(6.18) ðñÝðåé êáé áñêåß íá éó÷ýåé

R′′(r)Θ(ϑ) +
1

r
R′(r)Θ(ϑ) +

1

r2
R(r)Θ′′(ϑ) = 0.

Äéáéñþíôáò äéá RΘ êáé ðïëëáðëáóéÜæïíôáò åðß r2 ëáìâÜíïõìå

r2R
′′(r)

R(r)
+ r

R′(r)

R(r)
= −Θ

′′(ϑ)

Θ(ϑ)
,
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êáé êáôÜ ôá ãíùóôÜ ïäçãïýìåèá óôéò åîéóþóåéò

Θ′′(ϑ) + λΘ(ϑ) = 0 , ϑ ∈ R,(6.20)

r2R′′(r) + rR′(r) − λR(r) = 0 , 0 < r < a.(6.21)

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôçí (6.20) åðß Θ(ϑ), ïëïêëçñþíïíôáò óôï [0, 2π] êáé ïëï-

êëçñþíïíôáò êáôÜ ìÝñç, äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé ãéá íá õðÜñ÷åé ìç ôåôñéì-

ìÝíç ðåñéïäéêÞ ëýóç ôçò (6.20) ðñÝðåé λ ≥ 0. Ãéá λ = 0 Ý÷ïõìå ùò ëýóç ôç

Θ(ϑ) = 1 êáé ôá ðïëëáðëÜóéÜ ôçò,

(6.22i) λ0 = 0, Θ0(ϑ) = 1, ϑ ∈ R.

Ôá Üëëá æåýãç éäéïôéìþí êáé ðåñéïäéêþí ìå ðåñßïäï 2π éäéïóõíáñôÞóåùí äßäï-

íôáé äéá

(6.22ii) λn = n2, Θn(ϑ) = An cos(nϑ) +Bn sin(nϑ), ϑ ∈ R, n ∈ N,

üðïõ An, Bn ôõ÷ïýóåò óôáèåñÝò.

ÓõíïëéêÜ ëïéðüí Ý÷ïõìå ôéò åîÞò éäéïôéìÝò êáé éäéïóõíáñôÞóåéò ìå ðåñßïäï

2π ôïõ ðñïâëÞìáôïò (6.20)

(6.23) λn = n2, Θn(ϑ) = An cos(nϑ) +Bn sin(nϑ), ϑ ∈ R, n ∈ N0.

ÈÝôïõìå ôþñá λ = λ0 = 0 óôçí (6.21) êáé ëáìâÜíïõìå

rR′′(r) +R′(r) = 0.

Äýï ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ëýóåéò áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé ïé R0(r) = 1

êáé R̃0(r) = ln r. H R̃0 áðïññßðôåôáé ùò áóõíå÷Þò óôï [0, a] (áðåéñßæåôáé óôï 0).

ÈÝôïõìå ôþñá λ = n2, n ∈ N, óôçí (6.21) êáé æçôïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå äýï

ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ëýóåéò ôçò. ÈÝôïíôáò R(r) = rα Ý÷ïõìå

α(α− 1)rα + αrα − n2rα = 0

Þ

(α2 − n2)rα = 0,

ïðüôå α = ±n, äçëáäÞ Ý÷ïõìå ôéò ëýóåéò Rn(r) = rn êáé R̃n(r) = r−n. Ïé R̃n

áðåéñßæïíôáé óôï ìçäÝí êáé äåí åßíáé áðïäåêôÝò. ÓõíïëéêÜ ëïéðüí ãéá λn =

n2, n ∈ N0, ïé áðïäåêôÝò ëýóåéò ôçò (6.21) åßíáé, áíôßóôïé÷á,

(6.24) Rn(r) = rn, n ∈ N0.
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Áðü ôá ðñïçãïýìåíá Ýðåôáé üôé ïé óõíáñôÞóåéò

(6.25) vn(r, ϑ) =
[

An cos(nϑ) +Bn sin(nϑ)
]

rn, n ∈ N0,

åßíáé ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (6.18), öñáãìÝíåò êáé ðåñéïäéêÝò ùò ðñïò ϑ, ìå

ðåñßïäï 2π.

¸óôù ôþñá üôé ç h åßíáé óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç. Ôüôå ç óåéñÜ Fourier ôçò

óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá óôçí h,

(6.26) h(ϑ) =
a0

2
+

∞
∑

n=1

[

an cos(nϑ) + bn sin(nϑ)
]

, ϑ ∈ R,

üðïõ

(6.27)















an :=
1

π

∫ 2π

0

h(ϑ) cos(nϑ) dϑ, n ∈ N0,

bn :=
1

π

∫ 2π

0

h(ϑ) sin(nϑ) dϑ, n ∈ N.

Éó÷õñéæüìåèá ôþñá üôé ç ëýóç u ôïõ ðñïâëÞìáôïò (6.17) äßíåôáé ùò

(6.28) u(r, ϑ) =
a0

2
+

∞
∑

n=1

rn

an

[

an cos(nϑ) + bn sin(nϑ)
]

, 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ ϑ ≤ 2π,

üðïõ ïé óõíôåëåóôÝò an êáé bn äßíïíôáé áðü ôçí (6.27). ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï

ãåãïíüò üôé r ≤ a êáèþò êáé ôçí ïìïéüìïñöç óýãêëéóç ôçò óåéñÜò Fourier (6.26)

óõìðåñáßíïõìå åýêïëá üôé ç óåéñÜ (6.28) óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá, óõíåðþò ç u

åßíáé óõíå÷Þò. ×ñçóéìïðïéþíôáò ðÜëé ôçí (6.26) Ý÷ïõìå

u(a, ϑ) = h(ϑ), ϑ ∈ [0, 2π].

Åðßóçò åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ãéá r < a ç óõíÜñôçóç ðïõ äßíåôáé áðü ôçí

(6.28) åßíáé Üðåéñåò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç êáé üôé ïé ðáñÜãùãïé ëáìâÜ-

íïíôáé ðáñáãùãßæïíôáò ôç óåéñÜ üñï ðñïò üñï. ÅðåéäÞ êÜèå üñïò ôçò óåéñÜò

éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç óôçí (6.17), âë. ôçí (6.25), êáôÜ ôá áíùôÝñù óõìðå-

ñáßíïõìå üôé êáé ç u ðïõ äßíåôáé áðü ôçí (6.28) éêáíïðïéåß ôçí ßäéá åîßóùóç.

ÓõíïëéêÜ ëïéðüí ç u ðïõ äßíåôáé áðü ôçí (6.28) åßíáé ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

(6.17), êáé åðß ðëÝïí åßíáé ãéá r < a Üðåéñåò öïñÝò ðáñáãùãßóéìç.
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O

a
x̃

x

r
ϑ− ϕ

Ó÷Þìá 6.3: Ôï ðñüâëçìá ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Poisson óôïí êýêëï ìå óõíï-

ñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet.

Ôï åíôõðùóéáêü ôþñá åßíáé üôé ç óåéñÜ (6.28) áèñïßæåôáé êáé ìáò äßíåé ôç

ëýóç óå êëåéóôÞ ìïñöÞ, óôïí ëåãüìåíï ôýðï ôïõ Poisson. ÐñÜãìáôé ÷ñçóéìï-

ðïéþíôáò ôçí (6.27) ãñÜöïõìå ôçí (6.28) óôç ìïñöÞ

u(r, ϑ) =
1

2π

∫ 2π

0

h(ϕ)dϕ+
∞
∑

n=1

rn

πan

∫ 2π

0

h(ϕ)
[

cos(nϕ) cos(nϑ) + sin(nϕ) sin(nϑ)
]

dϕ

=
1

2π

∫ 2π

0

h(ϕ) dϕ+
∞
∑

n=1

rn

πan

∫ 2π

0

h(ϕ) cos
[

n(ϑ− ϕ)
]

dϕ.

Åýêïëá ôþñá äéáðéóôþíïõìå üôé ç Üèñïéóç êáé ç ïëïêëÞñùóç áíôéìåôáôßèåíôáé

– ç óåéñÜ óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá – êáé óõíåðþò

u(r, ϑ) =
1

2π

∫ 2π

0

h(ϕ)
[

1 + 2
∞
∑

n=1

(r

a

)n
cos
[

n(ϑ− ϕ)
]

]

dϕ.

ÓåéñÝò áõôÞò ôçò ìïñöÞò áíÜãïíôáé åýêïëá óå ãåùìåôñéêÝò óåéñÝò, êáé óõíåðþò

áèñïßæïíôáé åýêïëá, âë. ôéò ÁóêÞóåéò 4.6 êáé 4.7. Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé

(6.29) u(r, ϑ) =
a2 − r2

2π

∫ 2π

0

h(ϕ)

a2 − 2ar cos(ϑ− ϕ) + r2
dϕ .

Ï ôýðïò (6.29) êáëåßôáé ôýðïò ôïõ Poisson.

Èá äþóïõìå ôþñá ìéá ðéï ãåùìåôñéêÞ ìïñöÞ ôïõ ôýðïõ ôïõ Poisson. ¸óôù

x = (x, y) Ýíá óçìåßï ìå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, ϑ) êáé x̃ = (a, ϕ) Ýíá óç-

ìåßï ôçò ðåñéöÝñåéáò ôïõ êýêëïõ, âë. ôï Ó÷Þìá 6.3. Ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí ôïõ

ôñéãþíïõ áõôïý åßíáé r = |x|, a = |x̃| êáé |x − x̃|. KáôÜ ôá ãíùóôÜ áðü ôçí
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Ôñéãùíïìåôñßá Ý÷ïõìå

|x − x̃|2 = a2 + r2 − 2ar cos(ϑ− ϕ).

Ôï ìÞêïò s ôüîïõ ãùíßáò ϕ äßíåôáé öõóéêÜ äéá s = aϕ, óõíåðþò ds = a dϕ. ¸ôóé

ï ôýðïò ôïõ Poisson (6.29) ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôç ìïñöÞ

(6.30) u(x) =
a2 − |x|2

2πa

∫

|x̃|=a

u(x̃)

|x − x̃|2 ds, |x| < a.

Áðü ôïí ôýðï ôïõ Poisson Ýðïíôáé äéÜöïñåò éäéüôçôåò áñìïíéêþí óõíáñôÞ-

óåùí. ÁíáöÝñïõìå óôç óõíÝ÷åéá ôñåéò áðü áõôÝò:

Éäéüôçôá ìÝóçò ôéìÞò: ¸óôù u ìéá óõíÜñôçóç, áñìïíéêÞ óå Ýíáí êýêëï D, êáé

óõíå÷Þò óôïí D̄. Ôüôå ç ôéìÞ ôçò u óôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ éóïýôáé ìå ôïí ìÝóï

üñï ôùí ôéìþí ôçò óôçí ðåñéöÝñåéá ôïõ êýêëïõ.

Áðüäåéîç. ÅðéëÝãïõìå Ýíá êáñôåóéáíü óýóôçìá áîüíùí ìå áñ÷Þ ôï êÝíôñï ôïõ

êýêëïõ êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí ôýðï (6.30) ìå x = 0, ïðüôå ëáìâÜíïõìå

(6.31) u(0) =
1

2πa

∫

|x̃|=a

u(x̃) ds,

äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï áðïôÝëåóìá.

Áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ – Éó÷õñÜ ìïñöÞ: Óôï Èåþñçìá 6.1 åßäáìå ôçí áóèåíÞ ìïñöÞ ôçò

áñ÷Þò ôïõ ìåãßóôïõ. Ç éó÷õñÜ ìïñöÞ åßíáé üôé, áí ìéá óõíÜñôçóç u, óõíå÷Þò

óôï D̄ êáé áñìïíéêÞ óôï D, ëáìâÜíåé ôï ìÝãéóôü ôçò (Þ ôï åëÜ÷éóôü ôçò) óôï D̄

êáé óå Ýíá óçìåßï ôïõ D, ôüôå åßíáé óôáèåñÜ.

Áðüäåéîç. ¸óôù xM ∈ D ôÝôïéï þóôå

(6.32) u(x) ≤ u(xM) ∀x ∈ D̄.

ÈÝôïõìå M := u(xM). ÖõóéêÜ õðÜñ÷åé ôüôå Ýíá a > 0 ôÝôïéï þóôå ï êýêëïò

ìå êÝíôñï ôï xM êáé áêôßíá a íá åßíáé õðïóýíïëï ôïõ D. Èá áðïäåßîïõìå üôé

u(x) = M ãéá êÜèå x óôïí êýêëï áõôüí. Áñ÷ßæïõìå ìå ôçí ðåñéöÝñåéá. ×ñçóé-

ìïðïéþíôáò ôéò (6.31) êáé (6.32) êáé õðïèÝôïíôáò üôé ãéá êÜðïéï x óôçí ðåñéöÝ-

ñåéá áõôïý ôïõ êýêëïõ éó÷ýåé u(x) < M ïäçãïýìåèá óôï Üôïðï

u(xM) < M.
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Ó÷Þìá 6.4: Ôï ðñüâëçìá ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Poisson ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞ-

êåò Dirichlet.

Ãéá Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï x ôïõ êýêëïõ ôï óõìðÝñáóìá Ýðåôáé ìå ôïí ßäéï ôñü-

ðï, áí èåùñÞóïõìå Ýíáí Üëëï êýêëï ìå êÝíôñï ôï xM ôÝôïéïí þóôå ôï x íá

áíÞêåé óôçí ðåñéöÝñåéÜ ôïõ, âë. ôï Ó÷Þìá 6.4.

Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï óõìðåñáßíïõìå üôé ç u åßíáé óôïí ãêñé êýêëï óôï Ó÷Þ-

ìá 6.4 óôáèåñÞ. Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ïðïéïíäÞðïôå êýêëï ìå êÝíôñï Ýíá óç-

ìåßï ôïõ ãêñé êýêëïõ, áí áõôüò ðåñéÝ÷åôáé óôïD. Óå ïðïéïäÞðïôå óçìåßï ôïõD

ïäçãïýìåèá ìå ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ôÝôïéùí âçìÜôùí, Üñá ç u åßíáé óôáèåñÜ

óå üëï ôï D.

Ïìáëüôçôá áñìïíéêþí óõíáñôÞóåùí: ÃñÜöïõìå ôçí (6.30) óôç ìïñöÞ

(6.33)
u(x, y) =

a2 − (x2 + y2)

2πa

∫

x̃2+ỹ2=a2

u(x̃, ỹ)

(x̃− x)2 + (ỹ − y)2
ds,

x2 + y2 < x̃2 + ỹ2.

Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ôï äåîéü ìÝëïò áõôÞò ôçò ó÷Ýóçò åßíáé Üðåéñåò öï-

ñÝò ðáñáãùãßóéìï. ¸ôóé óõìðåñáßíïõìå üôé ìéá áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç óå Ýíáí

êýêëï åßíáé Üðåéñåò öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç. Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé óå Ýíá

ôõ÷áßï ÷ùñßï, áöïý ðÜíôá ìðïñïýìå íá âñïýìå Ýíáí êýêëï ðïõ íá ðåñéÝ÷åôáé

óôï D êáé íá ðåñéÝ÷åé Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï (x, y) ∈ D.
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6.1 ¸óôù a, b > 0 êáéD ôï ïñèïãþíéï (0, a)×(0, b).Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí

ôéìþí óôï D ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Laplace, ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet,
{

uxx + uyy = 0 óôï D,

u = h óôï ∂D,

üðïõ h : [0, a] × [0, b] → R äåäïìÝíç óõíÜñôçóç.

á) ÕðïèÝôïíôáò üôé ç h ìçäåíßæåôáé óôéò êïñõöÝò ôïõ ïñèïãùíßïõ, áðïäåßîôå üôé ç

ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôüò ìáò åßíáé ôï Üèñïéóìá ôùí ëýóåùí ôåóóÜñùí áíôßóôïé÷ùí

ðñïâëçìÜôùí, ìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet óå ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ

ïñèïãùíßïõ, âë. ôï ðñüâëçìá (6.4).

â) Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç, èåùñïýìå ôï ðïëõþíõìï p,

p(x, y) =
1

ab

[

h(0, 0)(x− a)(y − b) − h(a, 0)x(y − b) − h(0, b)(x− a)y + h(a, b)xy
]

,

ôï ïðïßï ðáñåìâÜëëåôáé óôçí h óôéò êïñõöÝò ôïõ ïñèïãùíßïõ. Áðïäåßîôå ôþñá

üôé ç ëýóç ôïõ áñ÷éêïý ðñïâëÞìáôïò åßíáé ôï Üèñïéóìá v + p, üðïõ v ç ëýóç ôïõ

ðñïâëÞìáôïò
{

vxx + vyy = 0 óôï D,

v = h− p óôï ∂D,

óôï ïðïßï áíáöåñèÞêáìå ðñïçãïõìÝíùò. (Óçìåéþóôå üôé ôï p åßíáé áñìïíéêÞ

óõíÜñôçóç, pxx + pyy = 0.)

6.2 ×ñçóéìïðïéÞóôå ôç ìÝèïäï ôçò åíÝñãåéáò ãéá íá áðïäåßîåôå üôé ôï ðñüâëçìá (6.1),

üðïõ D ⊂ R
2 Ýíá öñáãìÝíï óõíåêôéêü ÷ùñßï ìå “ïìáëü” óýíïñï Ý÷åé ôï ðïëý ìßá

ïìáëÞ ëýóç.

[Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞóôå ôïí ôýðï ôïõ Green

(?)

∫∫

D

v∆w dxdy = −
∫∫

D

(∇v,∇w) dxdy +

∫

∂D
v
∂w

∂n
dS,

üðïõ ∇v ôï äéÜíõóìá ìå óõíéóôþóåò vx, vy, êáé ∂w
∂n = n1wx + n2wy ç êáôÜ ôçí êáôåý-

èõíóç ôïõ êÜèåôïõ åîùôåñéêïý ìïíáäéáßïõ äéáíýóìáôïò n ðáñÜãùãïò ôçò w.]

6.3 Áðïäåßîôå üôé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá íá Ý÷åé ëýóç ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí óõíèç-

êþí ãéá ôçí åîßóùóç ôïõ Poisson ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Neumann

(??)







∆u = f óôï D,

∂u

∂n
= h óôï ∂D,



144 6. H åîßóùóç ôïõ Laplace

üðïõ D ⊂ R
2 Ýíá öñáãìÝíï óõíåêôéêü ÷ùñßï ìå ïìáëü óýíïñï, åßíáé

∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫

∂D
h(x, y) dS.

[Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞóôå ôïí ôýðï ôïõ Green (?) ôçò õðüäåéîçò óôçí ¶óêçóç 6.2 ìå

v(x, y) = 1.]

6.4 Ãéá ôï ðñüâëçìá (??) ôçò ¶óêçóçò 6.3 äåí Ý÷ïõìå ðñïöáíþò ìïíáäéêüôçôá ôçò

ëýóåùò. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôç ìÝèïäï ôçò åíÝñãåéáò êáé ôïí ôýðï ôïõ Green ãéá íá áðï-

äåßîåôå üôé áí u1, u2 ëýóåéò ôïõ (??), ôüôå u1(x, y) − u2(x, y) = óôáèåñÜ.

6.5 Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åíÝñãåéáò áðïäåßîôå ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò






∆u− u = f óôï D,

∂u

∂n
= h óôï ∂D,

üðïõ D ⊂ R
2 Ýíá öñáãìÝíï óõíåêôéêü ÷ùñßï ìå ïìáëü óýíïñï.

6.6 (Áñ÷Þ ôïõ Dirichlet.) ¸óôùD ⊂ R
2 Ýíá öñáãìÝíï óõíåêôéêü ÷ùñßï ìå ïìáëü óýíïñï

∂D. ¸óôù u ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
{

∆u = 0 óôï D,

u = h óôï ∂D.

Ç “åíÝñãåéá” ìéáò ïìáëÞò óõíÜñôçóçò w : D → R ïñßæåôáé ùò

E(w) :=
1

2

∫∫

D

(∇w,∇w) dx dy.

Áðïäåßîôå üôé ãéá êÜèå ïìáëÞ óõíÜñôçóç v, ôÝôïéá þóôå v = h óôï ∂D, éó÷ýåé E(u) ≤
E(v).

[Õðüäåéîç: ÈÝóôå w := u− v êáé ÷ñçóéìïðïéÞóôå ôïí ôýðï ôïõ Green ãéá íá áðïäåßîåôå

üôé E(v) = E(u) + E(w).]

6.7 ¸óôù D ⊂ R
2 Ýíá öñáãìÝíï óõíåêôéêü ÷ùñßï ìå ïìáëü óýíïñï êáé k : D → R

ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç ìå ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò. Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åíÝñãåéáò áðïäåßîôå

ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò
{

∆u− ku = f óôï D,

u = h óôï ∂D.

6.8 Áðïäåßîôå üôé ïé óõíáñôÞóåéò u : [0, 1] → R, u(x) = α sin(πx), α ∈ R, áðïôåëïýí

ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò
{

u′′ + π2u = 0 óôï (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.
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Óå ðïéï óõìðÝñáóìá ìðïñïýìå íá ïäçãçèïýìå óõíäõÜæïíôáò áõôü ôï áðïôÝëåóìá ìå

ôçí ¶óêçóç 6.7;

6.9 ×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí ôå÷íéêÞ ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ãéá íá ðñïóäéïñßóåôå

ìéá ðáñÜóôáóç ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí óõíèçêþí



























uxx + uyy = 0 óôï (0, a) × (0, b),

u(x, 0) = f(x) óôï [0, a],

u(x, b) = 0 óôï [0, a],

u(0, y) = ux(a, y) = 0 óôï [0, b],

áíÜëïãç ôçò (6.13), üðïõ a, b > 0.

6.10 ¸óôù D ⊂ R
2 Ýíá öñáãìÝíï óõíåêôéêü ÷ùñßï ìå ïìáëü óýíïñï, λ ∈ R êáé u ìéá

ïìáëÞ, ìç ìçäåíéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

{

−∆u = λu óôï D,

u = 0 óôï ∂D.

Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åíÝñãåéáò áðïäåßîôå üôé λ > 0, äçëáäÞ üôé ïé éäéïôéìÝò ôçò áíôßèåôçò

ôçò ËáðëáóéáíÞò, −∆, ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet åßíáé èåôéêïß áñéèìïß.

6.11 ¸óôù D ⊂ R
2 Ýíá öñáãìÝíï óõíåêôéêü ÷ùñßï ìå ïìáëü óýíïñï, λ ∈ R êáé u ìéá

ïìáëÞ, ìç ìçäåíéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò







−∆u = λu óôï D,

∂u

∂n
= 0 óôï ∂D.

Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åíÝñãåéáò áðïäåßîôå üôé λ ≥ 0, äçëáäÞ üôé ïé éäéïôéìÝò ôçò áíôßèåôçò

ôçò ËáðëáóéáíÞò, −∆, ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Neumann åßíáé ìç áñíçôéêïß áñéèìïß.

6.12 ¸óôù D ⊂ R
2 Ýíá öñáãìÝíï óõíåêôéêü ÷ùñßï ìå ïìáëü óýíïñï, λ ∈ R êáé u ìéá

ïìáëÞ, ìç ìçäåíéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò







−∆u+ u = λu óôï D,

∂u

∂n
= 0 óôï ∂D.

Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åíÝñãåéáò áðïäåßîôå üôé λ ≥ 1.

6.13 Ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò ôçò ¶óêçóçò 6.2, áðïäåßîôå üôé ï ôýðïò ôïõ Green (?) óôçí

õðüäåéîç ôçò ¶óêçóçò 6.2 Ýðåôáé áðü ôïõò ôýðïõò

(◦)

∫∫

D

vwx dxdy = −
∫∫

D

vxw dxdy +

∫

∂D
vwn1 dS,
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êáé
∫∫

D

vwy dxdy = −
∫∫

D

vyw dxdy +

∫

∂D
vwn2 dS ,

ïé ïðïßïé éó÷ýïõí ãéá óõíå÷åßò óôï D̄ êáé óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò óôï D óõíáñôÞóåéò

v êáé w.

6.14 ×ñçóéìïðïéþíôáò ïëïêëÞñùóç êáôÜ ìÝñç óå Ýíá äéÜóôçìá, áðïäåßîôå ôïí ôýðï

(◦) ôçò ¶óêçóçò 6.13 óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ôï D åßíáé Ýíá ïñèïãþíéï ìå ðëåõñÝò

ðáñÜëëçëåò ðñïò ôïõò Üîïíåò.

6.15 ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé ï ôýðïò ôçò ïëïêëÞñùóçò êáôÜ ìÝñç óå ìßá äéÜ-

óôáóç éó÷ýåé êáé ãéá óõíå÷åßò êáé êáôÜ ôìÞìáôá óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò

(âåâáéùèåßôå ãé’ áõôü èåùñþíôáò ìéá óõíÜñôçóç, ç ïðïßá äåí åßíáé ðáñáãùãßóéìç óå

Ýíá óçìåßï ôïõ äéáóôÞìáôïò ïëïêëçñþóåùò), áðïäåßîôå ôïí ôýðï (◦) ôçò ¶óêçóçò 6.13

ãéá ãåíéêü öñáãìÝíï óõíåêôéêü ÷ùñßï D, ìå ïìáëü óýíïñï ∂D, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ

ìßá ôùí óõíáñôÞóåùí, áò ðïýìå ç v, ìçäåíßæåôáé óôï ∂D.

[Õðüäåéîç: ÈåùñÞóôå Ýíá ïñèïãþíéï O ìå ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò ðñïò ôïõò Üîïíåò, ôï

ïðïßï ðåñéÝ÷åé ôï D̄, åðåêôåßíåôå ôç v óôï Ō \D ùò ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç, êáé åöáñìü-

óôå ôï áðïôÝëåóìá ôçò ¶óêçóçò 6.14. Äå÷ôåßôå üôé ìéá óõíÜñôçóç w ∈ C(D̄) ∩ C1(D)

ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå ìéá óõíÜñôçóç w̄ óôï Ō êáôÜ ôñüðïí þóôå w̄ ∈ C1(Ō).]

6.16 ¸óôù D ⊂ R
2 Ýíá öñáãìÝíï óõíåêôéêü ÷ùñßï êáé u, ũ ïìáëÝò ëýóåéò ôùí ðñïâëç-

ìÜôùí

{

∆u(x, y) = f(x, y) óôï D,

u(x, y) = h(x, y) óôï ∂D,
êáé

{

∆ũ(x, y) = f̃(x, y) óôï D,

ũ(x, y) = h(x, y) óôï ∂D,

áíôßóôïé÷á, üðïõ f, f̃ , h : D̄ → R äåäïìÝíåò ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò. Áí f(x, y) > f̃(x, y)

ãéá êÜèå (x, y) ∈ D, áðïäåßîôå üôé u(x, y) < ũ(x, y) ãéá êÜèå (x, y) ∈ D.

6.17 ¸óôù D ⊂ R
2 Ýíá öñáãìÝíï óõíåêôéêü ÷ùñßï ìå ïìáëü óýíïñï ∂D. ¸óôù f : R →

R ìéá ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ìå ìç áñíçôéêÞ ðáñÜãùãï. Áðïäåßîôå ìïíáäéêüôçôá

ïìáëþí ëýóåùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò

{

∆u(x, y) = f
(

u(x, y)
)

óôï D,

u(x, y) = h(x, y) óôï ∂D,

üðïõ h : D̄ → R ìéá äåäïìÝíç óõíÜñôçóç.
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