
Γ΄ ΤΑΞΗ ΕΝΘΑΘΟΥ ΛΥΚΕΘΟΥ 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: 

ΜΑΘΗΜΑΤΘΚΑ ΘΕΤΘΚΗΣ ΚΑΘ ΤΕΦΝΟΛΟΓΘΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

ΜΘΓΑΔΘΚΟΘ ΑΡΘΘΜΟΘ 

ΘΕΜΑ 1
o
 

Α.  Να αποδείξετε ότι:  z w z w     

Μονάδεσ 9 

B. Σι ονομάηουμε μζτρο ενόσ μιγαδικοφ αρικμοφ z; (Να δϊςετε τον οριςμό με γεωμετρικό και αλγεβρικό 

τρόπο) 

Μονάδεσ 6 

Γ. Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν γράφοντασ ςτο τετράδιό ςασ τθ λζξθ ΢ωςτό ι 

Λάκοσ δίπλα ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ. 

ι) Για κάκε μιγαδικό 1 2,z z   ιςχφει   1 2 1 2z z z z
 
 

Μονάδεσ 2 

ιι) Για κάκε μιγαδικό 1 2,z z   ιςχφει θ ιςοδυναμία 1z > 2z   1z - 2z >0. 

Μονάδεσ 2 

ιιι). Αν z μιγαδικόσ με 
3 1z   τότε 

5

5 3 3( ) 1z z    

Μονάδεσ 2 

ιν. Αν  1z  , 2z    είναι μιγαδικοί αρικμοί, τότε ιςχφει πάντα    1 2 1 2 1 2  z    z      z   z     z     z    . 

Μονάδεσ 2 

ε. Για οποιουςδιποτε μιγαδικοφσ z,w ιςχφει 
2 2 2

z w z w     

Μονάδεσ 2 

 

ΘΕΜΑ 2
o
 

Δίνονται οι μιγαδικοί  1 2z i  και  2 1 2z i  να αποδείξετε ότι: i) 1

2

z

z
=i     ii) 






1 2

1 2

xz z
i

z xz
, x                      

iii)  2014 2014
1 2 0z z     iv) Aν  A, B είναι οι εικόνεσ των 1z , 2z   καιΟ(0,0) δείξτε ότι το τρίγωνο ΑΟΒ είναι 

ορκογϊνιο ιςοςκελζσ.       v)Aν για τον μιγαδικό z ιςχφει z =1 , να δείξετε ότι: 
 

 
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z z

z z
  

Μονάδεσ (5x5) 



ΘΕΜΑ 3
o
 

A. Αν 1 2 3, ,z z z  και Α,Β,Γ οι εικόνεσ τουσ ςτο μιγαδικό επίπεδο ϊςτε ΑΒΓ τρίγωνο και 

  




3 2

2 1

1 3

2

z z i

z z
 να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςόπλευρο. 

Μονάδεσ  11 

B. Ζςτω οι μιγαδικοί  z  για τουσ οποίουσ ιςχφει: Re(z+
 

 
)=2Re(z)  

ι) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του z. 

ii) Αν Re(z)≠0, να αποδείξετε ότι ο μιγαδικόσ w= z+
 

 
 είναι πραγματικόσ και ιςχφει -4≤w≤4 

Μονάδεσ  7+7 

ΘΕΜΑ 4
o
 

Δίνεται θ ιςότθτα z+iz+(2z-1)x-1=0 με χ πραγματικό,  i )Να δειχτεί ότι   2Re( ) Im( ) 2z z z   ii) Δείξτε ότι ο 

γεωμετρικόσ τόποσ του z είναι κφκλοσ 1C
 
κζντρου Κ

1 1
( , )
4 4
  και ακτίνασ R=

2

4
  με εξαίρεςθ το ςθμείο 

1
( ,0)
2

. iii) Βρείτε τον γεωμετρικό τόπο 2C  του z  . iv) Αιτιολογιςτε ότι τα κοινά ςθμεία των 1C , 2C
 
είναι πάνω 

ςτον χϋχ και να τα βρείτε. v) Να βρείτε το μζγιςτο του z z vi) Αν z z =max z z  να βρεκεί ο z.  

Μονάδεσ (5x4+5) 

 

 

Γ΄ ΤΑΞΗ ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  
ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ (ΛΥΣΕΙΣ) 

ΘΕΜΑ 1o 

A.                         1 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z i i i i  

                           1 2( ) ( )i i z z  

 

Β. Ζςτω M(x, y)  θ εικόνα του μιγαδικοφ z x yi    

    ςτο μιγαδικό επίπεδο. Ορίηουμε ωσ μέτρο του z  
    τθν απόςταςθ του M από τθν αρχι O, δθλαδι   

  2 2| | | |z OM x y  

 

Γ. i) ΢  ii) Λ  iii) Λ   

 

 x 

 M(x,y) 

 |z |  

 Ο 

 β 

 a 

 y 

 



   iv)  ΢  v) Λ 

 

ΘΕΜΑ 2o 

i)    i. 2z   1 2i i = 2 i = 1z  άρα 1

2

z

z
=i      

ii) Από i) 1 2z iz   ( 2 0)z  

   
   

 
   

1 2 2 2 2

1 2 2 2 2

(xi 1)

( )

xz z xz i z z

z xz z i xz z i x
=





xi 1

i x
=






i( )i x
i

i x
 

iii)     2014 2014 2014 2014 2014 2014 2014
1 2 2 2 2 2( )z z iz z i z z = 4 503 2 2014 2014

2 2( )i i z z    2014 2014
2 2 0z z   

iv)         1 2 1 2 1 2 ( ) ( )z iz z iz z z  άρα το τρίγωνο είναι ιςοςκελζσ. 

             1 2 2 2 2 2( 1) . 2 ( )z z iz z z i z AB  

     Επειδι            
2 2 22 2 2

2 1 22AB z z z OA OB   το τρίγωνο ΟΑΒ είναι  

     ορκογϊνιο. 

v) 1ος τρόπος 

    z =1 ςυνεπϊσ ο γεωμετρικόσ τόποσ των εικόνων του z είναι ο μοναδιαίοσ κφκλοσ. 

   Επειδι (ΟΑ)=    1 2 3 1z i , το  Α εξωτερικό ςθμείο του μοναδιαίου κφκλου, άρα       

      13 1 3 1z z  (1) 

  Είναι (ΟΒ)=    2 1 2 3 1z i  Β εξωτερικό ςθμείο του μοναδιαίου κφκλου, άρα     

      23 1 3 1z z  
 2

1 1 1

3 1 3 1z z
 (2) πολλαπλαςιάηοντασ τισ (1) και (2) (όλοι     

   οι όροι μθ αρνθτικοί) προκφπτει 
 

 
 
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z z
 

2ος τρόπος 

           1 1 1 11 3 1 3z z z z z z z z     13 1 1 3z z  (1)  

           2 2 2 21 3 1 3z z z z z z z z      23 1 1 3z z  

 
 2

1 1 1

3 1 3 1z z
 (2)  

Πολλαπλαςιάηοντασ τισ (1),(2) κατά μζλθ ζχουμε: 



        
 
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z z

z z

 
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 

1

2

3 1 3 1

3 1 3 1

z z

z z
 

 

ΘΕΜΑ 3o 

C. 
  




3 2

2 1

1 3

2

z z i

z z

  
 



3 2

2 1

1 3

2

z z i

z z  


 



3 2

2 1

1
z z

z z
   3 2 2 1z z z z

 

 

     άρα (ΒΓ)=(ΑΒ)  (1)

 

     
  



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2 1

1 3
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z z i

z z

     
 


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2 1

1 3 2
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z z z z i

z z

 
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

3 1
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z z i
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 




3 1

2 1

1 3
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z z i

z z


 



3 1

2 1

1
z z

z z
   3 1 2 1z z z z 

 

(ΑΓ)=(ΑΒ)  (2)   

     Από (1),(2) το ΑΒΓ τρίγωνο είναι ιςόπλευρο 

 

D. i) Πρζπει z 0   

      ) 2(
4

Re z Re z
z

  


 

4 4

2
2 2

z z
z zz z       
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2( )z z z z

z z
 

    


  4 0
z z

z z
zz

   
1

( )(1 4 ) 0z z
zz

       
2

0  ι  4 4 2z z zz z z   

   Ο γεωμετρικόσ τόποσ είναι ο άξονασ ψϋψ (χ=0) ι ο κφκλοσ κζντρου (0,0) και ακτίνασ 2 , με      

    εξαίρεςθ το ςθμείο (0,0). 

 

ii) Αν Re(z)≠0 τότε ο γεωμετρικόσ τόποσ του z  είναι ο κφκλοσ κζντρου (0,0) και ακτίνασ 2. 

    Ο γεωμετρικόσ τόποσ του z  είναι ο κφκλοσ κζντρου (0,0) και ακτίνασ 2 ςυνεπϊσ  

    -2 Re( ) 2z     -4 2  Re( ) 4z -4 ≤w ≤ 4 

 

ΘΕΜΑ 4o 

 
i) z+iz+(2z-1)x-1=0 (2z-1)x=1-z-iz (1) 

   Αν 2z-1=0 
1

2
z  ςτθν (1)    0= 
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2 2
i   άτοπο 

   Άρα 
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           2 1 2 2 2 2 2 1z zz z izz iz z zz izz z iz    

      4 ( ) 0z z izz i z z     
2

2Im( ) 4 2Re( ) 0z i i z i z     2Re( ) Im( ) 2z z z  



ii) Aν z=x+ψi με x,ψ   τότε 
 

  2Re( ) Im( ) 2z z z 2 22( )   x x 
 
      

    2 2( ) 0
2 2

   
x

x


  .  ο γεωμετρικόσ τόποσ του z είναι κφκλοσ 1C  κζντρου Κ 
1 1

( , )
4 4

 και  

    ακτίνασ R=
2

4
, δθλαδι 2 21 1 1

( ) ( )
4 4 8

   x   {*το ςθμείο 
1

( ,0)
2

 εξαιρείται του κφκλου} 

 

iii) Η  εικόνα του z  είναι ςυμμετρικι ωσ προσ τον χϋχ τθσ εικόνασ του z. ΢υνεπϊσ ο γεωμετρικόσ  

     τόποσ τθσ εικόνασ του z είναι ςυμμετρικόσ του γεωμετρικοφ τόπου τθσ εικόνασ του z ωσ προσ χϋχ.      

    Άρα ο γεωμετρικόσ τόποσ τθσ εικόνασ του z  ζχει εξίςωςθ 2 21 1 1
( ) ( )

4 4 8
    x         

    2 21 1 1
( ) ( )

4 4 8
   x   δθλαδι είναι κφκλοσ 2C  

κζντρου Λ
1 1

( , )
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 και ακτίνασ R=
2

4
{*το ςθμείο 

1
( ,0)
2

 

εξαιρείται του κφκλου} 

iv) τα κοινά ςθμεία των 1C , 2C  είναι ςθμεία όπου z z z    ψ=0  

        

2 21 1 1
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  άρα τα κοινά ςθμεία των  

       δυο κφκλων είναι Α(0,0) και Β(
1

,0)
2

 όμωσ το Β απορρίπτεται γιατί δεν 

είναι ςθμείο του γεωμετρικοφ τόπου 

 

v) Σα κζντρα των δυο κφκλων είναι ςε ευκεία κάκετθ ςτον χϋχ λόγω        

    ςυμμετρίασ ωσ προσ τον χϋχ οπότε το max z z  επιτυγχάνεται για τα     

    ςθμεία που θ ΚΛ τζμνει τουσ δυο κφκλουσ και επειδι οι κφκλοι τζμνονται  

    ( δυο κοινά ςθμεία)  

      max z z =(ΚΛ)+ R+R= 
1 2 1 2

2
2 4 2


    

vi) Σα κζντρα των δυο ίςων κφκλων είναι ςε ευκεία κάκετθ ςτον χϋχ λόγω ςυμμετρίασ ωσ προσ τον χϋχ   

     και επειδι το κζντρο Κ είναι κάτω από το κζντρο Λ οπότε το max z z  επιτυγχάνεται για το      

    ςθμείο που θ ΚΛ τζμνει τον 1C  και είναι κάτω από τον χϋχ ζςτω το ςθμείο Δ με τετμθμζνθ χ=
1

4
 και  

     τεταγμζνθ ψ=
1 1 2

4 4 4
R      Άρα ο z ϊςτε  να ζχουμε max z z  είναι z=

1

4

1 2

4
i


  . 

 

 

 

Βαγγζλθσ Ραμαντάνθσ 

 


