
Διαγώνισμα στο θεώρημα Bolzano με λύσεις 

Θέμα 1ο  

α) Να δώςετε μια πρόχειρθ γραφικι παράςταςθ ςυνάρτθςθσ f με πεδίο οριςμοφ το R,  που να είναι ςυνεχισ ςτο 

R-{α,β} και να είναι ςυνεχισ ςτο *α,β+ . 

(Μονάδεσ 8) 

β) Να δώςετε μια πρόχειρθ γραφικι παράςταςθ μιασ ςυνάρτθςθσ f ςυνεχοφσ ςτο *α,β+ που να ζχει τουλάχιςτον 

μια ρίηα ςτο (α,β) και να ιςχφει f(χ) 0  για κάκε χ  *α,β+ 

(Μονάδεσ 7) 

γ) Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν γράφοντασ ςτο τετράδιό ςασ τθ λζξθ ωςτό ι Λάκοσ δίπλα 

ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ. 

1. Αν θ f είναι ςυνεχισ ςτο *α,β+ και θ f  ζχει ρίηα ςτο (α,β) τότε υποχρεωτικά κα ιςχφει το κεώρθμα Bolzano ςε 

κάποιο υποδιάςτθμα του [α,β]. 

2. Αν θ ςυνάρτθςθ  f: ,  είναι ςυνεχισ ςτο (α,β) και f(α).f(β)<0 τότε θ f κα ζχει τουλάχιςτον μια ρίηα ςτο 

(α,β). 

3. Αν για τθν f ιςχφει το κεώρθμα Bolzano ςτο *1,3+ τότε θ f κα ζχει τουλάχιςτον μία κετικι ρίηα. 

4. Κάκε πολυώνυμο περιττοφ βακμοφ ζχει ρίηα ςτο R. 

5. Αν μια ςυνάρτθςθ   f είναι  ςυνεχισ ςτο διάςτθμα *α, β+ και ςτο διάςτθμα (β,γ+ και f(α).f(γ)<0 τότε θ f  ζχει 

τουλάχιςτον μια ρίηα ςτο (α,γ) 

(Μονάδεσ 10) 

Θέμα 2ο  

α) Αν 
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        (Μονάδεσ 11) 

β) Αν θ f είναι ςυνεχισ και     3 2 3 2( ) 3 ( ) 3 (x) x 2014f x f x f x  για κάκε χ πραγματικό να  δείξετε ότι θ 

εξίςωςθ f(χ)=1 ζχει τουλάχιςτον μία ρίηα.  

(Μονάδεσ 14) 

Θέμα 3ο  

α) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ    4 3 27 6 3 3x x x x   ζχει τουλάχιςτον ρίηα ςτο (0,1). 

(Μονάδεσ 11) 

β) Αν f(χ)=  3 1x x   ι) δείξτε ότι θ f αντιςτρζφεται ιι) θ εξίςωςθ f(χ)=0 ζχει ακριβώσ μία αρνθτικι ρίηα ιιι) Αν θ 
1f   είναι ςυνεχισ ςτο    να δείξετε ότι θ εξίςωςθ (π-x). 1( )f x  =-3χ ζχει τουλάχιςτον μία ρίηα κετικι και 

μικρότερθ του π. 



(Μονάδεσ 14) 

Θέμα 4ο  

α) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ 
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x
 ζχει τουλάχιςτον μια ρίηα ςτο (0,π). 

(Μονάδεσ 8) 

 β) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ χ.ςυν(χ+3)- 2x  =-1 ζχει τουλάχιςτον μια ρίηα ςτο (-1,1). 

(Μονάδεσ 8) 

γ) Δείξε ότι θ εξίςωςθ xln(x+1)+θμx=0 ζχει τουλάχιςτον μία ρίηα ςτο (-1,0). 

(Μονάδεσ 9) 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

Θέμα 1ο 

α)  

β)  

γ) Λ,Λ,,,Λ 

 

Θέμα 2ο  

α)

  

Για χ<0: θ 
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( ) xf x e x  ςυνεχισ ωσ ςφνκεςθ (θμχ, 
1

x
 ) και πράξεισ ςυνεχών.  (Μον.1) 

Για χ>0:  θ f(x)=   2  ςυνεχισ ωσ πράξεισ ςυνεχών.  (Μον.1) 
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(Μον.3) 
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f x  και f(0)=1 επομζνωσ θ f είναι ςυνεχισ ςτο 0 (Μον.1) και 

 άρα θ f είναι ςυνεχισ ςτο   άρα και ςτο 
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f <0  υνεπώσ από ΘΒ θ f και επομζνωσ θ εξίςωςθ ζχει τουλάχιςτον μία ρίηα ςτο
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β)  

     3 2 3 2( ) 3 ( ) 3 (x) 1 x 2015f x f x f x     3 3 2( (x) 1) x 2015f x (1)   (Μον.1) 

Αν   3 2( ) x 2015h x x  ,χ  ςυνεχισ ωσ πολυωνυμικι ςτο   (Μον.1) και 

  
     3 2 3lim ( ) lim (x 2015) lim 0

x x x
h x x x (Μον.2), 

  
     3 2 3lim ( ) lim (x 2015) lim 0

x x x
h x x x . 

(Μον.2) υνεπώσ υπάρχουν α  , κοντά ςτο   και β κοντά ςτο  ώςτε h(α)<0 και h(β)>0. (Μον.4)    Η h ωσ 

ςυνεχισ ςτο*α,β+ και h(α) h(β)<0 (Μον.2) από ΘΒ ζχει τουλάχιςτον μια ρίηα ςτο (α,β)  . (Μον.1) Άρα υπάρχει ξ

ώςτε h(ξ)=0 δθλαδι από (1)     3( ( ) 1) 0 ( ) 1f f  (Μον.1) 

Θέμα 3ο  

α) 
 

   4 3 27 6 3 3x x x x      4 3 27 6 3 3 0x x x x (1). (Μον.2) Σο 1 είναι ρίηα. (Μον.1) Από Horner

    4 3 27 6 3 3 0x x x x    (χ-1)  3 2( 6 3)x x  =0 (Μον.1)Θζτω h(x)=  3 26 3x x .(Μον.2) H h είναι ςυνεχισ 

ςτο *0,1] ωσ πολυωνυμικι (Μον.1)και h(0)h(1)=-6<0 (Μον.2)από ΘΒ θ h  ζχει τουλάχιςτον μια ρίηα ςτο(0,1) 
(Μον.1) και ςυνεπώσ θ εξίςωςθ (1) ζχει τουλάχιςτον μια ρίηα ςτο(0,1) (Μον.1) 

β)  

ι) Για κάκε 1 2,x x Df  με   1 2 1... ( ) ( )x x f x f x  άρα θ f είναι 1-1 άρα αντιςτρζφεται (Μον.2) 

ιι) Η f είναι ςυνεχισ ςτο*-1,0+ και f(-1)f(0)=-1<0 και από ΘΒ θ f ζχει τουλάχιςτον μια ρίηα ςτο (-1,0) αρνθτικι, 
δθλαδι υπάρχει ξ αρνθτικό ώςτε το f(ξ)=0 (Μον.3) 

ιιι) Θζτω h(x)= (π-χ). 1( )f x  +3χ   θ h είναι ςυνεχισ ςτο *0,π+ ωσ πράξεισ ςυνεχών. (Μον.2) 

f(ξ)=0   1(0) 0f  (Μον.2)  άρα h(0)=π.ξ<0 και h(π)=3π>0 οπότε h(0).h(π)<0 (Μον.3)και από ΘΒ θ h ζχει 

τουλάχιςτον μια ρίηα ςτο(0,π) άρα και θ εξίςωςθ (π-x). 1( )f x  =-3χ ζχει τουλάχιςτον μία ρίηα κετικι και μικρότερθ 

του π. (Μον.2) 

Θέμα 4ο  

α)  

Θζτω h(χ)=   2x .  Η h ςυνεχισ ςτο *0,π+ και h(0).h(π)=  2 1  <0 και από Θβ θ h τουλάχιςτον μια 

ρίηα ςτο (0,π). (Μον.2) Η ρίηα του παρονομαςτι τθσ εξίςωςθσ 
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 άρα ο αρικμθτισ τθσ εξίςωςθσ ζχει ρίηα θ οποία δεν είναι ρίηα του παρονομαςτι ςυνεπώσ 

θ εξίςωςθ (1) ζχει τουλάχιςτον μια ρίηα ςτο (0,π). (Μον.4) 

β)  



Θζτω h(x)= χ.ςυν(χ+3)- 2x  +1 θ h είναι ςυνεχισ ςτο *-1,1] (Μον.2)  και h(-1)=-ςυν(2)>0 αφοφ 


 2
2

 (Μον.2)  

και h(1)=ςυν4<0 αφοφ 


  4 3
2

(Μον.2)   άρα από ΘΒ θ h άρα και θ εξίςωςθ ζχει τουλάχιςτον      μια ρίηα ςτο (-

1,1) (Μον.2) 

γ)  

Για χ(-1,0) είναι xln(x+1)+θμx=0  ln(x+1)+
x

x
=0. (Μον.2) Θζτω h(x)= ln(x+1)+

x

x
 .  
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ln x  (Μον.2), 
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1lim ( ) ) 1 0 
x x

x
ln x ,(Μον.2)  άρα υπάρχουν α>-1 και κοντά ςτο -

1 με h(α)<0 και β κοντά ςτο 0 και β<0 με h(β)>0. (Μον.2) Σότε θ h είναι ςυνεχισ ςτο *α,β+ ωσ ςφνκεςθ και πράξεισ 
ςυνεχών και h(α)h(β)<0 από ΘΒ θ θ και ςυνεπώσ θ εξίςωςθ xln(x+1)+θμx=0 ζχει τουλάχιςτον μια ρίηα ςτο (α,β)  

(-1,0) (Μον.1) 


