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ΘΕΜΑΣΑ ΘΕΩΡΙΑ ΚΑΣΕΤΘΤΝΗ Γ΄ 

1. Γώζηε ηνλ νξηζκό ηνπ ζπλόινπ ησλ κηγαδηθώλ 
2. Έζησ  κηγαδηθνί αξηζκνί z, w.  Να γξάςεηε ηη νλνκάδνπκε εηθόλα ηνλ z. 
3. Γώζηε ηνλ νξηζκό ηνπ ζπλόινπ ησλ θαληαζηηθώλ 
4. Ση ιέγεηαη πξαγκαηηθό θαη ηη θαληαζηηθό κέξνο κηγαδηθνύ 
5. Γώζηε ηελ γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ αζξνίζκαηνο θαη ηεο δηαθνξάο κηγαδηθώλ. Γείμηε όηη ε 

δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ αζξνίζκαηνο δπν κηγαδηθώλ είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ 
δηαλπζκαηηθώλ αθηηλώλ ηνπο όκνηα γηα ηελ δηαθνξά 

6. Πόηε δπν κηγαδηθνί είλαη ίζνη 
7. Ση ιέγεηαη ζπδπγήο κηγαδηθνύ 

8. Γείμηε όηη: z w z w    θαη όηη: ( )=
z z

w w
 

9. Να  ππνινγίζεηε ην i κε    

10. Απνδείμηε όηη α), 1 2 1 2=z z z z  , β) 1 1

2 2

( )=
z z

z z
 γ) ( )z z  δ) 2Rez z z   ε) 2Im .z z z i   

11. Γείμηε όηη: α) =z z z z     β) 2 = .z z z  

12. Γείμηε όηη: α) 1 1

2 2

=
z z

z z
,  β) 1 2 1 2=z z z z  γ) =z z


 

13. Γείμηε όηη: 1 2 1 2 1 2+z z z z z z     Γείμηε όηη ε απόζηαζε ησλ εηθόλσλ δπν κηγαδηθώλ 1 2,z z

είλαη 1 2-z z  

14. Γξάςηε κε ηε βνήζεηα ηνπ κέηξνπ κηγαδηθνύ ην γ.η . α)θύθινπ β)έιιεηςεο γ)ππεξβνιήο 
15. Έζησ  κηγαδηθνί αξηζκνί z,w. Να γξάςεηε ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηνπο αξηζκνύο :   

|z|+|w|, |z | - |w | ,  |z-w|  

1 6 .  Έζησ  κηγαδηθνί αξηζκνί  z,w. Να απνδείμεηε όηη:  α.  z w z w   ,   β.   z.w z.w   

17. Έζησ κηγαδηθνί αξηζκνί z ,w. Να γξάθεηε ηη νλνκάδνπκε i) δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ z  ηη) κέηξν 
ηνπ z.  

18. Να απνδείμεηε όηη γηα νπνηνπζδήπνηε κηγαδηθνύο 1 2 3z ,z ,z , ηζρύνπλ: i) 
2

z zz  , ii) 1 2z z =

1 2z . z  

19. Γίλεηαη  ε εμίζσζε: αz2 + βz + γ = 0 (1),  κε α,β,γ  , α  0  θαη zC.  Να ιπζεί ε (1) ζην 

ζύλνιν C ησλ κηγαδηθώλ.  
20. Έζησ ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη  Γ  έλα δηάζηεκα κε    .   Να γξάθεηε ηη 

νλνκάδνπκε: α) ζύλνιν ηηκώλ ηεο f, β) ζύλνιν ηηκώλ ηεο f ζην  Γ. 
21. Έζησ ζπλαξηήζεηο f, g κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη Β  αληίζηνηρα.  Να  γξάςεηε πόηε ιέκε όηη νη f, 

g είλαη ίζεο;. 
22. Έζησ ζπλαξηήζεηο f, g κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη Β  αληίζηνηρα. Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηεο 

ζύλζεζεο ηεο f κε ηελ g. 
23. Ση ιέγεηαη γλεζίσο αύμνπζα (θζίλνπζα) ζην Γ ζπλάξηεζε; Ση ιέγεηαη γλεζίσο κνλόηνλε 

ζπλάξηεζε 
24. Πσο νξίδνληαη νη πξάμεηο κεηαμύ ησλ ζπλαξηήζεσλ 
25. Ση ιέγεηαη νιηθό ειάρηζην θαη ηη νιηθό κέγηζην ζπλάξηεζεο 
26. Πόηε κία ζπλάξηεζε είλαη «1-1» Πνηα ηα θξηηήξηα γηα λα είλαη 1-1 
27.  Γείμηε όηη αλ ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην Γ ηόηε είλαη 1-1 ζην Γ 
28. Ση ιέγεηαη αληίζηξνθε ζπλάξηεζεο θαη πόηε ππάξρεη 

29. Γείμηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f θαη     είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ επζεία ς=ρ  
30. Γείμηε όηη     (f(x))=x θαη όηη f(           θαη εμεηάζηε αλ είλαη ίζεο 

31. Πόηε είλαη θαιά νξηζκέλν  ην        
       

32. Ση πξνθύπηεη αλ        
    >0 θαη ηη αλ        

    <0 

33. Ση πξνθύπηεη αλ ππάξρεη ην        
     θαη f(ρ)>0 
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34. Γώζηε ηελ έλλνηα ηνπ νξίνπ 
35. Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο –f, |    | 
36. Γείμηε όηη αλ Ρ(ρ) πνιπσλπκηθή ηόηε        

           

37. Γείμηε όηη αλ Ρ(ρ), Q(x)  πνιπσλπκηθέο ηόηε        

    

    
 

     

     
 

38. Γηαηππώζηε ην θξηηήξην παξεκβνιήο 
39. Πνην ην όξην ζύλζεηεο ζπλάξηεζεο 
40. Πνηα ηα όξηα εθζεηηθήο ινγαξηζκηθήο 
41. Ση ιέγεηαη αθνινπζία 
42. Πνηεο ζπλαξηήζεηο είλαη ζπλερείο 
43. Γώζηε ηε γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Bolzano.  
44. Γηαηππώζηε θαη απνδείμηε ην ζεώξεκα δηαηήξεζεο πξόζεκνπ 
45. Γηαηππώζηε ην ζεώξεκα κέγηζηεο ειάρηζηεο ηηκήο. 
46. Αλ ε f είλαη  ζπλερήο ζην Γ = [α,β ] κε   f(α)  f(β), λα απνδείμεηε όηη γηα θάζε αξηζκό ε κεηαμύ 

ησλ f(α),f(β) ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα μ(α,β), ηέηνην ώζηε f(μ)=ε 
47. Αλ ε f είλαη  ζπλερήο ζην Γ θαη γηα θάζε x εζσηεξηθό ηνπ Γ. ηζρύεη, f΄(ρ)> 0,λα  απνδείμεηε όηη ε   

f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε όιν ην Γ. 
48. Αλ νη f ,g  είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο  ζε δηάζηεκα Γ, κε : ( ) ( )f x g x  , γηα θάζε ρ εζσηεξηθό 

ηνπ Γ , λα απνδείμεηε όηη ππάξρεη   ζηαζεξά c ηέηνηα ώζηε : f (x) = g(x)+C, γηα θάζε ρΓ. 
49. Έζησ ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε δηάζηεκα Α θαη    A .   α. Να γξάςεηε πόηε ιέκε όηη ε f είλαη 

ζπλερήο   ζην   .  β. Να γξάςεηε πόηε ιέκε όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην   .    γ. Αλ ε  f 

είλαη παξαγσγίζηκε ζην   , λα απνδείμεηε όηη είλαη θαη ζπλερήο ζην ρν. 
50. Έζησ f ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζην δηάζηεκα  Γ = [α, β].  Να γξάςεηε: α) Πόηε ε f είλαη ζπλερήο 

ζην [α, β]. β) Πόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην [α,β]. 
51. Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην Γ κε f΄(ρ)=0, γηα θάζε ρ εζσηεξηθό ηνπ Γ, λα απνδείμεηε όηη ε f είλαη 

ζηαζεξή ζε όιν ην Γ. 
52. Έζησ ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε δηάζηεκα (α, β) θαη   (α,β) α.  Να γξάςεηε πόηε ιέκε όηη ε f 

παξνπζηάδεη θακπή ζην ρν. β. Να γξάςεηε πνηεο είλαη νη πηζαλέο ζέζεηο ζεκείσλ θακπήο ηεο f 
ζην (α,β). 

53. Αλ f(x) = x , ρ  0 θαη λΝ* κε λ>1, λα απνδείμεηε όηη: f'(ρ)=-λρλ-1, γηα θάζε ρ 0.  

54. Έζησ ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ Α. θαη  0x Α. Να γξάςεηε α) πόηε ιέκε όηη ε   f 

παξνπζηάδεη ηνπηθό κέγηζην ζην 0x . β) πνηεο  είλαη  νη πηζαλέο ζέζεηο ηνπηθώλ αθξόηαησλ 

ηεο f ζε έλα δηάζηεκα,   ΓΑ.  

55. Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην   , εζσηεξηθό δηαζηήκαηνο Γ,  κε   Γ  Α θαη παξνπζηάδεη 

ηνπηθό αθξόηαην ζην ρ0 , λα απνδείμεηε όηη:   f '(  ) = 0 
56. Έζησ ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ λα γξάςεηε : ηη νλνκάδνπκε παξάγνπζα ηεο    

f ζην Γ. 
57. Aλ F είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην Γ, λα απνδείμεηε όηη θάζε ζπλάξηεζε G ηεο κνξθήο: G(x)= 

F(x) + c,   όπνπ c είλαη κηα ζηαζεξά, είλαη, παξάγνπζα ηεο f θαη αληίζηξνθα. 
58. Av νη f, g είλαη παξαγσγίζηκεο ζην    Γ, λα απνδείμεηε όηη θαη ε ζπλάξηεζε f+g   είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην      θαη (f + g)΄(   ) = f'(  ) + g'(  ) 
59. 'Έζησ ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη [α,β] ππνδηάζηεκα ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. Να 

γξάςεηε πόηε ιέκε όηη: α) ε f είλαη παξαγσγίζηκε β) ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (α,β) γ) ε f    
είλαη παξαγσγίζηκε ζην [α,β]. 

60. Αλ   f(x) = αρ , κε α > 0 θαη  α 1 , λα απνδείμεηε όηη: f΄(x) = αρΙεα 

61. Έζησ ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη   A  α. Πόηε ιέκε όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
    β.  Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην    λα γξάςεηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο  f, 

ζην    .  
62. α. Να δηαηππώζεηε ην ζεώξεκα Μέζεο Σηκήο. β.   Να δώζεηε ηε γεσκεηξηθή εξκελεία ηνλ 

ζεσξήκαηνο Μέζεο  Σηκήο. 
63. Ση ιέγεηαη ζπλάξηεζε θαη ηη γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο 

64. Γώζηε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f(x)=lnx, g(x)=
xe , h(x)= x , k(x)=

α

x
,      l(x)=

2ax  , 
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m(x)= 
3ax , n(x)=εκρ,ζπλρ,εθρ 

65. Ση ιέγεηαη εθαπηόκελε γξαθηθήο παξάζηαζεο ζπλάξηεζεο f ζε ζεκείν ηεο πνπ είλαη 
παξαγσγίζηκε θαη πνηνο είλαη ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο απηήο; 

66. Ση ιέγεηαη κέζε ηαρύηεηα θαη ηη ζηηγκηαία ηαρύηεηα θηλεηνύ 
67. Ση ιέγεηαη παξάγσγνο ζπλάξηεζε (πξώηε) Ση ιέγεηαη δεύηεξε παξάγσγνο; Ση λ-νζηε 

παξάγσγνο 

68. Να βξείηε ηηο παξαγώγνπο ησλ c, x, √ , εκρ, ζπλρ 

69. Να βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο f(x)=   αλ i)λΝ-{0,1}  ηη)λR-Z  
70. Γείμηε όηη (cf(ρ))΄=cf΄(ρ) 

71. Να βξείηε ηηο παξαγώγνπο ησλ εθρ, ζθρ, ,ln| | 
72. Παξάγσγνο ζύλζεηεο ζπλάξηεζεο 

73. Ση ιέγεηαη ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ ς σο πξνο ρ ζην     
74. Ση ιέγεηαη νξηαθό θόζηνο θαη ηη νξηαθό θέξδνο 
75. Γώζηε ηε γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Rolle θαη κέζεο ηηκήο ηνπ δηαθνξηθνύ 

ινγηζκνύ 
76. Ση ιέγεηαη ηνπηθό κέγηζην ηεο f θαη ηη ηνπηθό ειάρηζην; 
77. Πνηα ζεκεία ιέγνληαη θξίζηκα ζεκεία ζπλάξηεζεο θαη πνηα πηζαλά αθξόηαηα 
78. Πόηε κία ζπλάξηεζε ιέγεηαη θπξηή θαη πόηε θνίιε; 
79. Ση ιέγεηαη ζεκείν θακπήο. Πνηα είλαη ηα πηζαλά ζεκεία θακπήο  
80. Ση ιέγεηαη θαηαθόξπθε, νξηδόληηα , πιάγηα αζύκπησηε 
81. Γηαηππώζηε ηνλ θαλόλα l’Hospital 
82. Ση ιέγεηαη αξρηθή ή παξάγνπζα ηεο ζπλάξηεζεο f ζην Γ 
83. Αλ f ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζην Γ θαη F κηα παξάγνπζα ηεο ζην Γ δείμηε: α)όιεο νη ζπλαξηήζεηο 

ηεο κνξθήο G(x)=F(x)+c είλαη παξάγνπζεο ηεο f ζην Γ β) θάζε άιιε παξάγνπζα G ηεο f ζην Γ 
παίξλεη ηε κνξθή G(x)=F(x)+c 

84. Ση ιέγεηαη εκβαδό ρσξίνπ από γξαθηθή παξάζηαζε ζπλερνύο, ρ΄ρ, ρ=α θαη ρ=β 

85. Ση ιέγεηαη α) ∫       
 

 
 β)  ∫       

 

 
 

86. Πνηεο ηδηόηεηεο έρεη ην νξηζκέλν νινθιήξσκα 
87. Γηαηππώζηε θαη απνδείμηε ην ζεκειηώδεο ζεώξεκα ηνπ νινθιεξσηηθνύ ινγηζκνύ  
88. Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζ’ έλα δηάζηεκα (α,β), κε εμαίξεζε ίζσο έλα ζεκείν 

ηνπ   , ζην νπνίν όκσο ε  f  είλαη ζπλερήο i) Αλ f΄(ρ)>0  ζην (α,    , θαη f΄(ρ)<0   ζην (     , 
ηόηε ην f(    είλαη ηνπηθό κέγηζην ηεο f  ii) Αλ f΄(ρ)<0 ζην (α,     θαη f΄(ρ)>0   ζην       , ηόηε 

ην f(    είλαη ηνπηθό ειάρηζην ηεο  f iii) Aλ ε f΄(ρ) δηαηεξεί πξόζεκν ζην 0 0( , ) ( ,β)x x  , ηόηε ην 

f(     δελ είλαη ηνπηθό αθξόηαην θαη ε  f  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην (α,β). 
89. Γώζηε γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ ζεσξήκαηνο .  Αλ  f είλαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε 

έλα δηάζηεκα Γ θαη α είλαη έλα ζεκείν ηνπ Γ, ηόηε ε ζπλάξηεζε 
x

α
dttfxF )()( , Δx , γηα 

θάζε Δx , είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην Γ. Γειαδή ηζρύεη: )()( xfdttf
x

a












  γηα θάζε  

Δx . 

90. Έζησ  ζπλάξηεζε   f ζπλερήο ζην δηάζηεκα [α, β] α. Να γξάςεηε, κε ηε βνήζεηα ηνπ 
νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο, κηα παξάγνπζα F ηεο f, ζην [ α, β ],   ηέηνηα ώζηε:   F ( α ) = 0. β.  
Να γξάςεηε, κε ηε βνήζεηα ηνλ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο, ηνλ ηύπν ππνινγηζκνύ ηνπ 
εκβαδνύ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από: ηε Cf ηνλ άμνλα ρ' ρ , ηελ επζεία ρ = α θαη  ηελ    ρ = β. 

91. Δθηόο ύιεο.  Αλ f(ρ) = εκρ , λα απνδείμεηε όηη ε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην R θαη ηζρύεη   f (ρ) 
= ζπλρ. 

92. (Δθηόο ύιεο) ηη ιέγεηαη αόξηζην νινθιήξσκα ηεο f ζην Γ θαη πνηεο νη ηδηόηεηέο ηνπ 

ΑΠΑΝΣΗΕΙ 

1. Σν ζύλνιν C  ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ είλαη έλα ππεξζύλνιν ηνπ ζπλόινπ   ησλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, ζην νπνίν:  • Δπεθηείλνληαη νη πξάμεηο ηεο πξόζζεζεο θαη ηνπ 

πνιιαπιαζηαζκνύ  έηζη,  ώζηε  λα  έρνπλ ηηο ίδηεο ηδηόηεηεο όπσο θαη ζην    , 
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κε ην κεδέλ (0) λα     είλαη  ην νπδέηεξν ζηνηρείν ηεο πξόζζεζεο θαη ην έλα  (1)  ην 
νπδέηεξν  ζηνηρείν  ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ,• Τπάξρεη έλα ζηνηρείν i ηέηνην, ώζηε 

1
2 i   , • Κάζε ζηνηρείν z ηνπ C   γξάθεηαη θαηά κνλαδηθό ηξόπν κε ηε κνξθή

iβαz   , όπνπ βα,     

2. Έζησ ν κηγαδηθόο z=ρ+yi, κε x,yR. Σν αληίζηνηρν ζεκείν M(x,ς) , σο πξνο έλα νξζνθαλνληθό 
ζύζηεκα αμόλσλ Oxy, κε ηεηκεκέλε x=Re(z) θαη ηεηαγκέλε y=Im(z), νλνκάδνπκε εηθόλα ηνπ 
κηγαδηθνύ z. 

3. I={x/x=βi, κε β } 

4. Αλ z=α+βi κε α,β πξαγκαηηθνύο ηόηε ν α ιέγεηαη πξαγκαηηθό κέξνο ηνπ z θαη ζεκεηώλεηαη zRe( ) , 

ελώ ν β ιέγεηαη θαληαζηηθό κέξνο ηνπ z θαη ζεκεηώλεηαη zIm( ) .  

5. Γηα ηελ πξόζζεζε δύν κηγαδηθώλ αξηζκώλ iβα   θαη iδγ  έρνπκε:

iδβγαδiγβiα )()()()(  . Γηα ηελ αθαίξεζε ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ iδγ   από ηνλ 

iβα  , επεηδή ν αληίζεηνο ηνπ κηγαδηθνύ iδγ   είλαη ν κηγαδηθόο iδγ  , έρνπκε:

iδβγαiδγiβαiδγiβα )()()()()()(  .Γειαδή iδβγαδiγβiα )()()()(  . 

 
Αλ ),(1 βαM  θαη ),(2 δγM  είλαη νη εηθόλεο ησλ iβα   

θαη iδγ   αληηζηνίρσο ζην κηγαδηθό επίπεδν, ηόηε 

ην άζξνηζκα 

iδβγαiδγiβα )()()()(   

παξηζηάλεηαη κε ην ζεκείν ),( δβγαM  . 

Δπνκέλσο, 21 OMOMOM  , δειαδή: 

 

―Η δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ αζξνίζκαηνο ηωλ κηγαδηθώλ βiα   θαη iδγ   είλαη ην 

άζξνηζκα ηωλ δηαλπζκαηηθώλ αθηίλωλ ηνπο”.  
 
Δπίζεο, ε δηαθνξά 

iδβγαiδγiβα )()()()(   

παξηζηάλεηαη κε ην ζεκείν ),( δβγαN  . 

Δπνκέλσο, 21 OMOMON  , δειαδή: 

 

 

 

―Η δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηεο δηαθνξάο ηωλ κηγαδηθώλ βiα   θαη iδγ   είλαη ε 

δηαθνξά ηωλ δηαλπζκαηηθώλ αθηίλωλ ηνπο”.  

 

6. Δπεηδή θάζε κηγαδηθόο αξηζκόο z  γξάθεηαη κε κνλαδηθό ηξόπν ζηε κνξθή iβα  , δύν 

κηγαδηθνί αξηζκνί iβα   θαη iδγ   είλαη ίζνη, αλ θαη κόλν αλ γα   θαη δβ  . Γειαδή 

ηζρύεη:  

 iδγiβα γα   θαη δβ  . 

 

7. Ο αξηζκόο iβα   ιέγεηαη ζπδπγήο ηνπ iβα   θαη ζπκβνιίδεηαη κε iβα  . Γειαδή, βiαβiα  . 

 Ο  x

 y

 M(α+γ,β+δ)

 M1(α,β)

 M2(γ,δ)

 2

 

 Ο

 Μ3(γ,δ)

 Ν(αγ,βδ)

 Μ2(γ,δ)

 Μ1(α,β)

 x

 y
 3
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Δπεηδή είλαη θαη iβαiβα  , νη iβα  , iβα   ιέγνληαη ζπδπγείο κηγαδηθνί 
8. Θέησ z=ρ+ςi θαη πξάμεηο 
9. γηα λα ππνινγίζνπκε ζπγθεθξηκέλε δύλακε ηνπ i , γξάθνπκε ηνλ εθζέηε ν  ζηε κνξθή 

υρν  4 , όπνπ ρ  ην πειίθν θαη υ  ην ππόινηπν ηεο επθιείδεηαο δηαίξεζεο ηνπ ν  κε ην 4, 

νπόηε έρνπκε: 





















 

3αν,

2αν,1-

1αν,

0αν,1

1)( 444

υi

υ

υi

υ

iiiiiiii υυρυρυρυρν  

10.   α)    1 2 ( ) ( ) ( ) ( )z z i i i               

1 2( ) ( ) ( ) ( )i i i z z                 .  β) πξάμεηο όκνηα 

γ)Ιζρύεη  
νν z...zzzzz  2121 ... . αλ είλαη zzzz ν  ...21 , ηόηε ε ηζόηεηα γίλεηαη:       

νν
zz )()(   δ) Αλ z=x+ςi ηόηε z z  ρ+ςi+x-ςi=2x=2 Re( )z , ε) Αλ z=x+ςi ηόηε z z 

ρ+ςi-x+ςi=2ςi=2 Im( )z i  

11. Πξάμεηο κε z=ρ+ςi 

12. 2

2

2

1

2

212121 |||||||||||| zzzzzzzz  22112121 ))(( zzzzzzzz   

22112121 zzzzzzzz  θαη, επεηδή ε ηειεπηαία ηζόηεηα ηζρύεη, ζα ηζρύεη θαη ε ηζνδύλακε 

αξρηθή. 

Αλάινγα απνδεηθλύεηαη θαη ε δεύηεξε ηδηόηεηα. γ) |z|...|z||z|zzz| νν  2121 |... αλ 1 2 vz z z 

ηόηε ν
|z||z| ν  

 

13. Από ηε ηξηγσληθή αληζόηεηα θαη από ηε 
γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ αζξνίζκαηνο 21 zz   

θαη ηεο δηαθνξάο 21 zz   δύν κηγαδηθώλ 

πξνθύπηεη όηη:  

|||||||||| 212121 || zzzzzz   

Δπίζεο, είλαη θαλεξό όηη ην κέηξν ηνπ 

δηαλύζκαηνο ON  είλαη ίζν κε ην κέηξν ηνπ δηαλύζκαηνο 12 MM . Δπνκέλσο: 

“Σν κέηξν ηεο δηαθνξάο δύν κηγαδηθώλ είλαη ίζν κε ηελ απόζηαζε ηωλ εηθόλωλ 
ηνπο”. 

Γειαδή: ||)( 2121 zzMM   

14. ε εμίζσζε 0,0  ρρ|zz|  παξηζηάλεη ηνλ θύθιν κε θέληξν ην ζεκείν K z( )0  θαη 

αθηίλα ρ. Η εμίζσζε ||| 21 zzzz|   παξηζηάλεη ηε κεζνθάζεην ηνπ ηκήκαηνο κε άθξα ηα 

ζεκεία A z( )1  θαη B z( )2 . Η εμίζσζε 2z z       έιιεηςε αλ γ<α Η εμίζσζε 

2z z       θιάδν ππεξβνιήο  αλ γ>α  

15. Γηα ηνπο αξηζκνύο: | z|+| w |,| z|-| w |, | z - w |, ηζρύεη: ||z|-|w|| |z-w| |z|+|w| 

16.  Έζησ z=α+βi θαη w=γ+δη. Έρνπκε: α. z w = ( i) ( i)    = ( )    

=α+γ-(β+δ)i=α-βi+γ-δi= z w . β. z.w ( i)( i)    = ( ) ( )i   

=(αγ-βδ)-(αδ+βγ)i=(αγ-βγί)-(βδ+αδί) = γ(α-βί)-(α-βi)δi=(α-βi)(γ-δί)= z.w  

17. Έζησ z=x+yi, κε x,yR θαη M(x,y) ε αληίζηνηρε εηθόλα ηνλ z. i) Σν δηάλπζκα    νλνκάδεηαη 

δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ z. ηη)  Μέηξν ηνπ κηγαδηθνύ z, νλνκάδνπκε ηελ απόζηαζε ηεο εηθόλαο 

 Ο

 M3(z2)

 N(z1z2)

 M(z1+z2)

 M2(z2)

 M1(z1)

 x

 y
 6
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ηνπ Μ(z) από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε | z |  Δίλαη δειαδή:   |z |=| |=
2 2   

18. α) Έζησ z=ρ+yi.Σόηε είλαη z = ρ-ςi, νπόηε έρνπκε: z.z = (ρ+ςi)(x-ςi)=ρ2-(ςi)2 =ρ2-ς2i2 

=x2-ς2(-1)=x2+ς2=|z|2. β) Έρνπκε:
1 2 1 2z .z z . z 

2 2

1 2 1 2z z ( z . z ) 

2 2

1 2 1 2 1 2(z .z )(z z ) z z   
 1 2 1 2 1 1 2 2z .z .z .z z .z z .z  

19. Έρνπκε: αz2+βz+γ=0  αz2+βz=-γ 
2z + z

 

 
  

2 2
2

2 2
2.

2 4 4
z z

   

   
     

2( )
2

z



 =

2

2

4

4

 




 2( )

2
z




 =

24



 
Όπνπ  Γ = β2 -4αγ δηαθξίλνπζα ηεο (1). Γηα ηε ιύζε 

ηεο (2) θαη ζπλεπώο θαη ηεο (1) δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: α) Αλ είλαη Γ>0, ηόηε ε (2) έρεη δύν 

(άληζεο) πξαγκαηηθέο ξίδεο:
1,2

2
z





  
  β) Αλ είλαη  Γ=0, ηόηε ε (2) έρεη κία (δηπιή) 

πξαγκαηηθή ξίδα: 
0

2
z






    γ) Αλ είλαη Γ<0, ηόηε ε (2) γίλεηαη: 2( )

2
z




 =

24


 2( )

2
z




 =

2

2

( )

4

i




 2( )

2
z




 =

2 2

2

( )

4

i






2
z




 =

2

i






1,2
2

i
z





  
  Άξα γηα Γ<0 ε (1)   έρεη 

δύν κηγαδηθέο  ξίδεο  πνπ είλαη ζπδπγείο      
20. α) ύλνιν ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο f, κε πεδίν νξηζκνύ A  R, νλνκάδνπκε ην ζύλνιν: 

f(A)={f(x)/ρA}.  β) ύλνιν ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο f ζην Γ κε Γ  Df, νλνκάδνπκε ην 

ζύλνιν:f(A) ={f(ρ)/ρΓ }. 
21. Γπν ζπλαξηήζεηο f, g κε πεδίν νξηζκνύ Α  θαη Β αληίζηνηρα είλαη ίζεο, όηαλ ηζρύνπλ: α) Α=Β θαη 

β) f (x)=g(x), γηα θάζε ρA. 

22. Έζησ f, g δπν ζπλαξηήζεηο κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη Β αληίζηνηρα. Ολνκάδνπκε ζύλζεζε ηεο   f 
κε ηελ g κηα (λέα)   ζπλάξηεζε, πνπ ηε ζπκβνιίδνπκε κε g ° f, ε νπνία έρεη πεδίν νξηζκνύ ην 

ζύλνιν: 
0g fD = { xA / f(x)B} θαη ηύπν: (g°f)(x) = g(f(x)) γηα θάζε  x

0g fD . 

23. Μηα ζπλάξηεζε  f  ιέγεηαη γλεζίωο αύμνπζα ζε έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ 
ηεο, όηαλ γηα νπνηαδήπνηε ζεκεία 21 , xx  κε 21 xx   ηζρύεη )()( 21 xfxf  , θαη γλεζίωο 

θζίλνπζα ζην Γ, όηαλ γηα νπνηαδήπνηε ζεκεία 21 , xx  κε 21 xx   ηζρύεη )()( 21 xfxf  . Μηα 

ζπλάξηεζε πνπ είλαη γλεζίσο αύμνπζα ή γλεζίσο θζίλνπζα ιέγεηαη γλεζίωο κνλόηνλε. 

24. Οξίδνπκε σο f+g, f-g,f.g,
f

g
 ηηο ζπλαξηήζεηο κε ηύπνπο (f+g)(ρ)=f(x)+g(x), 

(f-g)(x)=f(x)-g(x),(f.g)(x)=f(x)g(x),(
f

g
)(x)=

( )

( )

f x

g x
 θαη πεδία νξηζκνύ ησλ ηξηώλ πξώησλ ην 

A B , ελώ ηεο ηέηαξηεο ην A B -{ρ/ρ ξίδεο ηνπ παξνλνκαζηή πνπ είλαη κέζα ζην πεδίν 
νξηζκνύ ηεο g) Σα Α, Β είλαη ηα πεδία νξηζκνύ ηεο f, g αληίζηνηρα 

25. Η ζπλάξηεζε f ιέκε όηη ζην 0 Α (πεδίν νξηζκνύ ηεο f)παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην 

ην 0( )f  όηαλ f(x)   0( )f   γηα θάζε ρΑ. Η ζπλάξηεζε f ιέκε όηη ζην 0 Α (πεδίν 

νξηζκνύ ηεο f)παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ην 0( )f  όηαλ f(x)   0( )f   γηα θάζε ρΑ 

26. Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α ιέγεηαη 1-1 όηαλ γηα θάζε 1 2,x x A  κε 

1 2x x πξνθύπηεη 1 2( ) ( )f x f x  Κξηηήξηα: 1) Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α είλαη 

1-1 όηαλ γηα θάζε 1 2,x x A  κε 1 2( ) ( )f x f x  πξνθύπηεη 1 2x x  2) Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν 

νξηζκνύ ην Α είλαη 1-1 όηαλ ε εμίζσζε ς=f(ρ) έρεη κνλαδηθή ιύζε σο πξνο ρ γηα θάζε ς ηνπ 
ζπλόινπ ηηκώλ 3) Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α είλαη 1-1 όηαλ είλαη γλεζίσο 
κνλόηνλε 4)θάζε νξηδόληηα επζεία ηέκλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ζε έλα ην πνύ ζεκείν  

27. Γηα θάζε 1 2,x x A  κε 1 2x x  έζησ 1 2x x ηόηε 1 2( ) (x )f x f  δειαδή 1 2( ) (x )f x f . 

Άξα ε f  είλαη 1-1 
28. Έζησ 1-1 ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α, ηόηε ζε θάζε ζηνηρείν ς ηνπ ζπλόινπ 
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ηηκώλ ππάξρεη κνλαδηθό ρ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο f γηα ην νπνίν ηζρύεη f(ρ)=ς. Έηζη 

νξίδεηαη κηα λέα ζπλάξηεζε πνπ ζπκβνιίδνπκε λε 1( )f x  κε ηελ νπνία ζε θάζε ς ηνπ 

ζπλόινπ ηηκώλ ηεο f αληηζηνηρίδεηαη κνλαδηθό ρ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο f Απηή ε 
ζπλάξηεζε νλνκάδεηαη αληίζηξνθε ηεο f έρεη πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f θαη 

ζύλνιν ηηκώλ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f θαη ηζρύεη f(ρ)=ς 
1( )f  =ρ Η αληίζηξνθε ππάξρεη 

αλ θαη κόλνλ αλ ε f είλαη 1-1 

29. Δπεηδή f(ρ)=ς
1( )f  =ρ έλα ζεκείν (α,β) αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f 

ηόηε ην ζεκείν (β,α) αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 1f   θαη αληηζηξίθσο. Σα ζεκεία 

(α,β), (β,α) είλαη ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ ς=ρ  δηρνηόκν ηεο γσλίαο πξώηνπ ηξίηνπ 

ηεηαξηεκνξίνπ άξα νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f, 1f   είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ 

επζεία ς=ρ 

30. ηζρύεη f(ρ)=ς 
1( )f  =ρ άξα 1( ( ))f f x x   γηα θάζε ρΑ θαη 1( ( ))f f    γηα 

θάζε ςf(Α) γηα ς ην ρ, 1( ( ))f f x x   Γελ είλαη ίζεο γηαηί έρνπλ δηαθνξεηηθό πεδίν νξηζκνύ  

31. Όηαλ ππάξρνπλ ηηκέο ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ θνληά ζην 0  

32. f(x)>0 θαη f(x)<0 αληίζηνηρα θνληά ζην 0  

33. 
0

lim ( ) 0
x

f x


  

34. Οη ηηκέο ηεο f πξνζεγγίδνπλ όζν ζέινπκε έλαλ πξαγκαηηθό αξηζκό l θαζώο ην ρ 

πξνζεγγίδεη κε νπνηνλδήπνηε ηξόπν ηνλ αξηζκό  0  γξάθνπκε 
0

lim ( )
x

f x l


  

35. Όηαλ δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε fC
, κηαο ζπλάξηεζεο f κπνξνύκε, επίζεο, λα 

ζρεδηάζνπκε θαη ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f  θαη || f .α) Η 

γξαθηθή παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f  είλαη ζπκκεηξηθή, σο πξνο ηνλ άμνλα xx , ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f, γηαηί απνηειείηαη από ηα ζεκεία ))(,( xfxM 
 πνπ είλαη 

ζπκκεηξηθά ησλ ))(,( xfxM , σο πξνο ηνλ άμνλα xx . β) Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο || f  

απνηειείηαη από ηα ηκήκαηα ηεο fC
 πνπ βξίζθνληαη πάλσ από ηνλ άμνλα xx  θαη από ηα 

ζπκκεηξηθά, σο πξνο ηνλ άμνλα xx , ησλ ηκεκάησλ ηεο fC
 πνπ βξίζθνληαη θάησ από 

ηνλ άμνλα απηόλ.  

36. 01

1

1)( αxαxαxαxP ν

ν

ν

ν  

     θαη   0x  .  
)(lim)(lim 0

1

1
00

αxαxαxP ν

ν

ν

ν
xxxx

 





 

0
0

1

1
00

lim)(lim)(lim αxαxα
xx

ν

ν
xx

ν

ν
xx 






  0
0

1

0
1

0

limlimlim αxαxα
xx

ν

xx
ν

ν

xx
ν









 

)( 00

1

010 xPαxαxα ν

ν

ν

ν  

 

.Δπνκέλσο, 
)()(lim 0

0

xPxP
xx


  

37. Έζησ ε ξεηή ζπλάξηεζε 
( )

( )=
( )

P x
f x

Q x
, όπνπ )(xP , )(xQ  πνιπώλπκα ηνπ x θαη 0x   

κε 0)( 0 xQ . Σόηε, 0

0 0

0

0

0

lim ( )
( )( )

lim ( )= lim
( ) lim ( ) ( )

x x

x x x x

x x

P x
P xP x

f x
Q x Q x Q x



 



  .Δπνκέλσο, )(

)(

)(

)(
lim

0

0

0 xQ

xP

xQ

xP

xx




,   

εθόζνλ 0)( 0 xQ  
38. Έζησ νη ζπλαξηήζεηο hgf ,, . Αλ )()()( xgxfxh   θνληά ζην 0x  θαη 


)(lim)(lim

00

xgxh
xxxx

,ηόηε 


)(lim
0

xf
xx

 

39. Σν ))((lim
0

xgf
xx

, ηεο ζύλζεηεο ζπλάξηεζεο gf   ζην ζεκείν 0x , 1. Θέηνπκε )(xgu 

.2. Τπνινγίδνπκε (αλ ππάξρεη) ην )(lim
0

0 xgu
xx

  θαη 3. Τπνινγίδνπκε (αλ ππάξρεη) ην 

)(lim 
0

uf
uu

 .Απνδεηθλύεηαη όηη, αλ 0)( uxg   θνληά ζην 0x , ηόηε ην δεηνύκελν όξην είλαη ίζν 

κε  , δειαδή ηζρύεη: )(lim))((lim
00

ufxgf
uuxx 

 . 
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40. Αλ 1α , ηόηε 0lim 


x

x
α

    




x

x
αlim

     



xα

x
loglim

0      



xα

x
loglim  

Αλ 10  α  ηόηε 


x

x
αlim

    
0lim 



x

x
α

    



xα

x
loglim

0      



xα

x
loglim  

41. Αθνινπζία νλνκάδεηαη θάζε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε    *:N R   

42. Κάζε πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε Ρ είλαη ζπλερήο, αθνύ γηα θάζε 0x R  ηζρύεη 

)()(lim 0
0

xPxP
xx




. 

— Κάζε ξεηή ζπλάξηεζε 
Q

P
 είλαη ζπλερήο, αθνύ γηα θάζε  0x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο 

ηζρύεη 
)(

)(

)(

)(
lim

0

0

0 xQ

xP

xQ

xP

xx



. 

— Οη ζπλαξηήζεηο xxf ημ)(   θαη xxg συν)(   είλαη ζπλερείο, αθνύ γηα θάζε 0x R  ηζρύεη 

0
0

ημημlim xx
xx




        θαη        0
0

σσνσσνlim xx
xx




. 

— Οη ζπλαξηήζεηο x
αxf )(    θαη   xxg αl o g)(  ,  10  α  είλαη ζπλερείο 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο  f  θαη g είλαη ζπλερείο ζην 0x , ηόηε είλαη ζπλερείο ζην 0x  θαη νη 

ζπλαξηήζεηο: 

gf  ,    fc  ,   όπνπ    c R ,     gf  ,     
g

f
,       || f    θαη   ν f  

κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη νξίδνληαη ζε έλα δηάζηεκα 
πνπ πεξηέρεη ην 0x . 

43. ην δηπιαλό ζρήκα έρνπκε ηε γξαθηθή 
παξάζηαζε κηαο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο  f  ζην 

],[ βα . Δπεηδή ηα ζεκεία ))(,( αfαA  θαη ))(,( βfβB  

βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηνπ άμνλα xx , ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο  f  ηέκλεη ηνλ άμνλα ζε έλα 
ηνπιάρηζηνλ ζεκείν  

44.  Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη δε κεδελίδεηαη ζ’ 

απηό, ηόηε απηή ή είλαη ζεηηθή γηα θάζε Δx  ή είλαη αξλεηηθή γηα θάζε Δx , γηαηί αλ 

άιιαδε πξόζεκν ζηα α,β από ζεώξεκα Bolzano ζην [α,β] ζα είρε ξίδα άηνπν 

45. Αλ  f  είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην ],[ βα , ηόηε ε  f  παίξλεη ζην ],[ βα  κηα 
κέγηζηε ηηκή Μ θαη κηα ειάρηζηε ηηκή m  

46. Έζησ όηη είλαη f(α) < f(β). Σόηε έρνπκε: f(α)<ε<f(β), νπόηε αλ ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε: 
h(x)=f(ρ)-ε, απηή είλαη ζπλερήο ζην [α,β] κε h(α)=f(α)-ε<0 θαη h(β)=f(β)-ε>0. Άξα είλαη 
h(α).h(β)<0 νπόηε (ζεώξεκα Bolzano) ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ(α,β) ηέηνην ώζηε: h(μ)=0. 
Δπνκέλσο είλαη: f(μ)-ε=0.  Άξα f(μ)=ε. 

47. Έζησ 1 2x , x   κε ρ 1 < ρ 2  Θα απνδείμνπκε όηη f(ρ1)<f(ρ2). Πξάγκαηη, ζην δηάζηεκα [ρ1,ρ2] ε f 

ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνλ Θ.Μ,Σ.  Δπνκέλσο ππάξρεη μ  (ρ1,ρ2) ηέηνην, ώζηε:

2 1

2 1

f (x ) f (x )
f ( )

x x


  




 
2 1 2 1f (x ) f (x ) (x x )f ( )   

.
 Όκσο είλαη  f΄(μ)>0 θαη x 2 - x 1 >0, νπόηε              

(ρ2–ρ1)f΄(μ) > 0 θαη επνκέλσο  έρνπκε:  f(x2)-f(x1) > 0, ηζνδύλακα: f( 1x )< f(x2)· 

48. Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε f -g, ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην Γ θαη γηα θάζε εζσηεξηθό ζεκείν ρ 
Γ ηζρύεη: (f-g)'(x) = f'(x)-g'(x) = 0, Γειαδή γηα θάζε εζσηεξηθό ζεκείν ρΓ, είλαη (f-g)'=0. 
Δπνκέλσο, ε ζπλάξηεζε f-g είλαη ζηαζεξή ζην Γ. Aξα, ππάξρεη ζηαζεξά c ηέηνηα, ώζηε γηα 

 
x0 

x0

 
x0

 y

 B(β, f (β))

 Α(α, f (α)) f (a)

 f (β)

 O  β

 a
 x

64
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θάζε ρ  Γ , λα ηζρύεη f(ρ)-g(x)=c. Οπόηε, f(x)=g(x)+c,   γηα θάζε xA. 
49. α. Μηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζε έλα ζεκείν ρ0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ:   

0
0

x x
lim f (x) f (x )


 . β. Μηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα ζεκείν ρ0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ 

ηεο, όηαλ ππάξρεη θαη είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο ην όξην:
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x




γ. Γηα xDf, κε 0x x , 

έρνπκε: 0
0 0

0

f (x) f (x )
f (x) f (x ) .(x x )

x x


  


όκσο

0

0
0

x x
0

f (x) f (x )
lim f (x )

x x





θαη

0x x
lim


[ρ-  ]=0 νπόηε

0x x
lim


0
0

0

f (x) f (x )
.(x x )

x x





=

0x x
lim


0

0

f (x) f (x )

x x




.

0x x
lim


0(x x ) =f΄( 0x ).0=0 Δπνκέλσο 
0x x

lim


[f(x)-f(  )]=0


0x x

lim


 f(x)= f(  ) Άξα   ε  f  είλαη ζπλερήο ζην   . 

 
50. α) Μηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα [α, β] , όηαλ:  είλαη ζπλερήο ζην αλνηθηό 

δηάζηεκα (α,β), δειαδή όηαλ γηα θάζε ρν (α,β)  ηζρύεη:   
0

0
x x
lim f (x) f (x )


  θαη αθόκα είλαη: 

x
lim f (x) f ( )


   θαη 

x
lim f (x) f ( )


 

 
β) Μηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε θιεηζηό 

δηάζηεκα [α,β] , όηαλ: Δίλαη παξαγσγίζηκε ζην αλνηθηό δηάζηεκα (α,β), δειαδή όηαλ γηα θάζε ρν 

(α,β) ππάξρεη θαη είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο ην: 
0x x

li m


0

0

f (x)-f (x )

x x
 θαη αθόκα είλαη πξαγκαηηθνί 

αξηζκνί ηα πιεπξηθά όξηα : 
+x α

lim


f(x)-f(α)

x-α
θαη 

x β
lim



f(x)-f(β)

x-β
 

51. Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη γηα νπνηαδήπνηε   ,   Γ  ηζρύεη:f (  )  = f(  )   Έζησ   ,    Γ. 

Αλ 1x =   , ηόηε πξνθαλώο f( 1x )=f(  )· Αλ 1x <  , ηόηε ζην δηάζηεκα [  ,   ]   ε f ηθαλνπνηεί ηηο 

ππνζέζεηο ηνλ ΘΜ.Σ. Δπνκέλσο  ππάξρεη  μ  (  ,    ) ηέηνην ώζηε: 2 1

2 1

f (x ) f (x )
f ( )

x x


  


 

Δπεηδή ην μ είλαη εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ Γ, ηζρύεη f΄(μ) = 0, νπόηε, ιόγσ ηεο (1) είλαη f (  ) - f ( 1x ) 

= 0. Άξα f(  ) = f(  ). Αλ είλαη   >  , ηόηε νκνίσο απνδεηθλύεηαη όηη f(  )=f(  ).  Δπνκέλσο γηα 
θάζε     ,   A   είλαη     f(  ) = f(  ). Οπόηε ε   f είλαη ζηαζεξή ζε όιν ην   Γ. 

52. α. Η ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε δηάζηεκα (α,β), παξνπζηάδεη θακπή ζην ρ0(α,β), όηαλ: η) ε f είλαη 
θπξηή ζην (α,ρν) θαη θνίιε ζην   (ρν,β) ή αληίζηξνθα, θαη   ηη) ππάξρεη εθαπηνκέλε επζεία ηεο f 
ζην ρν. β. Πηζαλέο ζέζεηο ζεκείσλ θακπήο κηαο ζπλάξηεζεο f, ζε έλα δηάζηεκα Γ , είλαη: α)   ηα 
εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε f΄΄ κεδελίδεηαη, θαη  β)   ηα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ  Γ ζηα 
νπνία δελ ππάξρεη ε f΄΄ .  

53. Γηα θάζε ρR*  έρνπκε
2

1 (1) 1.( )
(x ) ( )

( )

 


 

  
  

 
=

1

2

0. . 



  


=

1

2








=  -λ

1 =-
1




 

54. α) Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ Α παξνπζηάδεη ηνπηθό κέγηζην ζην ρνΑ, όηαλ ππάξρεη δ > 
0 ηέηνην, ώζηε : f(x)   f(x0),  γηα θάζε   ρ(ρ-δ,ρ+δ)Α. β) Έζησ f ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε 
δηάζηεκα Α. Οη πηζαλέο ζέζεηο ηνπηθώλ αθξόηαησλ ηεο f ζην Α είλαη: 1. ηα άθξα ηνπ Α, όηαλ  ε   
f νξίδεηαη ζε απηά. 2.ηα εζσηεξηθά   ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε f΄ κεδελίδεηαη 3.ηα εζσηεξηθά 
ζεκεία ηνπ Α ζηα νπνία ε f  δελ  είλαη παξαγσγίζηκε. 

55. Αο ππνζέζνπκε όηη ε f παξνπζηάδεη ζην ρν ηνπηθό κέγηζην . Δπεηδή ην x0 είλαη εζσηεξηθό ζεκείν 
ηνπ Γ θαη ε f παξνπζηάδεη ζ' απηό ηνπηθό κέγηζην, ππάξρεη δ>0 ηέηνην, ώζηε γηα θάζε ρ 
(ρ0-δ,ρν+δ), λα ηζρύεη: ( ρ 0 - δ , ρ 0 +δ ) Γ  θαη f(x)  f(xo) (1) Αθόκα ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην ρν, 

νπόηε ηζρύεη: 0f (x ) 
0

x x
lim



0

0

f(x)-f(x )

x-x
=

0
x x
lim



0

0

f(x)-f(x )

x-x
Δπνκέλσο γηα θάζε  ρ (ρν - δ ,ρ0), ιόγσ 

ηεο (1) είλαη:

 

0

0

f(x)-f(x )

x-x
0 νπόηε: 0f (x ) =

0
x x
lim



0

0

f(x)-f(x )

x-x
0 (2)

 

όκνηα, γηα θάζε  x  (xo ,xo+δ),   

ιόγσ ηεο (1) είλαη:

 

0

0

f(x)-f(x )

x-x
0  νπόηε: 0f (x ) =

0
x x
lim



0

0

f(x)-f(x )

x-x
0 (3) 

  

Έηζη από ηηο (2) θαη (3) 
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έρνπκε:    f  (xo) = 0. Η απόδεημε γηα ηνπηθό ειάρηζην είλαη αλάινγε. 
56. Έζησ f κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ. Ολνκάδνπκε αξρηθή ζπλάξηεζε ή   

παξάγνπζα ηεο f ζην Γ θάζε ζπλάξηεζε  F  πνπ είλαη παξαγσγίζηκε ζην Γ γηα ηελ νπνία 
ηζρύεη:  F'(x) = f(x), γηα θάζε xA.  

57. Η ζπλάξηεζε F είλαη παξάγνπζα ηεο f ζην Γ, άξα F΄(x)=f(x).  Έζησ ε ζπλάξηεζε G(x)=F(x)+c . 
Γηα θάζε ρΓ είλαη G'(x)=(F(x)+c)'=F'(x)+(c)'=F'(x)=f (x) Άξα θαη ε G(x) είλαη κηα παξάγνπζα ηεο 
f ζην Γ. Έζησ G κηα άιιε παξάγνπζα ηεο f ζην Γ. Σόηε γηα θάζε xΓ ηζρύεη: G'(x)=f(ρ).   
Δπνκέλσο είλαη:  F'(ρ)=G'(x), γηα θάζε x Γ. Άξα ππάξρεη ζηαζεξά  c R   έηζη ώζηε: 
G(x)=F(x)+C, γηα θάζε xA. 

58. Γηα ηηκέο ηνπ  ρ     "θνληά ζην ρν,   έρνπκε: 0 0 0

0 0

(f g)(x) (f g)(x ) f (x) g(x) f (x ) g(x )

x x x x

     


 
=

0 0

0 0

f (x) f (x ) g(x) g(x )

x x x x

 


   

Δπεηδή νη ζπλαξηήζεηο f,g  είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0x , έρνπκε:
0x x

lim


 

0

0

(f g)(x) (f g)(x )

x x

  


 0 0

0 0

x x x x
0 0

f (x) f (x ) g(x) g(x )
lim lim

x x x x 

 


 
= 0 0f (x ) g (x )   Γειαδή:    (f + g)'(x0) 

= f'(x0) + g΄( 0x ) 

59. α) Μηα ζπλάξηεζε f, κε πεδίν νξηζκνύ Α, ιέκε όηη είλαη παξαγσγίζηκε όηαλ είλαη παξαγσγίζηκε 
ζε θάζε ρν A.  β) Μηα ζπλάξηεζε  f , ιέκε όηη είλαη   παξαγσγίζηκε ζε έλα αλνηθηό δηάζηεκα 
(α,β) ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ είλαη παξαγσγίζηκε ζε θάζε  ρν(α,β). γ) Μηα ζπλάξηεζε  
f, ιέκε όηη είλαη    παξαγσγίζηκε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα [α,β] ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ 

είλαη παξαγσγίζηκε ζην  xo   (α, β)  θαη επηπιένλ ηζρύεη: 
x

f (x) f ( )
lim

x

 



θαη 

x

f (x) f ( )
lim

x

 



 

60. Έρνπκε:    f'(x) =(  )' = (exlna)' = exlna (ρlnα)' = exlnalnα=  lnα 
61. α.  Μηα ζπλάξηεζε f, ιέκε όηη είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα ζεκείν ρν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ 

ηεο, αλ ππάξρεη θαη είλαη πξαγκαηηθόο, αξηζκόο ην: 
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x




 Σν όξην απηό, νλνκάδεηαη 

παξάγσγνο ηεο f ζην ρν θαη ζπκβνιίδεηαη κε  f΄(ρν). Γειαδή: f ΄(ρν)= 
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x



  

β. Αλ κηα 

ζπλάξηεζε f, κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη ρν A, είλαη παξαγσγίζηκε ζην ρν, ηόηε ε εθαπηνκέλε 

επζεία ηεο Cf ζην ζεκείν Μ 0 0(x ,f (x )) έρεη εμίζσζε:               y-f(x0) = f ' ( 0x )(x-x0).   

62. α. Έζησ   ζπλάξηεζε  f νξηζκέλε ζε δηάζηεκα [α, β] ηέηνηα, ώζηε: ε   f είλαη ζπλερήο 
ζην [α, β] ε   f είλαη παξαγσγίζηκε   ζην (α, β) Σόηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ (α, β) ηέηνην, 

ώζηε:
( ) ( )

( )
f f

f
 


 


 

  
β. Αλ γηα κηα ζπλάξηεζε f, ηζρύνπλ νη ζπλζήθεο ηνπ ζεσξήκαηνο 

κέζεο ηηκήο (Θ.Μ. Σ.) ζε έλα δηάζηεκα [α, β], ηόηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν, ζην αλνηθηό 
δηάζηεκα (α,β), ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε επζεία ηεο Cf είλαη παξάιιειε πξνο ηελ επζεία πνπ 
δηέξρεηαη από ηα ζεκεία (βιέπε ζρήκα) Α(α,f(α)) θαη  B(β,f(β)), ηεο Cf . 
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Πξάγκαηη:H επζεία ΑΒ, έρεη ζπληειεζηή δηεύζπλζεο:   ι = 
( ) ( )f f 

 




 Οπόηε, αλ

( ) ( )
( )

f f
f

 


 


 


ηόηε ε εθαπηνκέλε επζεία ηεοCf  ζην μ είλαη παξάιιειε κε ηελ ΑΒ,   

αθνύ   ι = f  (μ). 

63. Έζησ Α έλα ππνζύλνιν ηνπ  . Ολνκάδνπκε ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ ην Α 

κηα δηαδηθαζία ή θαλόλα f όπνπ ζε θάζε ζηνηρείν xΑ αληηζηνηρνύκε αθξηβώο έλα 

πξαγκαηηθό αξηζκό ς. Σν ς νλνκάδεηαη ηηκή ηεο f ζην ρ θαη ζπκβνιίδεηαη κε f(ρ). Γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α ιέγεηαη ε απεηθόληζε ησλ ζεκείσλ (ρ, f(ρ)), xΑ 

ζε έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ  
64. ρνιηθό βηβιίν ζει 136,137,138 
65. Έζησ  f  κηα ζπλάξηεζε θαη ))(,( 00 xfxA  έλα ζεκείν ηεο fC . Αλ ππάξρεη ην 

0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf

xx 




 θαη είλαη έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο λ, ηόηε νξίδνπκε σο εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην 

ζεκείν ηεο Α, ηελ επζεία ε πνπ δηέξρεηαη από ην Α θαη έρεη ζπληειεζηή δηεύζπλζεο λ. Δπνκέλσο, 
ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν ))(,( 00 xfxA  είλαη )()( 00 xxλxfy  , 

66. ε κέζε ηαρύηεηα ηνπ θηλεηνύ ζην ρξνληθό δηάζηεκα t, 0t  είλαη 
τρόνος

μετατόπιση)()(

0

0 




tt

tStS
. 

νλνκάδνπκε ζηηγκηαία ηαρύηεηα ηνπ θηλεηνύ ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t  θαη ηε ζπκβνιίδνπκε κε 

)( 0tυ  ην 
0

0

0
0

)()(
lim)(

tt

tStS
tυ

tt 





. 

67. Έζησ ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α, Αλ Γ είλαη ην ζύλνιν ησλ   ϵΑ γηα ηα νπνία ε 
f  είλαη παξαγσγίζηκε θαη ζε θάζε   ϵΓ αληηζηνηρίζσ ην        ηόηε νξίδεηαη κηα λέα 

ζπλάξηεζε πνπ ιέγεηαη (πξώηε) παξάγσγνο ηεο f θαη ζπκβνιίδεηαη κε         Η παξάγσγνο 
ηεο f  , αλ ππάξρεη, ιέγεηαη δεύηεξε παξάγωγνο ηεο  f  θαη ζπκβνιίδεηαη κε f  . Δπαγσγηθά 

νξίδεηαη ε ληνζηή παξάγωγνο ηεο  f,  κε 3ν , θαη ζπκβνιίδεηαη κε )(ν
f . Γειαδή   

][
1)()(  νν

ff ,   3ν . 

68.  ΄Δζησ ε ζηαζεξή ζπλάξηεζε cxf )( , c R . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε 

ζην   θαη ηζρύεη 0)(  xf , δειαδή 0)( c  Πξάγκαηη, αλ 0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ  , ηόηε γηα 

0xx   ηζρύεη: 0
)()(

00

0 









xx

cc

xx

xfxf
.Δπνκέλσο, 0

)()(
lim

0

0

0






 xx

xfxf

xx
, δειαδή 0)( c .       Έζησ 

ε ζπλάξηεζε xxf )( . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην   θαη ηζρύεη 1)(  xf , δειαδή

1)( x  Πξάγκαηη, αλ 0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ  , ηόηε γηα 0xx   ηζρύεη: 

1
)()(

0

0

0

0 









xx

xx

xx

xfxf
.Δπνκέλσο, 11lim

)()(
lim

0
0

0

0






 xxxx xx

xfxf
,δειαδή 1)( x .      ■ 

 Έζησ ε ζπλάξηεζε xxf )( . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην ),0(   θαη ηζρύεη 

x
xf

2

1
)(  , δειαδή  

x
x

2

1



 Πξάγκαηη, αλ 0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ ),0(  , ηόηε γηα 0xx   

ηζρύεη: 
  

    000

0

00

00

0

0

0

0 1

)()(

)()(

xxxxxx

xx

xxxx

xxxx

xx

xx

xx

xfxf






















, 

Οπόηε 
00

0
0

0

0 2

11
lim

)()(
lim

xxxxx

xfxf

xxxx










, δειαδή  

x
x

2

1



. 
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0 0 0

( ) (0) 1
lim lim lim

0x x x

f x f x

x x x
   


   


 δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0.       

 ***Έζησ ζπλάξηεζε xxf ημ)(  . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην   θαη ηζρύεη 

xxf σσν)(  , δειαδή xx σσν)ημ(   Πξάγκαηη, γηα θάζε x    θαη 0h  ηζρύεη  

h

xhxhx

h

xhx

h

xfhxf ημημσσνσσνημημ)(ημ)()( 






                             

h

h
x

h

h
x

ημ
σσν

)1σσν(
ημ 


 .Δπεηδή 1

ημ
lim

0


 h

h

h
 θαη 0

1σσν
lim

0




 h

h

h
, έρνπκε 

xxx
h

xfhxf

h
σσν1σσν0ημ

)()(
lim

0





.Γειαδή,  xx σσν)ημ(  .       

 ***Έζησ ε ζπλάξηεζε xxf σσν)(  . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην   θαη ηζρύεη 

xxf ημ)(  , δειαδή xx ημ)σσν(   Πξάγκαηη, γηα θάζε x   θαη 0h  ηζρύεη: 

h

xhxhx

h

xhx

h

xfhxf σσνημημσσνσσνσσν)(σσν)()( 






                                                             

h

h
x

h

h
x

ημ
ημ

1σσν
σσν 


 ,νπόηε 
















 




 h

h
x

h

h
x

h

xfhxf

hhh

ημ
ημlim

1σσν
σσνlim

)()(
lim

000
                                             

xxx ημ1ημ0σσν  .Γειαδή, xx ημ)σσν(  .       

69. Έζησ ε ζπλάξηεζε νxxf )( , {0,1}N   . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

θαη ηζρύεη 1)(  νxνxf , δειαδή 1)(  νν xνx  Πξάγκαηη, αλ 0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ  , ηόηε γηα 

0xx   ηζρύεη: 1

00

21

0

1

00

21

0

0

0

0

0 ))(()()( 
















 ννν

ννννν

xxxx
xx

xxxxxx

xx

xx

xx

xfxf



νπόηε

1

0

1

0

1

0

1

0

1

00

21

0
0

0

0

)(lim
)()(

lim 






 ννννννν

xxxx
xνxxxxxxx

xx

xfxf
 , δειαδή 1)(  νν xνx .                                                                          

Η ζπλάξηεζε αxxf )( , R Z   είλαη παξαγσγίζηκε ζην ),0(   θαη ηζρύεη 1)(  αxαxf , 

δειαδή 1)(  αα xαx  Πξάγκαηη, αλ xαα exy ln  θαη ζέζνπκε xαu ln , ηόηε  έρνπκε uey  . 

Δπνκέλσο, 1ln 1
)(  ααxαuu xα

x

α
x

x
αeueey . 

70. ( ( )) ( ) ( ) ( )cf x cf x c f x cf x       

71. Έζησ ε ζπλάξηεζε xxf ευ)(  . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

{ |σσν 0}A x x   θαη ηζρύεη 
x

xf
2σσν

1
)(  , δειαδή

x
x

2σσν

1
)ευ(   Πξάγκαηη, γηα θάζε x A  

έρνπκε: 
x

xxxx

x

xxxx

x

x
x

22 σσν

ημημσσνσσν

σσν

)σσν(ημσσν)ημ(

σσν

ημ
)ευ(

















             

xx

xx
22

22

σσ ν

1

σσ ν

ημσσν



 .       

 Έζησ ε ζπλάξηεζε xxf συ)(  . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην { |ημ 0}fA x x   

θαη ηζρύεη 
x

xf
2ημ

1
)(  , δειαδή

x
x

2ημ

1
)συ(   όκνηα  Η ζπλάξηεζε ||ln)( xxf  , *x  είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην *  θαη ηζρύεη
x

x
1

)||(ln   Πξάγκαηη.  — αλ  0x ,  ηόηε 
x

xx
1

)(ln)||(ln  ,    

ελώ  — αλ  0x ,  ηόηε )ln(||ln xx  , νπόηε, αλ ζέζνπκε  )ln( xy   θαη xu  , έρνπκε uy ln . 

Δπνκέλσο, 

xx
u

u
uy

1
)1(

1
 

1
)(ln 


  θαη άξα 

x
x

1
)||(ln  . 

72. ε ζπλάξηεζε g είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην )( 0xg , ηόηε 
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ε ζπλάξηεζε gf   είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ηζρύεη )())(()()( 000 xgxgfxgf   θαλόλαο 

ηεο αιπζίδαο 
dx

du

du

dy

dx

dy
  

73. Αλ δύν κεηαβιεηά κεγέζε yx,  ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε )(xfy  , όηαλ  f  είλαη κηα 

ζπλάξηεζε παξαγσγίζηκε ζην 0x , ηόηε νλνκάδνπκε ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ y ωο πξνο ην x 

ζην ζεκείν 0x  ηελ παξάγσγν )( 0xf   

74. Η παξάγσγνο )( 0xΚ   παξηζηάλεη ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ θόζηνπο Κ σο πξνο ηελ 

πνζόηεηα x, όηαλ 0xx   θαη ιέγεηαη νξηαθό θόζηνο ζην 0x . Αλάινγα, νξίδνληαη θαη νη έλλνηεο 

νξηαθή είζπξαμε ζην 0x  θαη νξηαθό θέξδνο ζην 0x . 

75. Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη:  ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα ],[ βα ,παξαγσγίζηκε ζην 

αλνηθηό δηάζηεκα ),( βα  θαη )()( βfαf   ηόηε ππάξρεη έλα, 

ηνπιάρηζηνλ, ),( βαξ   ηέηνην, ώζηε: 0)(  ξf  

Γεσκεηξηθά, απηό ζεκαίλεη όηη ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, 
),( βαξ   ηέηνην, ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην 

))(,( ξfξM  λα είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα ησλ x.  

 
ΘΕΩΡΗΜΑ (Μέζεο Σηκήο Δηαθνξηθνύ Λνγηζκνύ 
Θ.Μ.Σ.) Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη: ζπλερήο ζην θιεηζηό 
δηάζηεκα ],[ βα  θαη παξαγσγίζηκε ζην αλνηθηό δηάζηεκα ),( βα ηόηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, 

),( βαξ  ηέηνην, ώζηε:
 αβ

αfβf
ξf






)()(
)(  

 

Γεσκεηξηθά, απηό ζεκαίλεη όηη ππάξρεη έλα, 
ηνπιάρηζηνλ, ),( βαξ  ηέηνην, ώζηε ε εθαπηνκέλε 

ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην ζεκείν 
))(,( ξfξM  λα είλαη παξάιιειε ηεο επζείαο ΑΒ.  

 

76. Μηα ζπλάξηεζε  f,  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζα 
ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην Ax 0  ηνπηθό κέγηζην, όηαλ ππάξρεη 0δ , ηέηνην ώζηε )()( 0xfxf    

γηα θάζε  ),( 00 δxδxAx  . Σν 0x  ιέγεηαη ζέζε ή ζεκείν ηνπηθνύ κεγίζηνπ, ελώ ην )( 0xf  

ηνπηθό κέγηζην ηεο  f. Μία ζπλάξηεζε  f,  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζα ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην 
Ax 0  ηνπηθό ειάρηζην, όηαλ ππάξρεη 0δ , ηέηνην ώζηε )()( 0xfxf  ,  γηα θάζε  

),( 00 δxδxAx  . Σν 0x  ιέγεηαη ζέζε ή ζεκείν ηνπηθνύ ειαρίζηνπ, ελώ ην )( 0xf  ηνπηθό 

ειάρηζην ηεο  f. 
77. νη  π ι θ α ν έ ς  θ έ σ ε ι ς τ ων   τ ο π ι κ ώ ν  α κ ρ ο τ ά τ ω ν  κηαο ζπλάξηεζεο  f  ζ’ 

έλα δηάζηεκα Γ είλαη: 

1. Σα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε παξάγσγνο ηεο  f  κεδελίδεηαη. 

2. Σα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε  f  δελ παξαγσγίδεηαη. 

3. Σα άθξα ηνπ Γ (αλ αλήθνπλ ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο).Σα  ε σ ω τ ε ρ ι κ ά  ζεκεία ηνπ Γ ζηα 
νπνία ε  f  δελ παξαγσγίδεηαη ή ε παξάγσγόο ηεο είλαη ίζε κε ην κεδέλ, ιέγνληαη θξίζηκα 
ζεκεία ηεο  f  ζην δηάζηεκα Γ. 

78. Έζησ κία ζπλάξηεζε  f  σ σ ν ε τ ή ς  ζ’ έλα δηάζηεκα Γ θαη π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η  ζην  
ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  ηνπ Γ. Θα ιέκε όηη: Η ζπλάξηεζε  f  ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ ή είλαη 
θπξηή ζην Γ, αλ ε f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  ηνπ Γ. Η ζπλάξηεζε  f  

ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ ή είλαη θνίιε ζην Γ, αλ ε f   είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην ε σ ω τ 

 y

 O  x β ξ΄ ξ α

 Μ(ξ,f (ξ))

 Β(β,f (β))
 Α(α,f (α))

18

 

 Β(β,f (β))

 β ξ΄ ξ a  x

 y

 Ο

 M(ξ,f (ξ))

 A(a,f (a))

20
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ε ρ ι κ ό  ηνπ Γ. 
79. Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζ’ έλα δηάζηεκα ),( βα , κε εμαίξεζε ίζσο έλα 

ζεκείν ηνπ  0x . Αλ ε  f είλαη θπξηή ζην ),( 0xα  θαη θνίιε ζην ),( 0 βx , ή αληηζηξόθσο, θαη ε fC  

έρεη εθαπηνκέλε ζην ζεκείν ))(,( 00 xfxA , ηόηε ην ζεκείν ))(,( 00 xfxA  νλνκάδεηαη ζεκείν θακπήο 

ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f    ο ι  π ι θ α ν έ ς  θ έ σ ε ι ς  σ η μ ε ί ω ν  κ α μ π ή ς  κηαο 
ζπλάξηεζεο  f  ζ’ έλα δηάζηεκα Γ είλαη:  i) ηα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε f 

κεδελίδεηαη, θαη ii) ηα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία δελ ππάξρεη ε  f   

80. Αλ έλα ηνπιάρηζηνλ από ηα όξηα )(lim
0

xf
xx 

, )(lim
0

xf
xx 

 είλαη   ή  , ηόηε ε επζεία 0xx   

ιέγεηαη θαηαθόξπθε αζύκπηωηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f. Αλ 


)(lim xf
x

 

(αληηζηνίρσο ))(lim 


xf
x

, ηόηε ε επζεία y  ιέγεηαη νξηδόληηα αζύκπηωηε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο  f  ζην   (αληηζηνίρσο ζην  ). Η επζεία βxλy   ιέγεηαη πιάγηα 

αζύκπηωηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην  , αληηζηνίρσο ζην  , αλ

0)]()([lim 


βxλxf
x

 αληηζηνίρσο 0)]()([lim 


βxλxf
x

  Θεώξεκα όρη νξηζκόο Η επζεία 

βxλy   είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην  , αληηζηνίρσο ζην  , αλ 

θαη κόλν αλ 


λ
x

xf

x

)(
lim    θαη  


βxλxf

x
])([lim   αληηζηνίρσο 


λ

x

xf

x

)(
lim    θαη  




βxλxf
x

])([lim       

81. Αλ 0)(lim
0




xf
xx

, 0)(lim
0




xg
xx

, },{0 x  θαη ππάξρεη ην 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 




 (πεπεξαζκέλν ή 

άπεηξν), ηόηε:
)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx 





. 

Αλ 


)(lim
0

xf
xx

, 


)(lim
0

xg
xx

, },{0 x  θαη ππάξρεη ην 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 




 (πεπεξαζκέλν ή 

άπεηξν), ηόηε: 
)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx 





 

82. Έζησ  f  κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ. Αξρηθή ζπλάξηεζε ή παξάγνπζα 
ηεο  f  ζην Γ(1)  νλνκάδεηαη θάζε ζπλάξηεζε F πνπ είλαη παξαγσγίζηκε ζην Γ θαη ηζρύεη 

)()( xfxF 
,  γηα θάζε  Δx . 

83.  Κάζε ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο cxFxG  )()( , όπνπ c  f 

ζην Γ, αθνύ )()())(()( xfxFcxFxG  ,  γηα θάζε  Δx . 

 Έζησ G είλαη κηα άιιε παξάγνπζα ηεο  f  ζην Γ. Σόηε γηα θάζε Δx  ηζρύνπλ )()( xfxF   

θαη )()( xfxG  , νπόηε )()( xFxG  ,  γηα θάζε  Δx . 

Άξα, ππάξρεη ζηαζεξά c ηέηνηα, ώζηε cxFxG  )()( ,  γηα θάζε  Δx .     

84. Έζησ  f  κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα ],[ βα , κε 0)( xf  γηα θάζε 

],[ βαx  θαη Ω ην ρσξίν πνπ νξίδεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f, ηνλ άμνλα ησλ x 

θαη ηηο επζείεο αx  , βx  .Γηα λα νξίζνπκε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω  Υσξίδνπκε ην 

δηάζηεκα ],[ βα  ζε ν ηζνκήθε ππνδηαζηήκαηα, κήθνπο 
ν

αβ
xΔ


 , κε ηα ζεκεία 

βxxxxα ν  ...210 . ε θάζε ππνδηάζηεκα ],[ 1 κκ xx   επηιέγνπκε απζαίξεηα έλα ζεκείν 

κξ  θαη ζρεκαηίδνπκε ηα νξζνγώληα πνπ έρνπλ βάζε xΔ  θαη ύςε ηα )( κξf . Σν άζξνηζκα 

ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ απηώλ είλαη 
xΔξfξfxΔξfxΔξfxΔξfS ννν )]()([)()()( 121   . Yπνινγίδνπκε ην 

ν
ν

S


lim . Απνδεηθλύεηαη 
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όηη ην 
ν

ν
S


lim  κξ . Σν 

όξην απηό νλνκάδεηαη εκβαδόλ ηνπ επηπέδνπ ρσξίνπ Ω θαη ζπκβνιίδεηαη κε )(ΩΕ . Δίλαη 

θαλεξό όηη 0)( ΩΕ .  

85. . Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  σ σ ν ε τ ή ς  ζην ],[ βα . Με ηα ζεκεία 

βxxxxα ν  ...210  ρσξίδνπκε ην δηάζηεκα ],[ βα  ζε ν ηζνκήθε ππνδηαζηήκαηα 

κήθνπο 
ν

αβ
xΔ


 . ηε ζπλέρεηα επηιέγνπκε απζαίξεηα έλα ],[ 1 κκκ xxξ  , γηα θάζε 

}...,,2,1{ νκ , θαη ζρεκαηίδνπκε ην άζξνηζκα xΔξfxΔξfxΔξfxΔξfS νκν )()()()( 21   ην 

νπνίν ζπκβνιίδεηαη, ζύληνκα, σο εμήο: 



ν

κ
κν xΔξfS

1

)(
(1) .Aπνδεηθλύεηαη όηη,―Σν όξην ηνπ 

αζξνίζκαηνο νS , δειαδή ην 












ν

κ

κ
ν

Δxξf
1

)(lim   (1) ππάξρεη ζην   θαη είλαη αλεμάξηεην 

από ηελ επηινγή ησλ ελδηάκεζσλ ζεκείσλ κξ ‖. Σν παξαπάλσ όξην (1) νλνκάδεηαη 

νξηζκέλν νινθιήξωκα ηεο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο  f  από ην α ζην β, ζπκβνιίδεηαη κε 


β

α
dxxf )(  θαη δηαβάδεηαη ―νινθιήξσκα ηεο  f  από ην α ζην β‖. Γειαδή, 

1

( ) lim ( )f x dx f x



 








 
  

 
  Οη αξηζκνί α θαη β νλνκάδνληαη όξηα ηεο νινθιήξσζεο.     

Αλ  f  είλαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη α είλαη έλα ζεκείν ηνπ Γ, ηόηε 

ε ζπλάξηεζε 
x

α
dttfxF )()( Δx  είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην Γ Γειαδή ηζρύεη

)()( xfdttf
x

a












  γηα θάζε    Δx  

86. Έζησ gf ,   ζπλερείο  ζπλαξηήζεηο ζην ],[ βα  θαη μλ,  . Σόηε ηζρύνπλ  

 
β

α

β

α
dxxfλdxxfλ )()(

,   
β

α

β

α

β

α
dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([  θαη γεληθά

  
β

α

β

α

β

α
dxxgμdxxfλdxxgμxfλ )()()]()([  Αλ ε  f  είλαη  σ σ ν ε τ ή ς  ζε δηάζηεκα Γ θαη 

Δγβα ,, , ηόηε ηζρύεη  
β

γ

γ

α

β

α
dxxfdxxfdxxf )()()(  

87. Έζησ  f  κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζ’ έλα δηάζηεκα ],[ βα . Αλ G είλαη κηα 

παξάγνπζα ηεο f  ζην ],[ βα , ηόηε  
β

α
αGβGdttf )()()(  

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Η ζπλάξηεζε 
x

α
dttfxF )()(  είλαη κηα παξάγνπζα ηεο  f  ζην ],[ βα . Δπεηδή θαη ε G είλαη 

κηα παξάγνπζα ηεο  f  ζην ],[ βα , ζα ππάξρεη c R ηέηνην, ώζηε cxFxG  )()( . (1) 

Από ηελ (1), γηα αx  , έρνπκε  
α

α
ccdttfcαFαG )()()( , νπόηε )(αGc  .Δπνκέλσο, 

)()()( αGxFxG  ,νπόηε, γηα βx  , έρνπκε  
β

α
αGdttfαGβFβG )()()()()(  

θαη άξα  
β

α
αGβGdttf )()()( .  Πνιιέο θνξέο, γηα λα απινπνηήζνπκε ηηο εθθξάζεηο καο, 

ζπκβνιίδνπκε ηε δηαθνξά )()( αGβG   κε β

αxG )]([ ,  

88. ΑΠΟΓΔΙΞΗ 

  i) Δπεηδή 0)(  xf  γηα θάζε ),( 0xαx  θαη ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 0x , ε  f  είλαη γλεζίσο 

αύμνπζα ζην ],( 0xα . Έηζη έρνπκε  )()( 0xfxf  ,  γηα θάζε  ],( 0xαx .  (1) 
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Δπεηδή 0)(  xf  γηα θάζε ),( 0 βxx  θαη ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 0x , ε  f  είλαη γλεζίσο 

θζίλνπζα ζην ),[ 0 βx . Έηζη έρνπκε:  )()( 0xfxf  ,  γηα θάζε  ),[ 0 βxx .      (2) 

Δπνκέλσο, ιόγσ ησλ (1) θαη (2), ηζρύεη:    )()( 0xfxf  ,  γηα θάζε  ),( βαx , πνπ ζεκαίλεη όηη 

ην )( 0xf  είλαη κέγηζην ηεο  f  ζην ),( βα  θαη άξα ηνπηθό κέγηζην απηήο. 

 ii) Δξγαδόκαζηε αλαιόγσο. 

iii) Έζησ όηη 0)(  xf ,  γηα θάζε  ),(),( 00 βxxαx  . 

Δπεηδή ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 0x  ζα είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα 

],( 0xα  θαη ),[ 0 βx . Δπνκέλσο, γηα 201 xxx   ηζρύεη )()()( 201 xfxfxf  . Άξα ην )( 0xf  δελ είλαη 

ηνπηθό αθξόηαην ηεο  f. Θα δείμνπκε, ηώξα, όηη ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην ),( βα . 

Πξάγκαηη, έζησ ),(, 21 βαxx   κε 21 xx  . 

— Αλ ],(, 021 xαxx  , επεηδή ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην ],( 0xα , ζα ηζρύεη )()( 21 xfxf  . 

— Αλ ),[, 021 βxxx  , επεηδή ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην ),[ 0 βx , ζα ηζρύεη )()( 21 xfxf  . 

— Σέινο, αλ 201 xxx  , ηόηε όπσο είδακε )()()( 201 xfxfxf  .  

Δπνκέλσο, ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο ηζρύεη )()( 21 xfxf  , νπόηε ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα 

ζην ),( βα . 

Οκνίσο, αλ 0)(  xf  γηα θάζε ),(),( 00 βxxαx  .     

ΥΟΛΙΑ 

 Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζ’ έλα θιεηζηό δηάζηεκα ],[ βα , όπσο γλσξίδνπκε 

(Θεώξεκα κέγηζηεο ειάρηζηεο ηηκήο), ε  f  παξνπζηάδεη κέγηζην θαη ειάρηζην. Γηα ηελ εύξεζε 
ηνπ κέγηζηνπ θαη ειάρηζηνπ εξγαδόκαζηε σο εμήο: 

1. Βξίζθνπκε ηα θξίζηκα ζεκεία ηεο  f. 

2. Τπνινγίδνπκε ηηο ηηκέο ηεο  f  ζηα ζεκεία απηά θαη ζηα άθξα ησλ δηαζηεκάησλ. 

3. Από απηέο ηηο ηηκέο ε κεγαιύηεξε είλαη ην κέγηζην θαη ε κηθξόηεξε ην ειάρηζην ηεο  f. 
 

89. Δπνπηηθά ην ζπκπέξαζκα ηνπ ζεσξήκαηνο 
πξνθύπηεη σο εμήο: 





hx

x
dttfxFhxF )()()(  

Δκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω. hxf  )( ,    γηα κηθξά  

0h . 

Άξα, γηα κηθξά 0h  είλαη                           

)(
)()(

xf
h

xFhxF



,νπόηε     )(

)()(
lim)(

0
xf

h

xFhxF
xF

h





  

90. α. Αλ f είλαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη αA, ηόηε ε ζπλάξηεζε:     F(x) = 

( )f t dt





 , x  A είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην Γ, δειαδή γηα θάζε  ρ  Γ ηζρύεη:

( ( ) ) ( )
d

f t dt f
dx





  ή  ( ( ) )f t dt





  =f(x) β.  Σν εκβαδό ρσξίνπ ην νπνίν πεξηθιείεηαη από: ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε Cf κηαο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο f, ηνλ άμνλα  ρ'ρ, ηελ επζεία ρ = α θαη ηελ 

 β x α O

 x

 F(x)  f (x)

 y=f (x)

 y
14

 



17 

 

επζεία ρ = β   κε   α < β ππνινγίδεηαη από ηνλ ηύπν: Δ= ( )f d





  ( Σν απόιπην |f (ρ)| ζηνλ 

ηύπν, δειώλεη όηη πξέπεη λα βξνύκε ηα ζεκεία κεδεληζκνύ ηεο f ζην δηάζηεκα (νινθιήξσζεο) 
[α, β] θαζώο θαη ην πξόζεκν ησλ ηηκώλ   f(x) ζην  [α, β].) 

91. Έζησ  ρ  R.ηόηε γηα θάζε h  0, ηζρύεη: 
f (x h) f (x)

x h

 


=

( h)

h

  
=

h h

h

  
=

( h 1) h

h

   
=

( h 1) h

h h

  
 

 
Όκσο είλαη 

h 0
lim


h 1

h

 
= 0    θαη    

h 0
lim


h

h


= 1       Οπόηε: 

h 0
lim


f (x h) f (x)

x h

 


=

h 0
lim


( h 1) h

h

   
=

h 0
lim


[
( h 1) h

h h

  
  ]=

h 0
lim


h 1

h

 
εκρ+

h 0
lim


h

h


 = 

0·εκρ + 1·ζπλρ = ζπλρ.  Γειαδή,   (εκρ)΄ =ζπλρ. 
92. ***Σν ζύλνιν όισλ ησλ παξαγνπζώλ κηαο ζπλάξηεζεο  f  ζ’ έλα δηάζηεκα Γ 

νλνκάδεηαη αόξηζην νινθιήξωκα ηεο  f  ζην Δ, ζπκβνιίδεηαη  dxxf )(  θαη δηαβάδεηαη 

―νινθιήξσκα εθ ηνπ x ληε x‖. Γειαδή,   cxFdxxf )()( ,   c  , όπνπ F κηα παξάγνπζα ηεο  f  

ζην Γ. Αλ νη ζπλαξηήζεηο  f  θαη g έρνπλ παξάγνπζα ζ’ έλα δηάζηεκα Γ, ηόηε   dxxfλdxxfλ )()(

*  θαη    dxxgdxxfdxxgxf )()())()((  

 

 

 


