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Λυµένες ασκήσεις – Μεθοδολογία 
 
Όριο πολυωνυµικής συνάρτησης στο 0x  

Πολυωνυµικές λέγονται οι συναρτήσεις της µορφής 
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πραγµατικοί αριθµοί. Επειδή κάθε πολυωνυµική συνάρτηση έχει πεδίο 
ορισµού όλο το ℜ , εξασφαλίζονται πάντα οι προϋποθέσεις ύπαρξης του 
ορίου. Εύκολα µπορεί να αποδειχθεί, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των 
ορίων, ότι )()(lim 0
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xfxf
xx
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. Βάσει αυτού θα υπολογίζουµε πάντα το όριο στις 

πολυωνυµικές συναρτήσεις (δεν χρειάζεται να το αποδεικνύουµε, εκτός αν 
ζητείται). 
 
Άσκηση 3.1 
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Όριο ρητής συνάρτησης στο 0x  

Ρητές ονοµάζονται οι συναρτήσεις της µορφής 
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και )(xh  είναι πολυωνυµικές συναρτήσεις του x . Οι ρητές συναρτήσεις 
ορίζονται σ’ όλο το ℜ , εκτός από τις ρίζες (τα σηµεία όπου µηδενίζεται) του 
παρονοµαστή. Επειδή, όµως, οι ρίζες του παρονοµαστή είναι µεµονωµένα 
σηµεία στο ℜ , ακόµα κι αν το 0x  είναι κάποιο απ’ αυτές, θα υπάρχει πάντα 

περιοχή του 0x , που θα ανήκει στο πεδίο ορισµού της f , οπότε, σε κάθε 
περίπτωση, εξασφαλίζονται οι προϋποθέσεις ύπαρξης του ορίου. ∆ιακρίνουµε 
δύο περιπτώσεις: 

Α. Το 0x  ανήκει στο πεδίο ορισµού της f . Στην περίπτωση αυτή ισχύει 

ότι και στις πολυωνυµικές, δηλ. )()(lim 0
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Β. Το 0x  δεν ανήκει στο πεδίο ορισµού της f , δηλ. µηδενίζει τον 
παρονοµαστή. Θ’ ασχοληθούµε  µόνο µε την περίπτωση όπου έχουµε 



απροσδιοριστία 
0

0
, δηλ. όταν το 0x  µηδενίζει και τον αριθµητή. Τότε 

παραγοντοποιούµε και τους δύο όρους του κλάσµατος, οπότε πρέπει και 
στους δύο να εµφανιστεί ο παράγοντας 0xx − , τον οποίο διαγράφουµε, 
απλοποιώντας το κλάσµα*. Μετά την απλοποίηση είτε αναγόµαστε στην 
περίπτωση Α, είτε συνεχίζουµε να έχουµε απροσδιοριστία, οπότε 
επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία µέχρι να φτάσουµε στην περίπτωση Α. 
 
Άσκηση 3.2 

Να βρεθούν τα όρια: 
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Απροσδιοριστία 
0

0
 µε ριζικά 

Πρόκειται για συναρτήσεις κλασµατικής µορφής, όπου το 0x  µηδενίζει και 
τους δύο όρους του κλάσµατος και όπου ο αριθµητής ή ο παρονοµαστής ή και 

                                            
* Η απλοποίηση είναι επιτρεπτή γιατί, όταν το x  τείνει στο 0x  είναι διαφορετικό από το 0x , 

δηλ. το 0xx −  είναι διαφορετικό από το 0. 
** Παραγοντοποίηση του τριωνύµου (όταν 0>∆ ). Βρίσκουµε τις ρίζες 21, ρρ  του τριωνύµου. 
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οι δύο είναι της µορφής ( ) ( )xxa β− , όπου ( )xa  και ( )xβ  είναι παραστάσεις 
του x . Στην περίπτωση αυτή πολλαπλασιάζουµε και τους δύο όρους µε τη 
συζυγή παράσταση που είναι ( ) ( )xxa β+ . Θα έχουµε, τότε 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )xxaxxaxxaxxa ββββ −=−=+−
22

, όπου 
εφαρµόσαµε τη γνωστή ταυτότητα της διαφοράς τετραγώνων. Με τον τρόπο 
αυτόν απαλλασσόµαστε από τα ριζικά και µπορούµε στη συνέχεια να 
δουλέψουµε όπως και στις ρητές συναρτήσεις. 
 
Άσκηση 3.3 

Να βρεθεί το όριο: 
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Λύση 

Είναι προφανές ότι έχουµε απροσδιοριστία 
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Συνέχεια συνάρτησης στο 0x  

Εξετάζουµε αν ισχύει η συνθήκη ( ) ( )0
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π.χ. η f  αλλάζει τύπο στο 0x ) αντί για την παραπάνω συνθήκη παίρνουµε 
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 µε τα πλευρικά όρια. Όταν απαιτείται ο 

υπολογισµός παραµέτρων για να εξασφαλιστεί η συνέχεια της f  στο 0x , οι 
παραπάνω συνθήκες µας δίνουν τις απαραίτητες εξισώσεις. 
Συνέχεια συνάρτησης σε διάστηµα 

Αποδεικνύουµε τη συνέχεια της συνάρτησης στα ανοιχτά διαστήµατα 
χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των συνεχών συναρτήσεων και αυτά που 
ξέρουµε για τη συνέχεια των βασικών συναρτήσεων (§3.8 και 3.9 του βιβλίου). 
Κατόπιν εξετάζουµε τη συνέχεια ειδικά στα κρίσιµα σηµεία, όπως τα άκρα των 
διαστηµάτων του πεδίου ορισµού ή τα σηµεία στα οποία η συνάρτηση αλλάζει 
τύπο. 
 
Άσκηση 3.4 

Να µελετηθεί ως προς τη συνέχεια η συνάρτηση: 
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Λύση 
Η f  είναι συνεχής στα διαστήµατα ( )0,∞−  και ( )1,0  ως πολυωνυµική. 

Επίσης, επειδή η ( )
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xg , ως ρητή, είναι συνεχής στο { }1−−ℜ , άρα και 

στο ( )+∞,1 , και η f  θα είναι συνεχής στο ( )+∞,1 . 
Εξετάζουµε τη συνέχεια στο σηµείο 00 =x . 
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Άρα τα πλευρικά όρια δεν είναι ίσα, εποµένως η f  δεν είναι συνεχής στο 
00 =x  (είναι µόνο από αριστερά συνεχής αφού ( ) ( )0lim
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Εξετάζουµε τη συνέχεια στο 10 =x . 
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Ισχύει, λοιπόν, ( ) ( ) ( )1limlim
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Άσκηση 3.5 

Να ορισθεί κατάλληλα η συνάρτηση ( )
1

672

+
++

=
x

xx
xf  στο σηµείο 10 −=x , 

ώστε να είναι συνεχής. 
Λύση 
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Αρκεί, λοιπόν, να ορίσουµε ως ( ) 51 =−f , οπότε η f  θα είναι συνεχής στο 
10 −=x . 

 
Άσκηση 3.6 

∆ίνεται η συνάρτηση 
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Να βρεθούν οι τιµές του ℜ∈a , για τις οποίες η f  είναι συνεχής στο 
10 =x . 

Λύση 
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Πρέπει, λοιπόν, ( ) 001022 =⇒=−⇒=−⇒−=− aaaaaaa  ή 1=a . 
 

 



Άσκηση 3.7 (Θέµα πανελληνίων, Ιούνιος 2001) 
∆ίνεται η συνάρτηση f  µε τύπο: 
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όπου λ  πραγµατικός αριθµός. Να βρείτε: 
α. ( )xf
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γ. Να βρείτε τις τιµές του πραγµατικού αριθµού λ  για τις οποίες η συνάρτηση 
f  είναι συνεχής στο 30 =x .                                                           Μονάδες 12 
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γ. Σύµφωνα µε τα προηγούµενα είναι ( ) ( )3199lim 2
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Πλευρικά όρια στο 0χ . Χρησιµοποιούµε πλευρικά όρια, όταν η συνάρτηση 

«συµπεριφέρεται» διαφορετικά στις δύο πλευρές του 0χ  (π.χ. στις πολύτιµες 
συναρτήσεις, ή στις συναρτήσεις µε απόλυτες τιµές, όταν η συνάρτηση 
αλλάζει τύπο στο 0χ  ή όταν το 0χ  είναι άκρο του πεδίου ορισµού της 
συνάρτησης). Σε κάθε περίπτωση στηριζόµαστε στον κανόνα που λέει ότι για 
να υπάρχει το όριο στο 0χ  πρέπει να υπάρχουν και τα δύο πλευρικά όρια και 
να είναι ίσα, οπότε βρίσκουµε το όριο βάσει της σχέσης 
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Άσκηση 3.4. ∆ίνεται η συνάρτηση ( )
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   (Στην εύρεση του δεξιού ορίου, για την παραγοντοποίηση του τριωνύµου 
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