Τίτλος:  Η  f(x) =ρ ημ(αx)
Γνωστική περιοχή:

Άλγεβρα  Β΄  Λυκείου.

Η συνάρτηση ψ= ρ·ημ(aχ).

Γραφική  παράσταση τριγωνομετρικών συναρτήσεων.

Γραφική  επίλυση τριγωνομετρικής εξίσωσης.

Θέμα:

Το προτεινόμενο  θέμα αφορά την μελέτη της συνάρτησης f(x)=ρ ημ (ax) και συγκεκριμένα   την περίοδο, τα ακρότατα, το σύνολο τιμών και  γραφικής επίλυσης μιας τριγωνομετρικής εξίσωσης
Τεχνολογικά εργαλεία:

Το σενάριο  προτείνεται να υλοποιηθεί με το  λογισμικό GEOGEBRA
 Σκεπτικό

Βασική ιδέα:
Οι μαθητές με τη βοήθεια  της ψηφιακής τεχνολογίας θα παρατηρήσουν μία κυκλική κίνηση σημείου η οποία παράγει γράφημα της f(x)=ημ χ Εδώ το σημείο που κινείται σε έναν τριγωνομετρικό κύκλο αποτελεί παράδειγμα περιοδικού φαινομένου οπότε οι γραφικές παραστάσεις προκύπτουν ως μοντέλα περιγραφής του φαινομένου αυτού. Κατόπι ν  θα μελετήσουν την συμπεριφορά της

Συνάρτησης  f(x)=ημ x σε τρεις  βασικούς μετασχηματισμούς της.

α) όταν η εξαρτημένη  μεταβλητή πολλαπλασιαστεί επί έναν αριθμό  y → ρ·x

β) όταν η ανεξάρτητη μεταβλητή πολλαπλασιαστεί επί έναν αριθμό x →α·x 
Τέλος θα έχουν την ευκαιρία να κατανοήσουν την σημασία της γραφικής επίλυσης μιας τριγωνομετρικής εξίσωσης.
Προστιθέμενη αξία

Η γραφική  παράσταση τους συνάρτησης θα μετατραπεί  σε ένα αντικείμενο πάνω στο οποίο οι μαθητές θα εφαρμόσουν μετασχηματισμούς  οι οποίοι καταγράφονται αυτομάτως από το λογισμικό. Αυτή  ακριβώς η δυνατότητα μετασχηματισμού  τους γραφικής παράστασης έχει μία ιδιαίτερη διδακτική αξία αφού στην συνήθη  πρακτική η μετασχηματισμός τους  είναι η κατάληξη και όχι η αφετηρία  τους διερεύνησης τους συνάρτησης.

Οι πολλαπλές αναπαραστάσεις τους συνάρτησης,  στο μαθησιακό περιβάλλον στο οποίο θα υλοποιηθούν οι δραστηριότητες, είναι δυναμικά συνδεδεμένες  και η μετάβαση από την μία στην άλλη γίνεται μέσα από την δυνατότητα  αλληλεπίδρασης των ψηφιακών εργαλείων.

Οι μαθητές θα  διαπραγματευτούν και θα διερευνήσουν την συμπεριφορά τους συνάρτησης συνεργαζόμενοι μεταξύ τους και με τον  διδάσκοντα 
Πλαίσιο εφαρμογής

Σε ποιους απευθύνεται:

Το σενάριο  απευθύνεται τους μαθητές τους Β΄ Λυκείου.

Χρόνος υλοποίησης:

Για την εφαρμογή  του σεναρίου εκτιμάται ότι απαιτούνται 2-3  διδακτικές ώρες.
Χώρος υλοποίησης:

Το σενάριο  προτείνεται να διεξαχθεί εξ’ ολοκλήρου στο  εργαστήριο υπολογιστών. Ο πειραματισμός με τη βοήθεια κατάλληλου  λογισμικού απαιτεί πάνω απ’ όλα εργαστήριο με 10 τουλάχιστον θέσεις, ώστε να μπορούν να εργαστούν  οι μαθητές ανά τρεις.
Προαπαιτούμενες γνώσεις:

1 Έννοια  της συνάρτησης

2 Περιοδικότητα

3 Τριγωνομετρικός κύκλος

4 Ορισμός του ημιτόνου

5  Μετατόπιση της Cf
6 Γεωμετρικός τόπος
7 Σύνολο τιμών

8  Μονοτονία
Κοινωνική ενορχήστρωση τους τάξης:

Οι μαθητές εργαζόμενοι  σε ομάδες και καθοδηγούμενοι  από φύλλο εργασίας, καλούνται να κατασκευάσουν και να εξερευνήσουν συγκεκριμένα  σχήματα και να απαντήσουν σε συγκεκριμένες ερωτήσεις. Επομένως η διερεύνηση αυτή θα γίνει  συνεργατικά.   Για να υπάρχει κοινός στόχος και καλή  συνεργασία οι μαθητές καλούνται να συμπληρώσουν  ένα κοινό φύλλο εργασίας που περιέχει  ερωτήσεις σχετικές με το θέμα. Φυσικά το φύλλο εργασίας αυτό θα πρέπει να αφήνει μια αρκετά  μεγάλη ελευθερία τους μαθητές  ώστε να θέτουν τα δικά τους ερωτήματα  και να απαντούν σ’ αυτά.

Στη διάρκεια τους  υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει  να ελέγχει τα συμπεράσματα των μαθητών,  να συνεργάζεται μαζί τους, να τους καθοδηγεί  ώστε να αντιλαμβάνονται καλύτερα  τα αποτελέσματά τους και να τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την διερεύνηση.

Στόχοι:

Οι μαθητές μέσα από τις δραστηριότητες που αφορούν στην τριγωνομετρία:

· Θα κατανοήσουν την γραφική παράσταση των τριγωνομετρικών συναρτήσεων ως των γεωμετρικό τόπο σημείων.

· Θα. συνδέσουν τις γραφικές παραστάσεις των τριγωνομετρικών συναρτήσεων με περιοδική κίνηση σημείου.

· Θα μελετήσουν διάφορες μορφές τριγωνομετρικών συναρτήσεων κάνοντας χρήση παραμέτρων.

· Θα. αποκτήσουν δεξιότητες λύσης μιας τριγωνομετρικής εξίσωσης μέσω της γραφικής παράστασης.

Σύντομη περιγραφή του σεναρίου
Οι δραστηριότητες που αναφέρονται στην τριγωνομετρία στηρίζονται στις δυνατότητες του λογισμικού να δημιουργεί δυναμικές αναπαραστάσεις φαινομένων και συναρτήσεων που προκύπτουν από τα φαινόμενα.

Οι συναρτήσεις αυτές διδάσκονται στο σχολικό περιβάλλον με τα διαθέσιμα στατικά μέσα της εικόνας του βιβλίου και του πίνακα. Η δυναμική αναπαράσταση των συναρτήσεων αυτών, δηλαδή η δυνατότητα να μετασχηματίζεται η γραφική παράσταση καθώς αλλάζουν οι παράμετροι, δίνει την ευκαιρία για καλύτερη μελέτη και διερεύνηση άρα και κατανόηση.

Στην πρώτη δραστηριότητα οι μαθητές θα παρατηρήσουν μία κυκλική κίνηση σημείου η οποία παράγει γράφημα της f(x)=ημ χ Εδώ το σημείο που κινείται σε έναν τριγωνομετρικό κύκλο αποτελεί παράδειγμα περιοδικού φαινομένου οπότε οι γραφικές παραστάσεις προκύπτουν ως μοντέλα περιγραφής του φαινομένου αυτού.

Στην δεύτερη δραστηριότητα οι μαθητές έχουν την δυνατότητα να μελετήσουν τους μετασχηματισμούς των γραφικών παραστάσεων παραμετρικών τριγωνομετρικών συναρτήσεων. Επιπλέον θα έχουν την ευκαιρία να κατανοήσουν την σημασία της γραφικής επίλυσης μιας τριγωνομετρικής εξίσωσης.

Φύλλο εργασίας 1 

Στην οθόνη εμφανίζονται ένας μεταβολέας  χ καθώς και το κουμπιί 'ΗΜΙΤΟΝΟ'.

[image: image1]Επιπλέον στο σύστημα των δύο αξόνων έχει προσαρμοστεί ένας κύκλος με κέντρο 
την αρχή των αξόνων και ένα σημείο Β το οποίο  κινείται πάνω στον κύκλο καθώς μεταβάλλονται οι τιμές του χ. 
Τέλος ένα σημείο Λ κινείται στον χ'χ και η τετμημένη του καθορίζεται από τον 
μεταβολέα χ. Η μονάδα μέτρησης στον άξονα χ'χ είναι το π (3,14) 

ΕΡΩΤΗΣΗ 1:

Με δεδομένο ότι αρχικά η ακτίνα του κύκλου είναι 1 ποιους τριγωνομετρικούς αριθμούς παριστάνουν οι συντεταγμένες του σημείου Β; 
	


ΕΡΩΤΗΣΗ 2

Με το κουμπί 'ΗΜΙΤΟΝΟ' να εμφανίζονται οι συντεταγμένες του σημείου   Τι συμπεράσματα βγαίνουν από αυτές; 
 
 


	


ΕΡΩΤΗΣΗ 3

Να εντοπίσετε τις συντεταγμένες του σημείου Μ κάνοντας δεξί κλικ πάνω σε αυτό. Ποια καμπύλη θα γράψει το Μ αν αφήσει ίχνος; 
 
 


	


ΕΡΩΤΗΣΗ 4 

 Να δημιουργήσετε το ίχνος του Μ και να κατασκευάσετε την καμπύλη του ίχνους του. Να δικαιολογήσετε την μορφή της καμπύλης με βάση τις συντεταγμένες του σημείου  
 

	 



ΕΡΩΤΗΣΗ 5

Να κατασκευάσετε τη γραφική  παράσταση της παραπάνω συνάρτησης με την βοήθεια του λογισμικού ώστε να επιβεβαιώσετε ή να απορρίψετε τα συμπεράσματά σας από την προηγούμενη ερώτηση.

ΕΡΩΤΗΣΗ 6

Στο διάστημα που κινείται το Λ να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης και να εξετάσετε την μονοτονία της. Τι συμπέρασμα βγάζετε για την περίοδο της;
	


Φύλλο εργασίας  2

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ
1.   Να εντοπίσετε τις συναρτήσεις των οποίων οι γραφικές παραστάσεις παρουσιάζονται στους άξονες.
	


2. Πως μεταβάλλονται οι γραφικές παραστάσεις όταν μεταβάλλεται η μεταβλητή ρ; Να δικαιολογήσετε την μεταβολή αυτή.
	


3. Πως μεταβάλλονται οι γραφικές παραστάσεις όταν μεταβάλλεται η μεταβλητή α

	


4.Να κατασκευάσετε τις γραφικές παραστάσεις των παραπάνω συναρτήσεων με την βοήθεια του λογισμικού ώστε να επιβεβαιώσετε ή να απορρίψετε τα συμπεράσματά σας από τις προηγούμενες  ερωτήσεις
	


5  .    Να διατυπώσετε έναν κανόνα για τους μετασχηματισμούς της συνάρτησης f(x)=ημ (x) όταν η ανεξάρτητη μεταβλητή x υφίσταται τον μετασχηματισμό x → α·x.
για την περίοδο της. Επίσης όταν το ρ αλλάζει τιμές     τα νέα μέγιστα και ελάχιστα και να ερμηνεύσουμε το φαινόμενο.

Δημιουργούμε τις γραφικές παραστάσεις των τριών συναρτήσεων στο ίδιο γραφικό  
παράθυρο, με διαφορετικά χρώματα
	


Φύλλο εργασίας  3

	Στην οθόνη εμφανίζονται 3 μεταβολείς ρ, α,  c Επιπλέον εμφανίζονται οι

	γραφικές παραστάσεις δύο τριγωνομετρικών συναρτήσεων

	
	
	 
	 

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	Να μεταβάλλετε τις τιμές του μεταβολέων  c ,α, ρ  Να απαντήσετε στα παρακάτω

	ερωτήματα.
	 


1. Να εντοπίσετε τις συναρτήσεις των οποίων οι γραφικές παραστάσεις παρουσιάζονται στους άξονες.

	


2. Πως μεταβάλλονται οι γραφικές παραστάσεις όταν μεταβάλλεται η μεταβλητή α; Να δικαιολογήσετε την μεταβολή αυτή. 
 
 
 

	


 

3. Πως μεταβάλλονται οι γραφικές παραστάσεις όταν μεταβάλλεται η μεταβλητή ρ
	


5. Πως μεταβάλλονται οι γραφικές παραστάσεις όταν μεταβάλλεται η μεταβλητή c; Να δικαιολογήσετε την μεταβολή αυτή. Ας επιχειρήσουμε τώρα να βρούμε έναν τρόπο να λύνουμε μία απλή τριγωνομετρική εξίσωση με την βοήθεια των παραπάνω γραφικών παραστάσεων. 
 
 
 

	


 6. Να κατασκευάσετε την γραφική παράσταση της συνάρτησης g(χ)=3ημ(2χ) και της συνάρτησης y=2 με την βοήθεια του μεταβολέα c. Να λύσετε την εξίσωση 3ημ(2χ).=2. Να χρησιμοποιήσετε την δυνατότητα του λογισμικού να κατασκευάζει σημεία τομής δύο γραφικών παραστάσεων.

	


