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2. ΦΘΙΝΟΥΣΕΣ ΚΑΙ ΕΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ 
 
B.2.1 Σε μια φθίνουσα ταλάντωση στην οποία η δύναμη απόσβεσης είναι της μορφής Fαν=−bυ,  
Α. Ποια είναι η σχέση που συνδέει την απομάκρυνση, x, την ταχύτητα, υ και την επιτάχυνση, α;   
Β. Γίνεται το μέτρο της ταχύτητας μέγιστο στη θέση x=0; 
Γ. Ισχύει η σχέση α=−ω2x; 
Δ. Ποιος είναι ο στιγμιαίος ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας; 
Ε. μεταβολής της δυναμικής ενέργειας; 
Στ. Ποιος είναι ο στιγμιαίος ρυθμός απώλειας ενέργειας. 
 
 
Απάντηση 
 
Α. Ένα υλικό σημείο που κάνει φθίνουσα ταλάντωση, δέχεται τη δύναμη επαναφοράς Fεπ=−Dx και 
τη δύναμη απόσβεσης Fαν=−bυ. Ισχύει: 
ΣF=mα→ Fεπ+ Fαν=mα→ −Dx − bυ=mα       (1) 
 
Β. Όχι. Επειδή α=dυ/dt η ταχύτητα γίνεται μέγιστη στη θέση που μηδενίζεται η επιτάχυνση. Όμως 

όταν α=0 (1)⎯⎯→−Dx − bυ=0→x=−bυmax
D  ≠ 0.            

Γ. Η σχέση α=−ω2x δεν ισχύει. Αυτή παράγεται από τη σχέση που ισχύει στις αμέιωτες ΑΑΤ 
ΣF=mα→ −Dx=mα→ −mω2x=mα→α=−ω2x. Στις φθίνουσες όμως ισχύει: −Dx − bυ=mα (βλέπε 1) 
 
Δ. Ο στιγμιαίος ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας σε κάθε κίνηση ισούται με την ισχύ της 
συνισταμένης δύναμης. Άρα 
 
dΚ
dt

 = ΣdW
dt

= ΣF· dx
dt
=ΣF·υ=mα·υ→ dΚ

dt
=mαυ         (2) 

 
Ε. Η δυναμική ενέργεια οφείλεται στη δράση συντηρητικής δύναμης. Στην κίνηση αυτή η 
συντηρητική δύναμη είναι η δύναμη επαναφοράς. Το έργο της ισούται με το αντίθετο της 
μεταβολής της δυναμικής ενέργειας.        ΣWσυντ=Uαρχ−Uτελ→ ΣWσυντ=−ΔU→WFεπ = −ΔU. 
Ο στιγμιαίος ρυθμός μεταβολής της δυναμικής ενέργειας ισούται με το αντίθετο της ισχύος της 
δύναμης επαναφοράς 
dU
dt

 =d WFεπ
dt  =−PFεπ=−Fεπ·υ=−(−Dx)·υ → dU

dt
= Dxυ       (3) 

 
Στ. Ο στιγμιαίος ρυθμός απώλειας ενέργειας λόγω της δύναμης απόσβεσης είναι η ισχύς της 
δύναμης απόσβεσης: 
 

 dWαπ
dt

 = PFαν=Fαν·υ=−bυ·υ=−bυ2→ dWαπ
dt

 = −bυ2           (4) 

Φυσικά ισούται με το άθροισμα των στιγμιαίων ρυθμών μεταβολής κινητικής και δυναμικής 
ενέργειας: 
 
dWαπ

dt
 = dΚ

dt
 + dU

dt
 → −bυ2= mαυ+ Dxυ           (5) 

Αν απλοποιηθεί η υ η σχέση (5) καταλήγει στην (1). 
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Β.2.2 Σε μια φθίνουσα ταλάντωση το πλάτος μειώνεται σύμφωνα με τη σχέση Α=Α0e
−Λt, όπου Α0 

το πλάτος της ταλάντωσης τη χρονική στιγμή t0=0. Σε χρόνο μιας περιόδου το πλάτος της 
ταλάντωσης γίνεται  ½Α0. Στο τέλος της τρίτης περιόδου: 
Ι.   το πλάτος θα είναι:        α. Α0/4          β. Α0/8            γ. Α0/16                  δ. Α0/2 
ΙΙ. το ποσοστό μεταβολής της ενέργειας του ταλαντωτή σε σχέση με την ενέργεια Ε0 τη χρονική 
στιγμή t=0 θα είναι:  

 
α. ΔΕ

Ε0
= − 1

64
                    β. ΔΕ

Ε0
= − 3

64
                   γ. ΔΕ

Ε0
= − 1

8
                      δ. ΔΕ

Ε0
= − 63

64
 

 
 
 Απάντηση 
   
Υπολογίσουμε πρώτα τη σταθερά , Λ. 

Ι. Α=Α0e
−Λt →Α0

2
=Α0 e

−ΛΤ → e−ΛΤ = 1
2
→ΛΤ=ln2→Λ=ln2

Τ
 

Για t=3Τ το πλάτος θα είναι: 

Α3= Α0e
−Λ3Τ→Α3=Α0e

−3ln2= Α0e
−ln8→Α3= Α0

8
                 Το σωστό είναι το (β) 

  

ΙΙ. Η αρχική ενέργεια είναι:  Ε0=
DA0

2

2
 . 

Η ενέργεια τη χρονική στιγμή t=3Τ θα είναι:  Ε3=
DΑ3

2

2
= DA0

2

2·64
=E0

64
 

Το ποσοστό μεταβολής της ενέργειας είναι:  ΔΕ
Ε0
=Ε3-Ε0

Ε0
→ ΔΕ

Ε0
 = − 63

64
                  Το σωστό είναι το (δ) 

 
 
Β.2.3 Σύστημα εκτελεί φθίνουσες ταλαντώσεις με περίοδο, Τ, υπό την επίδραση εξωτερικής 
δύναμης που δίνεται από τη σχέση F=−bυ, όπου b η σταθερά απόσβεσης. Το πλάτος της 
ταλάντωσης μειώνεται εκθετικά με το χρόνο.  Ο λόγος δύο διαδοχικών απομακρύνσεων (Αk/Αk+1)  
της ταλάντωσης προς την ίδια κατεύθυνση είναι:     
                   

α. Ak
Ak+1

=e−ΛΤ                          β.     Ak
Ak+1

=e2ΛΤ                      γ. Ak
Ak+1

=eΛΤ 

 
 
Απάντηση: 
 
Για k πλήθος ταλαντώσεων, το πλάτος είναι: Αk =Α0e

−ΛkΤ 
Για k+1 πλήθος ταλαντώσεων , το πλάτος είναι: Αk+1= Α0e

−Λ(k+1)Τ 
 
Ak

Ak+1
= Α0e

−ΛkΤ

 Α0e
−Λ(k+1)Τ =  e−ΛkΤ+ΛkΤ+ΛΤ→ Ak

Ak+1
= eΛΤ>1         Σωστό είναι το (γ) 
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Β.2.4 Σε μια φθίνουσα μηχανική ταλάντωση η περίοδος είναι Τ και η σχέση μεταβολής του 
πλάτους ως προς το χρόνο είναι Α=Α0e−Λt, όπου Λ σταθερό. Αν μετά από 18 πλήρεις αιωρήσεις 
το πλάτος της ταλάντωσης γίνεται Α0/2. Αν γίνουν ακόμα 72 πλήρεις αιωρήσεις το πλάτος θα 
γίνει 

α. Α=Α0/16                          β. Α=Α0/32                        γ. Α=Α0/64 
 

 
Απάντηση 
 
Μετά από 18 πλήρεις αιωρήσεις σημαίνει σε χρόνο t1=18Τ, συνεπώς: 

Α=Α0e
−Λt →Α0

2
=Α0 e

−Λ18Τ → e−18ΛΤ = 1
2
→18ΛΤ=ln2→ΛΤ=ln2

18
 

Μετά από συνολικά 18+72=90 αιωρήσεις δηλαδή τη χρονική στιγμή t2=90Τ το πλάτος θα γίνει: 
 

Α= Α0e
−Λt2 = Α0e

−90ΛΤ= Α0e
−5ln2= Α0e

−ln25

= Α0e
−ln32= A0

32
→ A=A0/32      Σωστό είναι το (β) 

 
Β.2.5  Το πλάτος μιας φθίνουσα ταλάντωσης μειώνεται εκθετικά με το χρόνο σύμφωνα με τη σχέση 
Α=Α0e

−Λt. Τη χρονική στιγμή t=0 η ενέργεια είναι Ε0. Τη χρονική στιγμή t1=2·ln2/Λ η ενέργεια που 
έχει χάσει το σύστημα είναι 
 

α. 3Ε0/4                β. Ε0/16                  γ. 15Ε0/16                   δ. Ε0/32 
 
Απάντηση 
 
Η εκθετική μορφή της ενέργειας είναι:  Ε= ½DA2=½DA0

2·e−2Λt→ Ε=Ε0 e
−2Λt 

 

Για t=t1=2ln2/Λ η ενέργεια γίνεται Ε1=Ε0e
−2Λt1  =Ε0e

−4ln2=Ε0e
−ln16= Ε0 

1
16
→ Ε1=

Ε0

16
 

 

Άρα η απώλεια ενέργειας θα είναι: |ΔΕ|=|Ε1−Ε0|= 15Ε0

16
  Άρα σωστό είναι το (γ). 

 
 
Β.2.6 Σώμα μάζας m είναι δεμένο στην άκρη ελατηρίου σταθεράς k και 
κάνει εξαναγκασμένη ταλάντωση με μικρή αλλά όχι μηδενική απόσβεση, 
b. Η συχνότητα του διεγέρτη είναι fδ=f0, όπου f0 η ιδιοσυχνότητα του 

συστήματος (f0=
1
2π

.  k
m

). 

α. Το σύστημα είναι σε συντονισμό 
β. Το πλάτος της ταλάντωσης τείνει στο άπειρο 
γ. Για να έρθει το σύστημα σε συντονισμό πρέπει να μειώσουμε τη 
συχνότητα του διεγέρτη. 
δ. Για να έρθει το σύστημα σε συντονισμό πρέπει να αυξήσουμε τη συχνότητα του διεγέρτη. 
Ποια είναι η σωστή απάντηση; 
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Απάντηση 
 
¨Όταν η ταλάντωση έχει απόσβεση η συχνότητα αυτής ( δηλαδή της 
φθίνουσας) είναι λίγο μικρότερη από την ιδιοσυχνότητα του 
συστήματος ω= ω0

2-(b/2m)2. Συνεπώς για να συντονιστεί ένα τέτοιο 
σύστημα πρέπει η συχνότητα του διεγέρτη να γίνει ίση με την ω 
(ωδ=ω) και όχι με την ιδιοσυχνότητα, ω0= k/m 
Όσο η απόσβεση b είναι μεγαλύτερη τόσο ο συντονισμός προκύπτει 
για μικρότερες τιμές της συχνότητας του διεγέρτη ενώ το μέγιστο 
πλάτος μειώνεται ( βλέπε και γραφική παράσταση). 
Συνεπώς θα πρέπει να μειώσουμε τη συχνότητα του διεγέρτη από την 
τιμή f0=ω0/2π που είναι τώρα στην τιμή f=ω/2π για να δούμε συντονισμό, δηλαδή μεγιστοποίηση 
του πλάτους. Άρα σωστό είναι το (γ). 
 

Σημ: Στη γραφική παράσταση βλέπουμε τα πλάτη 
μιας εξαναγκασμένης ταλάντωσης για διαφορετικές 
τιμές απόσβεσης και το λόγο fδ/f0, δηλαδή της 
συχνότητας του διεγέρτη προς την ιδιοσυχνότητα του 
συστήματος. Το γράμμα (ζ) είναι το αντίστοιχο (b) 
δηλαδή ο συντελεστής απόσβεσης.  Για πολύ μεγάλες 
τιμές της σταθεράς ο συντονισμός δεν γίνεται 
αντιληπτός. 
 
 
 

 
Β.2.7 Σύστημα που αποτελείται από ιδανικό ελατήριο k και σώμα μάζας 
m εκτελεί εξαναγκασμένη ταλάντωση με την επίδραση διεγέρτη με μικρή 
σταθερά απόσβεσης. Οι τιμές της συχνότητας του διεγέρτη μπορούν 
κυμαίνονται από f1 έως f2. Πειραματιζόμενοι με τη συχνότητα του 
διεγέρτη παρατηρούμε ότι όσο την αυξάνουμε από f1 σε f2 τόσο μειώνεται 
το πλάτος της εξαναγκασμένης ταλάντωσης του συστήματος. Αν θέλουμε 
να φέρουμε το σύστημα σε συντονισμό, τότε πρέπει να: 
α. αυξήσουμε τη μάζα του σώματος. 
β. μειώσουμε τη μάζα του σώματος.  
γ. μειώσουμε τη σταθερά k του ελατηρίου 
 
Απάντηση: 
 
Αφού αυξάνοντας τη συχνότητα του διεγέρτη από f1 σε f2 το πλάτος μειώνεται, αυτό σημαίνει ότι η 
ιδιοσυχνότητα του συστήματος f0 είναι μικρότερη της τιμής f1 όπως φαίνεται και στη καμπύλη 
συντονισμού. Το σύστημα συντονίζεται όταν η συχνότητα fδ του διεγέρτη γίνει ίση με την 
συχνότητα της φθίνουσας ταλάντωσης που είναι λίγο μικρότερη της ιδιοσυχνότητας, f0 του 
συστήματος. Αφού όμως οι συχνότητες του διεγέρτη κυμαίνονται από f1 σε f2 μόνο, για να 

συντονίσουμε το σύστημα πρέπει να μεταβάλλουμε την ιδιοσυχνότητα, f0=
1
2π

 k
m

 και μάλιστα να 

την αυξήσουμε ώστε να πάρει τιμή κάπου ανάμεσα στις τιμές f1 και f2. Για να αυξήσουμε όμως την 
f0 πρέπει να μειώσουμε τη μάζα m του σώματος. Άρα σωστό είναι το (β).    
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Β.2.8  Απλός  αρμονικός  ταλαντωτής,  ελατήριο-μάζα,  με  σταθερά ελατηρίου k =100 N/m και 
μάζα  m = 1 kg εκτελεί  εξαναγκασμένη ταλάντωση  με  συχνότητα  διεγέρτη f1=(8/π)Hz. Αν  η  
συχνότητα  του διεγέρτη μειωθεί μέχρι την τιμή f2=3/π Ηz, τότε το πλάτος της ταλάντωσης 
α. μειώνεται συνεχώς                               β. αυξάνεται συνεχώς 
γ. αυξάνεται και μετά μειώνεται              δ. μειώνεται και μετά αυξάνεται 
 
Απάντηση: 
 
Η γωνιακή ιδιοσυχνότητα είναι ω0= k/m=10rad/s. Οι αντίστοιχες τιμές της γωνιακής 
συχνότητας του διεγέρτη είναι ω1=2πf1=16rad/s και ω2=2πf2=6rad/s. Η συχνότητα αυτή 
μεταβάλλεται από ω1 σε ω2. Άρα από ω1 μέχρι ω0 το πλάτος αυξάνεται μέχρι που γίνεται μέγιστο 
και μετά από ω0 έως ω2 μειώνεται και πάλι αφού απομακρύνεται από τη συχνότητα 
συντονισμού. Άρα σωστό είναι το (γ). 
 
Β.2.9 Διαθέτουμε τρία συστήματα μάζας − ελατηρίου. Το (1) με m1=m και k1=k το (2) με m2=m 
και k2=k/9 και το (3) με m3=9m και k3=4k. Ταλαντώνουμε και τα τρία συστήματα με τη ίδια 

διεγείρουσα δύναμη που έχει συχνότητα fδ= 1
6π

k
m

 και πολύ μικρή σταθερά απόσβεσης, b.   

 
Ι. Για τα πλάτη των τριών συστημάτων ισχύει: 
 

α. Α1=Α2=Α3          β. Α1>Α2>Α3               γ. Α3<Α1<Α2               δ. Α2>Α3>Α1 
 
ΙΙ. Ποιο από τα συστήματα ταλαντώνεται με τη μεγαλύτερη συχνότητα; 
 
 
Απάντηση 
 
Ι. Υπολογίζουμε τις ιδιοσυχνότητες των τριών συστημάτων. 

f1= 1
2π

 k
m

       

f2= 1
2π

  k
9m

 =  1
6π

k
m

             

f3= 1
2π

  4k
9m

 = 1
3π

k
m

         

 
Βλέπουμε ότι fδ=f2. Συνεπώς το σύστημα (2) συντονίζεται και θα έχει το μεγαλύτερο πλάτος. Από 
τα άλλα δύο συστήματα (1) και (3) που δεν συντονίζονται, μεγαλύτερο πλάτος θα έχει εκείνο του 
οποίου η ιδιοσυχνότητα είναι πλησιέστερα προς τη συχνότητα του διεγέρτη. Από τις τιμές που 
έχουμε υπολογίσει είναι φανερό ότι η f3 είναι πιο κοντά στην fδ απ’ ότι η f1. Άρα Α3>Α1. Συνεπώς η 
κατάταξη είναι: Α2>Α3>Α1. 
 
ΙΙ. Η συχνότητα της εξαναγκασμένης ταλάντωσης είναι η συχνότητα του διεγέρτη. Συνεπώς και τα 
τρία συστήματα ταλαντώνονται με την ίδια συχνότητα, fδ.  
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Β.2.10 Σε μια εξαναγκασμένη ταλάντωση η συχνότητα του διεγέρτη είναι fδ  και είναι ίση με 
fδ=2f0. Ο λόγος της μέγιστης δυναμικής προς τη μέγιστη κινητική ενέργεια της ταλάντωσης 
είναι: 

α. Umax
Kmax

 = 1
4
                  β.  Umax

Kmax
 = 1               γ.  Umax

Kmax
 = 1

2
                       δ. Umax

Kmax
 =4     

 
 
Απάντηση 
Η μέγιστη τιμή της κινητικής ενέργειας είναι:                           Κmax= 1

2
mυ0

2=1
2
m(Αωδ)2=1

2
mΑ2ωδ

2  

Η μέγιστη τιμής της δυναμικής ενέργειας ταλάντωσης είναι:    Umax= 1
2
DA2=1

2
mω0

2Α2 

Άρα:           Umax
Kmax

 = ω0
2

ωδ
2 =

ω0
2

4ω0
2 = 1

4
 →   Umax

Kmax
=1

4
       Σωστό είναι το (α) 

* Αν το σύστημα είναι σε συντονισμό τότε ωδ=ω0 και Umax/Kmax=1 
 
Β.2.11 Σώμα εκτελεί εξαναγκασμένη ταλάντωση. Η δύναμη απόσβεσης είναι η Fαν και η δύναμη 
του διεγέρτη Fδ· Αν η γωνιακή ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή είναι ω0 και η συχνότητα του 
διεγέρτη, ω, τότε σε μια τυχαία απομάκρυνση, x η σχέση που συνδέει τις Fαν και Fδ είναι 
 
α.  Fαν+Fδ=0,                          β. Fαν+Fδ=m(ω0

2−ω2)x                         γ. Fαν+Fδ= m(ω0
2−ω2)x2   

 
Υπό ποιες προϋποθέσεις ο ρυθμός ενέργειας που δίνει ο διεγέρτης ισούται με το ρυθμό 
ενέργειας που χάνει το σύστημα λόγω τριβών; 
 
Απάντηση 
 
Σε ένα σώμα που κάνει εξαναγκασμένη ταλάντωση ασκούνται συνολικά τρεις δυνάμεις. Η δύναμη 
επαναφορά Fεπ=−Dx, η δύναμη απόσβεσης Fαν=−bυ και η δύναμη του διεγέρτη Fδ=F0ημ(ωδt + φ0). 
Η συνισταμένη αυτών των δυνάμεων είναι: 
 
ΣF=mα→ Fεπ+Fαν+Fδ=mα→ Fαν+Fδ=mα−(−Dx)→ Fαν+Fδ= mα + Dx             (1) 
 
Επειδή η εξαναγκασμένη ταλάντωση έχει σταθερό πλάτος ισχύουν :  
x=Αημ(ωδt+φ0) και α=−Αωδ

2ημ(ωδt+φ0) και συνεπώς ισχύει η σχέση  α=−ωδ
2x     (2) 

Ακόμα ισχύει για τη σταθερά επαναφοράς:  D=mω0
2          (3) 

 
Από (1)→  Fαν+Fδ= mα + Dx  (2)(3)⎯⎯⎯→  Fαν+Fδ=−mωδx2 + mω0

2x→ Fαν+Fδ= m(ω0
2−ωδ

2)x. 
 
Άρα σωστό είναι το (β) 
 
* Στο συντονισμό είναι ωδ=ω0 συνεπώς μόνο τότε και για κάθε θέση x, Fαν+Fδ=0→ Fαν=−Fδ. Άρα 
και ο στιγμιαίος ρυθμός απώλειας ενέργειας ισούται με τον στιγμιαίο ρυθμό ενέργειας που δίνει ο 
διεγέρτης,  Pδ=Pαν.  
Αν ωδ≠ω0 τότε μόνο στη θέση x=0 ισχύει ότι Fαν=−Fδ  άρα και Pδ=Pαν. 
 
 

Leo Kastanas 2016 Mηχανικές Ταλαντώσεις Β Θέματα 
 

42



Leo Kastanas 2016 Mηχανικές Ταλαντώσεις Β Θέματα 

Β.2.12 Σώμα μάζας, m εκτελεί εξαναγκασμένη ταλάντωση. Η γωνιακή ιδιοσυχνότητα του 
συστήματος είναι ω0 και η συχνότητα του διεγέρτη, ω . Ο στιγμιαίος ρυθμός μεταβολής της δ

κινητικής ενέργειας και ο στιγμιαίος ρυθμός μεταβολής της δυναμικής ενέργειας στην 
εξαναγκασμένη ταλάντωση είναι 
 
α. dΚ/dt= −mω0

2x·υ,    dU/dt= mωδ
2x·υ                     γ. dΚ/dt= −mωδ

2·x·υ,      dU/dt= mω0
2x·υ                 

β. dΚ/dt= −mω0
2x·υ ,   dU/dt= mω0

2x·υ                     δ. dΚ/dt= −mω 2x·υ,        dU/dt= −mω0
2x·υ δ

 
 
Απάντηση: 
 
Επειδή η εξαναγκασμένη ταλάντωση έχει σταθερό πλάτος ισχύουν :  
x=Αημ(ωδt+φ0) και α=−Αωδ

2ημ(ωδt+φ0) και συνεπώς ισχύει η σχέση  α=−ωδx2    
Ο στιγμιαίος ρυθμός μεταβολής κινητικής ενέργειας σε όλες τις κινήσεις ισούται με την ισχύ της 
συνισταμένης δύναμης. 
dΚ
dt

 = ΣdW
dt

= ΣF· dx
dt
=ΣF·υ=mα·υ=m(−ωδ

2x)υ→ dΚ
dt

=−mωδ
2·x·υ 

O ρυθμός μεταβολής της δυναμικής ενέργειας της ταλάντωσης ισούται με το αντίθετο της ισχύος 
της συντηρητικής δύναμης δηλαδή εν προκειμένω της δύναμης επαναφοράς 
dU
dt

 =−PFεπ=−Fεπ·υ=−(−Dx)·υ=mω0
2x·υ→  dU

dt
= mω0

2x·υ         Σωστό είναι το (γ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ΣΥΝΘΕΣΗ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΩΝ 
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Β.3.1  Ταλαντωτής εκτελεί ταυτόχρονα δύο απλές αρμονικές ταλαντώσεις, που εξελίσσονται στην 
ίδια διεύθυνση, γύρω από το ίδιο κέντρο, με την ίδια συχνότητα και με εξισώσεις x1=0,3ημ(ωt) και 
x2=0,2ημ(ωt) στο SI.  H εξίσωση της συνισταμένης ταλάντωσης είναι 
 
 α. x= 0,1ημ(ωt)              β. x=0,3ημ(ωt+π)                   γ. x=0,5ημ(ωt)                  δ. x=0,5ημ(ωt+π/2) 
 
 
Απάντηση 
 
Αφού οι δύο ΑΑΤ γίνονται στην ίδια διεύθυνση ισχύει: 
  
x=x1+x2=0,3ημ(ωt) + 0,2ημ(ωt)→x=0,5ημ(ωt)    SI            Σωστό είναι το (γ) 
 
 
Β.3.2  Ταλαντωτής εκτελεί ταυτόχρονα δύο απλές αρμονικές ταλαντώσεις, που εξελίσσονται στην 
ίδια διεύθυνση, γύρω από το ίδιο κέντρο, με την ίδια συχνότητα και με εξισώσεις x1=0,3ημ(ωt) και 
x2=0,2ημ(ωt+π) στο SI.  H εξίσωση της συνισταμένης ταλάντωσης είναι 
 
 α. x= 0,1ημ(ωt)              β. x=0,1ημ(ωt+π)                   γ. x=0,5ημ(ωt)                  δ. x=0,5ημ(ωt+π) 
 
 
Απάντηση 
 
Αφού οι δύο ΑΑΤ γίνονται στην ίδια διεύθυνση ισχύει: 
 
x=x1+x2=0,3ημ(ωt)+0,2ημ(ωt+π)= 0,3ημ(ωt) − 0,2ημ(ωt) → x=0,1ημ(ωt)    SI   Σωστό είναι το (α) 
 
 
Β.3.3  Ταλαντωτής εκτελεί ταυτόχρονα δύο απλές αρμονικές ταλαντώσεις, που εξελίσσονται στην 
ίδια διεύθυνση, γύρω από το ίδιο κέντρο, με την ίδια συχνότητα και με εξισώσεις x1=0,3ημ(ωt+π) 
και x2=0,2ημ(ωt) στο SI.  H εξίσωση της συνισταμένης ταλάντωσης είναι 
 
  α. x= 0,1ημ(ωt)              β. x=0,5ημ(ωt+π)                   γ. x=0,5ημ(ωt)                  δ. x=0,1ημ(ωt+π) 
 
 
Απάντηση 
 
Αφού οι δύο ΑΑΤ γίνονται στην ίδια διεύθυνση ισχύει: 
 
x=x1+x2=0,3ημ(ωt+π)+0,2ημ(ωt) = −0,3ημ(ωt) + 0,2ημ(ωt) → x=−0,1ημ(ωt)→ x=0,1ημ(ωt+π)  SI 
 
Σωστό είναι το (δ) 
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Β.3.4 Ταλαντωτής εκτελεί ταυτόχρονα δύο απλές αρμονικές ταλαντώσεις, που εξελίσσονται στην 
ίδια διεύθυνση, γύρω από το ίδιο κέντρο, με την ίδια συχνότητα και με εξισώσεις x1=Αημ(ωt), 
x2=Αημ(ωt+π/3). H εξίσωση της συνισταμένης ταλάντωσης είναι: 
 

α. x=Αημ (ωt+π/6)                β. x=Α 3ημ(ωt+π/6)           γ. x= Α
2

 ημωt           δ. x=Α 3ημ(ωt+π/3) 

 
 
Απάντηση 
 
Οι δύο ΑΑΤ έχουν πλάτη Α1=Α2=Α και διαφορά φάσης φ=π/3rad=600. 
 
 Το πλάτος της σύνθετης ταλάντωσης είναι:  
 
Αολ= Α1

2+Α2
2+2Α1Α2συνφ= Α2+Α2+2Α2συν(600)→ Αολ=Α 3 

  
Η διαφορά φάσης της συνισταμένης ταλάντωσης ως προς τη x1 είναι θ: 

εφθ= Α2ημφ
Α1+Α2συνφ

 = Αημ600

Α+Ασυν600 = 3
3

 → θ=300=π/6 rad 

 
x=Αολημ(ωt+θ)→ x= Α 3ημ(ωt+π/6)         Σωστό είναι το (β) 
 
 
Β.3.5 Υλικό σημείο κάνει ταυτόχρονα δύο ΑΑΤ γύρω από το ίδιο σημείο, με την ίδια διεύθυνση 
με εξισώσεις: x1=5ημ(10t+π/6)   και x2=5 3ημ(10t+2π/3),  (τα x σε cm,  t σε s).  
Η εξίσωση της συνισταμένης ταλάντωσης είναι 
 

α. x=10ημ(10t+π/6)              β. x=10ημ(10t+π/3)                  γ. x=10ημ(10t+π/2) 
 

 
 Απάντηση 
 
Η διαφορά φάσης φ των δύο ΑΑΤ είναι φ=(10t+2π/3) − (10t+π/6) →φ=π/2 rad 
                                           
Το πλάτος της σύνθετης ταλάντωσης είναι:  
 
Αολ= Α1

2+Α2
2+2Α1Α2συνφ= 52+3·52+2·5·5 3συν(900)→ Αολ=10cm 

 
Η διαφορά φάσης θ μεταξύ της συνισταμένης και της x1 είναι: 
 

εφθ= Α2ημφ
Α1+Α2συνφ

 = 5 3ημ900

5+5 3συν900 = 3 → θ=600=π/3 rad 

 
Άρα x=10ημ(10t+π/6+π/3)→ x=10ημ(10t+π/2)  (τα x σε cm,  t σε s).  
Σωστό είναι το (γ) 
 
 

 45



Β.3.6 Υλικό σημείο κάνει ταυτόχρονα δύο ΑΑΤ γύρω από το ίδιο σημείο, με την ίδια διεύθυνση 
με εξισώσεις: x1=Αημ(ωt+π/6)   και x2=Αημ(ωt−π/3),  (τα x σε cm,  t σε s).  
Η εξίσωση της συνισταμένης ταλάντωσης είναι 
 

α. x=Α 2ημ(10t−π/12)              β. x=Αημ(ωt+π/3)                  γ. x=Α 2ημ(ωt−π/6) 
 

 
 Απάντηση 
 
Η διαφορά φάσης φ των δύο ΑΑΤ είναι φ=(ωt+π/6) − (ωt−π/3) →φ=π/2 rad 
                                           
Το πλάτος της σύνθετης ταλάντωσης είναι:  
 
Αολ= Α1

2+Α2
2+2Α1Α2συνφ= Α2+Α2+2·Α·Ασυν(900)→ Αολ=Α 2 

 
Η διαφορά φάσης μεταξύ της συνισταμένης και της πιο 
καθυστερημένης, x2 είναι θ. Επειδή τώρα η x2 είναι η πιο 
καθυστερημένη, δηλαδή αυτή με τη μικρότερη φάση, στον τύπο της 
εφθ θέτουμε στη θέση του Α1, το Α2 και αντιστρόφως. Αυτό φαίνεται 
και στο διανυσματικό διάγραμμα. 
 

εφθ= Α1ημφ
Α2+Α1συνφ

 = Α1ημ900

Α2+Α1συν900 = 
Α1

Α2
 = 1 → θ=π/4 rad 

 
Άρα x=Α 2ημ(ωt−π/3+π/4)→ x=Α 2ημ(ωt−π/12).   Σωστό είναι το (α) 
 
 
Β.3.7  Ταλαντωτής εκτελεί ταυτόχρονα δύο απλές αρμονικές ταλαντώσεις με πλάτη Α1= 3cm και 
Α2=3cm που εξελίσσονται στην ίδια διεύθυνση γύρω από το ίδιο κέντρο με την ίδια συχνότητα. Αν 
η συνισταμένη ταλάντωση έχει πλάτος Α=2 3cm τότε η διαφορά φάσης θ μεταξύ της 
συνισταμένης ταλάντωσης και της ταλάντωσης με πλάτος Α1 που έχει τη  μικρότερη φάση είναι: 
 

α. θ=π/6rad                               β. θ=π/2rad                                 γ. θ=π/3rad 
                                       
 
Απάντηση 
 
Από τον τύπο του πλάτους της συνισταμένης ταλάντωσης: 
 
Α2=Α1

2+Α2
2+2Α1Α2συνφ→12=3+9+6 3συνφ→συνφ=0→φ=π/2rad  

 
όπου φ η διαφορά φάσης των δύο συνιστωσών ταλαντώσεων. Η διαφορά φάσης θ μεταξύ της 
συνισταμένης ταλάντωσης και της ταλάντωσης με πλάτος Α1 είναι: 
 

εφθ= Α2ημφ
Α1+Α2συνφ

= 3ημ900

 3+3συν900 =
3

 3
= 3→θ=π/3 rad      Άρα σωστό είναι το (γ)                                           
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Β.3.8 Υλικό σημείο κάνει ταυτόχρονα δύο ΑΑΤ με εξισώσεις x1=Α1ημωt και x2=Α2ημ(ωt+φ) οι 
οποίες  εξελίσσονται στην ίδια διεύθυνση γύρω από την ίδια θέση ισορροπίας. Η ενέργεια του 
ταλαντωτή όταν κάνει σύνθετη ταλάντωση είναι Ε ενώ όταν κάνει την κάθε μια από τις δύο 
συνιστώσες ταλαντώσεις οι ενέργειες είναι αντίστοιχα Ε1 και Ε2. Αν οι παραπάνω ενέργειες 
ικανοποιούν τη σχέση Ε=Ε1+Ε2,  
 
Ι. τότε  η διαφορά φάσης, φ,  μεταξύ των δύο ταλαντώσεων είναι: 

α. φ=00                   β. φ=900                     γ. φ=600                                δ. 300 
ΙΙ. Αν είναι Α1=Α2=Α η εξίσωση της επιτάχυνσης της συνισταμένης ταλάντωσης είναι: 
 

α. α=−Α 2 ω2ημ(ωt+π/4)                  β. x=−Αω2ημ(ωt+π/4)                 γ. x=−Αω2 2ημ(ωt+π/2) 
 
 
Απάντηση 
 

Ι. Από τη σχέση των ενεργειών έχουμε:     Ε=Ε1+Ε2→ DA2

2
=

DA1
2

2
 + DA2

2

2
→A2=A1

2+A2
2   (1) 

Από τη σχέση του πλάτους της σύνθετης ταλάντωσης: 
 
Α2=Α1

2+Α2
2+2Α1Α2συνφ (1)⎯⎯→ 2Α1Α2συνφ=0→συνφ=0→φ=π/2 . Άρα σωστό είναι το (β) 

 
ΙΙ.  με φ=π/2rad το πλάτος είναι: 
 Αολ= Α1

2+Α2
2+2Α1Α2συνφ= Α2+Α2+2·Α·Ασυν(900)→ Αολ=Α 2 

 
Η διαφορά φάσης θ της συνισταμένης, x από την x1 είναι:  

εφθ= Α2ημφ
Α1+Α2συνφ

 = Αημ900

Α+Ασυν900 = ΑΑ = 1 → θ=π/4 rad 

 
Άρα:  x=Α 2ημ(ωt+π/4) και α=−Α 2ω2ημ(ωt+π/4)         Σωστό είναι το (α) 
 
Β.3.9 Υλικό σημείο εκτελεί ταυτόχρονα δύο απλές ΑΑΤ με ίδια διεύθυνση, και ίδια θέση 
ισορροπίας που περιγράφονται από τις εξισώσεις x1= 3ημ(ωt+φ1) και x2=1ημ(ωt+φ2) όπου φ2>φ1. 
Αν η συνισταμένη ταλάντωση είναι xολ=2·ημ(ωt+φ3) τότε: 
 
α. φ3−φ1=π/3 rad,                 β. φ3−φ1=π/2 rad               γ. φ3−φ1=π rad             δ. φ3−φ1=π/6 rad 
 
 
Απάντηση 
 
Η διαφορά φάσης των δύο ΑΑΤ είναι φ=φ2−φ1. 
Αολ

2=Α1
2+Α2

2+2Α1Α2συνφ→22=( 3)2+12+2 3·1+ συνφ→ συνφ=0→ φ=π/2rad→ φ2−φ1=π/2 rad. 
 
Η διαφορά φάσης της συνισταμένης ταλάντωσης και της x1 είναι θ=φ3−φ1. 

εφθ= Α2ημφ
Α1+Α2συνφ

→ εφθ=1·ημ(π/2)
 3

 = 3
3

 → θ=π/6rad→ φ3−φ1=π/6     Άρα σωστό είναι το (δ). 

 

 47



Β.3.10 Από τη σύνθεση δύο απλών 
αρμονικών ταλαντώσεων, που οι 
συχνότητές τους f1 και f2 (f2>f1) διαφέρουν 
πολύ λίγο, προκύπτει η ιδιόμορφη 
περιοδική κίνηση του σχήματος. Αν από 
τη χρονική στιγμή 0,25s έως τη χρονική 
στιγμή 0,75s, το υλικό σημείο κάνει 15 
ταλαντώσεις, η συχνότητα f2 ισούται με  

α. f2=31Hz                     β.  f2=30Hz                  γ.  f2=2Hz               δ. f2=29Ηz 
 
Απάντηση 
 
Η ιδιόμορφη κίνηση είναι διακρότημα. Στο διάγραμμα φαίνεται ότι η περίοδος του διακροτήματος 
είναι Τδ=0,5s→ fδ=1/Τδ=2s. Άρα f2−f1=2s. 

Ο αριθμός των ταλαντώσεων σε χρονικό διάστημα Δt είναι Ν= f ·Δt→ Ν= f ·Τδ→ f = ΝΤδ
=30Ηz. 

Αλλά η συχνότητα της συνισταμένης ταλάντωσης είναι f =f1+f2

2
 → f1+f2=60Ηz. 

Από f1+f2=60Ηz      και f2−f1=2s      έχουμε 2f2=62Ηz→ f2=31Ηz. Άρα σωστό είναι το (α). 
 
Β.3.11 Σε ένα διακρότημα η συχνότητα f1=100Ηz και η συχνότητα του διακροτήματος μένει ίδια 
αν η f2 αυξηθεί κατά 5Ηz. Η περίοδος του διακροτήματος  είναι: 

α. Τδ=2,5s               β. Τδ =2s               γ. Τδ =0,4s               δ. Τδ=1s 
 
Απάντηση 
 
Η συχνότητα του διακροτήματος είναι: fδ=|f1−f2|. Αρχικά οι συχνότητες είναι f1 και f2 και μετά 
γίνονται f1 και f2+5Ηz. Για να παραμένει η fδ ίδια πρέπει: 
 f1−f2=(f2+5Ηz) − f1→2f1−2f2=5Ηz→f1−f2=2,5Ηz → fδ=2,5Ηz→ Τδ=1/fδ→ Τδ=0,4Ηz  
Άρα σωστό είναι το (γ). 
 
Β.3.12 Ταλαντωτής εκτελεί ταυτόχρονα δύο ΑΑΤ με συχνότητες f1=398Ηz και f2=402Ηz που 
εξελίσσονται γύρω από το ίδιο κέντρο, έχουν ίδιο πλάτος και ίδια διεύθυνση. 
Ι. Ο ταλαντωτής μέσα σε 1s διέρχεται από τη θέση ισορροπίας του:                                           

α.  800 φορές                      β. 400 φορές                        γ. 8 φορές 
ΙΙ. Το πλάτος του ταλαντωτή μηδενίζεται μέσα σε χρόνο 1s:                                                      

α. 8φορές                               β. 4 φορές                         γ. 16φορές 
 
Απάντηση 

Ι. Η συχνότητα της συνισταμένης ταλάντωσης είναι f = f1+f2

2
=398+402

2
=400Hz.  

Από τον ορισμό της συχνότητας έχουμε: f = Ν
Δt
⇒Ν= f ·Δt=400·1=400 ταλαντώσεις. 

 Άρα περνάει από τη θέση ισορροπίας 2·400=800 φορές. Σωστό είναι το (α) 
 
ΙΙ. Η συχνότητα του διακροτήματος είναι:  fδ=|f1−f2|=4Ηz.  
Άρα:   fδ=Nmin/Δt →Νmin=fδ·Δt=4·1=4 φορές. Σωστό είναι το (β). 
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Β.3.13 Δύο ηχητικές πηγές παράγουν απλούς ήχους με παραπλήσιες συχνότητες f1, f2 με f2<f1. Ο 
παρατηρητής ακούει ένα σύνθετο ήχο συχνότητας 300Ηz με ένταση που αυξομειώνεται. Για να 
μπορέσει όμως ο εγκέφαλος του παρατηρητή να αντιληφθεί ένα ήχο ορισμένης συχνότητας που 
προέρχεται από συμβολή δύο ήχων πρέπει αυτοί να διαφέρουν μεταξύ τους  το πολύ κατά 10Ηz.  
 
α. Να αποδείξετε ότι οι δύο ήχοι έχουν συχνότητες που κυμαίνονται από 295Ηz έως 305Ηz. 
β. Να βρείτε τις δύο συχνότητες f1, f2 αν γνωρίζετε ότι μεταξύ ενός μέγιστου και ενός ελάχιστου 
της έντασης του ήχου μεσολαβεί 0,5s. 
 
 
Απάντηση 
 
α. Σύμφωνα με τα δεδομένα ο σύνθετος ήχος που ακούει έχει τη μέση συχνότητα των f1 και f2, ενώ 
η διαφορά f1−f2 δεν πρέπει να υπερβαίνει τα 10Ηz 
  

f =f1+f2

2
=300Ηz→f1+f2=600Ηz (1)   και   f1−f2=10Ηz (2) 

Προσθέτω τις (1) και (2) κατά μέλη (1) +(2) →2f1=610Ηz⇒f1=305Ηz (3) 
Από (2) και (3)  f2=295Hz.  
 
β. Το χρονικό διάστημα μεταξύ ενός μεγίστου και του αμέσως επόμενου ελάχιστου είναι μισή 
περίοδος διακροτήματος δηλαδή: 

Δt= 
Τδ
2
=0,5s→Τδ=1s→1

fδ
=1s→fδ=1Ηz→f1−f2=1Hz (4) 

Προσθέτω κατά μέλη τις (1)+(4)→2f1=601Ηz→f1=300,5Ηz και f2=299,5Ηz 
 
Β.3.14 Υλικό σημείο κάνει ταυτόχρονα δύο ΑΑΤ ίδιας διεύθυνσης που γίνονται γύρω από την ίδια 
θέση ισορροπίας με εξισώσεις x1=Αημ2πf1t και x2=Αημ2πf2t   με συχνότητες  f1=302Ηz και f2 που 
είναι παραπλήσια προς αυτήν. Από τη σύνθεση προκύπτει διακρότημα το οποίο τη χρονική στιγμή 
t=0 έχει μηδενικό πλάτος. Παρατηρούμε ότι τη χρονική στιγμή  t1 =1,25s το πλάτος της 
συνισταμένης κίνησης μηδενίζεται για 3η φορά. Αν μειώσουμε τη συχνότητα f2 κατά 0,8Ηz και 
αυξήσουμε τη συχνότητα f1 κατά 0,8Ηz, παρατηρούμε ότι οι μηδενισμοί του πλάτους στο χρονικό 
διάστημα t1=1,25s είναι περισσότεροι από τρεις. Η συχνότητα f2  είναι:  
 

α. 302Ηz                       β. 304 Ηz                   γ. 306 Ηz               δ. 300Ηz 
 
 
 Απάντηση: 
 
Η σύνθεση των δύο ΑΑΤ που δίνονται οδηγεί στην 
δημιουργία διακροτήματος. Παρατηρώντας τη 
γραφική παράσταση της απομάκρυνσης x σε σχέση 
με το χρόνο για ένα διακρότημα, βλέπουμε ότι οι  
τρεις μηδενισμοί του πλάτους χρειάζονται χρόνο ίσο 
με 2,5 περιόδους διακροτήματος, δηλαδή,  

t1=2,5Τδ→Τδ =
1,25s
2,5

→Τδ=0,5s.  
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Η περίοδος του διακροτήματος είναι Τδ  =
1

|f1-f2|
  

Αν στο χρονικό διάστημα t1, οι μηδενισμοί γίνουν περισσότεροι από τρεις, αυτό σημαίνει ότι η Τδ 
μειώνεται και αυξάνεται η διαφορά f1−f2. Αν όμως λόγω της αύξησης της f1 και της ταυτόχρονης 
μείωσης του f2 η διαφορά  f1−f2 αυξάνεται, αυτό σημαίνει ότι και πριν τη μεταβολή των 
συχνοτήτων, θα ήταν f1>f2. Άρα: 

 1
f1-f2

=0,5→f1−f2=2→f2=f1−2→f2=300Ηz. Άρα σωστό είναι το (δ). 

 
Β.3.15 Ένα υλικό σημείο εκτελεί ταυτόχρονα δύο ΑΑΤ με την ίδια θέση ισορροπίας, την ίδια 
διεύθυνση και εξισώσεις 

y1=0,2ημ(30πt) και y2=0,2ημ(32πt+π/2),  (SI). 
 H απομάκρυνση y του υλικού σημείου τη χρονική στιγμή t=0 είναι: 
 

α. y=0                  β. y=0,4m               γ. y=−0,2m                 δ. y=0,2m 
 
 
Απάντηση 
Υπολογίζω την εξίσωση της συνισταμένης ταλάντωσης: 
y=y1+y2=0,2ημ(30πt) + 0,2ημ(32πt+π/2) →  

y=2·0,2 συν 30πt-32πt-π/2
2

 ημ30πt+32πt+π/2
2

=0,4συν-2πt-π/2
2

ημ64πt+π/2
2

 → 

y=0,4συν(πt+π
4

)ημ(32πt+π
4

) 

για t=0 έχουμε y=0,4συν(π/4)·ημ(π/4)→ y=0,2m  Άρα σωστό είναι το (δ). 
 
Β.3.16 Ένα υλικό σημείο εκτελεί ταλάντωση μεθέση ισορροπίας στο x=0, και εξίσωση 
απομάκρυνσης:   x=Αημ(ωt+π/2) + Αημ(ωt- π/6)  (S.I) 
Η κινητική ενέργεια της ΑΑΤ δίνεται από τη σχέση: 
 
α. Κ=mω2Α2συν2(ωt+π/6)            β. Κ=½mω2Α2συν2(ωt+π/6)           γ. Κ=½mω2Α2συν2(ωt+π/3)    
 
 
Απάντηση 
 
Η εξίσωση απομάκρυνσης με τα χρήση της τριγωνομετρίας διαμορφώνεται ως εξής: 

 x=Αημ(ωt+π/2) + Αημ(ωt-π/6)= 2Ασυνωt+π/2-ωt+π/6
2

 ·ημ ωt+π/2+ωt-π/6
2

→  

x=2Α συν(π/3) ημ(ωt+π/6) → x=Αημ(ωt+π.6)   SI 
 
Άρα η κίνηση είναι ΑΑΤ με γωνιακή συχνότητα ω και πλάτος Α και φάση (ωt+π/6) rad. 
Η κινητική ενέργεια δίνεται από τη σχέση 
 
Κ=Κ0συν

2(ωt+π/6)→ Κ=½mω2Α2συν2(ωt+π/6). Άρα σωστό είναι το (β). 
 
Σημ: Θα καταλήγαμε στο ίδιο αποτέλεσμα αν θεωρούσαμε την κίνηση ως σύνθεση δύο ΑΑΤ με εξισώσεις x

1
= Αημ(ωt+π/2) 

και x
2
=Αημ(ωt- π/6). 
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