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Γ.1.1 Ένα σώμα μάζας m1=m=1kg είναι στερεωμένο στην άκρη οριζοντίου ιδανικού ελατηρίου 
σταθεράς k=100Ν/m, του οποίου το άλλο άκρο είναι ακλόνητα στερεωμένο. Επιμηκύνουμε το 
ελατήριο κατά 0,1m από τη θέση ισορροπίας του και αφήνουμε το σώμα να εκτελέσει απλή 
αρμονική ταλάντωση, κατά τη διεύθυνση του άξονα xx′, σε λείο οριζόντιο επίπεδο . Τη χρονική 
στιγμή t0=0 το σώμα βρίσκεται στη θέση τη μέγιστης θετικής απομάκρυνσης. Να βρείτε:  
Α. Τη γωνιακή συχνότητα ω, την ενέργεια Ε της ταλάντωσης και την εξίσωση της 
απομάκρυνσης του σώματος από τη θέση ισορροπίας του.  
Β. Το διάστημα s που θα διανύσει το σώμα μέχρι το μέτρο της 
ταχύτητάς του να μεγιστοποιηθεί για δεύτερη φορά μετά τη 
χρονική στιγμή t0. 
Γ. Την ταχύτητα υ του σώματος, την επιτάχυνση και τη χρονική 
στιγμή t1 που βρίσκεται για πρώτη φορά στη θέση x1= +Α 3/2 
και κινείται με κατεύθυνση προς τη μέγιστη θετική 
απομάκρυνση. 
Δ. Τη χρονική στιγμή t1 το σώμα m1 συγκρούεται πλαστικά με 
βλήμα μάζας m2=1kg που κινείται στην αντίθετη κατεύθυνση 
με αυτό με ταχύτητα μέτρου υ2. Πόσο πρέπει να είναι το μέτρο 
της ταχύτητας υ2 ώστε μετά την κρούση το συσσωμάτωμα να κάνει ταλαντώσεις με πλάτος 
Α′= 35/20m. 

 
Λύση 

 
Α. Η γωνιακή συχνότητα: ω= k/m1=10rad/s 
Η ενέργεια: Ε= ½kΑ2=0,5J. 
x=Aημ(ωt+φ0) 0,t x A= =⎯⎯⎯⎯→ημφ0=1→ φ0=π/2 rad    άρα x=0,1ημ(10t+π/2)      (SI) 
 
Β. Μέγιστη γίνεται η ταχύτητα όταν περνάει από τη θέση ισορροπίας. Στη 2η φορά θα έχει διανύσει 
διάστημα  s=3Α→ s=0,3m 
 
Γ.  Από την ΑΔΕτ:    Ε=Κ+U→½kA2=½kx2 +½mυ2→υ=±ω Α2-x2→υ1=0,5m/s  
Η επιτάχυνση: α1=−ω2x1→ α1=−5 3m/s2 
Από την εξίσωση απομάκρυνσης θα υπολογίσουμε τη δεύτερη χρονική στιγμή που το σώμα 
περνάει από τη θέση x1, ώστε να έχει υ>0 : 
 x=0,1·ημ(10t+π/2) 0,5 /m sυ =⎯⎯⎯⎯→ 0,1( 3/2) = 0,1ημ(10t+π/2)=1/2→ ημ(10t+π/2)= 3/2=ημ(π/3)→ 
(1)→10t+π/2=2κπ + π/3 1k =⎯⎯→10t+π/2=2π+π/3→ 10t=11π/6→ t1=(11π/60)s 
(2)→10t+π/2=2κπ+π−π/3  
 
Δ. Η θέση ισορροπίας του συσσωματώματος παραμένει στο άκρο του φυσικού μήκους του 
ελατηρίου. Από την ΑΔΕτ για τις ΑΑΤ του συσσωματώματος μετά την κρούση, με νέο πλάτος 
Α′= 35/20m, υπολογίζω την ταχύτητα V στη θέση x1 αμέσως μετά την κρούση. 
Ε=Κ+U→½kA′2=½kx1

2 +½(m1+m2)V
2→|V|=2m/s. 

 
Επειδή Α′>Α ή |V|>|υ1| και το βλήμα κινείται αντίθετα από το σώμα πρέπει το συσσωμάτωμα να 
κινείται προς τα αριστερά μετά την κρούση. 
 
Από την ΑΔΟ στην κρούση:          m1υ1-m2|υ2|= −(m1+m2)|V|→ |υ2|=4,5m/s 
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Γ.1.2 Σώμα μάζας m=1kg ισορροπεί στην άκρη, Δ του 
ελατηρίου σταθεράς k=100Ν/m, όπως στο σχήμα. Το ελατήριο 
βρίσκεται αρχικά στο φυσικό του μήκος. Τη χρονική στιγμή 
t0=0 ασκούμε στο σώμα, οριζόντια σταθερή δύναμη F=10N με 
φορά προς τα δεξιά. 
Α. Να δείξετε ότι το σύστημα κάνει ΑΑΤ. 
Β. Να γράψετε τις εξισώσεις απομάκρυνσης, ταχύτητας 
επιτάχυνσης  με θετική φορά προς τα δεξιά και να κάνετε τις 
γραφικές παραστάσεις για μια περίοδο. 
Γ. Να βρείτε το μέτρο της μέγιστης τιμής της δύναμης του 
ελατηρίου. 
Δ. Να βρείτε το ρυθμό με τον οποίο δίνει ενέργεια η F στο σύστημα τη χρονική στιγμή t1=Τ/12. 
Ε. Να βρείτε τη τιμή, του ρυθμού μεταβολής της κινητικής ενέργειας του σώματος τη χρονική 
στιγμή t1=Τ/12. 
Στ. Τη χρονική στιγμή t2=4Τ/3 καταργούμε τη δύναμη F. Ποιο είναι το νέο πλάτος ταλάντωσης του 
σώματος;   

Λύση 
 
Α. Στη θέση ισορροπίας, Ο το ελατήριο θα έχει επιμηκυνθεί κατά Α και 
το σώμα δέχεται την F και την Fελ, οπότε θα ισχύει: 
 ΣF=0→F−Fελ =0→F−kA=0→F=kΑ (1)  
Σε τυχαία απομάκρυνση x από τη θέση ισορροπίας, ΣF= F−F′ελ= 
F−k(A+x)=kA−kA−kx=−kx→ΣF=−kx, άρα το σύστημα κάνει ΑΑΤ και 
D=k=100N/m. 
 
Β. H θέση Δ από την οποία αρχίζει η ταλάντωση είναι θέση μέγιστης 
αρνητικής απομάκρυνσης αφού υ=0 και τα θετικά είναι προς τα δεξιά. 
Άρα για t=0, x=−Α. 
x=Αημ(ωt+φ0) , 0x A t=− =⎯⎯⎯⎯→  ημφ0=−1→φ0=3π/2 rad 
ω= k/m=10rad/s  και F=kA→A=F/k→A=0,1m 
x=0,1ημ(10t+3π/2),  υ=1συν(10t+3π/2), α=−10ημ(10t+3π/2),  (SI) 
 
Γ. Fελ=kΔL,   ΔLmax=2Α=0,2m.    Άρα Fελ,max=k·2Α→ Fελ,max =20Ν 
 
Δ. Τ=2π/ω=π/5 s, t1=Τ/12=π/60s. 
υ1=1συν(10(π/60)+3π/2)=1συν(5π/3)=1συν(2π−π/3)=1·1/2=0,5m/s→υ1=0,5m/s 
ΔWF

Δt
=FΔx
Δt

=F·υ1=10·0,5 → ΔWF

Δt
=5J/s 

 
Ε. x1=0,1ημ(10(π/60)+3π/2)=0,1ημ(5π/3)→x1=−0,1 3/2m 
ΔΚ
Δt

=ΣW
Δt

=ΣFΔx
Δt

=ΣF1·υ1=−Dx1·υ1=−100(−0,1 3/2)0,5→ΔΚ
Δt

=2,5 3J/s. 

 
Στ. t2=4T/3=4π/15s.   Άρα   x2=0,1ημ(10·(4π/15)+3π/2)=0,1ημ(π/6)→x2=0,05m 
υ2=1συν(10·(4π/15)+3π/2)→υ2=0,5 3m/s. 

Από την ΑΔΕ του ταλαντωτή, έχουμε:  1
2
kx2

2 + 1
2
mυ2

2=1
2
kΑ′2→Α’=0,1 3m 
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Γ.1.3  Οριζόντιο ελατήριο σταθεράς k στηρίζεται με το ένα άκρο 
του σε ακλόνητο σημείο ενώ στο άλλο άκρο του έχει 
συνδεδεμένο σώμα μάζας Μ=1kg που ταλαντώνεται αρμονικά 
σε οριζόντιο επίπεδο με εξίσωση ταχύτητας υ=2συν(10t), (SI). 
Τη χρονική στιγμή t=π/30s, άλλο σώμα μάζας, m=3kg πέφτει 
κατακόρυφα και ενσωματώνεται ακαριαία στο Μ. Το σύστημα 
που προκύπτει συνεχίζει να κάνει αρμονικές ταλαντώσεις.  
Να υπολογιστούν 
Α. Η μεταβολή στην περίοδο του συστήματος μετά την 
ενσωμάτωση του σώματος, m. 
Β. Το πλάτος της ταλάντωσης του συσσωματώματος, (Μ+m).  
Γ. Τη μέγιστη τιμή της στατικής τριβής που αναπτύσσεται 
μεταξύ των σωμάτων m και Μ, αν το ένα σώμα δεν ολισθαίνει 
ως προς το άλλο.  
Δ. Την περιοχή τιμών του συντελεστή μέγιστης στατικής τριβής μεταξύ των δύο σωμάτων έτσι ώστε 
το σύστημα Μ+m να κάνει τις ΑΑΤ χωρίς το σώμα m να ολισθαίνει πάνω στο σώμα Μ.  
Δίνονται το g=10m/s2 και 3,25=1,80. 

Λύση 
 
Α. Η περίοδος των ΑΑΤ του σώματος, Μ είναι Τ1=2π/ω1 όπου ω1=10rad/s. Άρα Τ1=π/5s. Η σταθερά 
k του ελατηρίου είναι k=Μω1

2→k=100Ν/m. Η περίοδος των ΑΑΤ του Μ+m θα είναι: 
Τ2=2π (Μ+m)/k→Τ2=2π/5s. Άρα η μεταβολή είναι ΔΤ=Τ2−Τ1→ΔΤ=π/5s. 
 
Β. Το σώμα Μ κάνει ΑΑΤ με πλάτος Α1, Α1= υ0/ω1=0,2m, εξίσωση απομάκρυνσης x=0,2ημ10t και 
εξίσωση ταχύτητας υ=2συν10t. Τη χρονική στιγμή t=π/30s, μόλις πριν από την κρούση, το σώμα m 
έχει απομάκρυνση, x=0,2ημ(10·π/30)→x=0,1 3m, και ταχύτητα, υ=2συν(10·π/30)=2·1/2→υ=1m/s.  
Όταν πέφτει το m πάνω στο Μ, η ορμή του συστήματος των δύο σωμάτων διατηρείται σταθερή 
στον οριζόντιο άξονα, x. Γράφω την ΑΔΟ και υπολογίζω την ταχύτητα V του Μ+m αμέσως μετά 
την κρούση και στην απομάκρυνση, x, από τη θέση ισορροπίας, (Ο). 
pπρο,x=pμετα,x→mυ=(Μ+m)V→V=0,25m/s. 
 
To νέο σύστημα που προκύπτει έχει μάζα Μ+m κάνει ΑΑΤ με σταθερά επαναφοράς, k, ίδια θέση 
ισορροπίας, (Ο), αλλά με νέο πλάτος Α2. Γράφω την ΑΔΕ για τη νέα ταλάντωση: 
Ε=Κ+U→½kA2

2=½kx2+½(Μ+m)V2→Α2= 3,25/100→Α2=0,18m. 
 
Γ. Το Μ+m κάνει ΑΑΤ με σταθερά, k, συχνότητα ω2 και δύναμη επαναφοράς την Fελ. Ταυτόχρονα 
το m κάνει ΑΑΤ με ίδια συχνότητα, ω2, δύναμη επαναφοράς τη στατική τριβή, Τ,  που δέχεται από 
το Μ και σταθερά επαναφοράς, έστω, D.  

Για το m ισχύει: ΣF(m)=−Dx→−Tσ=−mω2
2x→Τσ=m k

Μ+m
x  2 0,18x A m= =⎯⎯⎯⎯⎯→  Τσ(max)=13,5Ν. 

 
Δ. Για να μην ολισθαίνει το m πάνω στο Μ θα πρέπει η  στατική τριβή να μην ξεπερνάει τη μέγιστη 
(οριακή) τιμή της, Τορ=μ·Ν, όπου Ν=mg=30Ν. Διαφορετικά γίνεται τριβή ολίσθησης και το σώμα 
ολισθαίνει. Για να υπολογίσουμε το κατώτερο όριο του συντελεστή μέγιστης στατικής τριβής θα 
πρέπει να θέσουμε στην τιμή του  Τσ, τη μέγιστη τιμή του, δηλαδή 13,5Ν. Άρα: 

Τσ(max) ≤μΝ→μ≥Τσ(max) 
Ν

→μ≥13,5
30

→μ≥0,45   
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Γ.1.4 Το σώμα Σ1 μάζας m1=1kg είναι δεμένο στην άκρη του 
οριζόντιου ελατηρίου σταθεράς k=100Ν/m ενώ το Σ2 μάζας 
m2=3kg  εφάπτεται στο Σ1 χωρίς όμως να είναι συνδεδεμένο 
σ’ αυτό. Το σύστημα ισορροπεί με το ελατήριο αρχικά στο 
φυσικό του μήκος. Συσπειρώνουμε το ελατήριο κατά Α=0,4m 
και αφήνουμε το σύστημα ελεύθερο να ταλαντωθεί πάνω στο 
λείο οριζόντιο επίπεδο. 
Α. Να υπολογίσετε το μέτρο της δύναμης που δέχεται το σώμα 
Σ2 από το Σ1 τη στιγμή που αφήνουμε το σύστημα ελεύθερο. 
Β. Να δείξετε ότι το σώμα Σ2 θα αποχωριστεί από το Σ1 τη 
στιγμή που θα περνούν από τη θέση ισορροπίας του 
συστήματος. 
Γ. Να υπολογίσετε το πλάτος της ταλάντωσης που κάνει το Σ1 
μετά την αποχώρηση του Σ2. 
Δ. Να υπολογίσετε την απόσταση, d, μεταξύ των δύο σωμάτων τη στιγμή που η ταχύτητα του Σ1 
μηδενίζεται για δεύτερη φορά.  
Ε. Καθώς το m1 ταλαντώνεται κάποια στιγμή που διέρχεται από τη θέση ισορροπίας του 
συγκρούεται πλαστικά με σώμα μάζας m=1kg που πέφτει πάνω του κατακόρυφα προς τα κάτω. 
Πόσο είναι το πλάτος των ΑΑΤ που κάνει το συσσωμάτωμα μετά την κρούση; 

Λύση 
 
Α. Το m1+m2 κάνει ΑΑΤ με σταθερά k, συχνότητα, ω και πλάτος, A, ενώ το m2 κάνει ΑΑΤ με την 
ίδια συχνότητα, ω και ίδιο πλάτος Α, αλλά με σταθερά D2.  

k=(m1+m2)ω
2  και D2=m2ω

2    →   D2=
m2k

m1+m2
→D2=75N/m.  

Αλλά η δύναμη επαφής F2 που δέχεται από το m2 από το m1, είναι η μοναδική οριζόντια δύναμη, 
οπότε παίζει ρόλο δύναμης επαναφοράς, συνεπώς θα έχει μέτρο, F2=D2x=D2A=75·0,4→F2=30N. 
 

Β. Το σύστημα m1+m2 φτάνει στη θέση ισορροπίας, (Ο) με ταχύτητα υ0=Αω=Α  k
(m1+m2)

=2m/s. 

Στη θέση x=0 η δύναμη F2 γίνεται F2=D2x=0, δηλ. μηδενίζεται, οπότε τα σώματα αποχωρίζονται. 
Από εκεί και μετά το m2 κάνει ευθύγραμμη ομαλή κίνηση με σταθερή ταχύτητα υ=υ0=2m/s. 
 
Γ. Μετά την αποχώρηση του m2, το m1 έχει στη θέση (Ο, x=0), ταχύτητα υ0=2m/s και κάνει νέες 
ΑΑΤ με την ίδια θέση ισορροπίας, σταθερά επαναφοράς, k, και πλάτος Α1, οπότε,  
υ0=Α1ω1=Α1 k/m1 →Α1=0,2m.  
Η περίοδος ταλάντωσης θα είναι, Τ1=2π· m/k1 →Τ1=0,2π=0,628 s . 
 
Δ. Το m1 θα σταματήσει για 2η φορά μετά από χρόνο, Δt αφού τα σώματα αποχωρίστηκαν, 
Δt=3Τ1/4=0,471s. Μέχρι τότε το m2 θα έχει διανύσει απόσταση, x2=υΔt=2·0,471=0,942m. 
Άρα η μεταξύ τους απόσταση θα είναι d=x2+Α1=0,942m+0,2m→d=1,142m. 
Ε. Τα m1 και m συγκρούονται πλάγια και πλαστικά όταν το m1 περνά από τη θέση ισορροπίας του. 
Αμέσως μετά την κρούση το συσσωμάτωμα έχει ταχύτητα V.Η ορμή του συστήματος διατηρείται  
σταθερή στον οριζόντιο άξονα, Οx.               pπριν,x=pμετα,x → m1υ0=(m1+m)V→V=1m/s. 
Από τη ΑΔΕ για την ΑΑΤ του m1+m, μετά την κρούση, έχουμε:  
½(m1+m)V2=½kA2

2→A2=0,1 2m. 
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Γ.1.5 Σώμα μάζας m=2kg βρίσκεται σε ύψος h=15cm (σημείο, Β) πάνω από το ελεύθερο άκρο 
κατακόρυφου και ιδανικού ελατηρίου σταθεράς 
k=200Ν/m, το άλλο άκρο του οποίου είναι 
στερεωμένο στο έδαφος. Το σώμα αφήνεται 
ελεύθερο να κινηθεί στη διεύθυνση του άξονα του 
ελατηρίου. Το σώμα συναντά το ελατήριο στο 
σημείο Γ και στη συνέχεια παραμένει συνδεδεμένο 
με το άκρο του. Κατά την επαφή τους δεν υπάρχει 
καμιά απώλεια ενέργειας.  
Α. Να υπολογίσετε τη μέγιστη συσπείρωση του 
ελατηρίου.                                                                                              
Β. Να γράψετε την εξίσωση απομάκρυνσης του 
σώματος από τη θέση ισορροπίας σε συνάρτηση με 
το χρόνο. Ως θετική να θεωρηθεί η φορά προς τα 
κάτω και ως t=0 η χρονική στιγμή που το σώμα συναντά το ελεύθερο άκρο του ελατηρίου. Να 
υπολογίσετε ακόμα: 
Γ.  Το λόγο του μέτρου της δύναμης επαναφοράς της ΑΑΤ προς το μέτρο της δύναμης του 
ελατηρίου στη θέση μέγιστης συσπείρωσης. 
Δ. To έργο της δύναμης επαναφοράς και το έργο της δύναμης του ελατηρίου από τη στιγμή που το 
σώμα ήρθε σε επαφή με το ελατήριο μέχρι τη θέση μέγιστης συσπείρωσης του ελατηρίου. 
Ε. Το ρυθμό μεταβολής της δυναμικής ενέργειας του ταλαντωτή τη χρονική στιγμή t=0.  Δίνεται 
g=10m/s2. 

Λύση 
 
Α. Το σώμα, m φτάνει στο σημείο, Γ με ταχύτητα υ1: ΕΒ=ΕΓ=mgh=1/2mυ1

2→υ1= 2gh→υ1= 3
m/s. 
Όταν περνά από τη θέση ισορροπίας, x=0 ισχύει: ΣF=0→mg−kx1=0→x1=mg/k→x1=0,1m    (1) 

Από την ΑΔΕ για τον ταλαντωτή: 1
2
kΑ2=1

2
kx1

2+1
2
mυ1

2→Α=0,2m. Άρα το πλάτος της ΑΑΤ 

είναι 0,2m και η μέγιστη συσπείρωση είναι |x1+Α|=0,3m. 
 
Β. Η ΑΑΤ έχει πλάτος Α=0,2m,  ω= k/m=10rad/s και για t=0, x=−x1=−0,1m, υ1>0  
x=Αημ(ωt+φ0)→−0,1=0,2ημφ0→ημφ0=−0,5=ημ(7π/6). Από τη λύση της εξίσωσης:  φ0=7π/6 rad ή 
11π/6rad αλλά με υ1>0 πρέπει συνφ0>0, άρα φ0=11π/6 οπότε: x=0,2ημ(10t +11π/6) SI 
 
Γ. Στη θέση Δ η απομάκρυνση από τη θέση ισορροπίας είναι x=Α, οπότε |ΣF|=kx=kA=40N 
H επιμήκυνση του ελατηρίου είναι x1+Α=0,3m οπότε το μέτρο της δύναμης του ελατηρίου είναι 

|Fελ|=k(x1+Α)=60Ν. Άρα:  |ΣF|
|Fελ|

=40
60

=2
3
 

 
Δ. Για το έργο της δύναμης επαναφοράς από το Γ στο Δ: ΣW=KΔ−ΚΓ=0−½mυ1

2→ΣW=−3J.  
Για το έργο της Fελ, από το Γ στο Δ: Wελ=Uελ,Γ−Uελ,Δ=0−½k(x1+Α)2→Wελ=−30J 
 
Ε. Υπολογίζουμε πρώτα το ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέργειας: 
ΔΚ
Δt

 ΔΚ
Δt

=ΣW
Δt

=ΣFΔx
Δt

=ΣF·υ1=−kx1·υ1=−200Ν/m·(−0,1)m 3m/s →ΔΚ
Δt

=20 3J/s 

E=K+U→ΔE
Δt

=ΔΚ
Δt

 + ΔU
Δt

→0=ΔΚ
Δt

+ΔU
Δt

 → ΔU
Δt

=−20 3J/s 
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Γ.1.6 Ελατήριο σταθεράς k=100N/m στερεώνεται 
κατακόρυφα στο έδαφος και στο ελεύθερο άκρο του φέρει 
προσαρμοσμένο δίσκο μάζας M=0,8kg. Πάνω στο δίσκο 
ακουμπάει σώμα μάζας m=0,2kg. Θέτουμε το σύστημα σε 
ελεύθερες κατακόρυφες ταλαντώσεις.  
Α. Ποια είναι η σταθερά επαναφοράς των ΑΑΤ που κάνει το 
σώμα μάζας m αν το σώμα δεν αναπηδάει πάνω στο δίσκο 
κατά τη διάρκεια της κίνησης.  
Β. Ποιο είναι το μέγιστο επιτρεπόμενο πλάτος αυτών των 
ταλαντώσεων ώστε το σώμα να μην αναπηδάει στο δίσκο. 
Γ. Ποια είναι η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή της κάθετης 
αντίδρασης του δίσκου στο σώμα αν το σύστημα 
ταλαντώνεται με πλάτος Α=0,05m. 
Δ. Αν δώσουμε στο σύστημα ενέργεια Ε=2J, συσπειρώνοντας το ελατήριο και το αφήσουμε 
ελεύθερο τη χρονική στιγμή t0=0, να βρείτε τη θέση, την ταχύτητα και τη χρονική στιγμή  που το 
σώμα εγκαταλείπει τον δίσκο. Ως θετική, να θεωρηθεί η φορά προς τα  πάνω. Δίνεται g=10m/s2. 
 

Λύση 
 
Α. Το σύστημα των δύο σωμάτων κάνει ΑΑΤ με σταθερά επαναφοράς k, πλάτος Α και περίοδο, Τ. 
Το κάθε σώμα κάνει ΑΑΤ με ίδιο πλάτος Α και ίδια περίοδο. Τ. Όμως η σταθερά επαναφοράς των 
ταλαντώσεων του κάθε σώματος δεν είναι ίδια διότι δεν είναι ίδια και η συνισταμένη δύναμη που 
δρα στο καθένα από αυτά. Υποθέτω ότι η σταθερά επαναφοράς των ΑΑΤ του σώματος m είναι D1.  
Για την περίοδο των ΑΑΤ του συστήματος των δύο σωμάτων:  Τ=2π (m+Μ)/k               (1) 
Για την περίοδο των ΑΑT μόνο του m:        Τ=2π m/D1                                                     (2) 

Από (1) και (2) έχουμε:  m+Μ
k

= m
D1
→D1=

mk
m+Μ

→ D1=20Ν/m 

Β. Για να μένει το σώμα m σε επαφή με το δίσκο πρέπει η κάθετη δύναμη, Ν που δέχεται από το 
δίσκο να είναι Ν>0. Όμως το m κάνει ΑΑΤ με σταθερά D1, άρα: 
ΣFm=−D1x→N−mg=−D1x→N=mg−D1x→mg−D1x>0→x1>mg/D1→x>0,1m→Amax=0,1m. 
 
Γ. Γενικώς για κάθε θέση ισχύει:  ΣFm=−D1x→ N=mg−D1x    
Στην ανώτερη θέση της τροχιάς, x=+Α, άρα,  Ν1=mg−D1(+A)→N1=1,9N. 
Στην κατώτερη θέση, x=−Α, άρα,  Ν2=mg−D1(−A)=mg+DA→N2=2,1N. 
Άρα στην κατώτερη θέση η Ν γίνεται μέγιστη, ενώ στην ανώτερη ελάχιστη. 
 
Δ. Η ενέργεια Ε=2J είναι η ενέργεια της ΑΑΤ. Άρα: Ε= ½kΑ2→Α= 2Ε/k=0,2m. Αφού Α>0,1m, 
άρα στην περίπτωση αυτή το σώμα, m εγκαταλείπει το δίσκο στη θέση εκείνη που θα μηδενιστεί η 
δύναμη, Ν, δηλαδή στη θέση που υπολογίσαμε στο (β) ερώτημα, x=0,1m. Η ταχύτητα θα 
υπολογιστεί από τη διατήρηση της ενέργειας. 

Ε=Κ+U→kΑ2

2
=kx2

2
 + (M+m)υ2

2
→…υ=+ 3m/s  

Για τη χρονική στιγμή t1 που το σώμα φτάνει στη θέση x=0,1m πρέπει να φτιάξω την εξίσωση 
απομάκρυνσης με δεδομένο ότι για t0=0, x=−Α. Συνεπώς −Α=Αημφ0→φ0=3π/2rad. Ακόμα 
ω= k/(Μ+m)=10rad/s. 
 Άρα x=0,2ημ(10t+3π/2) →0,1=0,2ημ(10t+3π/2)→ημ(10t+3π/2)=ημ(π/6)→……t1=π/15s. 
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Γ.1.7 Το σώμα του σχήματος έχει μάζας Μ=3kg και είναι δεμένο στην άκρη κατακόρυφου 
ελατηρίου σταθεράς k=400Ν/m, η άλλη άκρη του οποίου είναι στερεωμένη ακλόνητα. Το σώμα 
κάνει απλή αρμονική ταλάντωση με πλάτος Α=0,2m  και θετική τη φορά προς τα πάνω. Τη χρονική 
στιγμή t0=0 διέρχεται από τη θέση x1=+0,1m με ταχύτητα, υ1, αρνητικής αλγεβρικής τιμής. Την ίδια 
στιγμή συγκρούεται πλαστικά και 
κεντρικά με βλήμα μάζας m=1kg το 
οποίο κινείται κατακόρυφα προς τα 
πάνω με ταχύτητα μέτρου, υ2. 
Αμέσως μετά την κρούση το 
συσσωμάτωμα μάζας Μ+m έχει 
μηδενική ορμή. 
Να υπολογίσετε: 
Α. το μέτρο της ταχύτητας, υ1 . 
Β. το μέτρο της ταχύτητας, υ2. 
Γ. το πλάτος Α′ της ταλάντωσης του 
συσσωματώματος. 
Δ.  το έργο της δύναμης επαναφοράς και το έργο της δύναμης του ελατηρίου από τη χρονική 
στιγμή t0=0 έως τη χρονική στιγμή t1=π/20s. Δίνεται g=10m/s2. 

 
Λύση 

 
Α. Στο σχήμα φαίνονται το φυσικό μήκος του ελατηρίου η αρχική θέση ισορροπίας (Ο), του Μ, η 
θέση (Δ) στην οποία γίνεται η κρούση, η ίδια θέση μετά την κρούση και η νέα θέση ισορροπίας 
(Ο′) του συσσωματώματος (Μ+m). Για να βρω τη υ1 γράφω την ΑΔΕ για την ΑΑΤ του σώματος Μ 
Ε=Κ+U→½kA2=½kx1

2+½mυ1
2→|υ1|=2m/s 

 
Β. Μετά την κρούση σύμφωνα με τα δεδομένα, το συσσωμάτωμα έχει ταχύτητα V=0. Γράφω την 
ΑΔΟ κατά την κρούση: 
pπρο=pμετα→mυ2−Μυ1=(Μ+m)V→ mυ2−Μυ1=0→υ2=6m/s. 
 
Γ. Το σημείο (Δ) που έγινε η κρούση είναι η θέση του θετικού πλάτους x′=+Α′ για τις ΑΑΤ του 
συσσωματώματος αφού, V=0. Πρέπει όμως να προσδιορίσουμε τη θέση ισορροπίας, (Ο’)του Μ+m 
που θα είναι χαμηλότερα κατά y από τη θέση (Ο). Γράφω τις δύο συνθήκες ισορροπίας. 
ΣF(O)=0→Mg−kd=0→Mg=kd→d=3/40m. 
ΣF(O⁄)=0→(M+m)g−k(d+y)=0→Mg+mg−kd−ky=0→y=mg/k→y=0,025m 
Από το σχήμα φαίνεται ότι το νέο πλάτος είναι: Α′=x1+y=0,1m+0,025m→Α′=0,125m 
                                                                       
Δ. Η εξίσωση της ταχύτητας είναι V=V0συν(ω′t+φ0) με ω′= k/(Μ+m)=10rad/s, V0=A′·ω′=1,25m/s 
και αρχική φάση φ0=π/2 rad, διότι για t0=0, x=+Α′. Άρα τη στιγμή t1=π/20s η ταχύτητα είναι, 

V1=1,25συν(10 π
20

 +π
2

)→V1=−1,25m/s, δηλαδή περνάει για πρώτη φορά από τη θέση ισορροπίας.  

Για το έργο της δύναμης επαναφοράς, ΣW από το (Δ) στο (Ο′), γράφουμε ΘΜΚΕ:      
ΣW=K(O’) − K(Δ)= ½ (Μ+m)V1

2→ΣW=3,125J 
 
Για το έργο της Fελ υπολογίζουμε τις δυναμικές ενέργειες του ελατηρίου στις θέσεις Δ και Ο′. 
Uελ.Δ= ½k(x1−d)2=0,125J    και    Uελ.O’= ½k(y+d)2=2J 
Wελ=Uελ.Δ−Uελ, Ο’=0,125J−2J→ Wελ=− 1,875J 
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Γ.1.8 Δίσκος μάζας 
Μ=2kg ισορροπεί πάνω 
σε ελατήριο σταθεράς 
k=100Ν/m, όπως στο 
σχήμα. Από ύψος h 
αφήνουμε ένα σώμα 
μάζας m=2kg να πέσει 
κατακόρυφα πάνω στο 
δίσκο και η κρούση που 
ακολουθεί είναι 
ακαριαία και πλαστική και γίνεται τη χρονική στιγμή t0=0. Μετά την κρούση το συσσωμάτωμα 
κάνει ΑΑΤ με πλάτος Α=0,4m. Να υπολογιστούν: 
Α. Η ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση. 
Β. Το ύψος h από το οποίο αφήνεται το σώμα μάζας, m. 
Γ. Η εξίσωση της απομάκρυνσης σε συνάρτηση με το χρόνο. 
*Δ. Η εξίσωση της δύναμης του ελατηρίου σε σχέση με το χρόνο, 
Δίνεται  g=10m/s2.Για την ταλάντωση, ως αρχή του άξονα να θεωρηθεί η θέση ισορροπίας του 
συσσωματώματος και ως θετική η κατεύθυνση προς τα πάνω. 
                                                            

Λύση 
 
Α. Το m πέφτει από ύψος h και φτάνει στο δίσκο με ταχύτητα υ. Από ΑΔΜΕ:  mgh=½mυ2      (1)  
Το m κάνει κρούση πλαστική με το Μ. Ισχύει η ΑΔΟ:                                      mυ=(Μ+m)V     (2) 
  
Ο δίσκος Μ ισορροπεί στη θέση (Κ) όπου το ελατήριο έχει συσπείρωση L. Mετά την κρούση το 
συσσωμάτωμα Μ+m κάνει ΑΑΤ με θέση ισορροπίας την (Ο) που είναι χαμηλότερα από τη θέση 
(Κ) κατά x1. Γράφω συνθήκες ισορροπίας στα (Κ) και (Ο) και βρίσκω τα L και x1. 
 
ΣF(K)=0→Μg−kL=0→L=Μg/k=0,2m                     (3)    
ΣF(Ο)=0→(Μ+m)g−k(L+x1)=0→x1=mg/k=0,2m    (4) 
 
Γράφω ΑΔΕ για τις ΑΑΤ του συστήματος (Μ+m)− ελατήριο, k. 
Κ+U=E→1

2
(M+m)V2+1

2
kx1

2=1
2
kA2→V= 3m/s     (5) 

 
Β. Aπό (2)(5)→υ=(Μ+m)V

m
→υ=2 3m/s            (6) 

Από (1)(6)→h=υ
2

2g
 →h=0,6m 

Γ.  Η γωνιακή συχνότητα ω= k/(Μ+m)=5rad/s. Τη χρονική στιγμή t0=0 είναι x=x1=+0,2m και 
V<0.  
 x=Αημ(ωt+φ0)→0,2=0,4ημφ0→ημφ0=1/2→ημφ0=ημ(π/6)→φ0=2κπ+π/6→φ0=π/6 rad και 
φ0=2κπ+π−π/6 0k =⎯⎯→ φ0=5π/6. Επειδή όμως η V<0 πρέπει  συνφ0<0 άρα η φ0=5π/6rad 
Άρα η εξίσωση απομάκρυνσης είναι x=0,4ημ(5t+5π/6)   (S.I) 
 
*Δ. Σε μια τυχαία θετική απομάκρυνση, x. :  
ΣF=−kx→Fελ−wολ=−kx→Fελ=(Μ+m)g−kx→ Fελ=40−100x→ Fελ=40−40ημ(5t+5π/6) (S.I) 
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Γ.1.9 Στο διπλανό σχήμα δίνονται m3=1kg, m2=3kg και m1=1kg και k=100Ν/m. Το m1 έρχεται με 
ταχύτητα υ=2 3m/s και συγκρούεται πλαστικά με το m2 τη χρονική στιγμή t=0. Το m1+m2 κάνει 
ΑΑΤ χωρίς το m3 να χάνει την επαφή του με το δάπεδο. 
Α. Να γράψετε την εξίσωση απομάκρυνσης των ΑΑΤ του m1 με θετική φορά προς τα πάνω. 
Β. Να υπολογίσετε το 
μήκος της διαδρομής 
που διανύει το 
συσσωμάτωμα μέχρι 
να σταματήσει 
στιγμιαία για πρώτη 
φορά; 
Γ. Να γράψετε την 
χρονική εξίσωση της 
δύναμης που ασκεί το 
ελατήριο στο 
συσσωμάτωμα κατά 
τη διάρκεια της ΑΑΤ. 
Δ. Να βρείτε τo μέγιστο πλάτος των ΑΑΤ του συσσωματώματος ώστε το σώμα μάζας m3 να μην 
ανασηκωθεί από το πάτωμα. 
Δίνεται g=10m/s2. 

 
Λύση 

 
Α. Η αρχική συσπείρωση L στη θέση (Κ) είναι:     ΣF(K)=0→m2g−kL=0→L=m1g/k=0,3m 
Στη νέα θέση ισορροπίας (Ο)→ΣF(O)=0→(m1+m2)g−k(L+x1)=0→x1=0,1m 
Από ΑΔΟ στην κρούση: m1υ=(m1+m2)V→V= 3/2m/s  
Από ΑΔΕ: Κ+U=E→ ½(m1+m2)V

2+½kx1
2=½kA2→A=0,2m 

Η γωνιακή συχνότητα ω= k/(m1+m2)→ ω=5rad/s 
Η αρχική φάση φ0. Για t0=0, x=x1=0,1m αλλά V<0, άρα φ0=5π/6 rad οπότε: x=0,2ημ(5t+5π/6) (SI) 
 
Β. s=x1+Α=0,1m+0,2m→s=0,3m 
 
Γ. ΣF=−kx→Fελ−(m1+m2)g=−kx→Fελ=(m1+m2)g−kx→Fελ=40−100·0,2ημ(5t+5π/6) → 
Fελ=40−20ημ(5t+5π/6)  (SI) 
 
Δ.  Το σώμα μάζας m3 δέχεται τρεις δυνάμεις, το βάρος του m3g, την αντίδραση Ν του εδάφους και 
τη δύναμη του ελατηρίου Fελ. Το m3 μπορεί να αποχωριστεί από το έδαφος μόνο αν το ελατήριο 
είναι σε επιμήκυνση οπότε και η Fελ έχει φορά προς τα πάνω όπως στο σχήμα. Το ελατήριο τότε θα 
έχει μέγιστη επιμήκυνση κατά y από το φυσικό του μήκος και το πλάτος της ταλάντωσης θα είναι 
έστω το Α′. Η επιμήκυνση y=Α′−L−x1.  
Το m3 όμως συνεχώς ισορροπεί οπότε:       Ν+Fελ−m3g=0→Ν=m3g− Fελ  (1) 
Για να μην ανασηκώνεται το m3 από το έδαφος πρέπει Ν>0 (2) 
Η δύναμη του ελατηρίου: Fελ =ky = k(Α′−L−x1)        (3) 
 
Άρα από (1)(2)(3)→m3g− k(Α′−L−x1)>0→Α′<0,5m. Άρα Α′max=0,5m 
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 Γ.1.10   Από την κορυφή του κεκλιμένου επιπέδου γωνίας 
κλίσης φ=300 στερεώνεται ακλόνητα ελατήριο. Στην κάτω 
άκρη του ελατηρίου σταθεράς k=100Ν/m είναι δεμένο σώμα, 
Σ2 μάζας m2=2kg και το σύστημα ισορροπεί πάνω στο λείο 
επίπεδο. Από τη βάση του κεκλιμένου επιπέδου εκτοξεύεται 
σώμα Σ1 μάζας, m1=2kg με αρχική ταχύτητα υ0=4m/s, το 
οποίο αφού διανύσει απόσταση s=1,3m συγκρούεται 
πλαστικά και κεντρικά με το Σ2. Το συσσωμάτωμα κάνει 
απλές αρμονικές ταλαντώσεις. Να υπολογιστούν: 
Α. Το μέτρο της ταχύτητας του Σ1, μόλις πριν την κρούση. 
Β. Το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος αμέσως 
μετά την κρούση. 
Γ. Η εξίσωση απομάκρυνσης της ταλάντωσης του 
συσσωματώματος. 
Δ. Η μέγιστη απόλυτη τιμή του ρυθμού μεταβολής της 
κινητικής ενέργειας, η χρονική στιγμή που την αποκτάει για πρώτη φορά και η αντίστοιχη 
απομάκρυνση που συμβαίνει αυτό.   
Δίνεται g=10m/s2. Θετική θεωρείται η φορά προς τα πάνω. 
 

Λύση 
 
Α. Γράφω ΘΜΚΕ για το m1 από το (Γ) στο (Κ) όπου το Σ1 φτάνει με ταχύτητα υ1. 
WB1

=ΔΚ→ −m1gsημφ=½m1υ1
2−½m1υ0

2→υ1= υ0
2-2gsημφ →υ1= 3m/s    

 
Β. Το Σ1 συγκρούεται πλαστικά με το ακίνητο Σ2. Ισχύει η ΑΔΟ: m1υ1=(m1+m2)V→V= 3/2m/s 
 
Γ. Λόγω αύξησης του βάρους η θέση ισορροπίας του m1+m2 είναι στο (Ο) που βρίσκεται πιο κάτω 
από το (Κ) κατά x1. Στο (Κ) το ελατήριο έχει επιμήκυνση L από το φυσικό του μήκος, ενώ στο (Ο) 
έχει L+x1. Γράφω συνθήκες ισορροπίας στα (Κ) και (Ο) για να βρω το x1: 
ΣF(K)=0→m2gημφ−kL=0→L=0,1m 
ΣF(Ο)=0→(m1+m2)gημφ−k(L+x1)=0→x1=0,1m  
 
Από τη ΑΔΕ του ταλαντωτή (m1+m2)−k : Κ+U=E→ ½(m1+m2)V

2+½kx1
2=½kA2→A=0,2m 

Η γωνιακή συχνότητα ω= k/(m1+m2)=→ω=5rad/s 
Η αρχική φάση φ0. Για t0=0, x=x1=0,1m αλλά V>0, άρα φ0=π/6 rad οπότε: x=0,2ημ(5t+π/6) (SI) 
 

Δ.  ΔΚ
Δt

=ΣF·υ=−kx·υ=−kΑημ(ωt+φ0)·Αωσυν(ωt+φ0)=−kΑ2ωημ(ωt+φ0)συν(ωt+φ0)→ 

ΔΚ
Δt

=−kΑ2ω
2

2 ημ(ωt+φ0)·συν(ωt+φ0)= −kΑ2ω
2

ημ[2(ωt+φ0)]→|ΔΚ
Δt

|=10ημ(10t+π/3) 

 

Η μέγιστη τιμή είναι:     |ΔΚ
Δt

|max=10J/s  και προκύπτει για πρώτη φορά όταν: 

ημ(10t+π/3)=1→10t+π/3=2κπ+π/2→10t+π/3=π/2→t1=π/60s  στη θέση: 
 
x1=0,2ημ(5t1+π/6)→x1=0,2ημ(π/12+π/6)=0,2ημ(π/4)→x1=0,1 2m 
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Γ.1.11 Κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς k=100Ν/m έχει το κάτω άκρο του στερεωμένο στο δάπεδο. 
Στο επάνω άκρο του ελατηρίου έχει προσδεθεί σώμα Σ1

 
με μάζα Μ=4kg που 

ισορροπεί. Δεύτερο σώμα Σ2
  
με μάζα m=2kg βρίσκεται πάνω από το πρώτο 

σώμα Σ1
 
σε ύψος h όπως φαίνεται στο σχήμα. Μετακινούμε το σώμα Σ1

 
προς τα 

κάτω κατά d=π/20 από τη θέση ισορροπίας και το αφήνουμε ελεύθερο, ενώ την 
ίδια στιγμή αφήνουμε ελεύθερο και το δεύτερο σώμα Σ2.  
Α. Να υπολογίσετε την τιμή του h ώστε τα δύο σώματα να συναντηθούν στη 
θέση ισορροπίας του σώματος Σ1.  
Αν η κρούση των δύο σωμάτων είναι πλαστική να υπολογίσετε: 
Β. το μέτρο της ταχύτητα του 
συσσωματώματος  μετά την κρούση.  
Γ. το πλάτος της ταλάντωσης του 

συσσωματώματος.  
Δ. το μέτρο της μέγιστης δύναμης 
που ασκεί το ελατήριο στο 
συσσωμάτωμα. 
Ε. Το μέτρο του ρυθμού μεταβολής 
της κινητικής ενέργειας του 
συσσωματώματος αμέσως μετά την 
κρούση και το ρυθμό μεταβολής του 
Σ1 την ίδια χρονική στιγμή. Δίνεται g=10m/s2. Να θεωρήσετε ότι π2 =10 και 17/300=0,24. 

 
Λύση 

 
Α. Ο χρόνος που χρειάζεται το σώμα m για να πέσει κατά h είναι:   h=½gt1

2→t1= 2h/g  (1) 
Ο χρόνος που χρειάζεται το Μ για να φτάσει στη θέση ισορροπίας, του όπου είναι και το σημείο 
κρούσης είναι t2=T/4, όπου Τ=2π Μ/k=0,4πs, άρα t2=0,1πs (2). 
Όμως ξεκινάνε ταυτόχρονα και φτάνουν μαζί, άρα t1=t2→h=0,05m 
 
Β. Η ταχύτητα του Σ2 είναι:  υ2=gt=10·0,1π=π m/s.  Η ταχύτητα του Σ1 : υ1=dω=d(2π/Τ)=π/4 m/s  
Από ΑΔΟ: mυ2−Μυ1=(m+Μ)V→V=π/6m/s 
 
Γ.   Μετά την κρούση το Μ+m κάνει ΑΑΤ με θέση ισορροπίας την (Ο) που βρίσκεται κατά x1 κάτω 
από την  αρχική θέση ισορροπίας (Κ). 
ΣFK=0→Mg−kL=0→L=0,4m 
ΣFO=0→(M+m)g−k(L+x1)=0→x1=0,2m. Γράφω ΑΔΕ για τον ταλαντωτή από τη θέση (Κ) στη (Α): 
Ε=Κ+U→½kA2=½(M+m)V2+½kx1

2→…A= 17/300m→A=0,24m 
 
Δ. Η μέγιστη Fελ  ασκείται στη θέση μέγιστης συσπείρωσης (Α). 
 Fελ,max=k(L+x1+Α)=100·0,84→ Fελ.max=84N. 
 

Ε. |ΔΚ
Δt

|=ΣF·V=kx1V→ |ΔΚ
Δt

|=10π
3  J/s    

 

 |ΔΚ1

Δt
|=ΣF1·V=Mα·V=M(ω2 x1)·V=M k

M+m
 x1·V→|ΔΚ1

Δt
|=20π

9
 J/s 
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