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         ΦΘΙΝΟΥΣΑ ΤΑΛΑΝΤΩΣΗ ή χορεύοντας στο σκοτάδι 
 
    Σώµα µάζας m ηρεµεί στο κάτω άκρο ενός ιδανικού ελατηρίου, σταθεράς k. 

Εκτρέπουµε το σώµα κατακόρυφα προς τα κάτω κατά Ao=3mg/k, όπου g η επιτάχυνση 

της βαρύτητας και το αφήνουµε να ταλαντωθεί τη στιγµή to=0, θεωρώντας θετική φορά 

προς τα κάτω. Το σώµα εκτελεί φθίνουσα ταλάντωση, γύρω από την αρχική θέση 

ισορροπίας x=0, εξαιτίας της δράσης δύναµης απόσβεσης της µορφής Fαπ=-bυ, όπου υ η 

αλγεβρική τιµή της ταχύτητάς του και b θετική σταθερά.  
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Α) Να χαρακτηρίσετε τις επόµενες προτάσεις ως σωστές ή λανθασµένες 

 

Ι) Τη χρονική στιγµή κατά την οποία το σώµα διέρχεται για 1η φορά από την αρχική θέση 

ισορροπίας του x=0, έχει τη µέγιστη κινητική ενέργεια που αποκτά στη διάρκεια της 1ης 

περιόδου 

 

ΙΙ) Τη στιγµή t1 όπου το σώµα κινείται προς τα πάνω µε ταχύτητα υ1, πλησιάζοντας για 

1η φορά την αρχική θέση ισορροπίας του, έχοντας αποµάκρυνση 1
1

b
x

k

υ
= −  απ’ αυτή:  

α) µηδενίζεται ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας του σώµατος 

 

β) µηδενίζεται ο ρυθµός µεταβολής της δυναµικής ενέργειας του σώµατος που οφείλεται 

στη δύναµη επαναφοράς 

 

γ) ο ρυθµός µεταβολής της ολικής ενέργειας του σώµατος είναι ίσος µε 2
1bυ−  

 

ΙΙΙ) Όσες φορές περνά από τη θέση µε αποµάκρυνση 2

mg
x

k
=  έχει ταχύτητα ίσου 

µέτρου 

 

Β) Τη χρονική στιγµή tα =4Τ, όπου Τ η περίοδος της φθίνουσας ταλάντωσης, η ενέργεια 

του ταλαντωτή είναι ίση µε 
2 29

8

m g

k
 Να βρείτε την ενέργεια του ταλαντωτή όταν περάσει 
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χρονικό διάστηµα Δt=8T, µετά τη χρονική στιγµή tα , καθώς και το έργο της δύναµης 

απόσβεσης στο χρονικό διάστηµα από τη στιγµή  tα =4Τ, µέχρι τη στιγµή tα + Δt 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 
 
Α) Το σώµα εκτελεί φθίνουσα ταλάντωση υπό την επίδραση δύναµης επαναφοράς Fεπαν=- 

kx και δύναµης απόσβεσης Fαπ=-bυ. Σε κάθε θέση της τροχιάς ισχύει: 
 

                    F F F ma kx bεπαν απ υΣ = + ⇔ = − −   (1) 

 

Ι) Τη χρονική στιγµή κατά την οποία το σώµα διέρχεται για 1η φορά από την αρχική θέση 

ισορροπίας του x=0, έχει επιτάχυνση: (1) 0
b

ma b a
m

υ
υ

−
⇒ = − ⇒ = ≠  

 
Άρα το σώµα όταν διέρχεται από τη θέση x=0, δεν έχει µέγιστη ταχύτητα και κατά 

συνέπεια δεν έχει µέγιστη κινητική ενέργεια. Η πρόταση είναι λανθασµένη 

 

     

1t t

x

 

  

ΙΙ) Τη στιγµή t1 όπου το σώµα κινείται προς τα πάνω µε ταχύτητα υ1, πλησιάζοντας για 

1η φορά την αρχική θέση ισορροπίας του, έχοντας αποµάκρυνση 1
1

b
x

k

υ
= −  απ’ αυτή (*), 

ισχύει:  (1) 1
1 1 1( ) 0 0

b
ma k b ma b b a

k

υ
υ υ υ⇒ = − − − ⇒ = − = ⇒ =  

 
(*) Εφόσον το σώµα κινείται προς τα πάνω έχει ταχύτητα µε αρνητική αλγεβρική τιµή  

υ1 < 0, οπότε η αποµάκρυνση x1 έχει θετικό πρόσηµο 
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α) Σωστή  Έχοντας µηδενική επιτάχυνση µηδενίζεται στιγµιαία ο ρυθµός µεταβολής της 

κινητικής ενέργειας: 

                                  0
dK

F ma
dt

υ υ= Σ ⋅ = ⋅ =  

 
β) Λανθασµένη  Στη φθίνουσα ταλάντωση δεν διατηρείται η ολική ενέργεια του 

                         ταλαντωτή, άρα δεν ισχύει: 
dU dK

dt dt
= − . Ισχύει ότι: 

                                        

    21
1 1 1 1 1 1( ) ( )F

bdU dU dU dU
P F kx kx k b

dt dt dt k dtεπ επ

υ
υ υ υ υ υ= − = − ⋅ ⇒ = − − = ⇒ = − ⇒ = −  

 

Η δυναµική ενέργεια του σώµατος που οφείλεται στη δύναµη επαναφοράς 21

2
U kx=  

µειώνεται καθώς ο ταλαντωτής κινείται προς την αρχική θέση ισορροπίας του, όπου x=0 

 

γ) Σωστή   Στη θέση αποµάκρυνσης 1
1

b
x

k

υ
= −   ισχύει: 2

1

dE dK dU dE
b

dt dt dt dt
υ= + ⇒ = −  

                 

  Γενικότερα, σε κάθε θέση της τροχιάς ισχύει:   

 

    

2

2 2

F F F ma kx b ma kx b ma kx b

dK dU dE
b b

dt dt dt

επ απ υ υ υ υ υ

υ υ

Σ = + ⇔ = − − ⇒ + = − ⇒ ⋅ + ⋅ = − ⇒

⇒ + = − ⇒ = −
 

 

ΙΙΙ) Εφόσον στη φθίνουσα ταλάντωση η ολική ενέργεια του ταλαντωτή διαρκώς 

µειώνεται, κάθε φορά που θα περνά από τη θέση µε αποµάκρυνση 2

mg
x

k
= , θα έχει 

µικρότερη ολική ενέργεια:  2 2
2

1 1

2 2
E U K m kxυ= + = +  απ’ ότι είχε την προηγούµενη φορά 

που πέρασε από την ίδια θέση. 
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Όµως η δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης θα είναι ίδια 2
2

1

2
U kx=  , οπότε θα µειώνεται 

η κινητική και κατά συνέπεια το µέτρο της ταχύτητάς του. Η πρόταση είναι λανθασµένη 

 

Β) Η ταλάντωση ξεκινά την to=0 από µέγιστη θετική αποµάκρυνση x=Ao= 
3mg

k
.  

    Χρονικές στιγµές που είναι ακέραια πολλαπλάσια της περιόδου, t=kT, k=0,1,2,3,….. 

θα βρίσκεται σε θέση µέγιστης θετικής αποµάκρυνσης, η οποία θα υπολογίζεται από τη 

σχέση: kT
ox A e−Λ=  

Στις θέσεις αυτές η ταχύτητα στιγµιαία µηδενίζεται υ=0, οπότε η ενέργεια ταλάντωσης 

εµφανίζεται ως δυναµική λόγω της δύναµης επαναφοράς: 

 

   2 2 2 2 21 1 1
( ) ( )

2 2 2
kT kT kT

o o oE kx E k A e E kA e E E e−Λ − Λ − Λ= ⇒ = ⇒ = ⇒ =  όπου k=0,1,2,3,….. 

Τη χρονική στιγµή tα =4Τ, όπου Τ η περίοδος της φθίνουσας ταλάντωσης, θα βρίσκεται 

σε µέγιστη θετική αποµάκρυνση 4T
ox A e−Λ=  και θα έχει ενέργεια: 2 4T

oE E e− Λ=  

Η αρχική ενέργεια της ταλάντωσης είναι ίση µε:  

 

      
2 2 2 2

2 2
2

1 1 3 1 9 9
( )

2 2 2 2o o o o

mg m g m g
E kA k E k E

k k k
= = ⇒ = ⇒ =  

 

   Τη χρονική στιγµή tα =4Τ  ισχύει:   
2 29

8

m g
E

k
=    Άρα:  

 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 4 8 8

8

9 9 9 9 1
( )

8 8 2 8 4
1 ln 2

ln ln 8 ln 4 2ln 2
4 4

T T T
o

T

m g m g m g m g
E E e e e

k k k k

e T T

− Λ − Λ − Λ

− Λ

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒

⇒ = ⇒ − Λ = − = − ⇒ Λ =

 

 

 

Όταν περάσει χρονικό διάστηµα Δt=8T, µετά τη χρονική στιγµή tα , δηλαδή τη χρονική 

στιγµή 4 8 12bt T T T= + =  , η ολική ενέργεια της ταλάντωσης θα είναι:  
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6
ln 2

242 12 24 6ln 2 ln 24
6

2 2 2 2

2 64

1 9 9
( )

64 2 128

T T o o
o o o o o

E E
E E e E E e E e E e E E e E

m g m g
E E

k k

−−
− Λ − Λ −= ⇒ = = = ⇒ = ⇒ = = ⇒

⇒ = ⇒ =

 

 

Το έργο της δύναµης απόσβεσης στο χρονικό διάστηµα από τη στιγµή  tα =4Τ, µέχρι τη 

στιγµή tb =12T είναι ίσο µε τη µεταβολή της ολικής ενέργειας του ταλαντωτή: 

   
2 2 2 2 2 2 2 29 9 9 135

(1 16)
128 8 128 128F F

m g m g m g m g
W W

k k k kαπ απ
= − = − ⇒ = −  

Στο ίδιο χρονικό διάστηµα, το έργο της δύναµης επαναφοράς είναι:  

     
2 2 2 2 2 2 2 29 9 9 1 135

(1 )
8 128 8 16 128F F

m g m g m g m g
W U U W

k k k kεπαν επαναρχ τελ= − = − = − ⇒ =  

  Δηλαδή:   F FW W
απ επαν
= −  , αναµενόµενο αφού:  0F F FW W W K

επαν απ Σ+ = = ∆ =  

µια και οι δύο χρονικές στιγµές αντιστοιχούν σε θέσεις µέγιστης θετικής αποµάκρυνσης 

και µηδενικής ταχύτητας.   

 

ΕΠΙΛΟΓΟΣ 
 
    Η δηµιουργία άσκησης στις φθίνουσες ταλαντώσεις είναι κάτι ανάλογο µε το να 

«χορεύεις στο σκοτάδι». Το λάθος ξεφεύγει εύκολα µια και η γνώση της συγκεκριµένης 

περιοχής απαιτεί «στριφνά» µαθηµατικά. Αν όµως «βαδίσουµε» σε σίγουρα µονοπάτια, 

τότε και δε θα εκτεθούµε και θα εξετάσουµε ταυτόχρονα ουσιαστικές γνώσεις φυσικής. 

     

   Γι αυτό το λόγο αποφεύγουµε να χρησιµοποιούµε: 

 

Α) Την εκθετική εξίσωση του πλάτους t
oA A e−Λ=  για τιµές χρόνου που δεν είναι ακέραια 

πολλαπλάσια της περιόδου της φθίνουσας ταλάντωσης t kT≠  µε k=0,1,2,3,….. 

 

Β) Την εκθετική εξίσωση της ενέργειας ταλάντωσης 2 2 21
( )
2

t t
o oE kA e E E e− Λ − Λ= ⇒ =  για 

τιµές χρόνου που δεν είναι ακέραια πολλαπλάσια της περιόδου της φθίνουσας 

ταλάντωσης t kT≠  µε k=0,1,2,3,….. 

 

Γ) Την εξίσωση αποµάκρυνσης ( )
2

t
ox A e t

π
ηµ ω−Λ= +  όταν η φθίνουσα ταλάντωση ξεκινά 

από την ηρεµία και από θέση αρχικής αποµάκρυνσης Αο από τη θέση ισορροπίας x=0. 
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Γενικότερα, δεν υπάρχει λόγος να «µπλέξουµε» µε τη χρονική εξίσωση αποµάκρυνσης-

χρόνου x=f(t), αφού η σχέση αυτή δεν αναφέρεται στο σχολικό και απαιτεί µαθηµατικές 

γνώσεις που µάλλον ξεφεύγουν από ό,τι χρησιµοποιούµε στη διδασκαλία µας 

 

Δ) Το «πλάτος» της φθίνουσας ταλάντωσης σε τυχαία χρονική στιγµή που δεν είναι 

ακέραιο πολλαπλάσιο της περιόδου της φθίνουσας ταλάντωσης t kT≠  µε k=0,1,2,3,…… 

Μια τέτοια χρονική στιγµή ο ταλαντωτής έχει ενέργεια 2 21 1

2 2
E U K m kxυ= + = +  , όπου χ 

η αποµάκρυνση από την αρχική θέση ισορροπίας του. Αν υποθέσουµε ότι τη στιγµή αυτή, 

καταργείται η δύναµη απόσβεσης και ο ταλαντωτής συνεχίζει να κινείται υπό την 

επίδραση µόνο της δύναµης επαναφοράς, εκτελώντας Απλή Αρµονική Ταλάντωση, τότε 

το πλάτος της ΑΑΤ θα υπολογιστεί από τη σχέση:  

                          2 2 2 2 21 1 1 1 1

2 2 2 2 2
E U K m kx kA m kxυ υ= + = + ⇒ = +   

αλλά δε θα είναι το «πλάτος» της φθίνουσας πριν καταργήσουµε τη δύναµη απόσβεσης, 

το οποίο υπολογίζεται από τη σχέση  t
oA A e−Λ=  
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