
Κατασκευή µαθηµατικών 

fractals

ΕΥΣΤΑΘΙΟΥ ΑΓΓΕΛΙΚΗ – ΣΦΑΕΛΟΣ ΙΩΑΝΝΗΣ



1. Η καµπύλη του Koch

H καµπύλη του Κoch ή Νησί του Koch ή

χιονονιφάδα του Koch περιγράφηκε για πρώτη φορά

από το Σουηδό µαθηµατικό Helge von Koch το 1904,

πολύ πριν την ύπαρξη του κλάδου των µαθηµατικών που

ονοµάζεται «γεωµετρία των φράκταλ». Ο Koch µελέτησε

την καµπύλη αποδεικνύοντας ότι:

«Μια καµπύλη που καταλαµβάνει πεπερασµένο

χώρο µπορεί να έχει άπειρο µήκος»



Κατανόηση της καµπύλης του Κoch.

Η λειτουργία της έχει ως εξής:

� Αρχίζουµε µε δύο σηµεία

� Ενώνουµε τα σηµεία αυτά µε ένα

ευθύγραµµο τµήµα το οποίο το

χωρίζουµε σε τρία ίσα µέρη.

� Αφαιρούµε το µεσαίο 1/3 και

� Κατασκευάζουµε τις επάνω δύο

πλευρές ενός ισοπλεύρου τριγώνου

πάνω από το τµήµα που

αφαιρέθηκε.

� Κάνουµε το ίδιο για καθένα από

τα τέσσερα τµήµατα που δηµι-

ουργήθηκαν.



Βήµατα κατασκευής του γεννήτορα της 
νιφάδας του Koch

� Με το εργαλείο σχεδίασης τµήµατος και πατηµένο το

πλήκτρο Shift κατασκευάζουµε ένα οριζόντιο τµήµα ΑΒ

από αριστερά προς τα δεξιά.

� Επιλέγουµε το σηµείο Β και χρησιµοποιούµε την εντολή

Επιλογή κέντρου από το µενού Μετασχηµατισµός.

� Επιλέγουµε το σηµείο Α και µε την εντολή Αυξοµείωση

από το µενού Μετασχηµατισµός, συµπληρώνουµε το

παράθυρο διαλόγου όπως φαίνεται ακολούθως:



Κατασκευή του 

σηµείου Α΄ που 
απέχει από το Β 
το 1/3 της απόστα-
σης του Β από το Α.



� Επιλέγουµε το σηµείο Α ως κέντρο 

ως προς το οποίο θα γίνει η αυξοµείωση

µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία 

του σηµείου Β΄ που απέχει το 1/3 

της απόστασης του Β από το Α, 

όπως χαρακτηριστικά φαίνεται παρακάτω:



Αφαίρεση του ενδιάµεσου τµήµατος Β΄Α΄

� Αρχικά επιλέγουµε το σηµείο Β΄
ως κέντρο.

� ∆ιατηρώντας επιλεγµένο το Β΄,
επιλέγουµε το σηµείο Α΄ και

χρησιµοποιούµε την εντολή

Περιστροφή από το µενού

Μετασχηµατισµός.

� Στο πλαίσιο διαλόγου πληκ-

τρολογούµε τη γωνία 60,0
µοίρες.



� Αποκρύπτουµε το τµήµα

ΑΒ και µε το  εργαλείο 

σχεδίασης τµήµατος 

ενώνουµε τα πέντε 

σηµεία που έχουν 

δηµιουργηθεί, 

κατασκευάζοντας έτσι το 

γεννήτορα της νιφάδας 

του Koch.



Κάποιες παρατηρήσεις  

πριν προχωρήσουµε περισσότερο:

� Ισχύει ότι ΑΒ΄=Α΄Β=1/3 ΑΒ και 

Β΄Α΄΄=Β΄Α΄ (προέκυψε από περιστροφή). 

Εποµένως το τρίγωνο Β΄Α΄΄Α΄ είναι 

ισόπλευρο.

� Το µήκος της γραµµής είναι 4·AΒ/3. 



Εκτέλεση επαναληπτικής διαδικασίας

Το Skecthpad δεν µπορεί να εκτελεί µια

επαναληπτική διαδικασία άπειρες φορές, αλλά

µπορεί να την εφαρµόσει σε αρκετό βάθος ώστε να

επιτευχθεί µια λεπτοµερής προσέγγιση της

καµπύλης Koch.

Τη διαδικασία που εφαρµόσαµε στο ΑΒ θα

εφαρµόσουµε και στα ΑΒ΄, Β΄Α΄΄, Α΄΄Α΄, Α΄Β.



Βήµατα εκτέλεσης

� Επιλέγουµε τα σηµεία Α και Β και την εντολή 

Επανάληψη από το µενού Μετασχηµατισµός.

Συµπληρώνουµε το πλαίσιο διαλόγου 

που αναδύεται όπως φαίνεται παρακάτω.



� Επιλέγουµε την εντολή Προσθήκη νέου
χάρτη αντιστοίχισης από το µενού ∆οµή στο

πλαίσιο διαλόγου Επανάληψη.







• Αποκρύπτουµε τα τέσσερα αρχικά τµήµατα 

και έχουµε µια προσέγγιση της καµπύλης 

µε επαναληπτική διαδικασία.



Επιλέγουµε ολόκληρο το σχήµα και µε τα πλήκτρα +/-

αυξάνουµε ή µειώνουµε τον αριθµό των επαναλήψεων

αντίστοιχα. Κατά τη µείωση θα φτάσουµε σε ένα επίπεδο

που δεν µπορούµε να µειώσουµε άλλο (Βάθος 1), όπως

φαίνεται ακολούθως:







2. Η καµπύλη του Levy

H καµπύλη του Levy ανακαλύφθηκε 

από τον Emesto Cesaro το 1906, 

αλλά έχει το όνοµα του Γάλλου 

µαθηµατικού Paul Pierre Levy 

επειδή ήταν ο πρώτος που περιέγραψε 

τις αυτοόµοιες ιδιότητές του. 



Βήµατα κατασκευής της καµπύλης Levy

� Κατασκευάζουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ, το µέσο

του και µια ευθεία κάθετη στο µέσο του.

� Επιλέγουµε το Α ως κέντρο περιστροφής και

επιλέγοντας το τµήµα και το σηµείο Β το

περιστρέφουµε κατά 45 µοίρες.



� Από το µενού Προβολή επιλέγουµε την εντολή

Απόκρυψη αντικειµένων διατηρώντας στην οθόνη

µόνο τα τρία σηµεία Α, Β, Γ ενώ συγχρόνως

κατασκευάζουµε τα τµήµατα ΑΓ, ΒΓ.

� Με την εντολή Επανάληψη από το µενού

Μετασχηµατισµός συµπληρώνουµε το πλαίσιο

διαλόγου όπως φαίνεται παρακάτω:



� Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία 

και για τα σηµεία Γ, Β.



� Επιλέγουµε τελική Επανάληψη 

στο χάρτη αντιστοίχισης και παίρνουµε 

την παρακάτω εικόνα.



• Παρακάτω φαίνονται ορισµένες εικόνες 

διαδοχικών επαναλήψεων 

της καµπύλης.



3. Τρίγωνο Sierpinski
Ο Πολωνός µαθηµατικός 

Waclaw Sierpinski (1882-1969), 

το 1915 εισήγαγε το παρακάτω φράκταλ, 

που φέρει το όνοµά του 

και είναι ένα από τα πιο διάσηµα φράκταλ. 



Για την κατασκευή 

του τριγώνου του Sierpinski
ακολουθούµε τα εξής βήµατα. 

Αρχικά παίρνουµε 

ένα ισόπλευρο τρίγωνο (επίπεδο 0),

ενώνουµε τα µέσα των πλευρών του, 

αφαιρούµε το µεσαίο τρίγωνο 

που σχηµατίζεται και έτσι προκύπτει 

το σχήµα στο (επίπεδο 1),

το οποίο αποτελεί το βασικό µοτίβο. 



Στη συνέχεια σε κάθε ένα 

από τα τρία τρίγωνα 

που σχηµατίζονται 

κάνουµε το ίδιο 

και παίρνουµε το 

επόµενο σχήµα (επίπεδο 2). 

Σε κάθε τρίγωνο τώρα 

του επιπέδου 2 

κάνουµε το ίδιο.



Πιο αναλυτικά η παραπάνω κατασκευή 

περιγράφεται ακολούθως:

• Κατασκευάζουµε ένα ισόπλευρο τρίγωνο, 
επιλέγουµε το εσωτερικό του 

και το διαγράφουµε.

• Επιλέγουµε τις τρεις πλευρές του 

και από το µενού Κατασκευή 

επιλέγουµε την εντολή 

Κατασκευή µέσων σηµείων, 

οπότε προκύπτει το ακόλουθο σχήµα: 



Επιλέγουµε τα σηµεία 

Β και Γ και 

από το µενού 

Μετασχηµατισµός 
εκτελούµε την εντολή 

Επανάληψη 
συµπληρώνοντας το 

χάρτη αντιστοίχισης 

όπως φαίνεται 

παρακάτω.



Παρακάτω φαίνονται ορισµένες εικόνες 

διαδοχικών επαναλήψεων 

της κατασκευής.





4. Το Πυθαγόρειο ∆έντρο

Το Πυθαγόρειο δέντρο είναι ένα fractal

το οποίο ανακάλυψε ο Ολλανδός µαθηµατικός

Albert E. Bosman το 1942.

Πήρε το όνοµά του από τον αρχαίο Έλληνα

µαθηµατικό Πυθαγόρα γιατί κάθε φορά που

δηµιουργούµε µια νέα τριάδα τετραγώνων,

ανάµεσά τους σχηµατίζεται ένα ορθογώνιο

τρίγωνο και αυτός ο σχηµατισµός χρησιµοποιείται

όταν επεξηγούµε το Πυθαγόρειο θεώρηµα.



� Το δένδρο του Πυθαγόρα είναι ένα σπάνιο
φυτό που φυτρώνει στο Ευκλείδειο επίπεδο.

� Ο κορµός του είναι ένα τετράγωνο, του οποίου η

επάνω πλευρά είναι η υποτείνουσα ενός ορθογωνίου

τριγώνου και στις κάθετες πλευρές αυτού του

τριγώνου µεγαλώνουν τα κλαδιά, που είναι

τετράγωνα τα οποία αντιστοιχούν σε αυτές.

� Κάθε ένα από τα δύο τετράγωνα µε τη σειρά του

αναπτύσσεται όπως ένα νέο δένδρο στο οποίο

αναπτύσσεται ένα άλλο όµοια µε την παραπάνω

περιγραφή. Η διαδικασία αυτή είναι προφανές ότι

µπορεί να συνεχιστεί άπειρες φορές...



Στο σχήµα που ακολουθεί το δένδρο του Πυθαγόρα 
είναι ένα δένδρο "επιπέδου 4".

Τα τελευταία τετράγωνα που είναι γκρι χρώµατος 

ονοµάζονται φύλλα.



Ακολουθήστε τα παρακάτω βήµατα 
για την κατασκευή 

του πυθαγόρειου δέντρου.

Ξεκινάµε µε την κατασκευή ενός τετραγώνου

ΑΒΓ∆, στο οποίο επιλέγουµε τις τέσσερις

κορυφές του και από το µενού Κατασκευή
επιλέγουµε το εσωτερικό του δίνοντας το χρώµα

που επιθυµούµε.



Επιλέγουµε µε τη σειρά το µέσο 

Ε του τµήµατος Γ∆, το Γ και το 
∆ και από το µενού 

Κατασκευή εκτελούµε την 

εντολή Τόξου σε κύκλο, 
παίρνοντας το διπλανό σχήµα. 

Επιπλέον επιλέγουµε και ένα 

τυχαίο σηµείο Ζ στο τόξο που 
κατασκευάσαµε.  



Κατασκευάζουµε ένα κουµπί

απόκρυψης/εµφάνισης του 

τόξου και του σηµείου Ε. 

Θα το καταφέρετε επιλέγοντας 

τα παραπάνω αντικείµενα και 

από µενού Επεξεργασία 

εκτελέσετε τις εντολές 

Κουµπιά ενεργειών >>

Απόκρυψη/Εµφάνιση



Την παραπάνω διαδικασία την εφαρµόζουµε σταδιακά

στα τµήµατα ∆Ζ και ΓΖ.



Επιλέγοντας την κατασκευή µας αυξάνουµε τον

αριθµό των επαναλήψεων µε τη βοήθεια των πλήκτρων

+/-, παίρνοντας τα ακόλουθα σχήµατα:







ΤΕΛΟΣ


