
Θεωρητικό πλαίσιο- μαθηματική επεξεργασία 

 

Γεωμετρικός τόπος των μιγαδικών w της μορφής 

w=f(z), όταν   ρ=z  
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 Αρχικά ορίζουµε τις παραµέτρους α, β, κ, ρ, µε τη βοήθεια δροµέων, 

που θα µας επιτρέψουν την αυτόµατη  αλλαγή και αναπαράσταση των 

µιγαδικών που θεωρούµε κάθε φορά και του κύκλου που κινείται η 

εικόνα του z. Έτσι στην οθόνη µας εµφανίζεται το ακόλουθο σχήµα. Η 

δυναµικότητα του σχήµατος θα µας οδηγήσει σε πειραµατισµούς, 

εικασίες, παρατηρήσεις, συµπεράσµατα και τέλος σε µαθηµατική 

τεκµηρίωση αυτών.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιανυσµατικές ακτίνες των z, w  µε ρ=z , w=
z

z
κ

+  

 

Στα επόµενα σχήµατα διαγράφεται ο γεωµετρικός των µιγαδικών  

∗ℜ∈+= κ
κ

,
z

zw µε ρ=z για τις διάφορες τιµές του κ. Παρατηρούµε 

ότι για  κ= 2ρ ο γεωµετρικός τόπος των Α(w) είναι ένα ευθύγραµµο τµήµα 

του άξονα x΄x, ενώ για κ= - 2ρ  ευθύγραµµο τµήµα  του άξονα y΄y. Όταν  

 



κ 2ρ≠  ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών w είναι έλλειψη 

µε εστίες στον x΄x (αν κ>0) ή στον y΄y (αν κ<0).  

 

 

 

 

 

Γεωµετρικός τόπος του w=
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Γεωµετρικός τόπος του w=
z
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Γεωµετρικός τόπος του w=
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Γεωµετρικός τόπος του w=
z
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Γεωµετρικός τόπος του w=
z

z
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Απόδειξη της ορθότητας των παραπάνω συµπερασµάτων µας  

 

Έστω ο µιγαδικός αριθµός z=α+βi µε 222 ρβαρ =+⇔=z  (1) , ρ>0 και 

ο µιγαδικός w=
z

z
κ

+  , µε κ 0≠  (2). Αν Μ(x,y) είναι ένα τυχαίο σηµείο του 

γεωµετρικού τόπου των w=x+yi, τότε µε αντικατάσταση στη σχέση (2) 

έχουµε: 
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� Αν κ=ρ2     η σχέση (3) γράφεται: 
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Λόγω της (1) έχουµε: 
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Εποµένως ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των w είναι ευθύγραµµο 

τµήµα  του x΄x µε  -2ρ ρ2≤≤ x . 

� Αν κ=-ρ2 η σχέση  (3) γράφεται:  
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Εργαζόµενοι όπως και πριν µε τη βοήθεια της  (1) καταλήγουµε ότι ο 

γεωµετρικός τόπος των εικόνων των w είναι το σύνολο των σηµείων του 

επιπέδου µε 
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  δηλαδή το ευθύγραµµο τµήµα του y΄y µε -

2ρ ρ2≤≤ y . 

 

� Αν κ 2ρ≠  η (2) γράφεται:  
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Λόγω της (1) έχουµε: 
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• Αν κ>0 τότε 
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και εποµένως ο γ.τ. των εικόνων 

των w είναι έλλειψη µε εστίες στον x΄x. 

• Αν κ<0 τότε  

2
2

2
2








 −
<







 +
ρ
κρ

ρ
κρ

 και εποµένως ο γ.τ. των εικόνων 

των w είναι έλλειψη µε εστίες στον y΄y. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Ο γεωµετρικός των µιγαδικών    
∗ℜ∈+= κ

κ
,

z
zw µε 

ρ=z ,ρ>0 

Τάξη: Γ (Θετική –Τεχνολογική Κατεύθυνση) 

∆ιδάσκουσα: Αγγελική Ευσταθίου 

Ονοµατεπώνυµο µαθητών: 

1)………………………………………………………………………………………………

………………………………………… 

2)………………………………………………………………………………………………

…………………………………………. 

 

Φύλλο εργασίας 

Στην οθόνη εµφανίζονται δύο δροµείς ρ και κ (οι τιµές των οποίων 

µπορούν να µεταβάλλονται µε απλό σύρσιµο), ο γεωµετρικός τόπος των 

εικόνων Μ(z) (κύκλος µε κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα ρ) και η διανυσµατική 

ακτίνα του  ∗ℜ∈+= κ
κ

,
z

zw . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ερωτήµατα για διερεύνηση: 

 
 

Να απαντήσετε στα παρακάτω ερωτήµατα. 

 



 

1) Μεταβάλλουµε τις τιµές των δροµέων κ, ρ σε: κ=4 και ρ=4. 

 Επιλέγουµε  τα σηµεία Μ και Α να αφήνουν το ίχνος τους ενεργό µε 

την εντολή «Ίχνος ενεργό». Μετακινούµε το σηµείο Μ αργά και 

παρατηρήστε τις διαδοχικές θέσεις του σηµείου Α. 

 Σε τι είδους γραµµή ανήκει το Α; 

 

 

2) Μεταβάλλουµε τις τιµές των δροµέων κ, ρ σε: κ=1 και ρ=1. 

Μετακινούµε το σηµείο Μ αργά και παρατηρήστε τις διαδοχικές 

θέσεις του σηµείου Α.  

Σε τι είδους γραµµή ανήκει το Α; 

 

 

3) Συνεχίζουµε να µεταβάλλουµε τις τιµές των δροµέων κ και ρ. Σε τι 

είδους γραµµή κινούνται οι εικόνες των Α(w);  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Όταν : 

� κ= 4 και ρ=2:   

……………………………………………………………………………

……………… 

                          

……………………………………………………………………………

……………… 

 

� κ=-4 και ρ=2:   

……………………………………………………………………………

…………….. 

                          

……………………………………………………………………………

……………… 

 

� κ=-3 και ρ=2:   

……………………………………………………………………………

…………….. 

                          



4) Να διατυπώσετε µια εικασία –συµπέρασµα  για το γεωµετρικό τόπο των 

εικόνων των Α(w) ανάλογα µε τη σχέση  που συνδέει τις τιµές των κ, ρ. 

 

 

 

 

 

 

5) Υποθέστε ότι ο z είναι της µορφής  α+βi  και ο  w  της µορφής  

x+yi , µε α, β, x, y ℜ∈  Αποδείξτε την ορθότητα των παραπάνω 

συµπερασµάτων σας  στην περίπτωση  όπου κ=ρ2. 

 

 

 


