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Η στροφορµή  παραµένει σταθερή; 

Ένα υλικό σηµείο Σ µάζας 2kg είναι δεµένο στο άκρο νήµατος µήκους ℓ=2,5√5 m και διαγρά-

φει οριζόντιο κύκλο, κέντρου Κ και ακτίνας R=2,5m, όπως στο σχήµα, όπου το άλλο άκρο του 

νήµατος έχει δεθεί σε σταθερό σηµείο Ο. 

 

Ζητούνται: 

i)     Η ταχύτητα του Σ. 

ii)  Η στροφορµή του Σ ως προς τα σηµεία Κ και Ο. Να σχεδιαστούν τα αντίστοιχα διανύ-

σµατα. 

iii)  Ποιος ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής ως προς το Κ και ποιος ο αντίστοιχος ρυθµός 

ως προς το Ο;  

iv) Να βρεθεί η µεταβολή της στροφορµής σε χρόνο ίσο µε τη µισή περίοδο περιστροφής, ως 

προς τα σηµεία Κ και Ο. 

∆ίνεται ότι η ταχύτητα του Σ είναι κάθετη τόσο στην ακτίνα R, όσο και στο νήµα και 

g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Στο σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται 

στο σώµα Σ. 

Στον άξονα y  το σώµα ισορροπεί, οπότε: 

ΣFy=0 →  

Ty=mg→ 

Τ·συνθ=mg  (1) 

Ενώ: 

Τx=Τ·ηµθ=m
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 δηλαδή η γωνία που σχη-



µατίζει το νήµα µε την κατακόρυφη είναι ίση µε 45°.  
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και µε αντικατάσταση υ= 5m/s. 

ii)  Ως προς το κέντρο Κ του κύκλου έχουµε: 

LΚ=mυR =25 kg·m2/s 

Αντίστοιχα ως προς το Ο παίρνουµε: 

Lο=mυ·ℓ= skgm225 2 / . 

Αν πάρουµε το σώµα στη θέση όπου το επίπεδο ΟΚΣ να ταυτίζεται µε το επίπεδο της 

σελίδας, τότε τα διανύσµατα των στροφορµών είναι όπως στο παρακάτω σχήµα, όπου η 

στροφορµή στο Ο είναι κάθετη στο επίπεδο που ορίζουν η ταχύτητα και το µήκος ℓ του 

νήµατος. 

 

iii)  Για το σηµείο Κ: 

0RwR
dt

dL
y =⋅−⋅Τ=Σ= τ  

Η στροφορµή του υλικού σηµείου δηλαδή ως προς το κέντρο Κ της κυκλικής τροχιάς 

παραµένει σταθερή. 

Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής ως προς το Ο (θεωρούµε τις αριστερόστροφες 

ροπές ως θετικές) είναι: 

22 smkg50Rw
dt

dL
/⋅−=⋅−=Σ= τ  

Το δε διάνυσµα, του ρυθµού µεταβολής της στροφορµής (αναφερόµενοι στο παραπάνω 

σχήµα) είναι κάθετο στο επίπεδο της σελίδας µε φορά προς τα µέσα, έχει δηλαδή την ί-

δια φορά µε το διάνυσµα της ταχύτητας. 

 

iv) Με βάση το προηγούµενο ερώτηµα, η στροφορµή του σώµατος ως προς το Κ παραµέ-

νει σταθερή, αφού για κάθε θέση ο ρυθµός µεταβολής της είναι µηδενικός. Ας το πούµε 



αλλιώς: Η στροφορµή ως προς το Κ παραµένει σταθερή και σε κατεύθυνση και σε µέ-

τρο, αφού δεν αλλάζει το µέτρο της ταχύτητας. Συνεπώς δεν έχουµε µεταβολή στρο-

φορµής ως προς το Κ. 

Ο αντίστοιχη µεταβολή της στροφορµής ως προς το σηµείο πρόσδεσης Ο, µπορούµε να 

την υπολογίσουµε µε τη βοήθεια του παρακάτω σχήµατος, όπου έχουµε πάρει το σώµα 

σε δύο αντιδιαµετρικές θέσεις Α και Β. Στο σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι αντίστοιχες 

στροφορµές ως προς το Ο. 

 

Τα µέτρα των δύο στροφορµών είναι ίσα, L1=L2=mυℓ, οπότε ίσες θα είναι και οι συνι-

στώσες τους, τόσο στον κατακόρυφο άξονα y, όσο και στον οριζόντιο x. Εξάλλου η γω-

νία που σχηµατίζει το διάνυσµα της στροφορµής µε τον οριζόντιο άξονα, είναι ίση µε τη 

γωνία θ που σχηµατίζει το νήµα µε τη κατακόρυφη (οξείες γωνίες µε κάθετες πλευρές). 

Έτσι παίρνουµε: 

∆Ly=L1y-L2y = Lηµθ-Lηµθ=0 

Εξάλλου: 

|L1x|=|L2x|=mυℓσυνθ= =° s45225 /kgm2συν 25 kg·m2/s 

Ενώ 

x1x2 LL
rrr
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)(L x x1x2 LL
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∆Lx=-|L2x| -|L1x|= -2·|L1x|= -2· 25 kg·m2/s= -50 kg·m2/s 

Συνεπώς έχουµε οριζόντια µεταβολή της στροφορµής στην κατεύθυνση του διανύσµα-

τος L2x µε µέτρο 50 kg·m2/s. 

 

Σχόλια. 

1) Η κατακόρυφη συνιστώσα της στροφορµής ως προς το σηµείο Ο έχει µέτρο: 

Lx=Lηµθ = skgm25skgm
2

2
225 22 // =⋅  



Όσο δηλαδή είναι και η στροφορµή ως προς το κέντρο Κ της τροχιάς.  

 

Πραγµατικά ως προς οποιοδήποτε σηµείο του κατακόρυφου άξονα που περνά από το Κ αν 

πάρουµε τη συνιστώσα της στροφορµής πάνω στον άξονα, θα βρούµε να έχει µέτρο όσο και 

η αντίστοιχη στροφορµή ως προς το Κ. 

 

2) Ως προς το σηµείο Ο το σώµα έχει στροφορµή σταθερού µέτρου. Αλλάζει όµως η κατεύ-

θυνση του διανύσµατος και κατά συνέπεια µεταβάλλεται η στροφορµή. Τη µεταβολή αυτή 

της  στροφορµής, την προκαλεί η ροπή του βάρους ως προς το σηµείο Ο. Σε κάθε θέση η 

ροπή του βάρους στιγµιαία έχει την κατεύθυνση της ταχύτητας, συνεπώς την ίδια κατεύ-

θυνση έχει και ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής ή αν θέλετε και η αντίστοιχη στοι-

χειώδης µεταβολή της στροφορµής. 

3) Η µεταβολή της   στροφορµής θα µπορούσε εναλλακτικά να υπολογιστεί είτε µε τη βοή-

θεια του σχ. α είτε του σχ. β. 

 
Όπου για τη µεταβολή λαµβάνουµε υπόψη ότι: 
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και δουλεύοντας πλέον µε το γνωστό τύπο για την εύρεση της συνισταµένης δύο δυνάµε-
ων, που εδώ απλά καταλήγει σε ένα Πυθαγόρειο θεώρηµα, αφού η γωνία µεταξύ των δια-
νυσµάτων είναι ορθή. 
Προτιµήθηκε η άσκηση να λυθεί µε ανάλυση σε άξονες, αφού είναι αρκετά σύνηθες να 
προσθέτουµε διανύσµατα αναλύοντάς τα σε άξονες, αλλά δεν το κάνουµε συχνά όταν θέ-
λουµε να αφαιρέσουµε διανύσµατα. 

4) Ενώ κάθε στοιχειώδης µεταβολή της στροφορµής µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση: 

dt⋅=τ
rr

Ld  

Η µεταβολή της στροφορµής µεταξύ δύο αντιδιαµετρικών σηµείων δεν θα µπορούσε να υ-

πολογιστεί από τη σχέση: 

∆L=τ·∆t 

Αφού η ασκούµενη ροπή, έχει µεν σταθερό µέτρο, αλλά όχι σταθερή διεύθυνση, συνεπώς 

δεν είναι σταθερή, οπότε οι δύο παραπάνω σχέσεις δεν είναι ισοδύναµες. 
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