
Μια σφαίρα σε δύο επίπεδα 

Σ το παρακάτω σχήµα 

 

η  οριζόντια  λεπτή και οµογενής ράβδος έχει µάζα Μ1=2Κg , 

µήκος L=4,4m  και ισορροπεί µε την βοήθεια δύο 

κατακόρυφων υποστηριγµάτων ύψους Η=1,8m.  Η ράβδος 

αποτελείται  από  δύο  άνισα  τµήµατα   µήκους L1=1m  και 

L2.Στο πρώτο τµήµα της ράβδου υπάρχουν τριβές ενώ το 

δεύτερο τµήµα της ράβδου είναι τελείως λείο. Μία σφαίρα 

µάζας M=1kg  και ακτίνας R=0,2m βρίσκεται  ακίνητη στην µία 

άκρη της ράβδου στην περιοχή που παρουσιάζει τριβές  και 

δέχεται στο κέντρο της  σταθερή  οριζόντια δύναµη F=2,8N µε 

αποτέλεσµα η σφαίρα να αρχίζει να κυλίεται χωρίς να 

ολισθαίνει πάνω στην ράβδο.Την στιγµή που η σφαίρα χάνει 

την επαφή της µε τη ράβδο  η δύναµη F καταργείται. Να 

βρεθούν: 

A)  Πόση η ολική κινητική ενέργεια της σφαίρας όταν φτάνει 

στο έδαφος; 

Β)  Πόσος είναι ο συνολικός χρόνος κίνησης της σφαίρας 

µέχρι να φτάσει η σφαίρα στο έδαφος; 

Γ)  Πόσες περιστροφές διάγραψε η σφαίρα µέχρι να φτάσει 

στο έδαφος; 

∆)  Να βρεθούν οι εξισώσεις των κατακορύφων δυνάµεων 

που ασκούνται  στα άκρα της ράβδου  από τα 



υποστηρίγµατα σε συνάρτηση µε τον χρόνο µέχρι να 

φτάσει η σφαίρα στο έδαφος. 

Για την σφαίρα Ι=0,4ΜR2  

 

AΠΑΝTHΣΗ 

A)Με εφαρµογή της Α∆Ε από την αρχική θέση µέχρι την τελική 

θέση θα έχουµε  WF+UW=Kολ   άρα 2,8.4,4 +1.10.1,8=Κολ    άρα 

Κολ=30,32J 

B)H κίνηση στην περιοχή της ράβδου όπου υπάρχει τριβή  

είναι επιταχυνόµενη στροφική και επιταχυνόµενη µεταφορική. 

Ετσι µε την βοήθεια των νόµων της κίνησης θα πάρουµε  

 

F-T=M.a   (1)      T.R=0,4.M.R2.αγων   άρα  Τ=0,4Μ.a (2)    από 

(1) και (2) θα βρεθεί η a=2m/sec2  

H ταχύτητα του κέντρου µάζας θα δίνεται από την σχέση 

Ucm=a.t (3) και o χρόνος θα βρεθεί από την σχέση L1=1/2 

.a.t12   άρα t1=1sec  και από την (3) θα βρούµε Ucm=2m/sec. 

Tην στιγµή που η σφαίρα θα βρεθεί στο περιοχή της ράβδου 

όπου δεν υπάρχουν τριβές η σφαίρα θα κάνει επιταχυνόµενη 

µεταφορική κίνηση λόγω της δύναµης F αλλά η τριβή πλέον 

δεν υπάρχει άρα η στροφική κίνηση της σφαίρας  

µετατρέπεται σε οµαλή  στροφική. 

Η µεταφορική πλέον κίνηση αποκτά επιτάχυνση 

a2=F/Μ=2,8m/sec2 



O xρόνος κίνησης στην περιοχή της ράβδου όπου δεν 

υπάρχουν τριβές θα δίνεται από την σχέση L-

L1=Ucm.t2+1/2.a2.t22  άρα θα καταλήξουµε στην 

δευτεροβάθµια  1,4.t22+2t2-3,4=0  θα βρούµε t2=1sec. 

Από τον νόµο της ελεύθερη πτώσης θα βρούµε Η=1/2.g.t32 

άρα t3=0,6sec. 

Aρα ο συνολικός χρόνος κίνησης της σφαίρας  θα είναι 

tολ=2,6sec.  

Γ)Η γωνία στροφής της σφαίρας  κατά την διάρκεια της 

επιταχυνόµενης  στροφικά κίνησης θα δίνεται από την σχέση 

Θ1=1/2.αγων.t12=5rad 

H γωνιακή ταχύτητα την στιγµή που µπαίνει η σφαίρα στο λείο 

µέρος της ράβδου θα δίνεται  από την σχέση 

ω=αγων.t1=10rad/sec.Στην συνέχεια και µέχρι να φτάσει η 

σφαίρα στο έδαφος δεν υπάρχει δύναµη που να προκαλεί 

ροπή στην σφαίρα άρα η γωνιακή ταχύτητα της σφαίρας  

παραµένει σταθερή και ίση µε ω=10rad/sec    άρα 

Θ2=ω(t2+t3)=16rad άρα η συνολική γωνία διαγραφής θα είναι 

Θολ=21rad   άρα ο αριθµός των περιστροφών θα είναι 

Ν=Θολ/2π=10,5/π  περιστροφές. 

∆)Για την ισορροπία του συστήµατος ράβδου-σφαίρας θα 

έχουµε στον κατακόρυφο άξονα 

 

Ν1+Ν2=(Μ1+Μ).g (3) 



Για την ισορροπία του συστήµατος µε την βοήθεια της 

σχέσης ΣτΑΚΡΟ=0  και ενώ η σφαίρα βρίσκεται στην περιοχή 

της που έχει µε  τριβές θα έχουµε 

-Μ.g.x1-M1.g.L/2+N2.L=0   (4)   άρα  Ν2=10+25.t2/11      

0≤t≤1sec 

Ν1=20-25.t2/11      0≤t≤1sec 

 

H σχέση (4) θα γραφεί για την περιοχή όπου δεν υπάρχουν 

τριβές    

-Μ.g.x2-M1.g.L/2+N2.L=0     άρα -10{1+2(t-1) +1,4(t-1)2} -

44+N2.4,4=0 άρα  

Ν2=10+10{1+2(t-1) +1,4(t-1)2}/4,4  1≤t<2sec 

 

Ν1=20-10{1+2(t-1) +1,4(t-1)2}/4,4  1≤t<2sec 

 

Οταν το η σφαίρα είναι στον αέρα οι δυνάµεις θα είναι ίσες 

και θα δίνονται από την σχέση  

Ν1=Ν2=15Ν          2<t≤2,6sec 
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