
Ρυθµοί µεταβολής  ενέργειας. 

Μια σφαίρα µάζας 2kg και ακτίνας 5cm αφήνεται από ύψος h=9m να κινηθεί κατά µήκος ενός 

κεκλιµένου επιπέδου, κλίσεως 30°. Η ταχύτητα του κέντρου της σφαίρας τη στιγµή που φτάνει 

στη βάση του επιπέδου είναι υ=12m/s. 

 

α)  Να βρεθεί η τριβή που ασκήθηκε στη σφαίρα κατά την κίνησή της. 

β)  Για τη χρονική στιγµή που η ταχύτητα της σφαίρας έχει τιµή υ1=8m/s, να βρεθούν: 

i)    Η γωνιακή ταχύτητα της σφαίρας. 

ii)   Η ισχύς της τριβής. Τι ενεργειακή µετατροπή εκφράζει η ισχύς αυτή; 

iii)  Ο ρυθµός µεταβολής της µεταφορικής κινητικής ενέργειας της σφαίρας. 

iv)  Ο ρυθµός µεταβολής της περιστροφικής κινητικής ενέργειας της σφαίρας. 

v)   Ο ρυθµός µείωσης της δυναµικής ενέργειας της σφαίρας. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας  της σφαίρας ως προς µια διάµετρό της Ι= 2/5 mR2. 
 

Απάντηση: 

 

 

Στο παραπάνω σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στη σφαίρα. 

 

α)  Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Κ.Ε. (ή αν προτιµάτε το Θ.Ε.Ε.) για τη µεταφορική κίνηση της 

σφαίρας µεταξύ της αρχικής θέσης και της θέσης όταν φτάνει σ σφαίρα στη βάση του 

επιπέδου και παίρνουµε: 

Κτελ-Καρχ= Wwχ+Wwy+WN+WT  → 

½ mυ2 = mg·ηµθ·x – Τ·x   (1) 

όπου x η µετατόπιση του κέντρου της σφαίρας για την οποία έχουµε:  

ηµθ=h/x  → x=h/ηµθ =18m 



και η σχέση (1) δίνει: 
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β)  Για την στροφική κίνηση της σφαίρας από το 2ο νόµο του Νεύτωνα παίρνουµε: 

Στ=Ι·αγων→ 

Τ·R= 2/5 mR2
·αγων → 
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και µε αντικατάσταση  αγων =50rad/s2. 

Ενώ αντίστοιχα για τη µεταφορική κίνηση: 

ΣF=m·αcm ή αcm=(mgηµθ-Τ)/m = 4m/s2. 

i) Για τη µεταφορική κίνηση έχουµε:  υcm= αcm·t  (2) 
Αντίστοιχα για τη στροφική κίνηση   ω=αγων·t  (3) 

∆ιαιρώντας κατά µέλη τις (3) και (2) παίρνουµε: 
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ii)  Το σηµείο επαφής της σφαίρας µε το επίπεδο, σηµείο Α, έχει µια ταχύτητα υcm λόγω της 

µεταφορικής κίνησης της σφαίρας και µια υγρ εξαιτίας της στροφικής κίνησης. 

 
 Έτσι το σηµείο Α έχει ταχύτητα: 

υΑ= υcm-υγρ= υcm-ωR= 8m/s-100·0,05m/s= 3m/s 

µε φορά προς τα κάτω. 

Άρα η ισχύς της τριβής είναι: 

ΡΤ= Τ·υΑ·συν180°= - 2·3 W= -6W. 

Τι σηµαίνει αυτή η αρνητική ισχύς;  Εκφράζει την ενέργεια που αφαιρείται από τη 

σφαίρα και µετατρέπεται σε θερµότητα. Ή µε άλλα λόγια, παράγεται θερµότητα εξαιτί-

ας της τριβής µε ρυθµό 6J/s. 

iii)  Ο ρυθµός µεταβολής της µεταφορικής κινητικής ενέργειας είναι: 
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όπου α η γωνία µεταξύ της συνισταµένης δύναµης και της ταχύτητα. 



Έτσι έχουµε: 
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iv) Αντίστοιχα για την περιστροφική κινητική ενέργεια έχουµε: 
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Να σηµειωθεί ότι ο ρυθµός αυτός είναι θετικός αφού η ροπή της τριβής αυξάνει την πε-

ριστροφική κινητική ενέργεια. Οπότε µε αντικατάσταση παίρνουµε: 

sJsrmNRT
dt
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v) Το έργο του βάρους συνδέεται µε τη µεταβολή της δυναµικής ενέργειας µε τη σχέση: 

Ww= -∆U  ή  

Ww= Uαρχ-Uτελ άρα 
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και µε αντικατάσταση: 
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Συµπέρασµα: 

Κατά την κίνηση της σφαίρας µειώνεται  η δυναµική της ενέργεια. Αν δεν υπήρχε η τριβή (στην 

περίπτωσή µας τριβή ολίσθησης) όλη αυτή η µείωση θα εµφανιζόταν σαν αύξηση της µεταφο-

ρικής κινητικής ενέργειας της σφαίρας, µέσω του έργου του βάρους (ή ισοδύναµα του έργου 

της συνιστώσας mgηµθ).  

Επειδή όµως υπάρχει τριβή ένα µέρος της ενέργειας δεν µετατρέπεται σε µεταφορική κινητική 

ενέργεια (στο παράδειγµά µας για τη στιγµή όπου υ=8m/s, ο ρυθµός µε τον οποίο η δυναµική 

ενέργεια δεν µετατρέπεται σε µεταφορική κινητική, µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση Ρ=-

Τυcm= - 16W).  

Τι θα γίνει αυτή η ενέργεια; Ένα µέρος ίσο µε το έργο της ροπής της τριβής (10W) µετατρέπε-

ται σε περιστροφική κινητική ενέργεια της ίδιας της σφαίρας, ενώ το υπόλοιπο (6W) µετατρέ-

πεται σε θερµότητα, εξαιτίας της ολίσθησης της σφαίρας. 

Προσέξτε τη σχέση των παραπάνω ρυθµών: 

Μείωση δυναµικής ενέργειας:    80J/s 

Αύξηση µεταφορικής κινητικής:   64J/s 

Αύξηση περιστροφικής κινητικής: 10J/s 

Παραγόµενη θερµότητα:     6J/s 

dmargaris@sch.gr 



 

 


