
Μια ράβδος, δεµένη και σε ελατήριο. 

Επανέρχοµαι σε µια παραλλαγή  της άσκησης «Ρυθµός µεταβολής στροφορµής µιας ράβδου, 

δεµένης σε ελατήριο.» για να δούµε κάποια δυσκολότερα ερωτήµατα. 

 

Μια οµογενής ράβδος µήκους ℓ=2m και µάζας 18kg µπορεί να στρέφεται σε κατακόρυφο επί-

πεδο γύρω από οριζόντιο άξονα που περνά από το άκρο της Α. Η ράβδος ισορροπεί οριζόντια, 

όταν το άλλο της άκρο Β δένεται µε ιδανικό ελατήριο σταθεράς k=350Ν/m και φυσικού µήκους 

ℓ0=1,4m, το άλλο άκρο του οποίου δένεται σε σταθερό σηµείο Γ, όπου (ΑΓ)=3,4m, ενώ είναι 

δεµένη στο άκρο κατακόρυφου νήµατος όπως στο σχήµα.  

 

Κόβουµε το νήµα και η ράβδος πέφτει. Για τη θέση που σχηµατίζει γωνία θ=30° µε τον ορίζο-

ντα, ζητούνται: 

 

i)    Η στροφορµή της ράβδου ως προς (κατά τον) άξονα περιστροφής της. 

ii)   Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής της ράβδου ως προς (κατά τον) άξονα περιστροφής 

της. 

iii)  Η ισχύς της δύναµης του ελατηρίου 

iv)  Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας της ράβδου. 

v)  Ο ρυθµός µείωσης της δυναµικής ενέργειας της ράβδου. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον άξονα περιστροφής της Ι= 1/3 mℓ2 και 

g=10m/s2. 

Απάντηση: 



Φέρνοντας την κάθετη προς την ΑΓ από το άκρο Β έχουµε: 

(ΑΜ) = ℓ·συνθ= m3 =(ΑΓ)/2 

∆ηλαδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές, αφού το ύψος ΒΜ είναι και µεσοκάθετος, ο-

πότε το µήκος του ελατηρίου είναι ίσο µε το µήκος της ράβδου δηλαδή 2m. 

i) Εφαρµόζοντας την Α.∆.Μ.Ε. µεταξύ της αρχικής και τελικής θέσης και θεωρώντας ε-

πίπεδο µηδενικής βαρυτικής δυναµικής ενέργειας, αυτό που περνά από το µέσον Ο της 

ράβδου στη χαµηλότερη θέση, έχουµε: 

Καρχ+Uβ,αρχ+Uελ,αρχ=Κτελ+Uβαρ.τελ+Uελ,τελ → 

mgh = ½ Ιω2 + ½ k∆ℓ
2
  (1) 

Αλλά h=ℓ/2·ηµθ=0,5m,  ∆ℓ=0,6m και Ι=1/3 mℓ
2=24kg·m2 και µε αντικατάσταση στην 

(1) παίρνουµε για το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας: 

ω= 1,5rad/s 

Συνεπώς το µέτρο της  στροφορµής της ράβδου ως προς τον άξονα περιστροφής της εί-

ναι: 

L=Ι·ω= 36kg·m2/s. 

Ενώ έχει διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο που διαγράφει η ράβδος και φορά προς τα µέσα 

 

ii)  Οι δυνάµεις που ασκούνται στη ράβδο στη παραπάνω θέση της έχουν σχεδιαστεί στο 

παρακάτω σχήµα. 

 

Οπότε για το ρυθµό µεταβολής της στροφορµής της ράβδου ως προς τον άξονα περι-

στροφής στο άκρο Α και θεωρώντας θετικές τις δεξιόστροφες ροπές, όπως στο σχήµα, 

θα έχουµε: 

xwyF
dt

dL
⋅+⋅−=Σ= ελτ  

όπου  x και  y  οι αποστάσεις του Α από τους φορείς των δυνάµεων. Αλλά  x= ½ ℓ·συνθ 

και y=ℓ·ηµφ=ℓ·ηµ60°, ενώ Fελ=k·∆ℓ, συνεπώς: 

συνθηµτ
2

60
l

mgllk
dt

dL
⋅+⋅⋅∆⋅−=Σ=  



και µε αντικατάσταση: 

dt

dL
= - 22 /3120 smkg ⋅ . 

Το διάνυσµα του ρυθµού µεταβολής της στροφορµής, είναι κάθετο στο επίπεδο που 

διαγράφει η ράβδος και µε φορά προς τα έξω. 

iii)  Η ισχύς της δύναµης του ελατηρίου δίνεται από την εξίσωση: 

Ρ=Fελ·υ·συνα 

Όπου α η γωνία που σχηµατίζει η δύναµη του ελατηρίου µε την ταχύτητα του άκρου Β. 

 

Αλλά Fελ=k·∆ℓ = 210Ν και α=180°-δ=180-(90°-φ) =90°+60°=150°, ενώ υΒ=ω·ℓ =3m/s 

Οπότε: 

Ρ=210· 3·(- WW  3315
2

3
−=  

iv) Ισχύει: 

=
dt

dK
Στ·ω 

sJ
dt

dL

dt

dK
/3180−=⋅−= ω  

v) Για το ρυθµό µεταβολής της δυναµικής ενέργειας έχουµε: 

ωσυνθωτω mglxmg
dt

dW

dt

dU
w

w

2

1
−=⋅⋅−−=Ρ−=−=  

Με αντικατάσταση: 

dt

dU
= -135 sJ /3  

Πράγµα που σηµαίνει ότι η δυναµική ενέργεια µειώνεται κατά  sJ /3135  

 

Σχόλια. 

1) Η δυναµική ενέργεια της ράβδου µειώνεται κατά  sJ /3135  και η κινητική ενέργεια 



µειώνεται επίσης µε ρυθµό sJ /3180  και όλη αυτή η ενέργεια µεταφέρεται στο ελατή-

ριο, αυξάνοντάς του την δυναµική ενέργεια κατά sJ / 3315 . Η µεταφορά αυτή πραγµα-

τοποιείται µέσω του έργου της δύναµης του ελατηρίου, που για τη ράβδο είναι αρνητική. 

2)  Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας είναι ίσος µε Στ·ω, όπου όµως η συνολική 

ροπή είναι αρνητική (αριστερόστροφη) ενώ η γωνιακή ταχύτητα θετική (κάθετη στο επίπε-

δο µε φορά προς τα µέσα). Στην πραγµατικότητα όµως η ισχύς είναι το µέτρο της ροπής, 

επί το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας επί το συνηµίτονο της γωνίας που σχηµατίζουν τα 

δύο διανύσµατα µεταξύ τους, αφού είναι το εσωτερικό γινόµενο των δύο διανυσµάτων.  

Έτσι το έργο της ροπής είναι αρνητικό, συνεπώς και αρνητική η ισχύς. 

3) Για τον υπολογισµό της ισχύος επέλεξα για την δύναµη του ελατηρίου, να την αντιµετωπί-

σω ως δύναµη, ενώ για ο βάρος  ως ροπή. Προφανώς θα µπορούσαµε να τα δουλέψουµε 

και αντίστροφα, ή µόνο ως δυνάµεις ή µόνο ως ροπές. 
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