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Στροφορμή στερεού και γωνιακή ταχύτητα. 

Στο άκρον Β µιας οµογενούς δοκού ΑΒ µήκους ℓ1 =2m και µάζας Μ1=3kg, έχει 

προσδεθεί το µέσον µιας δεύτερης οµογενούς δοκού Γ∆, µήκους ℓ2=4m και 

µάζας Μ2=3kg, οπότε έχουµε δηµιουργήσει ένα στερεό Σ, το οποίο µπορεί να 

στρέφεται χωρίς τριβές, γύρω από οριζόντιο άξονα, ο οποίος περνά από το άκρο 

Α της πρώτης δοκού. Φέρνουµε το στερεό στη θέση που φαίνεται στο διπλανό 

σχήµα, έτσι ώστε η ράβδος ΑΒ να είναι οριζόντια και σε µια στιγµή το αφήνουµε 

να περιστραφεί.  

i) Να βρεθεί η αρχική γωνιακή επιτάχυνση του στερεού, καθώς και οι επιταχύνσεις του κέντρου µάζας Κ 

του στερεού, καθώς και των σηµείων Γ και ∆. 

ii) Να υπολογιστεί η µέγιστη ταχύτητα του σηµείου Γ. 

iii) Τη στιγµή που το σηµείο Γ έχει τη µέγιστη ταχύτητά του να βρεθούν: 

  α) Η στροφορµή του στερεού Σ ως προς (κατά) τον άξονα περιστροφής του στο Α. 

  β) Η στροφορµή της δοκού ΑΒ ως προς (κατά) τον άξονα περιστροφής της στο Α. 

  γ) Η στροφορµή της δοκού Γ∆ ως προς (κατά) τον άξονα περιστροφής της στο Α. 

iv) Την παραπάνω στιγµή η δοκός Γ∆ λύνεται και κινείται πλέον ελεύθερα. Να βρεθεί η Κινητική ενέργεια  

της  δοκού Γ∆ µετά από χρονικό διάστηµα 1s. 

∆ίνεται g=10m/s2 και η ροπή αδράνειας µιας δοκού ως προς κάθετο άξονα που περνά από το µέσον της 
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Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στο 

στερεό Σ, µόλις αφεθεί να κινηθεί. Εφαρµόζουµε το 2ο νόµο του Νεύτωνα 

για την στροφική κίνηση του στερεού Σ και παίρνουµε: 

Στ=ΙΑ·αγων 
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Με κατεύθυνση κάθετη στο επίπεδο της σελίδας και φορά προς τα 

µέσα, όπως στο διπλανό σχήµα. 

Εξάλλου τα άκρα Γ και ∆ απέχουν από τον άξονα περιστροφής 

αποστάσεις: 
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Οπότε τα σηµεία αυτά έχουν επιταχύνσεις µέτρων: 

αΓ=α∆=αγων·R=4,5· m22 /s2= m29 /s2
. 

µε διευθύνσεις κάθετες στις ακτίνες των κυκλικών τροχιών (ΑΓ) και (Α∆) που θα πραγµατοποιήσουν, 

όπως στο σχήµα. 

Εξάλλου το κέντρο µάζας της δοκού ΑΒ είναι το µέσον της Μ και της Γ∆, επίσης το µέσον της Β. Αλλά 

αφού οι δυο ράβδοι έχουν ίσες µάζες, τότε το κέντρο µάζας του στερεού είναι το µέσον Κ της ΜΒ, 

απέχοντας κατά mmx 5,12
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1 === l  από τον άξονα περιστροφής. Συνεπώς η επιτάχυνση του 

κέντρου µάζας Κ έχει µέτρο: 

αΚ=αcm= αγων·x=4,5·1,5 m/s2=6,75 m/s2. 

Με διεύθυνση κάθετη στη δοκό ΑΒ, όπως στο σχήµα. 

ii)  Το άκρον Γ θα έχει µέγιστη ταχύτητα στην θέση που το στερεό θα έχει µέγιστη γωνιακή ταχύτητα.  

 

Αλλά µέγιστη γωνιακή ταχύτητα του στερεού έχουµε τη στιγµή που η δοκός ΑΒ γίνεται κατακόρυφη. 

Κατά την περιστροφή του στερεού η µηχανική ενέργεια παραµένει σταθερή, οπότε: 

Καρχ+Uαρχ=Κτελ+Uτελ → 
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Οπότε η ταχύτητα του σηµείου Γ είναι υΓ=ω·R=3· 2622 =  m/s κάθετη στην ΑΓ, όπως στο σχήµα. 

iii)  Στην παραπάνω θέση έχουµε για τις στροφορµές: 

α) Για το στερεό Σ:   LΣ=ΙΑ·ω=20·3 kg·m2/s =60 kg·m2/s, πάνω στον άξονα περιστροφής στο σηµείο Α, 

µε φορά προς τα µέσα. 

β) Για τη δοκό ΑΒ:  L1=Ι1·ω= 2
113

1
lM ·ω= 323

3
1 2 ⋅⋅  kg·m2/s =12 kg·m2/s, πάνω στον άξονα 

περιστροφής στο σηµείο Α, µε φορά προς τα µέσα. 

γ) Οπότε για τη δοκό Γ∆:  L2=LΣ-L1= 48 kg·m2/s. 

Αλλά, η στροφορµή της Γ∆ θα µπορούσε και να υπολογιστεί από την σχέση: 

L2=Ι2·ω= smkgsmkgMM /48/32343
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iv) Μόλις ελευθερωθεί η δοκός Γ∆, θα εκτελέσει µια 

σύνθετη κίνηση. Για την µεταφορική κίνηση του 

κέντρου µάζας Β έχουµε: 

 Στην οριζόντια διεύθυνση, κίνηση µε σταθερή 

ταχύτητα: 

υ0=υcmx= smsm /6/231 =⋅=⋅ lω . 

 Στην κατακόρυφη διεύθυνση εκτελεί ελεύθερη πτώση, 

οπότε αποκτά ταχύτητα υcmy=gt=10m/s. 

Αλλά να µην ξεχάσουµε ότι η δοκός έχει και γωνιακή 

ταχύτητα περιστροφής ω=3rad/s, ίση µε αυτή που είχε πριν αποσπασθεί από την πρώτη δοκό. Έτσι η 

κινητική ενέργεια της δοκού είναι: 
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1) Υπολογίσαµε τη στροφορµή της δοκού Γ∆  αρχικά σαν διαφορά L2=LΣ-L1, αλλά στη συνέχεια και από 

τη σχέση: 

ωω ⋅






 +=⋅= 2
12

2
2222 12

1
ll MMIL  

Αλλά η παραπάνω εξίσωση µπορεί να γραφεί: 
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Η παραπάνω εξίσωση µας επιτρέπει να θεωρούµε ότι η στροφορµή της δοκού, ως προς τον άξονα στο 

Α, είναι το άθροισµα δύο προσθετέων. Ο ένας  Ι2cm·ω εκφράζει την ιδιοστροφορµή (spin) ως προς το 

κέντρο µάζας της δοκού, ενώ ο άλλος 122 l⋅cmM υ  εκφράζει την (τροχιακή) στροφορµή, δηλαδή την 

στροφορµή που θα είχε ένα υλικό σηµείο που θα έκανε κυκλική κίνηση γύρω από το Α. 

2) Αξίζει να προσέξουµε ότι η ποσότητα ω⋅= cmcm IL 22 , που παραπάνω ονοµάσαµε ιδιοστροφορµή (spin), 

δεν εξαρτάται από τον (πραγµατικό) άξονα που περνά από το Α. Έτσι και όταν η δοκός απελευθερωθεί, 

η ποσότητα αυτή παραµένει σταθερή, πράγµα που σηµαίνει ότι η δοκός θα συνεχίσει να στρέφεται γύρω 

από νοητό άξονα που περνά από το κέντρο µάζας της Β, αφού στο µεταξύ δεν δέχτηκε κάποια ροπή, η 

οποία θα µπορούσε και να την µεταβάλλει. 

3) Το στερεό Σ, δεχτήκαµε ότι εκτελεί στροφική κίνηση (απλή) γύρω από τον άξονα στο Α και µε βάση 

αυτό το σκεπτικό υπολογίσαµε τα µεγέθη που ζητήθηκαν. Αλλά αν προσέξουµε τη δοκό Γ∆, όταν είναι 

στην κατακόρυφη θέση (ελάχιστα πριν απελευθερωθεί) θα δούµε ότι οι ταχύτητες των διαφόρων 

σηµείων της είναι διαφορετικές. Έτσι µόλις ελευθερωθεί, θα εκτελέσει σύνθετη κίνηση και όχι µόνο 

µεταφορική, όπως εύκολα µπορούµε να παρασυρθούµε… 
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