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Πλάγια ελαστική κρούση 

Ας δούµε ξανά το θέµα ∆ (∆1,∆2) των πρόσφατων επαναληπτικών εξετάσεων: 

 

Η απάντηση που προφανώς αναµένεται, είναι η παρακάτω, όπως πολύ σωστά δόθηκε από το Νίκο 

Πριόβολο: 

 

Η παραπάνω λύση στηρίζεται στον ορισµό της ελαστικής κρούσης. Είναι η κρούση κατά την οποία η 

κινητική ενέργεια των σωµάτων πριν την κρούση, είναι ίση µε την κινητική ενέργεια µετά την 

κρούση. 

Στον παραπάνω ορισµό, δεν µας ενδιαφέρει ποιες ακριβώς δυνάµεις ασκεί το ένα σώµα στο άλλο, στη 

διάρκεια της κρούσης, ούτε τα έργα τους. Το πρόβληµα αντιµετωπίζεται µε αρχή διατήρηση της ορµής, 

αφού οι δυνάµεις είναι εσωτερικές και µε διατήρηση της κινητικής ενέργειας, εξ ορισµού. 

Ας δούµε µια  διαφορετική µατιά του ίδιου ερωτήµατος. 

Να ξεκινήσουµε λέγοντας κάποια πράγµατα, που τα έχουµε ξαναδεί, µε άλλες αφορµές. Η κρούση λέγεται 

ελαστική, αν οι δυνάµεις που ασκούνται µεταξύ των σωµάτων, είναι δυνάµεις ελαστικότητας, δυνάµεις που 

υπακούουν στο νόµο Ηοοke, συνεπώς συντηρητικές δυνάµεις, από όπου δικαιολογείται και η διατήρηση της 

µηχανικής ενέργειας. 

Ένα  δεύτερο σηµείο, που δεν αναφέρεται ή τουλάχιστον δεν αναφέρεται πολύ συχνά, είναι ότι στη διάρκεια 

της κρούσης δεν ασκούνται δυνάµεις παράλληλες στην επιφάνεια επαφής των δύο σωµάτων. ∆εν ασκείται 
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δύναµη Τριβής. Να το πούµε µε άλλα λόγια, αν η κρούση είναι κεντρική, δεν υπάρχει κανένα πρόβληµα, ο 

φορέας των ασκούµενων δυνάµεων είναι πάνω στην ευθεία που συνδέει τα κέντρα των δύο σφαιρών, σχήµα 

(α). Έτσι και αλλιώς δεν υφίσταται θέµα άσκησης εφαπτοµενικής συνιστώσας δύναµης. 

 

Αν όµως η κρούση είναι πλάγια, για να διατηρείται η κινητική ενέργεια στην κρούση (Κπριν=Κµετ), θα πρέπει 

οι ασκούµενες δυνάµεις να έχουν την διεύθυνση της διακέντρου, σχήµα (β). Η δύναµη δηλαδή F1, που 

δέχεται η κινούµενη σφαίρα δεν είναι αντίθετη της ταχύτητας υ, αλλά κάθετη στην επιφάνεια επαφής. Αν 

δεν ίσχυε αυτό θα είχαµε δύο άλλα αποτελέσµατα.  Αφενός, η ασκούµενη τριβή θα µετέτρεπε κάποιο µέρος 

της µηχανικής ενέργειας σε θερµική, µέσω του έργου της τριβής ολίσθησης. Αφετέρου η τριβή αυτή θα 

παρουσίαζε και ροπή ως προς το κέντρο κάθε σφαίρας, µε αποτέλεσµα οι σφαίρες µετά την κρούση να 

περιστρέφονται. Αλλά τότε ένα µέρος της αρχικής κινητικής ενέργειας θα µετατρεπόταν σε περιστροφική 

κινητική ενέργεια των σφαιρών, µε αποτέλεσµα οι τελικές ταχύτητες των κέντρων των δύο σφαιρών θα ήταν 

µικρότερες από αυτές που θα υπολογίζαµε, θεωρώντας τις σφαίρες υλικά σηµεία. Και το θέµα είναι ότι δεν 

υπάρχουν πραγµατικά σφαίρες υλικά σηµεία, αλλά σφαίρες µε ακτίνες και η παράλειψη της κινητικής 

ενέργειας οφειλόµενης σε περιστροφή, οδηγεί σε µεγαλύτερο ή µικρότερο σφάλµα. 

Με βάση αυτά, ας δούµε µια εναλλακτική λύση στο ερώτηµα των εξετάσεων. 

 

Στο παραπάνω σχήµα έχει σχεδιαστεί η ταχύτητα της πρώτης σφαίρας την οποία έχουµε αναλύσει σε δύο 

συνιστώσες, την υx στη διεύθυνση της διακέντρου και την υy σε κάθετη διεύθυνση. Αλλά αφού η δύναµη F1 

που δέχεται η πρώτη σφαίρα έχει την κατεύθυνση της υx, µόνο αυτήν την συνιστώσα ταχύτητας µπορεί να 

µεταβάλλει, ενώ η άλλη συνιστώσα (υy) δεν µπορεί να µεταβληθεί. Συνεπώς µετά την κρούση, η πρώτη 

σφαίρα θα έχει διατηρήσει την ταχύτητα υy, ενώ στην διεύθυνση x της διακέντρου, η περίπτωση 

παραπέµπει
*  στην µετωπική ελαστική κρούση, δύο σφαιρών µε ίσες µάζες. Έτσι οι σφαίρες ανταλλάσσουν 

τις ταχύτητές τους, συνεπώς θα µηδενιστεί η ταχύτητα της πρώτης σφαίρας, ενώ η δεύτερη σφαίρα θα 

αποκτήσει ταχύτητα  υ2=υx. 

Συµπέρασµα: η πρώτη σφαίρα θα κινηθεί στη διεύθυνση y, ενώ η δεύτερη στην διεύθυνση x, οπότε οι 

σφαίρες κινούνται σε κάθετες διευθύνσεις. 

Εξάλλου για τα µέτρα των ταχυτήτων έχουµε: 
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Και µε την ευκαιρία ας δούµε γενικότερα µια πλάγια κρούση µεταξύ δύο σφαιρών Α και Β, ίσων µαζών και 

ακτινών , όπου η δεύτερη είναι αρχικά ακίνητη. 

 

Έστω ότι µια σφαίρα κέντρου Ο1 και ακτίνας R κινούµενη µε ταχύτητα υ
r

 και η οποία συγκρούεται 

ελαστικά µε δεύτερη σφαίρα κέντρου Ο2 και ακτίνας R, όπως στο σχήµα.  

i) Να βρεθεί η ταχύτητα που θα αποκτήσει η Β σφαίρα σε συνάρτηση µε την απόσταση x του φορέα 
της ταχύτητας από το κέντρο της σφαίρας Β. 

ii)  Να βρεθούν οι τιµές της ταχύτητας της Α σφαίρας για τις διάφορες τιµές του x. 

Απάντηση: 

Με βάση όσα συζητήθηκαν παραπάνω, κρούση έχουµε εξαιτίας της συνιστώσας υx της ταχύτητας της Α 

σφαίρας, όπου: 
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i) Η ταχύτητα της Β σφαίρας, µε εφαρµογή των γνωστών εξισώσεων του βιβλίου, είναι: 
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• Για x=0 έχουµε υ2΄=υx=υ η οποία είναι και η µέγιστη ταχύτητα που µπορεί να 
αποκτήσει, στην περίπτωση της κεντρικής ελαστικής κρούσης. 

• Για x=2R τότε  υ2΄= 0 

Η περίπτωση αυτή αντιστοιχεί στην κατάσταση που φαίνεται στο διπλανό σχήµα, που η 

σφαίρα Α περνά εφαπτοµενικά από την σφαίρα Β. 

ii)  Η ταχύτητα της Α σφαίρας µετά την κρούση είναι ίση µε την συνιστώσα υx: 
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• Για x=0, παίρνουµε υ1΄=0, η ελάχιστη ταχύτητα της Α σφαίρας, στην περίπτωση της µετωπικής 
ελαστικής κρούσης και 

• Για x=2R, έχουµε υ1΄= υ, όπου στην πραγµατικότητα δεν υπάρχει κρούση µεταξύ των δύο σφαιρών. 

 

Σηµείωση: 

Επειδή οι σφαίρες δεν δέχονται δυνάµεις στον άξονα y (κάθετος στην διάκεντρο) η ταχύτητα κάθε σφαίρας 

στον άξονα αυτόν, παραµένει αµετάβλητη. Συνεπώς, yy 11 υυ =
′

 και 02 =′ yυ  

Θεωρώντας ότι η κινητική ενέργεια του συστήµατος παραµένει αµετάβλητη παίρνουµε: 
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Η εξίσωση (α) µαζί µε την εξίσωση από την διατήρηση της ορµής στον άξονα x: 

m1·υ1x=m1·υ΄1x + m2·υ΄2x    (β) 

αποτελούν ένα σύστηµα (ίδιο µε αυτό που προκύπτει στην µετωπική ελαστική κρούση) η λύση του οποίου 

µας  δίνει 01 =′xυ  και xx 12 υυ =′ . 
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