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Μια σφαίρα κατά µήκος δύο επιπέδων. 

∆ίνονται δύο κεκλιµένα επίπεδα Α και Β µε την ίδια κλί-

ση. Μια σφαίρα αφήνεται να κινηθεί πρώτα από την κο-

ρυφή του επιπέδου Α και ύστερα του επιπέδου Β. Το Α 

επίπεδο είναι λείο, ενώ στο Β λόγω τριβών η σφαίρα κυ-

λίεται (χωρίς να ολισθαίνει). 

i) Η µηχανική ενέργεια διατηρείται κατά την κίνηση: 

α) Στο επίπεδο Α,  β) Στο επίπεδο Β  γ) και στα δύο επίπεδα. 

ii) Με µεγαλύτερη κινητική ενέργεια φτάνει η σφαίρα στη βάση του επιπέδου: 

α)  Α  β) Β γ) φτάνει µε την ίδια κινητική ενέργεια και στα δυο επίπεδα. 

iii) Πιο σύντοµα φτάνει η σφαίρα στην βάση  του επιπέδου: 

α)  Α  β) Β γ) οι χρόνοι κίνησης είναι ίσοι και στα δύο επίπεδα. 

Απάντηση: 

i) Στο Α επίπεδο η σφαίρα εκτελεί µόνο µεταφορική κίνηση, αφού δεν δέχεται κα-

µιά  ροπή που θα την επιτάχυνε στροφικά. Στο Β επίπεδο αναπτύσεται τριβή, η 

ροπή της οποίας περιστρέφει τη σφαίρα. Αφού όµως η σφαίρα κυλίεται, η τριβή 

αυτή είναι στατική και δεν παράγει έργο. ∆εν µετακινεί το σηµείο εφαρµογής 

της. Συνεπώς η µηχανική ενέργεια παραµένει σταθερή κατά την κίνηση κατά 

µήκος και των δύο επιπέδων. Σωστή η γ) επιλογή. 

ii)  Αφού η µηχανική ενέργεια διατηρείται, θεωρώντας το οριζόντιο επίπεδο, που περνά από τη βάση του 

επιπέδου σαν επίπεδο µηδενικής ενέργειας έχουµε: 

Uαρχ+Καρχ=Uτελ+Κτελ → mgh = Κτελ 

Κατά συνέπεια η τελική κινητική ενέργεια της σφαίρας είναι ίδια και στις δύο περιπτώσεις. Σωστή λο-

πόν είναι η γ) επιλογή. 

iii)  Για την µεταφορική κίνηση ισχύει: 

Στο λείο επίπεδο:   ΣFx=mα1cm → mgηµφ =m·α1cm → α1cm =gηµφ  (1) 

Στο επίπεδο µε τριβές:  ΣFx=mα2cm → mgηµφ-Τ =m·α1cm → 2cm

T
a gηµφ-

m
=  (2) 

Από (1) και (2) βλέπουµε ότι στο λείο επίπεδο η σφαίρα αποκτά µεγαλύτερη επιτάχυνση, συνεπώς θα 

φτάσει στη βάση του επιπέδου σε λιγότερο χρόνο, αφού x= ½ αcm·t
2. Σωστή λοιπόν είναιι η α) επιλογή. 

 

Σχόλιο: 

Στο επίπεδο Α, όλη η αρχική δυναµική ενέργεια, µετατρέπεται σε κινητική. Η κινητική αυτή ενέργεια εί-

ναι µόνο µεταφορική 2
A A
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K mυ
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= . 

Στο Β επίπεδο η τελική κινητική ενέργεια είναι επίσης ίση µε την αρχική δυναµική, αλλά τώρα ένα µέ-
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ρος της εµφανίζεται σαν µεταφορική και ένα µέρος της σαν περιστροφική, 2 2
B A

1 1
K mυ Iω

2 2
= + . Έτσι η 

µεταφορική κινητική ενέργεια, που συνδέεται µε την ταχύτητα υcm, είναι µικρότερη στην περίπτωση της 

κύλισης. Αποτέλεσµα; Στο λείο επίπεδο το σώµα κινείται «πιο γρήγορα», οπότε φτάνει και σε µικρότερο 

χρόνο στην βάση του  επιπέδου. 
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