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Μια περισσότερο ιδιόµορφη «κρούση». 

Πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί µια λεπτή σανίδα µάζας Μ. 

Εκτοξεύουµε  οριζόντια, από το άκρο της σανίδας, µια σφαίρα ίδιας µάζας 

Μ µε αρχική ταχύτητα υ0 και µε κινητική ενέργεια 36J, η οποία δεν 

περιστρέφεται. Παρατηρούµε ότι η σφαίρα αρχίζει να περιστρέφεται, ενώ ταυτόχρονα η σανίδα κινείται 

προς τα δεξιά επιταχυνόµενη για λίγο, ενώ στη συνέχεια τόσο η σφαίρα, όσο και η σανίδα κινούνται µε 

σταθερές ταχύτητες. 

i)  Μπορείτε να ερµηνεύσετε τις παραπάνω παρατηρήσεις; 

ii) Αποδείξτε ότι όταν τα σώµατα αποκτήσουν σταθερές ταχύτητες ισχύει υcm-ωR=υ1, όπου υcm η ταχύτητα 

του άξονα της σφαίρας, ω η γωνιακή της ταχύτητα και υ1 η ταχύτητα της σανίδας. 

iii) Ας πάρουµε ένα νοητό σταθερό οριζόντιο άξονα z, ο οποίος ταυτίζεται µε την αρχική θέση του άξονα 

περιστροφής της σφαίρας. Να κάνετε τη γραφική παράσταση της στροφορµής του συστήµατος σφαίρα-

σανίδα, ως προς τον άξονα z, σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

iv)Να υπολογιστεί η µηχανική ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική εξαιτίας της τριβής που αναπτύχθηκε 

µεταξύ σφαίρας και σανίδας. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς µια διάµετρό της Ι= 2/5 ΜR2. 

Απάντηση: 

i) Στο σχήµα έχουν  σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στα δυο 

σώµατα, όπου έχουµε δύο ζεύγη δράσης αντίδρασης Ν-Ν΄και Τ-Τ΄, 

ενώ Ν1, η κάθετη αντίδραση του επιπέδου. Αφού η σφαίρα έχει αρχική 

ταχύτητα υ0 προς τα δεξιά, δέχεται δύναµη τριβής προς τ’ αριστερά, η 

οποία από τη µια επιβραδύνει (µεταφορικά) την σφαίρα, αλλά από την 

άλλη προκαλεί γωνιακή επιτάχυνση, µε αποτέλεσµα να αρχίσει να περιστρέφεται, όπως οι δείκτες του 

ρολογιού. Εξάλλου η αντίδραση της τριβής που ασκείται στον σφαίρα  η Τ΄, έχει φορά προς τα δεξιά, 

ασκείται στην σανίδα, την οποία και επιταχύνει. Ναι, αλλά για πόσο χρόνο συµβαίνουν όλα αυτά; Για 

όσο χρόνο ένα σηµείο Α, επαφής της σφαίρας µε τη σανίδα, να έχει µηδενική ταχύτητα, ως προς την 

σανίδα ή για να το πούµε µε άλλα λόγια, έχει την ίδια ταχύτητα µε την σανίδα. Αλλά τότε αφού το 

παραπάνω σηµείο δεν κινείται ως προς την σανίδα, δεν υπάρχει λόγος να ασκείται δύναµη τριβής, 

συνεπώς η σφαίρα κινείται πλέον µε σταθερή ταχύτητα υcm και µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω, ενώ 

και η σανίδα µεταφέρεται µε σταθερή ταχύτητα υ1. 

ii)  Θεωρούµε ότι η σφαίρα εκτελεί σύνθετη κίνηση αποτελούµενη από µια µεταφορική 

κίνηση µε ταχύτητα υcm=υΟ και µια στροφική γύρω από τον άξονα περιστροφής της 
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µε γωνιακή ταχύτητα ω. Στο διπλανό σχήµα έχουµε σχεδιάσει  τις ταχύτητες του σηµείου Α, σηµείου 

επαφής της σφαίρας µε την σανίδα, όπου υcm η ταχύτητα εξαιτίας της µεταφορικής κίνησης και υγρ=ωR 

η γραµµική ταχύτητα του σηµείου εξαιτίας της κυκλικής του κίνησης. Η ολίσθηση της σφαίρας θα 

σταµατήσει όταν: 

υΑ= υcm-ωR=υ1,  

όπου υ1 η ταχύτητα της σανίδας. 

iii)  Οι εξωτερικές δυνάµεις που ασκούνται στο σύστηµα σφαίρα-σανίδα είναι τα βάρη w=Μg και w1=Μg 

και η κάθετη αντίδραση του επιπέδου Ν1. Αλλά στον κατακόρυφο άξονα η σφαίρα ισορροπεί, οπότε 

Ν=Μg, ενώ από την ισορροπία της σανίδας παίρνουµε: 

ΣF=0 → Ν1-w1-Ν΄=0 → Ν1-2Μg=0 → Ν1=2Μg. 

Το σύστηµα λοιπόν σφαίρα-σανίδα είναι µονωµένο και Στεξ=0. Γιατί; 

Αφού η σανίδα δεν στρέφεται η συνολική ροπή ως προς το κέντρο 

µάζας της Κ είναι µηδενική, αλλά τότε: 

τΝ΄+τΝ1+τΤ΄+τw1=0 → -Ν΄·(ΚΛ)+Ν1·(ΚΜ)+w1·0+Τ΄·0=0 →  

(ΚΛ)=2(ΚΜ)=2x,  

Έστω ότι κάποια στιγµή το κέντρο της σφαίρας έχει µετατοπισθεί 

κατά s, όπως στο σχήµα.  

Στεξz=Ν1(s-x)-N΄·s-w1·(s-2x) =2Mg·s-2Mg·x-Μg·s-Μg·s+Μg·2x=0 

συνεπώς η στροφορµή του συστήµατος κατά τον άξονα z παραµένει σταθερή και ίση µε L=Lαρχ=0. 

iv) Για το µονωµένο σύστηµα σφαίρα-σανίδα ισχύει η Α.∆.Ο. 

(1)  1010 υυυυυυτελρχ +=→+=→= cmcma MMMPP
rr

 

Παίρνοντας την Α∆Σ κατά (ως προς) τον άξονα z έχουµε: 

(2)5,2R
5

2
0 11

2
1  ωRMMRRMILLa υυωυωτελρχ =→=→−=→=

rr
 

Εξάλλου προηγουµένως αποδείξαµε ότι υΑ= υcm-ωR=υ1   (3) 

Από (2) και (3) → υcm-2,5υ1=υ1 → υcm=3,5υ1, οπότε από την (1) βρίσκουµε υ0=4,5υ1 → 

υ1= 09

2
υ , 09

7
υυ =cm  και  ωR= 09
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Με βάση τα παραπάνω η απώλεια της µηχανικής ενέργειας (η οποία εµφανίζεται σαν θερµική) είναι: 
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