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Μια παραλλαγή στο θέµα ∆ Εξετάσεων 2012. 

Λείο κεκλιµένο επίπεδο έχει γωνία κλίσης φ=30ο. Στα σηµεία Α και Β στερεώ-

νουµε τα άκρα δύο ιδανικών ελατηρίων µε σταθερές k1=30Ν/m και k2=70 Ν/m 

αντίστοιχα. Στα ελεύθερα άκρα των ελατηρίων, δένουµε σώµα Σ1, και το κρατά-

µε στη θέση όπου τα ελατήρια έχουν το φυσικό τους µήκος (όπως φαίνεται στο 

σχήµα).  

Τη χρονική στιγµή t0=0 αφήνουµε το σώµα Σ1 ελεύθερο, οπότε διανύει απόσταση 0,1m µέχρι να σταµατήσει 

την προς τα κάτω κίνησή του και να επιστρέψει, εκτελώντας ΑΑΤ.  

i) Να βρεθεί η µάζα m1 του σώµατος Σ1. 

ii)  α) Πάρτε το σώµα σε µια θέση Π, η οποία απέχει 3cm από την χαµηλότερη θέση της ταλάντωσης. Να 

σχεδιάστε τις δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα και να υπολογίσετε τα µέτρα τους. 

      β) Να αποδείξτε ότι η κίνηση του σώµατος είναι ΑΑΤ, υπολογίζοντας και την περίοδο ταλάντωσης. 

Κάποια χρονική στιγµή που το σώµα Σ1 βρίσκεται στην αρχική του θέση, τοποθετούµε πάνω του (χωρίς αρ-

χική ταχύτητα) ένα άλλο σώµα Σ2 µικρών διαστάσεων µάζας m2=0,4 kg. Το σώµα Σ2 δεν ολισθαίνει πάνω 

στο σώµα Σ1 λόγω της τριβής που δέχεται από αυτό. Το σύστηµα των δύο σωµάτων κάνει απλή αρµονική 

ταλάντωση.  

iii) Έστω µια θέση Ρ, η οποία απέχει 3,5cm από την χαµηλότερη θέση της ταλάντωσης του συστήµατος 

και στην οποία βρίσκεται κάποια στιγµή κινούµενο προς τα πάνω. Σχεδιάστε τις δυνάµεις που ασκού-

νται στο Σ2 στην  θέση Ρ και υπολογίστε τα µέτρα τους, την στιγµή αυτή.  

Απάντηση: 

Στο σχήµα δίπλα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται 

στο σώµα στη θέση ισορροπίας, όπως και στη θέση Π και στην 

τυχαία θέση (στις δύο τελευταίες θέσεις µόνο οι συνιστώσες 

στην διεύθυνση κίνησης, για να µην επιβαρυνθεί πολύ το σχή-

µα. Για τον ίδιο λόγο δεν σχεδιάστηκαν και τα ελατήρια…). 

i) Στη θέση ισορροπίας το ελατήριο k1 έχει συσπειρωθεί 

κατά ∆ℓ, ενώ το k2 έχει επιµηκυνθεί κατά ∆ℓ, συνεπώς 

και τα δυο ασκούν δυνάµεις µε φορά προς τα πάνω.  

ΣF=0 → Fελ1+Fελ2-wx=0 → 

 k1·∆ℓ+k2·∆ℓ=m1·g·ηµφ → (1) 

Αλλά η αρχική θέση (θέση φυσικού µήκους των ελατη-

ρίων) είναι και ακραία θέση της ταλάντωσης, αφού το σώµα ξεκινά χωρίς αρχική ταχύτητα την τα-

λάντωσή του, συνεπώς ∆ℓ=Α, όπου Α το πλάτος της ταλάντωσης. Εξάλλου η απόσταση των δύο 

ακραίων θέσεων είναι ίση µε  2Α=0,1m ή Α=0,05m=∆ℓ και η (1) δίνει: 
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ii)  Η θέση Π απέχει 3cm από την κάτω ακραία θέση, συνεπώς το σώµα απέχει κατά x1= 2cm από τη θέ-

ση ισορροπίας, οπότε το ελατήριο k1 έχει συσπειρωθεί κατά 7cm, όσο έχει επιµηκυνθεί το k2.  

α) Έτσι οι δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα, µε κατευθύνσεις όπως έχουν σχεδιαστεί στο σχήµα, έ-

χουν µέτρα: 

Το βάρος w=m1g=10Ν. 

Η κάθετη αντίδραση του επιπέδου, όπου αφού το σώµα ισορροπεί ΣFy=0 ή Ν=m1gσυνφ= N35  

Fελ1=k1·(∆ℓ+x1) =30·0,07Ν=2,1Ν και  Fελ2=k2·(∆ℓ+x1) =70·0,07Ν=4,9Ν 

β) Παίρνουµε το σώµα σε µια τυχαία θέση που απέχει κατά x από την θέση ισορροπίας, όπως στο 

σχήµα.  

ΣF=wx-Fελ1-Fελ2= m1gηµφ-k1(∆ℓ+x)-k2(∆ℓ+x) = m1gηµφ-k1∆ℓ-k1x-k2∆ℓ-k2x → )1(   

ΣF=-(k1+k2)·x 

Συνεπώς το σώµα εκτελεί ΑΑΤ µε περίοδο: 
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iii)  Το σύστηµα των δύο σωµάτων εκτελεί ΑΑΤ, γύρω από µια νέα θέση ισορροπίας, για την οποία ι-

σχύει: 
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Με την ίδια συλλογιστική, όπως και πριν, βλέπουµε ότι τόσο είναι και το νέο πλάτος ταλάντωσης, 

Α1=7cm.  Συνεπώς η θέση Ρ, απέχει από τη θέση ισορροπίας κατά 

3,5cm και αν θεωρήσουµε θετική την φορά από το Α στο Β, x=-0,035m.  

Το Σ2 ισορροπεί στον άξονα y, συνεπώς για τις δυνάµεις που ασκούνται 

πάνω του έχουµε: 

w2=m2g= 4Ν, Ν=w2y=w2συνφ= N32  

Εξάλλου από το 2ος νόµο του Νεύτωνα, µε βάση το διπλανό σχήµα, 

παίρνουµε: 

ΣFx=m2·α ή Τ-m2gηµφ=m2·(-ω
2x) ή Τ= m2gηµφ-m2ω

2x  (2) 

Όπου Τ η στατική τριβή που ασκείται στο σώµα Σ2 και ω η νέα κυκλική συχνότητα, όπου λαµβάνο-

ντας υπόψη ότι η κίνηση του συστήµατος είναι ξανά ΑΑΤ µε σταθερά D=k1+k2,  έχουµε: 
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Έτσι από την (2) παίρνουµε: 
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Σχόλια: 

1) Το Σ2 εκτελεί ταλάντωση, συνεπώς πρέπει να δέχεται συνισταµένη δύναµη µε φορά προς την θέση ι-

σορροπίας. Αφού η συνιστώσα λοιπόν w2x έχει φορά προς το Α, η στατική τριβή έχει κατεύθυνση προς 

το Β, προς την θέση ισορροπίας, είναι δηλαδή οµόρροπη της ταχύτητας του σώµατος. 

2) Αν δεχτούµε ότι το σώµα Σ2 εκτελεί ΑΑΤ, θα µπορούσαµε να γράψουµε και: 

xDgmTxDFx 222 −=⋅−→−=Σ ηµϕ  …. 

όπου D2 η λεγόµενη σταθερά επαναφοράς του σώµατος m2 ίση µε D2=m2ω
2. 

 

 
Επιµέλεια 

∆ιονύσης Μάργαρης 

 

 


