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Ισορροπία και κίνηση. Αλλαγή  µε  το χρόνο. 

Μια οµογενής δοκός (ΑΒ) µήκους 6m και µάζας m1 =10kg, ισορροπεί σε 

οριζόντια θέση, αρθρωµένη στο ένα της άκρο Α σε κατακόρυφο τοίχο και 

στηριζόµενη σε τροχαλία σε σηµείο Γ, το οποίο απέχει 1m από το άλλο 

της άκρο Β, όπως στο σχήµα. Στο σηµείο ∆, όπου (Α∆)=1m ηρεµεί ένα 

σώµα Σ µάζας m2=1kg, ενώ η τροχαλία µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές 

γύρω από σταθερόν οριζόντιο άξονα που  περνά από το κέντρο της. Στο αυλάκι της τροχαλίας έχουµε περά-

σει ένα αβαρές νήµα στο άκρο του οποίου κρέµεται ένα σώµα Σ1, µάζας m=4kg, το οποίο συγκρατούµε µε 

τεντωµένο το νήµα. Η τροχαλία έχει µάζα Μ=12kg, ακτίνα R=0,2m και παρουσιάζει µε τη δοκό συντελε-

στές τριβής µs=0,65 και µ=0,5. Τη στιγµή t0=0, το σώµα Σ δέχεται ένα κτύπηµα, οπότε αρχίζει να κινείται 

κατά µήκος της δοκού µε σταθερή ταχύτητα υ=1m/s, ενώ ταυτόχρονα αφήνουµε ελεύθερο το σώµα Σ1. ∆ίνε-

ται η ροπή αδράνειας της τροχαλίας Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 

i)  Να υπολογίσετε την οριζόντια και κατακόρυφη συνιστώσα της δύναµης που δέχεται η δοκός από την 

άρθρωση, σε συνάρτηση µε το χρόνο, µέχρι της χρονική στιγµή t1=6s και να κάνετε τις γραφικές τους 

παραστάσεις. 

ii) Να υπολογίστε την κινητική ενέργεια της τροχαλίας τη στιγµή t1 καθώς και την θερµική ενέργεια που 

παρήχθη στο µεταξύ, στην επαφή δοκού-τροχαλίας. 

iii) Ποιος ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του συστήµατος τροχαλία-Σ1, ως προς τον άξονα περι-

στροφής της τροχαλίας, τη στιγµή t1; 

Απάντηση: 

 

Στο παραπάνω σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στα σώµατα όπου Ν2=Ν2΄, Ν=Ν΄, Τ=Τ΄ 

(δράση-αντίδραση) και Τ1=Τ1΄η τάση του νήµατος. Να σηµειωθεί ότι αφού το σώµα Σ κινείται µε σταθερή 

ταχύτητα δεν δέχεται τριβή από την δοκό. 

i) Το σώµα Σ ισορροπεί οπότε ΣF=0 → Ν2=w2=m2g=10Ν. 

Η δοκός ΑΒ ισορροπεί, οπότε: 

ΣFx=0 → Fx-Τ΄=0 → Fx=Τ΄  (1), όπου Τ΄ η τριβή που ασκείται στην δοκό από την τροχαλία. 

ΣFy=0 → Fy+N-N2΄-m1g=0  (2) 

ΣτΑ=0 → Ν·(ΑΓ)-w·(ΑΟ)-Ν2΄·(Α∆+x) =0  (3) 

Ν·5=100·3+10·(1+υt)→ Ν=(62+2t)Ν 
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Αλλά τότε Fy= m1g+Ν2΄-Ν =100Ν+10Ν-62Ν-2t Ν=48-2t  (Ν) 

Το ερώτηµα που µπαίνει τώρα είναι, τι τριβή ασκείται στο σηµείο Γ; Είναι τριβή ολίσθησης ή στατική 

τριβή; Υπολογίζουµε την µέγιστη τιµή της στατικής τριβής, την οριακή τριβή: Τορ=µs·Ν= 0,65·(62+2t)  

Η µικρότερη τιµή της θα προκύψει για την αρχική θέση, όπου Τορ=40,3Ν. 

Όµως αν υποθέσουµε ότι το σώµα Σ1 ισορροπεί, οπότε δεν περιστρέφεται η τροχαλία, η τάση του νήµα-

τος έχει µέτρο ίσο µε το βάρος του Σ1, δηλαδή Τ1=w1=mg=40Ν, οπότε η δύναµη που τείνει να στρέψει 

την τροχαλία έχει τιµή 40Ν και η ασκούµενη τριβή είναι στατική, µέτρου 40Ν. Αλλά τότε από την (1) 

έχουµε και Fx=40Ν, για όσο χρόνο το σώµα Σ κινείται πάνω στη δοκό, δηλαδή µέχρι τη στιγµή: 

t΄=
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− −
= =
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Μόλις το σώµα Σ εγκαταλείψει τη δοκό, η εξίσωση (3) δίνει Ν·(ΑΓ)-w·(ΑΟ) =0 → Ν=60Ν 

Αλλά τότε Τορ=µs·Ν=36Ν<40Ν. 

Συνεπώς η τροχαλία θα αρχίσει να στρέφεται και η τριβή θα  είναι τριβή ολίσθησης µε µέτρο: 

Τ=µ·Ν= 0,5·60Ν=30Ν 

Και από την σχέση (1) Fx=30Ν 

Ενώ από την ισορροπία στον άξονα y:   Fy+N-N2΄-  m1g =0  → Fy= m1g-N=40N 

Με βάση τα παραπάνω οι γραφικές παραστάσεις είναι: 

  

ii)   Για το χρονικό διάστηµα∆t=6s-5s=1s, όπου το σώµα Σ1 κινείται περιστρέφοντας την τροχαλία έχουµε: 

 Για το σώµα Σ1 ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα µας δίνει ΣF=mα → mg-Τ1=mα (4) 

Για την τροχαλία εξάλλου έχουµε: Στ=Ι·αγων → Τ1΄ ·R-Τ·R= ½ ΜR2
·αγων → Τ1΄-Τ = ½ ΜR·αγων  

Αλλά κάθε σηµείο του νήµατος κινείται µε την ίδια ταχύτητα, συνεπώς υΣ1=υΖ=υΕ=ωR, οπότε 

µε παραγώγιση παίρνουµε: 

Σ
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Οπότε Τ1΄-Τ = ½ Μα (5) 

Από (4) και (5) παίρνουµε: mg-Τ= (m+ ½ Μ)α → 2/1
64
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Οπότε το σώµα Σ1 τη στιγµή t1 έχει αποκτήσει ταχύτητα υ=α·∆t= 1m/s, έχοντας διανύσει απόσταση  

y= ½ α ·(∆t)2=0,5m . 
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Η τροχαλία έχει τη στιγµή αυτή κινητική ενέργεια: 

Κ= ½ Ιω2 = ½ ½ ΜR2
ω

2= ¼ Μυ
2 = ¼ 12·12J= 3J. 

Η µηχανική ενέργεια, στο παραπάνω χρονικό διάστηµα, που µετατρέπεται σε θερµική είναι κατ’ απόλυ-

το τιµή ίση µε το έργο της ροπής της τριβής ολίσθησης: 

Q=|WΤ|=τ·θ= ΤR·θ= Τ·y= 30·0,5J=15J. 

iii)  Για το σύστηµα τροχαλία-Σ1 έχουµε: 

2222
1 /2/)2,0302,0104( skgmskgmTRRw

dt

dL
=⋅−⋅⋅=−=Σ= εξτ  
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