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Η δύναμη και η επιπλέον ροπή ζεύγους. 

Η συνέχεια της ανάρτησης «Μια ορθή  γωνία στρέφεται», είναι ένα θέµα που δεν απευθύνεται σε µαθητές. 

Είναι «αυστηρώς ακατάλληλη» γι’ αυτούς!!!  Ας ξεκινήσουµε από κάτι απλούστερο και που θα µας βοη-

θήσει να κάνουµε τους σωστούς συλλογισµούς, για την παραπέρα µελέτη µας. 

Παράδειγµα: 

∆υο όµοιες οµογενείς ράβδοι ΟΑ και ΑΒ είναι κολληµένες στο κοινό τους 

άκρο Α, έχοντας δηµιουργήσει µια νέα ράβδο ΟΒ µήκους 2ℓ=2m και µάζας 

Μ=2m=2kg, η οποία στρέφεται γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα ο οποίος 

περνά από το άκρο της Ο. Σε µια στιγµή βρίσκεται σε οριζόντια θέση, όπως 

στο σχήµα, έχοντας γωνιακή ταχύτητα ω=2rad/s. Για την θέση αυτή: 

i) Να υπολογιστεί η γωνιακή επιτάχυνση της ράβδου. 

ii)  Να υπολογιστούν η οριζόντια και κατακόρυφη συνιστώσα της δύναµης που ασκεί η ράβδος ΟΑ στην 

ράβδο ΑΒ. 

iii)  Να υπολογιστεί η ροπή που ασκεί η ράβδος ΟΑ στην ΑΒ (εκτός της δύναµης). 

Για µια οµογενή ράβδο 2
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Απάντηση: 

i) Εφαρµόζουµε το 2ο νόµο του Νεύτωνα για τη στροφική κίνηση της ράβδου ΟΒ και παίρνουµε: 
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αγων=7,5rad/s2. 

ii)  Εστιάζουµε τώρα στην ράβδο ΑΒ η οποία εκτελεί σύνθετη κίνηση. 

Από το 2ο νόµο για τη µεταφορική κίνηση του κέντρου µάζας της Κ 

παίρνουµε: 
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Προφανώς το αποτέλεσµα που βρήκαµε για την Fy=-1,25Ν, µας λέει 

ότι έχει αντίθετη κατεύθυνση, δηλαδή το σωστό σχήµα είναι αυτό του 

διπλανού σχήµατος. 
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iii)  Η ράβδος ΑΒ, στην σύνθετη κίνησή της, εκτός της µεταφορικής κίνησης του κέντρου µάζας της Κ (µια 

κυκλική κίνηση ενός υλικού σηµείου), θεωρούµε ότι εκτελεί και στροφική κίνηση, γύρω από νοητό 

άξονα, κάθετο στη ράβδο, ο οποίος περνά από το µέσον της Κ. Ναι, αλλά σε αυτή τη στροφική κίνηση, 

η ράβδος στρέφεται έχοντας γωνιακή επιτάχυνση, κάθετη προς το επίπεδο της σελίδας µε φορά προς 

τα µέσα (βλέπε σχήµα), ενώ στο παραπάνω σχήµα που έχουµε σχεδιάσει τις δυνάµεις που ασκούνται 

στη ράβδο ΑΒ, δεν υπάρχουν ροπές ως προς το Κ µε αυτήν την κατεύθυνση!!! Είµαστε λοιπόν υπο-

χρεωµένοι να δεχτούµε, ότι εκτός της δύναµης που ασκεί η ράβδος ΟΑ στη ράβδο ΑΒ, της ασκεί και 

ροπή τ στο σηµείο σύνδεσης Α, µε κατεύθυνση κάθετη στο επίπεδο της κίνησης και φορά προς τα µέ-

σα, έτσι ώστε: 
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Συµπέρασµα:  

Στο άκρο Α οι δυο ράβδοι δεν συνδέονται σ’  ένα σηµείο και οι ασκούµενες δυνάµεις κατανέµονται σε ολό-

κληρη την επιφάνεια επαφής. Εποµένως δεν ασκείται µια µόνο δύναµη από τη µια ράβδο στην άλλη, αλλά 

µια κατανοµή δυνάµεων η οποία µπορεί να αναχθεί ισοδύναµα σε µια δύναµη F (η συνισταµένη των Fx και 

Fy)  και σε µια ροπή ζεύγους τ. 

 

Και ας έρθουµε τώρα στην άσκηση «Μια ορθή  γωνία στρέφεται». 

∆ιαθέτουµε δύο όµοιες οµογενείς ράβδους µε µήκος ℓ=1m και µάζα Μ=3kg η 

καθεµιά. Τις καρφώνουµε ενώνοντας το ένα τους άκρο Α σχηµατίζοντας γωνία 

90°, δηµιουργώντας ένα στερεό Σ, το οποίο µπορεί να στρέφεται γύρω από στα-

θερό οριζόντιο άξονα που περνά από το άκρο Ο της ράβδου ΟΑ, όπως στο σχή-

µα, χωρίς τριβές. Φέρνουµε το στερεό Σ σε τέτοια θέση, ώστε η ράβδος ΑΒ να 

είναι οριζόντια και το αφήνουµε να κινηθεί.  

i)  Να βρεθεί η ροπή αδράνειας του στερεού Σ καθώς και  η αρχική επιτάχυνση του άκρου Β της ράβδου 

ΑΒ. 

ii) Για την θέση (2) που η ράβδος ΑΒ γίνεται ξανά οριζόντια, να υπολογιστούν:  

α) η ταχύτητα του άκρου Β και ο ρυθµός µεταβολής του µέτρου της ταχύτητάς του. 

β) η στροφορµή του στερεού Σ και η στροφορµή κάθε ράβδου, ως προς (κατά)  τον άξονα περιστροφής. 

γ) Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής ως προς (κατά) τον άξονα περιστροφής του στερεού Σ και οι 

αντίστοιχοι ρυθµοί για κάθε ράβδο. 

δ) Η ροπή που ασκείται  στην ράβδο ΑΒ από την ράβδο ΟΑ ως προς τον άξονα περιστροφής στο Ο. 
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και ας δούµε ένα πρόσθετο ερώτηµα. 

ε) Να βρεθεί η οριζόντια και κατακόρυφη συνιστώσα της δύναµης που δέχεται η ράβδος ΑΒ από 

τη ράβδο ΟΑ, καθώς και η ροπή ζεύγους που τις συνοδεύει. 

Απάντηση: 

Έχουµε υπολογίσει ότι στην θέση αυτή ω=6rad/s και αγων=-3rad/s2. 

 Ας έρθουµε στην µεταφορική κίνηση της ράβδου ΑΒ γύρω από το Ο (δουλεύου-

µε µε µέτρα) 

ΣFεπιτ=Μ·αγων·r → Μg·ηµθ-Fε= Μ·αγων·r → 

Fε= Μg·ηµθ -Μ·αγων·r 
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Έτσι  η οριζόντια συνιστώσα της δύναµης είναι: 

Fx=Fκ·ηµθ-Fε·συνθ= NNN 63
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µε φορά προς τα αριστερά και η κατακόρυφη συνιστώσα: 

Fy=Fε·ηµθ+Fκ·συνθ= NNN 5,133
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µε φορά προς τα πάνω. 

Ενώ για τη στροφική κίνηση της ράβδου:  

ΣτΟ) =ΙΟ(ΑΒ)·αγων→ 

γωνκε τηµθσυνθ aIFFMg ABO ⋅=+⋅⋅−⋅⋅+− )(2
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Η παραπάνω ροπή, είναι ροπή ζεύγους που ασκείται στο άκρο Α της ράβδου.  

Αλλά αφού πρόκειται για ροπή ζεύγους, ίδια τιµή θα έχει και ως προς το κέντρο Κ της ράβδου ΑΒ. 

Ας δοκιµάσουµε. Η κίνηση της ράβδου µπορεί να θεωρηθεί σύνθετη µε µια περιστροφική γύρω από το κέ-

ντρο µάζας Κ και µια µεταφορική. Αν εφαρµόσουµε το 2ο νόµο για την στροφική κίνηση θα πάρουµε: 

ΣτΚ) =Ιcm(ΑΒ)·αγων→ 

γωντ aMFy ⋅=+⋅− 2

12

1

2
l

l
 → 

NmNmNmFaM y 66
2

1
5,133)3(13

12

1

212

1 22 =⋅+−⋅=⋅+⋅=
l

l γωντ  

Αξίζει να τονισθεί ότι η ροπή που υπολογίσαµε στο δ) ερώτηµα, ως προς το Ο, τ=+3Νm, είναι το άθροισµα 

της ροπής της  δύναµης ( )NmFx 63−=l  και της ροπής του ζεύγους +66Νm 

Ας το τονίσουµε λοιπόν για µια ακόµη φορά: 

 Στο άκρο Α της ράβδου, δεν ασκείται µόνο µια δύναµη από την άλλη 

ράβδο, αλλά µια κατανοµή δυνάµεων σε µια επιφάνεια επαφής και η κα-

τάσταση µπορεί να µελετηθεί από µια δύναµη F και µια ροπή ενός ζεύ-

γους τ. 
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