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Ένας κύλινδρος και ένα κέλυφος. 

1) Η ροπή αδράνειας ενός κυλίνδρου ως προς άξονα, ο οποίος διέρχεται από τα κέντρα των βάσεών του,  

δίνεται από την εξίσωση  Ι= ½ ΜR2. Από ένα οµογενή κύλινδρο, έχει αφαιρεθεί ένας οµοαξονικός 

κύλινδρος, µε αποτέλεσµα να πάρουµε ένα κυλινδρικό κέλυφος. Η ροπή αδράνειας του κελύφους 

δίνεται από την εξίσωση: 

i) Ι2= 
3

1
mR2    ii)  Ι2= 

2

1
mR2   iii) Ι2= 

3

2
mR2   iv) Ι2= mR2 

2) Σε δύο κεκλιµένα επίπεδα αφήνονται να κινηθούν από το ίδιο 

ύψος, ένας κύλινδρος Α και ένα κυλινδρικό κέλυφος της ίδιας 

µάζας και της ίδιας ακτίνας Β. Τα δύο σώµατα κυλίονται χωρίς 

να ολισθαίνουν. Ποιες προτάσεις είναι σωστές και ποιες λάθος: 

i)   Μεγαλύτερη ροπή αδράνειας παρουσιάζει το κέλυφος Β.  

ii)  Μεγαλύτερη επιτάχυνση αποκτά ο κύλινδρος Α. 

iii) Ο κύλινδρος Α θα φτάσει στη βάση του επιπέδου µε µεγαλύτερη ταχύτητα από το Β. 

iv) Ο κύλινδρος Α θα φτάσει στη βάση του επιπέδου µε µεγαλύτερη κινητική ενέργεια από το σώµα Β. 

Να δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας. 

Απάντηση: 

1) Στο διπλανό σχήµα έχει σχεδιαστεί ένας οµογενής κύλινδρος µάζας m και ένα 

κέλυφος, της ίδιας µάζας και ίδιας ακτίνας. Η ροπή αδράνειας των στερεών ως 

προς τον άξονα που συνδέει τα κέντρα των δύο βάσεων είναι ίση µε: 

Ι1=Σmir1
2. 

Ας εστιάσουµε όµως σε µια στοιχειώδη µάζα dm, η οποία στον κύλινδρο είναι κοντά στον άξονα, ενώ 

στο κέλυφος η ίδια στοιχειώδης µάζα απέχει περισσότερο από τον άξονα και τέτοιες στοιχειώδεις 

µάζες, είναι πολλές. Συνεπώς το παραπάνω άθροισµα θα έχει µεγαλύτερη τιµή στην περίπτωση του 

κελύφους. Άρα η ροπή αδράνειας του κελύφους είναι µεγαλύτερη  από ½ mR2.  

Αν είχαµε άλλωστε έναν δακτύλιο µάζας m, όπου όλη η µάζα του θα ήταν συγκεντρωµένη στην 

περιφέρειά του, τότε η ροπή αδράνειας θα δινόταν από την εξίσωση Ι=mR2. Προφανώς η ροπή 

αδράνειας του κελύφους είναι µικρότερη, αφού υπάρχουν και στοιχειώδεις µάζες µε απόσταση από τον 

άξονα, µικρότερη από R. Έτσι δεκτή τιµή για την ροπή αδράνειας του κελύφους είναι Ι2= 
3

2
mR2. 

2) Με βάση την παραπάνω ερώτηση η ροπή αδράνειας του κελύφους είναι µεγαλύτερη από ½ΜR2,  όπου 

είναι η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου. 

i) Συνεπώς η πρόταση:  Μεγαλύτερη ροπή αδράνειας παρουσιάζει το Β σώµα, είναι σωστή. 
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ii)  Έστω ένα στερεό µε κυκλική διατοµή και ροπή αδράνειας, ως προς τον άξονα 

περιστροφής του, Ι=λ·ΜR2, το οποίο αφήνεται να κυλίσει κατά µήκος του 

πλαγίου επιπέδου, από ύψος h. Στο σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που 

ασκούνται πάνω του, όπου Τ η στατική τριβή. 

Εφαρµόζοντας το 2ο νόµο του Νεύτωνα για την µεταφορική κίνηση παίρνουµε: 

ΣFx=Μαcm→ Μgηµθ-Τ=Μαcm  (1) 
Ενώ για την περιστροφική του κίνηση έχουµε: 

Στ=Ι·αγων → Τ·R=λΜR2
·αγων → Τ=λΜR·αγων  (2) 

Αλλά αφού το στερεό κυλίεται αcm=αγων·R, οπότε µε πρόσθεση των (1) και (2) κατά µέλη παίρνουµε:  

Μgηµθ=Μ(1+λ)αcm → 
λ

ηµθ

+
=

1

g
acm  

Από την παραπάνω σχέση συµπεραίνουµε ότι όταν αυξάνεται ο συντελεστής λ, µειώνεται η 

επιτάχυνση του κέντρου µάζας του στερεού. Έτσι στην περίπτωσή µας το κέλυφος µε λ> ½  θα 

αποκτήσει µικρότερη επιτάχυνση από τον κύλινδρο Α, όπου λ= ½ . Η πρόταση είναι σωστή. 

iii)  Η κίνηση των στερεών είναι ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη, για την οποία ισχύουν: 

x= ½ αcmt2 και υcm=αcmt,  

οπότε µε απαλοιφή του χρόνου παίρνουµε xacmcm 2=υ , άρα ο κύλινδρος που θα κινηθεί µε 

µεγαλύτερη επιτάχυνση κέντρου µάζας, θα φτάσει στην βάση του επιπέδου και µε µεγαλύτερη 

ταχύτητα κέντρου µάζας. 

iv)  Η πρόταση είναι λανθασµένη. Η κινητική ενέργεια µε την οποία θα φτάσουν στη βάση του 

επιπέδου τα σώµατα, θα είναι ίση µε την αρχική δυναµική ενέργειά τους. Κατά την κύλιση, κατά 

µήκος του επιπέδου, η µηχανική ενέργεια παραµένει σταθερή, αφού η ασκούµενη τριβή είναι 

στατική. Άρα: 

Κτελ=Uαρχ=Μgh. 

Κατά συνέπεια τα δύο στερεά θα έχουν ίσες κινητικές ενέργειες, φτάνοντας στην βάση του 

επιπέδου. 
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