
dx 

y(x) y(x+dx) 

x x+dx 

Πρόβλημα 

Σε ζνα ομοιόμορφο ελατιριο ςτακεράσ επαναφοράσ κ, κρεμάμε μια 

μάηα Μ,  και όταν αυτι ιςορροπεί το μικοσ του ελατθρίου είναι L. Το 

ςφςτθμα τίκεται ςε ταλάντωςθ. Να υπολογιςκεί θ κυκλικι ςυχνότθτα 

ω τθσ ταλάντωςθσ. Δίνεται ότι το ελατιριο υπακοφει ςτο νόμο του 

Hooke, και ότι θ μάηα του είναι  m.  

Απάντηςη: 

Όταν το ςφςτθμα τεκεί ςε ταλάντωςθ,  διαμικθ  κφματα διαδίδονται ςτο ελατιριο και 

τελικά ζχουμε ςτάςιμα κφματα.    

Θα υπολογίςουμε τθν ταχφτθτα διάδοςθσ  διαμικουσ διαταραχισ ςτο ελατιριο.  

Εφκολα αποδεικνφεται ότι  αν θ ςτακερά ενόσ ομοιόμορφου ελατθρίου μικουσ  L1 είναι κ1 , 

τότε τμιμα αυτοφ μικουσ L2 ζχει κ2=κ1. L1/L2 

 

 

 

Κατά τθν διάδοςθ μιασ διαταραχισ ςτο ελατιριο,  ζνα τμιμα dx (δεσ ςχιμα)  ζχει ςτακερά 

κ(dx)=κ.L/dx. Αν θ μετατόπιςθ από τθ κζςθ ιςορροπίασ  ςτισ κζςεισ  x και x+dx είναι 

αντίςτοιχα y(x)  και y(x+dx) τότε θ τείνουςα δφναμθ ςτα άκρα είναι F=κ(dx).{ y(x+dx)- y(x)  }= 

κ.L/dx.{ y(x+dx)- y(x)  }. Άρα ςε κάκε κζςθ x ορίηεται δφναμθ  

𝐹 𝑥 = 𝐾.
𝜕𝑦

𝜕𝑥
    

με   Κ=κ.L , μζτρο ελαςτικότθτασ του ελατθρίου. 

Ζνα ςτοιχειώδθσ τμιμα  dx ζχει μάηα dm=μ.dx, όπου μ=m/L θ γραμμικι πυκνότθτα. Η 

ςυνιςταμζνθ δφναμθ πάνω ςε αυτό το τμιμα είναι  

𝑑𝐹 =
𝜕𝐹 

𝜕𝑥
𝑑𝑥 = 𝐾

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
𝑑𝑥 

   M 



Εφαρμόηοντασ το νόμο του Νεφτωνα για το ςτοιχειώδεσ τμιμα ζχουμε  

𝑑𝐹 = 𝑑𝑚.𝑎 

𝐾
𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
𝑑𝑥 = 𝜇

𝜕2𝑦

𝜕𝑡2
𝑑𝑥 

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
=

𝜇

𝐾

𝜕2𝑦

𝜕𝑡2
 

 

Άρα ζχουμε διάδοςθ διαταραχισ με ταχφτθτα 𝑢 =  
𝐾

𝜇
 . Άρα  

 

𝑢 = 𝐿 
𝜅

𝑚
 

 

Όπου κ θ ςτακερά του ελατθρίου  

Για το πρόβλθμά μασ, κεωροφμε κετικι φορά αυτι προσ τα κάτω, και ωσ κζςθ  

x=0   το ανώτατο ςθμείο ςτο οποίο είναι ςυνδεδεμζνο το ελατιριο και για το οποίο είναι 

y(0,t)=0. 

Στο ελατιριο ςχθματίηονται ςτάςιμα κφματα με γενικι εξίςωςθ 

𝑦 𝑥, 𝑡 =  𝐴𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥+ 𝐵𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥 . 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡  

Από τθν ςυνκικθ  y(0,t)=0 προκφπτει ότι Β=0 οπότε θ μορφι τθσ 

λφςθσ είναι: 

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝐴. 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥. 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 

Στθ κζςθ x=L  ιςχφει  F=M.a. Επομζνωσ ζχουμε: 

𝑀. ( 
𝜕2𝑦

𝜕𝑡2
)𝑥=𝐿 = −𝐾. (

𝜕𝑦

𝜕𝑥
)𝑥=𝐿  

Άρα παίρνουμε τθν ςυνκικθ 

−𝛭𝜔2𝑠𝑖𝑛𝑘𝐿 = −𝐾𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝐿 

Είναι     𝑘 =
𝜔

𝑢
=

𝜔

𝐿
 

𝑚

𝜅
   και   𝐾 = 𝜅. 𝐿  

Αντικακιςτώντασ ζχουμε: 

𝛭.𝜔 tan 𝜔 
𝑚

𝜅
   = 𝜅 

𝑚

𝜅
 

   M 

x=0 

x=L 



Από τθν παραπάνω εξίςωςθ προςδιορίηεται με διάφορεσ προςεγγίςεισ  θ κυκλικι 

ςυχνότθτα ω. 

Μια πρώτθ προςζγγιςθ είναι να κεωριςουμε τθ μάηα m του ελατθρίου πολφ μικρι και να 

ςτο ανάπτυγμα Taylor για τθν  tan  𝜔 
𝑚

𝜅
     να κρατιςουμε τουσ δφο πρώτουσ όρουσ: 

𝛭.𝜔  𝜔 
𝑚

𝜅
  + 1/3.  𝜔 

𝑚

𝜅
   

3

 = 𝜅 
𝑚

𝜅
   

Οπότε  ζχουμε: 

𝜔2  1 +
𝜔2𝑚

3𝜅
 =

𝜅

𝛭
 

Αν τώρα αντικαταςτιςουμε το ω2 τθσ παρζνκεςθσ με αυτό του ελατθρίου χωρίσ μάηα, δθλ 

με τθν τιμι κ/Μ, παίρνουμε  τθν προςεγγιςτικι τιμι 

𝜔 =  
𝜅

𝛭 +
𝑚
3

 

 

 


