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Ταλάντωση και Bungee – Jumping 

 

Ένας µικρόσωµος µαθητής µάζας m=50kg αποφασίζει να κάνει bungee–jumping από 

γέφυρα ύψους Η=45m από το έδαφος. ∆ένεται λοιπόν µε ελαστικό 

σχοινί µήκους L=15m το οποίο συµπεριφέρεται ως ιδανικό 

ελατήριο σταθεράς k=50N/m, και χωρίς αρχική ταχύτητα πηδάει 

από την γέφυρα. Το σχοινί ασκεί δύναµη µόνο όταν είναι 

επιµηκυµένο. Θεωρούµε τις τριβές του αέρα αµελητέες έτσι ώστε 

η κίνηση του για τα πρώτα δεκαπέντε µέτρα, µέχρι το σχοινί να 

αρχίσει να τεντώνεται να µπορεί να θεωρηθεί ελεύθερη πτώση. 

Από την στιγµή που το σχοινί αρχίζει να τεντώνεται και έπειτα, 

ξεκινά αρµονική ταλάντωση, µε σταθερά D=k.  

i) Υπολογίστε την περίοδο της ταλάντωσης και βρείτε πόσο απέχει 

η θέση ισορροπίας της ταλάντωσης από την θέση που το σχοινί 

αρχίζει να τεντώνεται (δηλαδή από την θέση που το σχοινί έχει το 

φυσικό του µήκος). 

ii) Να γράψετε την εξίσωση της αποµάκρυνσης y(t)  από την θέση 

ισορροπίας του σε συνάρτηση µε τον χρόνο.  

iii) Υπολογίστε το έργο της συνισταµένης δύναµης που δέχεται ο µαθητής, από την θέση 

που ξεκινά η ταλάντωση µέχρι την κατώτερη θέση που θα βρεθεί. 

 

Ευτραφής καθηγητής φυσικής, µάζας Μ=100kg αποφασίζει να επαναλάβει το πείραµα, 

µε σκοπό να σχεδιάσει άσκηση για το επόµενο διαγώνισµά του.  

iv) Να εξετάσετε αν η ιδέα του ήταν σοφή ή όχι. 

v) Να βρείτε την ελάχιστη τιµή της σταθεράς k΄ που θα έπρεπε να έχει ένα άλλο σχοινί 

το οποίο θα αντικαταστήσει το αρχικό και ο καθηγητής να µην κινδυνεύει να 

τραυµατιστεί. 

+) bonus uncut ερωτήµατα 

∆ίνονται g=10m/s
2
, η τιµή του π, π=3,14 και 10 3,1≃ . Αν σε κάποιο αποτέλεσµα 

χρειαστεί η ρίζα άλλου αριθµού αφήστε το αποτέλεσµα µε την ρίζα .  

Στην ταλάντωση για την αποµάκρυνση και την ταχύτητα να θεωρήσετε θετική φορά την 

«προς τα πάνω» και ότι η αρχική φάση παίρνει τιµές από 0≤φ0 ≤2π rad 

 

Απάντηση 
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Η Θ.Ι. είναι η θέση για την οποία 0FΣ =
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ii) Ο µαθητής πριν αρχίσει να τεντώνεται το σχοινί κάνει ελεύθερη πτώση. Μπορούµε να 

εφαρµόσουµε Α∆ΜΕ, ΘΜΚΕ ή και τις εξισώσεις κίνησης της ελεύθερης πτώσης για να 

βρούµε την ταχύτητα του µαθητή. Θεωρώντας σαν αρχική θέση, τη θέση που πέφτει δηλ. 

τη θέση (1) και τελική τη θέση του Φ.Μ. δηλ. τη θέση (2) µε U∆ = 0 τη θέση (2) έχουµε: 
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Η θέση όπου ξεκινά η ταλάντωση είναι τυχαία και απέχει από τη Θ.Ι. απόσταση  

1 1 10y d m= =  και ο µαθητής έχει ταχύτητα  10 3 /u m s= −   

Από την ενέργεια ταλάντωσης θα έχουµε :  

 

2 2 2

1

2 2 2

1

2 2 2

1

2 2 2

2

2

1 1 1
·

2 2 2

  D=k

1 1 1
·

2 2 2

·

50 50·(10 3) 50 10  

50· 50·300 50·100

400 20

E K U

DA m Dy

kA m ky

kA m kd

A

A

A A m

υ

υ

υ

= + ⇒

= + ⇒

= + ⇒

= + ⇒

= + ⋅ ⇒

= + ⇒

= ⇒ =

 

 

 

 

Παρατηρούµε ότι ο µαθητής οριακά 

τερµατίζει την κίνησή του στο έδαφος. 

Θεωρούµε ότι η χρονική στιγµή µηδέν για την ταλάντωση είναι όταν το σχοινί αρχίζει 

και τεντώνεται. Προφανώς το ταλαντούµενο σύστηµα έχει αρχική φάση φ0 αφού για t=0 , 

y=10m και u= 10 3− m/s.  

 

Για t = 0: y= + 10 και u <0 
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Για t = 0, u < 0 που ικανοποιείται µόνο όταν 
0
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iii) Η δύναµη επαναφοράς της ταλάντωσης είναι συντηρητική δύναµη έτσι το έργο της 

δύναµης θα είναι:  
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iv) Η ταχύτητα του καθηγητή µε την οποία θα 

ξεκινήσει την ταλάντωση θα είναι η ίδια µε του 

µαθητή γιατί κάνει ελεύθερη πτώση µέχρι να 

αρχίσει να τεντώνεται το σχοινί. Η Θ.Ι.΄ του 

συστήµατος θα αλλάξει γιατί έχει άλλη µάζα ο 

καθηγητής. 

Η Θ.Ι.΄  είναι η θέση για την οποία 0F ′Σ =
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Η θέση όπου ξεκινά η ταλάντωση είναι τυχαία 

και απέχει από τη Θ.Ι.΄ απόσταση  

2 2 20y d m= =  ενώ ο καθηγητής έχει ταχύτητα 

µέτρου  10 3 /m sυ =   

 

Από την ενέργεια ταλάντωσης θα έχουµε :  
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Η Θ.Ι.΄ του καθηγητή απέχει από το έδαφος d = 10m. Ο καθηγητής έχοντας πλάτος 

31A m′ =  θα χτυπήσει στο έδαφος. 
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v) Στο σύστηµα ασκούνται µόνο οι 

συντηρητικές δυνάµεις του βάρους του 

καθηγητή και η δύναµη του σχοινιού που 

προσοµοιάζεται από δύναµη ελατηρίου. 

Έτσι διατηρείται η µηχανική ενέργεια του 

συστήµατος σε κάθε στάδιο της κίνησης. 

Η µέγιστη επιτρεπτή επιµήκυνση του 

σχοινιού για να µην χτυπήσει στο έδαφος 

είναι ∆lmax=30m. Οριακά θα πρέπει να 

φτάσει στο έδαφος µε µηδενική ταχύτητα. 

Η σταθερά k΄ γι’αυτή την αποµάκρυνση 

θα είναι η ελάχιστη. Αν η σταθερά είναι 

µεγαλύτερη από αυτή  τότε ο καθηγητής 

θα κάνει άνετα την πτώση χωρίς να φτάνει 

στο έδαφος. 

Θεωρώντας σαν αρχική θέση, τη θέση που 

πέφτει δηλ. τη θέση (1) και τελική τη θέση 

(4) µε Uβαρ = 0 τη θέση (4) έχουµε: 
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Σχόλια  

1. Στο ερώτηµα iii) θα µπορούσαµε να δουλέψουµε και µε το θεώρηµα µεταβολής 

της κινητικής ενέργειας. Σκεφτείτε ότι η συνισταµένη των δυνάµεων που ασκούνται 

στο σώµα (δύναµη βάρους και δύναµη ελατηρίου) έχει τον ρόλο της δύναµης 

επαναφοράς για την ταλάντωση γι΄αυτό και το ολικό έργο των δυνάµεων αυτών  

αντιπροσωπεύουν το έργο της δύναµης επαναφοράς.  
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Θα µπορούσαµε επίσης να βρούµε αναλυτικά τα έργα του βάρους και της δύναµης του 

ελατηρίου και να τα προσθέσουµε. 

 

2. Στο ερώτηµα v) θα µπορούσαµε να δουλέψουµε µέσω της διατήρησης ενέργειας 

της ταλάντωσης. 

 

Η Θ.Ι. απέχει από το Φ.Μ. απόσταση d1 και η ταχύτητα του καθηγητή έχει µέτρο 

10 3 /m s .  
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Στη Θ.Ι.΄ :  
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Το µέγιστο επιτρεπτό πλάτος για να µην γίνει η σύγκρουση µε το έδαφος είναι 

max 130A d= − . 

Από την ενέργεια της ταλάντωσης θα έχουµε :  
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3. Extra ερώτηµα 1. Περιγράψτε την κίνηση του µαθητή καθ’όλη τη διάρκεια του 

φαινοµένου και βρείτε την περίοδο του φαινοµένου. 

 

Θεωρούµε ως αρχή των αξόνων τη θέση ισορροπίας της ταλάντωσης και θετικά τα προς 

τα πάνω.  

Τη χρονική στιγµή t1=0s ο µαθητής βρίσκεται στη θέση y1=+25m. Στα πρώτα 15m ο 

µαθητής κάνει ελεύθερη πτώση δηλ. για χρονικό διάστηµα t∈[0–√3]s.  
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Την t2 =√3s  βρίσκεται στη θέση y2 =10m και ξεκινά ταλάντωση για χρονικό διάστηµα 

∆t=4π/3s έως ότου ξαναβρεθεί στη θέση αυτή δηλ. από τη χρονική στιγµή  t∈[√3 – 

√3+4π/3]s.  
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Η (1) για κ=1 δίνει t3 =√3+4π/3 s 

 

Τη χρονική στιγµή t3=√3+4π/3s βρίσκεται στη θέση y3=+10m και εκτελεί κατακόρυφη 

βολή προς τα πάνω για το χρονικό διάστηµα t∈[√3+4π/3–2√3+4π/3]s. Την χρονική 

στιγµή t4= 2√3+4π/3 επιστρέφει στην αρχική του θέση που απέχει από το µηδέν +25m. 
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Η περίοδος του φαινοµένου είναι Τ =2√3+4π/3 s  

 

4. Extra ερώτηµα 2. Να γίνουν τα διαγράµµατα της αποµάκρυνσης x, της 

ταχύτητας u και της επιτάχυνσης α σε συνάρτηση µε το χρόνο για χρόνο µιας περιόδου. 

Θεωρείστε ως αρχή των αξόνων τη Θ.Ι. της ταλάντωσης και θετικά τα προς τα πάνω.  

 

 

2

2

25 5 [0 3]

5 4
20 3 [ 3 ( 3)] . .

6 3

4 4 4 4
10 10 3 3 5 3 [ 3 ( 2 3)]

3 3 3 3

y t t s

y t t s S I

y t t t s

π π
ηµ

π π π π




= − ∈ −
  = − + ∈ − +  

 
     = + − − − − − ∈ + − +       

  

 

10 [0 3]

5 4
20 3 [ 3 ( 3)] . .

6 3

4 4 4
10 3 10 3 [ 3 ( 2 3)]

3 3 3

t t s

t t s S I

t t s

υ

π π
υ συν

π π π
υ


 = − ∈ −
  = − + ∈ − +  

 
  = − − − ∈ + − +  

 

 

 

10 [0 3]

5 4
20 3 [ 3 ( 3)] . .

6 3

4 4
10 [ 3 ( 2 3)]

3 3

a t s

a t t s S I

a t s

π π
ηµ

π π


 = − ∈ −

  = − − + ∈ − +  

 


= − ∈ + − +


 

 



 7 

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

-20

-15

-10

-5

5

10

15

20

25

30

t(s)

y(m)

 
 

 

 

 

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5

-20

-15

-10

-5

5

10

15

20

t(s)

u(m/s)

 



 8 

 

 

-0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

-10

-5

5

10

15

20

t(s)

a(m/s^2)

 
 

 

5. Extra ερώτηµα 3. 
Αν τελικά ο καθηγητής είχε προνοήσει και είχε βάλει τον Μποµπ Σφουγγαράκη στο 

έδαφος για να µην χτυπήσει, βρείτε 

την µέση δύναµη που δέχεται ο 

καθηγητής  από τον Μποµπ 

Σφουγγαράκη αν η κίνησή του 

πάνω σε αυτόν διαρκεί ∆t =0,1s. 

Θεωρείστε ότι ο Μποµπ (όχι ο 

µάστορας) έχει αµελητέο πάχος 

και ότι δεν αλλάζει η θέση του 

καθηγητή κατακόρυφα όσο διαρκεί 

η επαφή. ∆ίνεται 2 1.4≃  

 

Ο καθηγητής κάνει ταλάντωση µε 

πλάτος Α΄=10√10 m. Από τη 

διατήρηση ενέργειας ταλάντωσης 

του καθηγητή όταν φτάνει στο 

έδαφος απέχει από τη Θ.Ι΄. του 

απόσταση y=10m και θα έχει 

ταχύτητα u.  
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Η κρούση διαρκεί πολύ λίγο και θεωρούµε ότι η θέση του καθηγητή δεν αλλάζει κατά τη 

διάρκειά της. Έτσι η δύναµη του ελατηρίου θα έχει σταθερό µέτρο κατά τη διάρκεια της 

επαφής του µε τον Μποµπ και ίσο µε Fελ=k∆l=50·30=1500Ν. 

 

Από τη γενικευµένη µορφή του 2ου Νόµου του Νεύτωνα 
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