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΄Εχετε δύο επιλογές :

1. Μπορείτε να επιλέξετε τα Θέµατα 1, 2, 3 και 4

2. ή τα Θέµατα 2, 4 και 5.
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1. (α΄) i. Πότε δύο συναρτήσεις λέγονται ίσες ;
ii. Πότε µια συνάρτηση f : A→ R λέγεται 1− 1;
iii. Πότε µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το A λέµε ότι πα-

ϱουσιάζει ολικό ελάχιστο στο x0 ∈ A το f (x0);
iv. Πότε λέµε ότι µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα κλειστό

διάστηµα [α, β];
v. ∆ίνεται συνάρτηση f ορισµένη σε διάστηµα ∆. Ποιά ση-

µεία του πεδίου ορισµού της είναι πιθανές ϑέσεις τοπικών
ακροτήτων ;

vi. Να διατυπώσετε το ϑεώρηµα Rolle.
vii. ∆ίδεται συνεχής συνάρτηση f σε διάστηµα ∆ και παραγωγί-

σιµη στο εσωτερικό του ∆. Πότε λέµε ότι η συνάρτηση είναι
κοίλη στο διάστηµα ∆;

viii. Πότε η ευθεία x = x0 λέγεται κατακόρυφη ασύπτωτη της
γραφικής παράστασης της πραγµατικής συνάρτησης f ;

Μονάδες 8× 1, 5 = 12

(ϐ΄) Να διατυπώσετε και να αποδείξετε το ϑεώρηµα του Fermat.

Μονάδες 13
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2. (α΄) ∆ίδεται η συνάρτηση f (x) = ln(1 + x)− x

1 + x
i. Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού της Df .

Μονάδες 5

ii. Να δείξετε ότι f (x) ≥ 0, ∀x ∈ Df .
Μονάδες 6

(ϐ΄) Θεωρήστε τώρα την συνάρτηση g(x) = e−x ln(1 + ex).

i. ∆είξτε ότι είναι αυστηρώς ϕθίνουσα στο R.
Μονάδες 5

ii. Να ϐρεθούν οι οριζόντιες ασύµπτωτες της συνάρτησης g(x).
Μονάδες 5

iii. Να δείξετε ότι η εξίσωση g(x) = 0 δεν έχει πραγµατικές ϱίζες.
Μονάδες 4
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3. ∆ίνεται η συνεχή συνάρτηση f : R→ R που ικανοποιεί την σχέση

f
(
f (x)

)
− 2f (x) = −6− f 2(x), ∀x ∈ R

και f (1) = 2.

(α΄) Να υπολογίσετε το όριο lim
x→−∞

f (1)x7 + f (10)x5 − 3x2 + 1

f (2)x2 + f (−3)x + 2
.

Μονάδες 4

(ϐ΄) Αν lim
x→5

f (x) = 32, δείξτε ότι το γράφηµα της f (x) διέρχεται από
σηµείο µε τεταγµένη 6.

Μονάδες 3

(γ΄) ΄Εστω g(x) = 3xf (x)− 60 · συν(x2π). ∆είξτε ότι το γράφηµα της
g(x) τέµνει τον οριζόντιο άξονα τουλάχιστον µία ϕορά.

Μονάδες 6

(δ΄) Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [−6, 2] έτσι ώστε

f (ξ) =
f (−3) + 2f (−2) + f (0) + 3f (1)

7

Μονάδες 7

(ε΄) ΄Εστω h(x) = (x − 1)f (x). ∆είξτε ότι η h(x) παραγωγίζεται στο
1 και ότι h′(1) = 2.

Μονάδες 5
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4. (α΄) ∆ίνεται πραγµατική συνάρτηση f συνεχής στο [α,+∞) και πα-
ϱαγωγίσιµη στο (α,+∞), α ∈ R, η οποία ικανοποιεί την συν-
ϑήκη

lim
t→+∞

f (t) = f (α)

i. ∆είξτε ότι η συνάρτηση g ορισµένη από το διάστηµα [0, 1] στο
R, τέτοια ώστε :

g(x) =


f
(
α− 1 + 1

x

)
αν x ∈ (0, 1]

f (α) αν x = 0

είναι συνεχής στο 0.
Μονάδες 4

ii. ∆είξτε ότι υπάρχει c στο (α,+∞) τέτοιο ώστε f ′(c) = 0.
Μονάδες 8

(ϐ΄) ΄Εστω πραγµατική συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο διάστηµα
[α, β], µε α, β ∈ R, τέτοια ώστε

f ′(α) = f ′(β) = 0

i. ∆είξτε ότι υπάρχει c στο (α, β) τέτοιο ώστε

f (c)− f (α)

c− α
= f ′(c)

Μονάδες 8

ii. Πώς ϑα µεταφράζατε το αποτέλεσµα αυτό πάνω στο γρά-
ϕηµα της συνάρτησης f ;

Μονάδες 5
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5. ΄Εστω p και q δύο πραγµατικοί αριθµοί. Σκοπός είναι να µελετή-
σουµε τον αριθµό των ϱιζών της εξίσωσης

x3 + px + q = 0

Αποδείξτε ειδικότερα ότι η εξίσωση δέχεται τρείς πραγµατικές ϱίζες
αν και µόνο αν

4p3 + 27q2 < 0

Μονάδες 25
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Λύσεις του ∆ιαγωνίσµατος

1. (α΄) i. Σχολ. σελ. 151
ii. Σχολ. σελ. 150
iii. Σχολ. σελ. 191
iv. Σχολ. σελ. 261
v. Σχολ. σελ. 246
vi. Σχολ. σελ. 273
vii. Σχολ. σελ. 279

(ϐ΄) Σχολ. σελ. 260

2. (α΄) i. Df = (−1,+∞)

ii. f ′(x) =
x

(1 + x)2
µε f ′(x) = 0⇔ x = 0. Τότε στο (−1, 0) η f ′(x) < 0⇒ f ↓. Στο (0,+∞) η f ′(x) > 0⇒ f ↑. ΄Αρα, για

x = 0 η συνάρτηση παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το 0. ΄Αρα, ∀x ∈ Df : f(x) ≥ 0.

(ϐ΄) i. Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη. ΄Αρα, g′(x) = −e−x

(
ln(1 + ex)−

ex

ex + 1

)
. Αλλά από το 1ο ερώτηµα για x := ex > 0

η g′(x) < 0. Εποµένως η g είναι αυστηρώς ϕθίνουσα.
ii. lim

x→+∞
g(x) = lim

x→+∞
e−x ln

[
ex(1 + e−x

]
= lim

x→+∞

(
xe−x + e−x ln

(
1 + e−x

))
= 0 ΄Αρα, ο άξονας y = 0 είναι µια οριζόν-

τια ασύµπτωτη. lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

e−x ln(1 + ex) = 1. ΄Αρα, η ευθεία y = 1 είναι µια οριζόντια ασύµπτωτη.

iii. Εποµένως το πεδίο τιµών της g(x) είναι το (0, 1). ΄Ετσι, δεν έχει ϱίζες πραγµατικές η g(x) = 0.

3. (α΄) f(f(1)) − 2f(1) = −6 − f2(1) ⇒ f(2) = 4 − 6 − 4 = −6. ΄Αρα, lim
x→−∞

f(1)x7 + f(10)x5 − 3x2 + 1

f(2)x2 + f(−3)x+ 2
= lim

x→−∞

f(1)x7

f(2)x2
=

lim
x→−∞

2x7

−6x2
= lim

x→−∞

2

−6
x5 = +∞

(ϐ΄) Αν lim
x→5

f(x) = 32 επειδή f(x) συνεχής, f(5) = 32. Αλλά, f(1) = 2 6= f(5) = 32, άρα από τον ΘΕΤ έχω ότι ∃η ∈ (1, 5) τέτοιο ώστε

f(η) = 6 αφού 6 ∈ [2, 32].

(γ΄) f(2) = −6, f(−6) = −54,
g(2) = 3 · 2 · (−6)− 60 · συν(4π) = −96 < 0
g(−6) = 3 · (−6) · (−54)− 60 · συν(36π) = 12 > 0
΄Αρα, το γράφηµα της g(x) τέµνει τουλάχιστον µία ϕορά τον οριζόντιο άξονα.

(δ΄) f συνεχής στο [−6, 2] από Θεώρηµα ελαχίστης-µεγίστης τιµής έχω για m = min και M = max:

m ≤ f(−3) ≤M
2m ≤ 2f(−2) ≤ 2M
m ≤ f(0) ≤M
3m ≤ 3f(1) ≤M

⇒ m ≤
f(−3) + 2f(−2) + f(0) + 3f(1)

7
≤M

Η συνάρτηση f δεν είναι σταθερή συνάρτηση, άρα m 6=M . ΄Αρα, από ΘΕΤ υπάρχει ξ ∈ (−6, 2) έτσι ώστε :

f(ξ) =
f(−3) + 2f(−2) + f(0) + 3f(1)

7

(ε΄) lim
x→1

h(x)− h(1)
x− 1

= lim
x→1

(x− 1)f(x)

x− 1
= lim

x→1
f(x) = f(1) = 2.

4. (α΄) i. Η g είναι συνεχής στο (0, 1). Επίσης, lim
x→0+

g(x) = lim
t→+∞

f(t) = f(α) = g(0). ΄Αρα, g είναι συνεχής στο 0.

ii. g(0) = g(1) = f(α) και g παραγωγίσιµη, από Rolle στο (0, 1) ∃ξ ∈ (0, 1) µε g′(ξ) = −
1

ξ2
f ′
(
α− 1 +

1

ξ

)
= 0 ή

f ′
(
α− 1 +

1

ξ

)
= 0. Θέτω c = α− 1 +

1

ξ
∈ (α,+∞) αφού 0 < ξ < 1 και c > α.

(ϐ΄) i. Αν f(a) 6= f(b)

Θέτω g(x) = f(x)− f(a)−
f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Τότε : g(a) = g(b) = 0 και g′(a) = g′(b) = −
f(b)− f(a)

b− a
.

Αν f(b) − f(a) > 0 τότε g′(a) < 0. ΄Αρα, υπάρχει x σε µια περιοχή του a µε x > a έτσι ώστε
g(x)− g(a)
x− a

< 0 ⇒
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g(x) < g(a) = 0.

Οµοίως, g′(b) > 0. ΄Αρα, υπάρχει x σε µια περιοχή του b µε x < b έτσι ώστε
g(x)− g(b)
x− b

< 0⇒ g(x) > g(b) = 0.

Εποµένως, η g δεν έχει σταθερό πρόσηµο στο (a, b), άρα, ∃d ∈ (a, b) τέτοιο ώστε g(d) = 0.
Αν f(b)− f(a) < 0 τό ίδιο αποτέλεσµα.

Θέτω h(x) =
g(x)

x− a
=
f(x)− f(a)

x− a
−
f(b)− f(a)

b− a
.

Για x ∈ [d, b] έχω: h(d) = h(b) = 0⇒ ∃c ∈ (d, b) : h′(c) = 0, ή
f ′(c)

c− a
−
f(c)− f(a)
(c− a)2

= 0. ΄Αρα, f ′(c) =
f(c)− f(a)

c− a
.

Αν f(a) = f(b) υπάρχει d ∈ (a, b) µε f ′(d) = 0.

Αν f(a) = f(b) = f(d) τότε f ′(d) = 0 =
f(d)− f(a)

d− a
.

Αν f(a) 6= f(d) τότε f ′(d) = f ′(a) = 0 και µελετάµε την περίπτωση στο διάστηµα [a, d] όπως προηγουµένως.

ii. Η ισότητα f ′(c) =
f(c)− f(a)

c− a
δείχνει ότι στο σηµείο µε τετµηµένη c η εφαπτοµένη είναι η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία

(a, f(a)) και (c, f(c)). ΄Αρα, από το σηµείο (a, f(a)) µπορούµε να ϕέρουµε µια εφαπτοµένη στο διάγραµµα της συνάρτησης f .

5. Θέτω f(x) = x3 + px+ q, τότε f ′(x) = 3x2 + p.

Αν p < 0 Τότε η f ′(x) = 0 έχει δύο ϱίζες r1 = −
√
−p
3

και r2 =

√
−p
3

. Η f(x) είναι αυστηρώς ϑετική στο (−∞, r1) και (r2,+∞),

αυστηρώς αρνητική στο (r1, r−2). ΄Αρα, στα r1 και r2 η f(x) παρουσιάζει ακρότατα. Εποµένως ο αριθµός των ϱιζών εξαρτάται από το πρόσηµο

του f(r1) · f(r2). ΄Αλλά, f(r1) =
2

q

√
3 (−p)

3
2 + q και f(r2) = −

2

q

√
3 (−p)

3
2 + q. Τότε :

f(r1) · f(r2) =
4

27
p3 + q2

Επίσης, f(r1)− f(r2) = 4
3

√
3 (−p)

3
2 > 0⇒ f(r1) > f(r2).

΄Αρα:

(α΄) Αν 4p3 + 27q2 < 0. Τότε f(r1) > 0 > f(r2).
΄Αρα, στο (−∞, r1), f ↑, η f µεταβάλεται από −∞ στο f(r1) > 0. Εποµένως . . . έχει 1 ϱίζα πραγµατική.
Στο (r1, r2), f ↓ και από το f(r1) > 0 πάει στο f(r2) < 0. Εποµένως . . . έχει 1 ϱίζα πραγµατική.
Στο (r2,+∞), f ↑ και από f(r1) < 0 πάει στο +∞. Εποµένως . . . έχει 1 ϱίζα πραγµατική.

(ϐ΄) Αν 4p3 + 27q2 > 0. Τότε f(r1) > f(r2) > 0.
΄Αρα, η f(x) = 0 έχει µία ϱίζα πραγµατική στο (−∞, r1).

(γ΄) Αν 4p3 + 27q2 = 0. Τότε, ή f(r1) = 0 > f(r2) και η f(x) = 0 έχει 1 ϱίζα διπλή, την r1, και 1 ϱίζα στο (r2,+∞), ή
f(r1) > 0 = f(r2) και η f(x) = 0 έχει 1 ϱίζα διπλή, την r2, και 1 ϱίζα στο (−∞, r1).

Αν p > 0 ή p = 0 . Και στις 2 περιπτώσεις η f ′(x) > 0 + f ↑ και f(x) µεταβάλεται από −∞ στο +∞, άρα . . . έχει µια απλή ϱίζα και

4p3 + 27q2 > 0.
Αν p = q = 0 το 0 είναι τριπλή ϱίζα και 4p3 + 27q2 = 0.

Συµπέρασµα

• 4p3 + 27q2 < 0. f(x) = 0 3 απλές ϱίζες.

• 4p3 + 27q2 > 0. f(x) = 0 1 απλή ϱίζα.

• 4p3 + 27q2 = 0. f(x) = 0 πολλαπλές ϱίζες. Είτε 1 απλή και 1 διπλή, είτε 1 τριπλή.
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