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Εισαγωγή

Στόχος είναι να αξιοποιηθούν οι γνώσεις των µαθητών απο όλο το µαθηµατικό syllabus όπως είναι
αυτό της τριγωνοµετρίας, της γεωµετρίας και ϕυσικά των διανυσµάτων. Η αναλυτική γεωµετρία στο
επίπεδο που διδάσκεται, δεν παρουσιάζεται σαν ιδιαίτερη µαθηµατική οντότητα αφού κατακερµατί-
Ϲεται δραµατικά µέσα σε έναν κυκεώνα αυτοεπαναλαµβανόµενων και µαθηµατικώς αφελών υπολογι-
σµών. Μένει λοιπόν ένα στοιχειώδες υπολογιστικό της κοµµάτι που µοιραία αναλλώνεται σε ασκήσεις
χωρίς µαθηµατικό περιεχόµενο ικανοποιώντας τις περισσότερες ϕορές την ϐιρτουόζικη διάθεση του
καθηγητή και την αναµενόµενη αποµόνωση της Γ Λυκείου.

Κατα την γνώµη µας δεν είναι επαρκώς πραγµατοποιήσιµοι οι σκοποί και οι στόχοι του αναλυτικού
προγράµµατος απο την διδακτέα ύλη του σχολικού ϐιβλίου, ιδίως στις πρώτες έννοιες της ευθείας και
στο σύνολο των ασκήσεων. Για να είµαστε συνεπείς, έστω και σε αυτό το µικρό κατακερµατισµένο
κοµµάτι, ϑα παρουσιάσουµε την ευθεία συνεχίζοντας την χρήση των εργαλείων απο το κεφάλαιο των
διανυσµάτων και των ήδη διδαχθέντων στα µαθηµατικά της γενικής παιδείας. Επίσης, ϑεωρούµε ότι
είναι παιδαγωγικά χρήσιµο να έχουµε υπόψη τον κλασικό τρόπο παρουσίασης των αρχών του 20oυ

αιώνα µε το πλουσιότατο περιεχόµενο αλγεβρικών και γεωµετρικών υπολογισµών, δείτε [2] και [5].
Θα δώσουµε τρείς ισοδύναµες εξισώσεις της ευθείας η οποία αντιµετωπίζετε σαν γεωµετρικός τόπος
σηµείων µε κάποια ιδιότητα και ϑα δούµε ένα σαφέστερο τρόπο απόδειξης του ότι κάθε εξίσωση της
µορφής Ax+By + Γ = 0 παριστά ευθεία γραµµή κάτω απο κάποιες προυποθέσεις.

Μεγάλο ϐάρος δίνουµε στην επίλυση των ασκήσεων. Μερικές παρουσιάζονται για πρώτη ϕορά
στο ευρύ ελληνικό µαθητικό κοινό. Είναι οι ασκήσεις 38 σελίδα 14 και 39 σελίδα 14. Θα λέγαµε
ότι ϑέλουν µια αντιµετώπιση διαφορετική των υπολοίπων. Για τον λόγο αυτό αποτελούν παιδαγωγικό
αντικείµενο διαπραγµάτευσης.
Απο την µεριά του λογισµικού χρησιµοποιούµε το Geogebra και µάλιστα το λογισµικό του Σ. Κείσο-
γλου, δείτε [4], και το Maple.

∗c:\education\ B−LYC \ligne\ cours\proposition\ligne1.tex
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1 Η ευθεία γραµµή

1.1 Εξίσωση ευθείας ορισµένη απο γωνία µε τον άξονα x και το σηµείο που

τέµνει τον y άξονα

Υποθέστε ότι γνωρίζουµε την γωνία φ̂ που σχηµατίζει η ευθεία ε µε τον άξονα x καθώς και το σηµείο
A του άξονα y. ΄Εστω σηµείο M(x, y) της ευθείας και Γ η προβολή του στον άξονα x και Γ∆ ‖ ε, δες
σχήµα 1.

Σχήµα 1: Υπολογισµός της εξίσωσης ευθείας απο την γωνία φ και σηµείο A = (0, b) του άξονα y.

Τότε στο ορθογώνιο τρίγωνο OΓ∆ έχουµε:

O∆

OΓ
= εφÔΓ∆

Αλλά, OΓ = x και O∆ = b− y, άρα:

b− y
x

= εφÔΓ∆ ⇔ y = −εφ
(
Ô∆Γ

)
· x+ b

⇔ y = εφ(φ̂) · x+ b

΄Ετσι, η πρώτη εξίσωση είναι :

y = λ · x+ b, λ = εφ(φ̂) (1)

1.2 Εξίσωση ευθείας που διέρχεται απο δύο σηµεία των αξόνων y και x

Θα ϐρούµε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται απο τα σηµεία A(0, b) και B(a, 0).
Απο τα όµοια τρίγωνα OBA ≈ ΓBA, έχουµε:
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Σχήµα 2: Υπολογισµός της εξίσωσης της ευθείας που διέρχεται απο τα σηµεία A και B.

OB

OA
=

ΓB

ΓM
⇔ a

b
=
a− x
y

Από την τελευταία εξίσωση ϑα πάρω:

x

a
+
y

b
= 1 (2)

1.3 Εξίσωση ευθείας εφαπτοµένης κύκλου ακτίνας p > 0 µε κέντρο την

αρχή των αξόνων

Υποθέστε ότι η ευθεία ε είναι εφαπτόµενη σε κύκλο (A,AB) µε p = AB, στο σηµείο B. Τότε :

A∆ =
p

συν(φ)
; AΓ =

p

συν
(π

2
− φ
) =

AB

ηµ(φ)

Εποµένως, απο την εξίσωση 2 έχουµε:

xσυν(φ)

p
+
yηµ(φ)

p
= 1

΄Αρα,
xσυν(φ) + yηµ(φ) = p (3)
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Σχήµα 3: Υπολογισµός εξίσωσης ευθείας αν είναι κάθετη σε ευθεία AB.

1.4 Μια σύνθεση

Είδαµε τρείς αλγεβρικές εξισώσεις που ορίζουν ευθεία :

y = λ · x+ b

x

a
+
y

b
= 1

xσυν(φ) + yηµ(φ) = p

΄Ολες είναι πρώτου ϐαθµού και κάθε µια προκύπτει απο την άλλη κάνοντας κατάλληλες αντικα-
ταστάσεις στους συντελεστές. Για παράδειγµα:

λ = − b
a
, a =

p

συν(φ)
, b =

p

ηµ(φ)
(4)

Αν η ευθεία είναι κάθετη στον άξονα x στο σηµείο (α, 0), έχει τύπο

x = α

Αν η ευθεία είναι κάθετη στον άξονα y στο σηµείο (0, β), έχει τύπο

y = β

Η παραλληλία και η καθετότητα δύο ευθειών ε1 και ε2, µπορεί εύκολα να εξαχθούν µε τον τρόπο
που περιγράφεται στο ϐιβλίο, µε την ϐοήθεια των διανυσµάτων. ΄Ετσι :

ε1 ‖ ε2 ⇔ λε1 = λε2
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ε1 ⊥ ε2 ⇔ λε1 · λε2 = −1

Η εύρεση της εξίσωσης της ευθείας η οποία διέρχεται απο δύο σηµεία προκύπτει απο την επίλυση
του αντιστοίχου συστήµατος των παραµάτρων που προσδιορίζουν την εξίσωση που ϑα επιλεγεί εκ των
προτέρων να αναπαραστήσει αλγεβρικά την ευθεία.

1.5 Ασκήσεις

1. Οι ασκήσεις του ϐιβλίου σελ. 64/5 είναι επαρκείς.

2. Χαράξτε τις ευθείες
x

2
+
y

3
= 1 και

x

3
− y

2
= 1. Ποιά είναι η σχετική ϑέση των δύο ευθειών ;

3. Η εξίσωση x+
1

2
y = 3 είναι της µορφής xσυν(φ) + yσυν

(π
2
− φ

)
= p; Βρείτε τις παραµέτρους

p, φ.

4. Ποιά είναι η γωνία της ευθείας
1

2
x
√

3− 1

2
y = 2;

5. ∆είξτε ότι αν οι συντελεστές των x και y µιας εξίσωσης ευθείας, ( είτε της µορφής ( 1) είτε ( 2)
είτε ( 3) ) πολλαπλασιασθούν µε µια σταθερά c 6= 0, τότε η ευθεία παραµένει η ίδια.

6. ∆είξτε ότι αν µια ευθεία τέµνει τις πλευρές ενός τριγώνου σε ανάλογα τµήµατα, είναι παράλληλη
στην τρίτη πλευρά.

7. Βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων του επιπέδου που ισαπέχουν απο την αρχή των αξόνων
και απο το σηµείο (2n, 2(n+ 2)), µε n ∈ N∗. Να µοντελοποιήσετε το πρόβληµα στο Geogebra.

Σχήµα 4: ΄Ασκηση 7.

8. ∆είξτε ότι η ευθεία ταξινοµεί τα σηµεία του επιπέδου σε τρείς κατηγορίες. Για παράδειγµα, αν
y = 2x + 4 η εξίσωση µιας ευθείας, τότε αν ένα σηµείο O = (−1, 2) ανήκει στην ευθεία ϑα
ικανοποιεί τη σχέση yO = 2xO + 4, αν το σηµείο ϐρίσκεται πάνω απο την ευθεία, όπως για
παράδειγµα το M = (−4, 4) τότε ϑα έχουµε yM > 2xM + 4 και αν ϐρίσκεται κάτω απο την
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ευθεία, όπως το N = (1,−2), τότε yN < 2xN +4. ΄Ετσι µπορούµε να πούµε ότι µια ευθεία ορίζει
τα ϑετικά σηµεία τα µηδενικά σηµεία και τα αρνητικά σηµεία του επιπέδου σε σχέση πάντα µε
την ϑέση της. Μπορείτε να το γενικεύσετε την παρατήρηση για οποιαδήποτε ευθεία y = ax+ b
αποδεικνύοντας τους αντίστοιχους ισχυρισµούς ;

Σχήµα 5: Προσανατολισµός του επιπέδου.
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2 Η ευθεία γραµµή

2.1 Αναλυτική εξίσωση ευθείας - Εφαρµογή του εσωτερικού γινοµένου

Ορισµός 2.1 ΄Ενα µη-µηδενικό διάνυσµα −→v λέγεται κανονικό σε ευθεία (ε), αν η διεύθυνση του
διανύσµατος είνια κάθετη στην (ε).

Θεώρηµα 2.1 ΄Εστω ένα ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων.

1. Μια ευθεία µε κανονικό διάνυσµα −→v = (a, b), µε a2 + b2 6= 0, είναι της µορφής ax + by + c = 0,
c ∈ R

2. ΄Εστω, a, b, c ∈ R µε a2+b2 6= 0, το σύνολο των σηµείων των οποίων οι συντεταγµένες ικανοποιούν
την ax+ by + c = 0 είναι µια ευθεία µε κανονικό διάνυσµα −→v = (a, b).

Απόδειξη :

1. ΄Εστω ευθεία (ε) µε κανονικό διάνυσµα −→v = (a, b). Αν A = (x0, y0) ∈ (ε) και M = (x, y), τότε
−−→
AM = (x− x0, y − y0).

Αν M ∈ (ε)⇔
−−→
AM · −→v = 0⇔ (x− x0)a+ (y− y0)b = 0⇔ ax+ by + c = 0 µε c = −ax0 − by0.

2. ΄Εστω (ε) το σύνολο των σηµείων M = (x, y) τέτοιο ώστε ax + by + c = 0 και σηµείο A =
(xA, yA) ∈ (ε).

M = (x, y) ∈ (ε) ⇔ ax+ by + c = 0 = axA + byA + c

⇔ a(x− xA) + b(y − yA) = 0⇔ −→v ·
−−→
AM = 0⇔

−−→
AM ⊥ −→v

⇔ M ανήκει στην ευθεία που διέρχεται απο το A
και έχει κανονικό διάνυσµα −→v

2.2 Αναλυτική εξίσωση ευθείας - Γεωµετρικές ιδιότητες

Θεώρηµα 2.2 Υποθέστε ότι A και B δύο πραγµατικοί µε την ιδιότητα A2 + B2 6= 0. Τότε κάθε ευθεία
µπορεί να αναπαρασταθεί απο µια εξίσωση της µορφής Ax + By + Γ = 0. Και αντιστρόφως: κάθε
εξίσωση Ax+By + Γ = 0 µε A2 +B2 6= 0, παριστά ευθεία.

Απόδειξη :
Υποθέτω ότι αν A = 0 ή B = 0 το ϑεώρηµα είναι προφανές. Θα δείξω το ϑεώρηµα στην περίπτωση
που AB 6= 0.

Κάθε εξίσωση της µορφής ( 1) - σελ. 2, ( 2) - σελ. 3 και ( 3) - σελ. 3, µπορεί να τεθεί στην µορφή
Ax+By + Γ = 0. Είναι εύκολο να το επαληθεύσετε.

Θα δείξω ότι αν AB 6= 0 τότε κάθε εξίσωση Ax+By + Γ = 0 παριστά ευθεία.

Η εξίσωσή µας γράφεται σαν : y = −A
B
x− Γ

B
ή εν συντοµία : y = αx+β. Υποθέτουµε τρία σηµεία

K, M και N του γεωµετρικού τόπου (σ) της καµπύλης που παριστά η Ax+By + Γ = 0. ΄Αρα,
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yK = αxK + β

yM = αxM + β

yN = αxN + β

(5)

Σχήµα 6: Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων της Ax+By + Γ = 0 είναι ευθεία.

Ας υποθέσουµε µια διάταξη των σηµείωνK,M καιN του γεωµετρικού τόπου, (σ), της συνάρτησης
Ax + By + Γ = 0 είναι τέτοια ώστε xK < xM < xN . Τότε, η διάταξη αυτή µεταφέρεται και στις
τεταγµένες των σηµείων : yK < yM < yN . Αν ϑεωρήσουµε µια άλλη διάταξη των σηµείων ϑα πάρουµε
µια ανάλογη διάταξη στις τετµηµένες και τεταγµένες. Επίσης, απο τις εξισώσεις 5, έχουµε ότι :

yN − yM
xN − xM

=
yM − yK
xM − xK

ή

NE

ME
=
M∆

K∆
⇔ εφ(φ) = εφ(ω)⇔ φ = ω

Εύκολα διαπυστώνουµε ότι : K̂MN = ω+ θ+ 90o = 90o + 90o = 180o που σηµαίνει ότι τα σηµεία
K, M και N είναι συνευθειακά.

Ας δούµε λίγο το τελευταίο αποτέλεσµα. ∆είξαµε ότι οποιοδήποτε σηµείο σε ενδιάµεση ϑέση των
K και N , ανήκει στην ευθεία που διέρχεται απο τα K και N . Η επιλογή του ενδιάµεσου σηµείου δεν
εξαρτάται καθόλου απο τα σηµεία K και N . ΄Ετσι, οποιοδήποτε σηµείο του τόπου (σ) ανήκει στην
ευθεία KN . ΄Αρα, ο γεωµετρικός τόπος (σ) είναι ευθεία.
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3 Αποστάσεις, Εµβαδά

∆ίδεται ευθεία ε : Ax+By+ Γ = 0, A2 +B2 6= 0, και σηµείο M = (x0, y0). Η απόσταση του σηµείου
M απο την ευθεία είναι :

d(M, ε) =

∣∣∣Ax0 +By0 + Γ
∣∣∣

√
A2 +B2

Το εµβαδόν τριγώνου ABΓ δίνεται απο τον τύπο:

(ABΓ) =
1

2

∣∣∣det(−→AB,−→AΓ
)∣∣∣

3.1 Ασκήσεις

΄Ενα µεγάλο µέρος των ασκήσεων προυποθέτει την χρήση εκπαιδευτικού λογισµικού, ιδίως όταν στην
άσκηση εµπλέκεται πραγµατική παράµετρος.

1. Οι ασκήσεις του ϐιβλίου καλύπτουν µια αλγεβρική πολυπλοκότητα πράξεων που ανταποκρίνεται
στον µέσο µαθητή.

2. Σ’ενα τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α(-3,3), Β(1,5) και Γ(3,3). Να ϐρεθούν :

(α΄) οι εξισώσεις των πλευρών,

(ϐ΄) οι εξισώσεις των υψών,

(γ΄) οι εξισώσεις των διαµέσων,

(δ΄) οι εξισώσεις των µεσοκαθέτων,

(ε΄) οι εξισώσεις των διχοτόµων,

(ϝ΄) οι συντετεγµένες του έγκεντρου και

(Ϲ΄) οι συντεταγµένες του περίκεντρου.

3. ΄Εστω τα σηµεία A(0,
√

3), B(0,−
√

3), Γ(3,−2
√

3) και ∆(3, 2
√

3).

(α΄) ∆είξτε ότ τα ABΓ∆ σχηµατίζουν τραπέζιο συµµετρικό µε άξονα συµµετρίας τον άξονα x′x.

(ϐ΄) ∆είξτε ότι η γωνία Γ̂B∆ είναι ορθή.

(γ΄) Βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου περί το ABΓ∆.

4. Σ΄ ένα τρίγωνο ABΓ είναι A(−1,−5). Οι εξισώσεις του ύψους και της διχοτόµου που άγονται
απο διαφορετικές κορυφές είναι x − 3y − 4 = 0 και x + y + 8 = 0 αντίστοιχα. Να ϐρεθούν οι
κορυφές του τριγώνου.
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5. ΄Εστω παραλληλόγραµµο ABΓ∆. Σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι οι διαγώνιες διχοτοµούνται.
Είναι γνωστή η κλασσική απόδειξη της Ευκλείδιας γεωµετρίας. Θέλουµε να κάνουµε την από-
δειξη µε την ϐοήθεια της αναλυτικής γεωµετρίας και συγκεκριµµένα της εξίσωσης της ευθείας.

(α΄) Τοποθετήστε την κορυφή A στην αρχή ενός ορθοκανονικού συστήµατος έτσι ώστε : η κο-
ϱυφή A = (0, 0), B = (a, 0), ∆ = (d1, d2).

(ϐ΄) Βρείτε τις συντεταγµένες του σηµείου Γ.

(γ΄) Βρείτε το σηµείο τοµής των ευθειών AΓ και B∆ και επαληθεύστε ότι είναι το µέσο των ευθ.
τµηµάτων AΓ και B∆.

6. Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει λ ∈ R έτσι ώστε :

(ε) : (λ+ 2)x+ (λ− 1)y − 2λ− 1 = 0

να σχηµατίζει τρίγωνο µε τις ευθείες (ε1) : y = x και (ε2) : 3x− 2y − 1 = 0.

7. ΄Εστω H(2,−1) το ορθόκεντρο και Θ(3, 2) το ϐαρύκεντρο ενός τριγώνου ABΓ µε A(5, 4). Να
ϐρεθεί η εξίσωση της πλευράς BΓ.

8. ∆ίδονται οι ευθείες : (ε) : (λ2 + 1)x+ (λ2 − 1)y− λ = 0 και (ζ) : (λ+ 1)x+ (λ− 1)y− λ2 = 0.
Να αποδειχθεί ότι, αν οι ευθείες (ε) και (ζ) έχουν ένα ακριβώς κοινό σηµείο τότε αυτό κινείται
σε µια ευθεία.

9. Αν S : ax+ by + c = 0 και S ′ : a′x+ b′y + c′ = 0 είναι οι εξισώσεις δύο ευθειών, και λ, µ ∈ R∗
τότε η εξίσωση

λS + µS ′ = 0

αναπαριστά µια εξίσωση που διέρχεται απο το σηµείο τοµής των δύο ευθειών.

10. Η ευθεία y − 3 = λ(x− 2) διέρχεται απο το σηµείο A(2, 3). Για ποιά τιµή του λ διέρχεται απο
το σηµείο B(5,−1).

11. Να ϐρείτε σηµείο της ευθείας
x

2
+
y

3
= 1 που έχει τετµηµένη διπλάσια της τεταγµένης του.

12. ΄Ενα τµήµα έχει άκρα τα A(2, 3) και B(3, t). Πως πρέπει να επιλέξουµε το t ώστε το µέσο του
AB να ανήκει στην ευθεία 2x− 3y + 1 = 0; (ΑΠΑΝΤΗΣΗ : t=1)

13. (α΄) Να επαληθεύσετε ότι τα σηµεία A(1, 2), B(4, 3), Γ(−11,−2) ανήκουν στην ίδια ευθεία.

(ϐ΄) Τα σηµεία A(2, 3), B(5,−1), Γ(6, λ) είναι συνευθειακά. Ποιά είναι η τιµή του λ;

14. Να ϐρείτε ποιά ευθεία διέρχεται απο το A(2, 3) και απέχει απο την αρχή των αξόνων απόσταση
2. (ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Οι ευθείες x = 2 και η y = 5

12x+ 13
6 ).

15. Η εξίσωση (2x+3y−3)+(%+1)(x−y−2) = 0 παριστάνει ευθεία για κάθε % ∈ R που διέρχεται
απο σταθερό σηµείο. Ποιό είναι αυτό ; (ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Το A(95 ,−

1
5)).
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16. ΄Εστω οι αριθµοί α, β, γ µε α < β < γ. Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του τριγώνου µε κορυφές
A(α, α2), B(β, β2), Γ(γ, γ2) είναι ίσο µε 1

2
(α− β)(β − γ)(γ − α).

17. Θεωρώ τις ευθείες
(λ− 1)x+ λy + 8 = 0, (ε1)

λx+ 3y + 1− 2λ = 0, (ε2)

όπου λ ∈ R.

(α΄) Να ϐρείτε για ποιές τιµές του λ οι ευθείες ε1 και ε2 είναι κάθετες. (Σχολικό ϐιβλίο σελ. 69
ασκ. Α5).

(ϐ΄) i. Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ε1 και ε2 τέµνονται για κάθε τιµή του λ.
ii. Να αποδείξετε ότι αν οι ευθείες ε1 και ε2 τέµνονται στο σηµείο M(α, β) τότε ισχύει :

α2 + 3β2 + 3αβ − 9α + β + 16 = 0

18. Αν οι ευθείες λx− (λ2 + 1)y = 2 και (λ2 + 2)x− (λ2 + 1)(λ− 2)y = λ− 3 τέµνονται στον άξονα
y′y, να ϐρείτε την τιµή του λ.

19. ∆ίνεται η οικογένεια ευθειών µε εξίσωση

(λ2 + 1)x− λ2y − 2 = 0, λ ∈ R (Qλ)

(α΄) Να ϐρεθεί το σταθερό σηµείο (M) απο το οποίο διέρχονται όλες οι ευθείες της οικογένειας.

(ϐ΄) Υπάρχει ευθεία της οικογένειας που είναι κάθετη στην ευθεία (ε1) : x− 3y = 7;

(γ΄) Να ϐρεθεί (αν υπάρχει) η ευθεία της οικογένειας Qλ που σχηµατίζει µε την ευθεία y = −x
γωνία 45o.

(δ΄) Μια άλλη οικογένεια ευθειών έχει εξίσωση

λ2009x+ (λ2008 + 1)y − 2 = 0, λ ∈ R (Sλ)

Να εξετάσετε αν οι δύο οικογένειες Qλ και Sλ έχουν κοινή ευθεία.

20. Μια ευθεία (ε) τέµνει τους ϑετικούς ηµιάξονες Ox και Oy στα σηµεία A(α, 0) και B(0, β).

(α΄) Να ϐρείτε την εξίσωση της ευθείας. (∆ες Σχολικό ϐιβλίο σελ. 65 ασκ. 5Β).

(ϐ΄) Αν α + β = αβ να δείξετε ότι η ευθεία (ε) διέρχεται απο σταθερό σηµείο.

21. Σε τρίγωνο ABΓ είναι A(2, 3), B(−4, 0) και Γ(2λ− 1, λ+ 2), λ ∈ R.

(α΄) Να ϐρείτε τον γεωµετρικό τόπο της κορυφής Γ.

(ϐ΄) Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του τριγώνου ABΓ είναι σταθερό.

22. ∆ίδονται οι ευθείες (ε) : (µ− 3)x + (µ− 1)y + 3 = 0 και (σ) : (µ− 1)x + (2µ + 1)y + 3µ = 0
µ ∈ R.
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(α΄) Να αποδειχθεί ότι οι εξισώσεις αυτές παριστάνουν ευθείες για κάθε πραγµατική τιµή του
µ.

(ϐ΄) Ποιά είναι η τιµή του µ έτσι ώστε οι ευθείες (ε) και (σ) να είναι πράλληλες ;

23. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων M(x, y) για τα οποία ισχύει x2 + y2 − 2xy − 3x+
3y + 2 = 0.

24. Να ϐρείτε τις εξισώσεις των πλευρών του τριγώνου ABΓ του οποίου η κορυφή A έχει συντε-
ταγµένες (1, 3) και οι διχοτόµοι των γωνιών B και Γ έχουν αντίστοιχα εξισώσεις : x = 3 και
y = x− 1.

25. (΄Ασκηση: Σύνθετα 3 σελ. 218 ϐιβλίου Γεωµετρίας)
Στις πλευρές BΓ και Γ∆ τετραγώνου ABΓ∆ πλευράς α παίρνουµε τα σηµεία Z και H αντίστοι-
χα, ώστε : ZΓ = H∆ =

α

4
.

(α΄) Να αποδείξετε ότι τα τµήµατα AZ και BH τέµνονται κάθετα σε σηµείο K.

(ϐ΄) Να υπολογισθούν τα µήκη των τµηµάτων AK, AH και KH.

(γ΄) Να υπολογισθεί το εµβαδόν του τετραπλεύρου AKH∆.

Υπόδειξη : Αφού κάνετε την γεωµετρική απόδειξη, ϐρείτε την καταλληλότερη ϑέση να τοποθετήσετε το
σχήµα σε ένα ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων και απαντήσετε χρησιµοποιώντας αποτελέσµατα
της Αναλυτικής Γεωµετρίας. Ποιά απο τις δύο αποδείξεις είναι οικονοµικότερη ;

26. ΄Εστω τετράγωνο ABΓ∆. Αν I µέσο της BA, Λ µέσο της BΓ, K µέσο της BI και BH ⊥ IΓ,
αποδείξτε ότι HK ⊥ HΛ.
Υπόδειξη : Αφού λύσετε την άσκηση γεωµετρικά, να µεταφερθεί το σχήµα σε σύστηµα ορθογωνίων συντε-
ταγµένων έτις ώστε να λυθεί µε αναλυτική γεωµετρία. Ποιά απο τις 2 αποδείξεις ϕαίνεται οικονοµικότερη ;
Που υστερεί η µια έναντι της άλλη ;

27. Να ϐρείτε τις τιµές των λ, µ ∈ R για τις οποίες οι ευθείες : (ε) : x + µy + 1 = 0 και (σ) :
2µx+ 2y + λ = 0, είναι παράλληλες και η απόσταση τους είναι ίση µε 2

√
2.

28. (Θεώρηµα Μενελάου) ΄Εστω τρίγωνο ABΓ και τα σηµεία K, L και M των AB, AΓ και BΓ
αντίστοιχα έτσι ώστε να ισχύει :

−−→
AK = κ

−−→
KB,

−→
BΛ = λ

−→
ΛΓ,

−−→
ΓM = µ

−−→
MA

Να αποδείξτε ότι τα σηµεία K, Λ και M είναι συνευθειακά αν και µόνο αν κ · λ · µ = −1

29. Να ϐρείτε το σηµείο M της ευθείας (ε) : x + y − 4 = 0 ώστε αν A(3, 3) και B(0, 2) να είναι
( ̂MA,MB) = 45o.

(Οι ϱίζες 1, 2, 4,−1 του πολυωνύµου 2x4 − 12x3 + 14x2 + 12x − 16, να ϐρεθούν µε το σχήµα Horner.
Αποκλείστε τις ϱίζες 1 και 2.)

30. ∆ίδεται ευθεία (ε) : x + y + 1 = 0 και σηµείο M(1, 2). Να ϐρεθούν οι συντεταγµένες των
κορυφών τετραγώνου που έχει σηµείο τοµής των διαγωνίων το M και µια πλευρά του ϐρίσκεται
στην (ε).
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31. Να ϐρείτε τις εξισώσεις των πλευρών τριγώνου ABΓ του οποίου η κορυφή A έχει συντεταγµένες
(3, 6) και οι διάµεσοι BE και ΓZ έχουν εξισώσεις : (BE) : x − 4y + 3 = 0 και (ΓZ) :
4x+ 5y − 23 = 0.

32. (α΄) Να αποδείξετε ότι η απόσταση δύο παραλλήλων ευθειών

(ε) : αx+ βy + γ1 = 0 (σ) : αx+ βy + γ2 = 0

είναι
|γ1 − γ2|√
α2 + β2

.

(ϐ΄) Να υπολογίσετε την απόσταση µεταξύ των παραλλήλων

(ζ1) : 5x− 12y − 65 = 0
(ζ2) : 5x− 12y + 26 = 0

(γ΄) Να υπολογίσετε το εµβαδόν ενός τετραγώνου του οποίου οι δύο πλευρές ϐρίσκονται πάνω
στις ευθείες (ζ1) και (ζ2).

33. ∆ίδονται (ε) : x+ y + 1 = 0, (ε1) : x+ 3y + 3 = 0 και (ε2) : 2x− y − 1 = 0. Να προσδιορισθεί
σηµείο M της ευθείας (ε), έτσι ώστε ο αριθµός d2(M, ε1) + d2(M, ε2) να γίνει ελάχιστος.

34. Τριγώνου ABΓ δίνονται η κορυφή A(1, 2) και οι εξισώσεις x− 3y + 1 = 0 και 2x+ 10y − 6 = 0
δύο διαµέσων του. Να ϐρείτε τις εξισώσεις των πλευρών του τριγώνου ABΓ.

35. (α΄) ∆ίδεται η ευθεία (ε) : Ax+By + Γ = 0. ∆είξτε ότι :
i. Αν A = 0 και B + Γ = 0 τότε η (ε) είναι οριζόντια ευθεία.
ii. Αν A, B > 0 και Γ < 0 η (ε) διέρχεται απο το 1o τεταρτηµόριο.
iii. Αν A > 0 και B, Γ < 0 τότε η (ε) δεν διέρχεται απο το 2o τεταρτηµόριο.

(ϐ΄) ΄Εστω η εξίσωση x2 − 2λx− y2 − 4λy − 3λ2 = 0 (Qλ).
i. ∆είξτε ότι η εξίσωση (Qλ) παριστά ευθείες κάθετες µεταξύ τους για κάθε λ ∈ R.
ii. Βρείτε τον γεωµετρικό τόπο του σηµείου τοµής των ευθειών για τις διάφορες τιµές του

λ.
iii. Αν µια ευθεία της οικογενείας (Qλ) µε ϑετικό συντελεστή διέρχεται απο το (-3,0) να

ϐρεθεί η αντίστοιχη τιµή λ0 της µεταβλητής λ. ∆είξτε ότι για την ανωτέρω τιµή λ0 οι
ευθείες της οικογένειας (Qλ0) είναι συµµετρικές ως προς την x = −1.
΄Εστω (ε1) και (ε2) δύο ευθείες της οικογένειας (Qλ0) µε ϑετικό συντελεστή και αρνητικό
συντελεστή αντίστοιχα.

iv. Να ϐρεθούν οι παράλληλες ευθείες στις (ε1) και (ε2) που ϐρίσκονται σε απόσταση 3
√

2
απο αυτές. ΄Εστω (δ1) η παράλληλη στην (ε1) που δεν διέρχεται απο το 2o τεταρτηµόριο
και (δ2) η παράλληλη στην (ε2) που διέρχεται απο το 1o τεταρτηµόριο.

v. Οι ευθείες (ε1), (ε2), (δ1) και (δ2) τέµνονται προφανώς ανά δύο. Τί είδος παραλληλό-
γραµµο σχηµατίζουν ;

36. Να αποδείξετε ότι αν οι ευθείες A1x+B1y + Γ1 = 0, A2x+B2y + Γ2 = 0 σχηµατίζουν γωνία φ
τότε ισχύει :

συνφ =
A1A2 +B1B2√

A2
1 +B2

1

√
A2

2 +B2
2

13



37. Να αποδείξετε ότι οι ευθείες αx + βy = γ, βx + αy = γ µε αβ 6= 0 τέµνονται σε σηµείο της
ευθείας y = x και είναι συµµετρικές ως προς αυτή.

38. (Το Τρίγωνο του Curry). Στο σχήµα ϐλέπετε την διαµέριση ενός τριγώνου 60 τµ σε δύο σχήµατα
T1 και T2 το οποία έχουν σχηµατισθεί διατάσσοντας διαφορετικά τα ίδια κοµµάτια. Στην δεύτερη
διάταξη T2 του σχήµατος 7, υπάρχει ένα κενό δύο µικρών τετραγώνων. Πώς ϑα δικαιολογούσατε
το ϕαινόµενο ;
Υπόδειξη : Σηµεία που ϕαίνονται να είναι συνευθειακά, δεν είναι.

Σχήµα 7: Το τρίγωνο του Curry.

39.
⊙⊙

΄Εστω τρίγωνο ABΓ και σηµείο P στο εσωτερικό του. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των
σηµείων P έτσι ώστε οι αποστάσεις του σηµείου απο τις τρείς πλευρές AB, AΓ και BΓ να είναι
µήκη πλευρών τριγώνου.
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