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ΣΧΕΔΙΟ ΔΙΔΑΣΚΑΛΙΑΣ 
ΠΑΡΑΒΟΛΗΣ ΚΑΤ/ΝΣΗΣ  

Β ΛΥΚΕΙΟΥ 

 
ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΕΝΟΤΗΤΑ:  3.2 - Η Παραβολή  

 
i. ΔΙΔΑΚΤΙΚΟΙ ΣΤΟΧΟΙ:  

 
1. Να κατανοήσουν τον ορισμό της παραβολής σαν γεωμετρικό τόπο. 
2. Να μπορούν να συνδυάσουν τον γεωμερικό ορισμό με τα σημεία του 

επιπέδου που ικανοποιούν μια δευτεροβάθμια εξίσωση. 
3. Να μπορούν να διακρίνουν μερικές βασικές ιδιότητες της παραβολής.  
4. Να μπορούν να κατασκευάσουν και να βρούν την αλγεβρική εξίσωση 

εφαπτομένης παραβολής. 
5. Να γνωρίσουν την ανακλαστική ιδιότητα της παραβολής.   
6. Nα είναι εφικτή η μετατροπή ενός γεωμετρικού προβλήματος σε 

γεωμετρικό.  
7. Να είναι εφικτή η αναπαράσταση σε ένα σύστημα δυναμικής γεωμετρίας 

ενός προβλήματος. 
 
 

ii. ΜΟΡΦΗ ΔΙΔΑΣΚΑΛΙΑΣ:  Καθοδήγηση – ερωτήσεις 
iii. ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ: Πολλαπλή (Παραγωγική-αναγωγική-επαγωγική-

αφαιρετική κλπ) 
iv. ΕΠΟΠΤΙΚΑ ΜΕΣΑ: Πίνακας, Η/Υ (λογισμικό: Geogebra, Μaple) 
v. ΔΙΔΑΚΤΙΚΕΣ ΕΝΟΤΗΤΕΣ Διάρκειας 5 ωρών διδασκαλίας. 

 
 

ΓΕΝΙΚΟ ΠΛΑΝΟ ΚΑΙ 
ΣΤΡΑΤΗΓΙΚΗ 

 

Βασικό στοιχείο στην παρουσίαση είναι η κατασκευή της παραβολής 
σαν γεωμετρικού τόπου και η ανακάλυψη όλων των επι μέρους 
ιδιοτήτων και αλγεβρικών σχέσεων.  
Έτσι, η κατασκευή της παραβολής που θα παρουσιασθεί στην 1η 
διδακτική ώρα, θα είναι το κυρίαρχο εργαλείο για την εύρεση της 
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αλγεβρικής εξίσωσης της εφαπτομένης και την διατύπωση της 
ανακλαστικής ιδιότητας.  
 
Κομβικό σημείο κατέχουν: 

 το ερώτημα που αφορά τον εντοπισμό μιας παραβολής αν 
γνωρίζουμε μόνο το σχήμα. Αυτό θα το εκμεταλευτούμε στη Γ 
Λυκείου. 

 η απόδειξη του θεωρήματος Bezout, ενισχύει τον ρόλο της 
άλγεβρας. 

 οι παρεμβάσεις στον εμπλουτισμό των ασκήσεων μπλέκοντας την 
γεωμετρία με την άλγεβρα. 

 Η δραστηριότητα εύρεσης του γεωμετρικού τόπου των κέντρων 
κύκλων εφαπτομένων σε ευθεία και διερχομένων από σταθερό 
σημείο, που θα μας περάσει στην κατασκευή του 10ου 
προβλήματος του Απολλώνιου.  

 Ο υπολογισμός της σχέσης του παραβολικού χωρίου, μια από τις 
χαρακτηριστικότερες μεθόδους του Αρχιμήδη, την οποία θα 
χρησιμοποιήσουμε σε αντίστοιχο ερώτημα στην έλλειψη. 

 
 
Βιβλιογραφία: 
 

1. Akopyan A.V. and Zaslavsky A.A. Geometry of Conics, The Mathematical 
Association of America,Mathematical World, vol. 26, 2007. 

2. Berger Marcel, Geometry I,II, Springer-Verlag, Berlin, 1987. 
3. Bhom, J., Background Pictures as a Stimulating Means for Math Teaching. DES 

TIME-2006, Dresden, 2006. 
4. Butler D., How to motivate teachers to want to use technology, Proceedings of 

the Twelfth Asian Technology Conference in Mathematics ISSN 1940-2279. 
5. Chasles M., Traite des sections coniques, faisant suite au Traite de géométrie 

supérieure (1865), ed. Gauthier-Villars, Paris. 
6. Ιησουίτες: Ασκήσεις Γεωμετρίας, Χιωτέλης, Ι,ΙΙ,ΙΙΙ,IV. 
7. Hull Thomas., Project Origami, Wellesley, Massachussets A.K. Peters, Ltd., 2006, 

245 p. 
8. Lebesgue, Henri, Les coniques, Paris, Gauthier Villars, 1942. 
9. Λυγάτσικας Ζ, Κωνικές, εκδ. Liberal Books, 2012. 
10. Milne, J. J., Newton's Contributions to the Geometry of Conics. In Greenstreet 

1927. 
11. Salmon G., A Treatise on Conic Sections, Londres, Longman, Brown, Green, 1848. 
12. Smart, James R., Modern Geometries, Books/Cole Publishing Company, Fifth 

edition, 1988, 451 p. 

 



ΣΧΕΔΙΟ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤ/ΝΣΗΣ Β ΛΥΚΕΙΟΥ παρ. 3.2 

Λυγάτσικας Ζήνων ΠΠ ΓΕΛ ΒΑΡΒΑΚΕΙΟΥ ΣΧΟΛΗΣ 

3 
 

 

 
 
 
 
 
ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ΣΧΕΔΙΟ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤ/ΝΣΗΣ Β ΛΥΚΕΙΟΥ παρ. 3.2 

Λυγάτσικας Ζήνων ΠΠ ΓΕΛ ΒΑΡΒΑΚΕΙΟΥ ΣΧΟΛΗΣ 

4 
 

1η ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΩΡΑ 

ΣΤΟΧΟΣ:   H καμπύλη σαν γεωμετρικός τόπος σημείων.   
 
Η παραβολή σαν τομή ενός κώνου και ενός επιπέδου.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ανοίξτε το Surfer και δώστε την 
εξίσωση του κώνου x2+y2-z2. 
Στη συνέχεια εμφανίστε ένα 
επίπεδο παράλληλο σε έναν 
γεννήτορα του κώνου γ, για 
παράδειγμα το x+z+3. Θα 
πάρετε έναν κώνο και ένα 
επίπεδο το οποίο θα τέμνει μια 
μόνο συνιστώσα του κώνου 
παράλληλο με κάποιον 
γεννήτορα. Τότε η τομή αυτή 
των δύο επιφανειών θα είναι 
μια καμπύλη την οποία θα την 
ονομάσουμε παραβολή.  
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Ας δοκιμάστε τώρα στο επίπεδο.  
Μας είναι γνωστό ότι κάθε τριώνυμο της μορφής αx2+βx+γ είναι η αλγεβρική 
εξίσωση που παριστά μια παραβολή. Για παράδειγμα δοκιμάστε στο Geogebra 
την συνάρτηση y= x2+3x-1.  
Είδαμε επίσης, στο πρόβλημα 295 των σημειώσεων στις συναρτήσεις, τον 

τρόπο να ορίσουμε την παραβολή 2

2

1
xy  σαν τον γεωμετρικό τόπο των 

σημείων που ικανοποιούν μια ιδιότητα.  
Πράγματι, μπορούμε να ορίσουμε στοιχειωδέστερα την παραβολή από μια 
ιδιότητα που θα μπορούσε με την αλλαγή μιας μόνο παραμέτρου να ορίσει και 
τις άλλες κωνικές. Αυτή δεν είναι τίποτα άλλο από τον εξής ευφυή ορισμό: 
 
 

Δίδονται μια ευθεία ε και ένα σημείο Ε. Να βρεθεί ο γεωμετρικός 
τόπος των σημείων του επιπέδου με την ιδιότητα 

 
(P): ισαπέχουν από το σημείο και την ευθεία.  
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Ας υποθέσουμε ότι ένα σημείο Α του επιπέδου έχει την ιδιότητα που 
επικελείται το πρόβλημα: ισαπέχει δηλαδή από την ευθεία και από το σημείο 
Ε. Έχουμε δηλαδή ότι ΑΜ = ΑΕ. Επομένως το Α ανήκει στην μεσοκάθετο του 
ΜΕ και στην ευθεία ΑΜ που είναι η προβολή του Α πάνω στην ε.   
Έτσι, μετακινώντας το Μ πάνω στην σταθερή ευθεία ε, το σημείο Α που είναι 
η τομή της μεσοκαθέτου με την κάθετο στην ε από το Μ, θα δούμε ότι το 
σημείο Α γράφει μια καμπύλη την οποία έκτοτε θα την ονομάζουμε 
παραβολή.  
Αυτό που χρειάζεται πολύ απλά είναι μια ευθεία και ένα σημείο. Την ευθεία 
την ονομάζουμε διευθετούσα και το σημείο Εστία. Να εξηγηθεί η βασική 
ορολογία καθώς και οι θέσεις της παραβολής μαζύ με τις αντίστοιχες αλλαγές 
της αλγεβρικής εξίσωσης. 
 
Η κατασκευή αυτή μπορεί να μας βοηθήσει στην γεωμετρία origami. Να 
διπλώσετε ένα φύλλο χαρτιού έτσι ώστε ένα δεδομένο σημείο Ε να βρεθεί 
πάνω σε μια δεδομένη ευθεία ε. Η απάντηση στο πρόβλημα είναι να 
διπλώσουμε το φύλλο χαρτιου κατα μήκος της μεσοκαθέτου του ευθ. 
τμήματος με άκρα το σημείο Ε και ένα σημείο Μ της ευθείας ε. Τότε το σημείο 
Ε θα πέσει πάνω στο σημείο Μ. 
 
 

1η EΡΓΑΣΙΑ προς τους μαθητές:  
Υποθέστε ότι ένα σημείο Α του επιπέδου έχει την ιδιότητα (P), 
δείξτε ότι το Α είναι τομή δύο σταθερών ευθειών που 
κατασκευάζονται μονο από την προβολή Μ του Α πάνω στην (ε), 
την ευθεία ε και το σημείο Ε. 
 
Μετακινώντας το Μ πάνω στην ευθεία ε, δείτε το ίχνος που αφήνει 
το σημείο Α πάνω στο επίπεδο.  
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Σβήστε το ίχνος του σημείου Α και ενεργοποιήστε το ίχνος την 
μεσοκαθέτου μ. Τι παρατηρείτε όταν μετακινήτε  το σημείο Μ;  
 
Πρόβλημα:  Πάνω σ ένα φύλλο χαρτιού έχουμε μια ευθεία 
και ένα σημείο. Πως πρέπει να διπλώσετε το φύλλο έτσι 
ώστε το σημείο να πέσει πάνω στην ευθεία;  
 
2η EΡΓΑΣΙΑ προς τους μαθητές:   
Υποθέστε ότι οι συνταταγμένες Ε(p/2,0) και η ευθεία είναι η x = - 
p/2. Βρείτε την εξίσωση της καμπύλης που ανήκει το σημείο Α με 
την ιδιότητα (P).  
 
 
 
Aν     Α = ( x , y ) είναι ένα σημείο του επιπέδου, οι αποστάσεις από το Ε και 
την   x = - p/2 είναι ίσες, άρα: 

2021

22
2

2



 









p
x

y
p

x το οποίο μετά από τις πράξεις μας δίνει την 

εξίσωση  
y2 = 2 p x 

 

3η EΡΓΑΣΙΑ προς τους μαθητές:   
Μπορείτε να βρείτε παραδείγματα καμπυλών στην φύση ή στην 
φυσική,  που να είναι παραβολές; 
 

1) Η τροχιά που γράφει το νερό ενός συντριβανιού 
2) Η επιφάνεια του εξωτερικού καθρέπτη αυτοκινήτου 
3) Μια αλυσίδα που κρέμεται από τα δύο άκρα της, είναι παραβολή; 

Η απάντηση είναι όχι. Η αλυσίδα είναι μια καμπύλη της εξίσωσης 




















a

x
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y
2

. Αν και οι δύο έχουν περίπου το ίδιο γράφημα, έχουν 

ουσιαστικές διαφορές. 
 

4η EΡΓΑΣΙΑ προς τους μαθητές:   
Στο Geogebra δώστε τις συναρτήσεις :  
 

1022  yx        και            

















55

2

5
xx

eey  
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Πως θα μπορούσατε να ξεχωρίσετε τις δύο αυτές καμπύλες μονο από 
το γράφημά τους; 

 
 
 
Το ερώτημα δεν είναι ρητορικό, είναι όμως πολύ δύσκολο. Θα μπορούσε ένας 
έξυπνος μαθητής μετά από ένα χρονικό διάστημα, να ανακαλύψει μέσα από 
το Geοgebra το εργαλείο κατασκευής κωνικής από 5 σημεία. Αυτό το 
θεωρούμε υπερ αρκετό. Ο μαθητής εύκολα θα διαπυστώσει ότι η αλυσοειδής 
καμπύλη, δεν φαίνεται να είναι καμμία κωνική.  
 
 

ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ 
 

1) Ένας κύκλος είναι εφαπτόμενος μιας ευθείας και διέρχεται από 
σταθερό σημείο Ε. Ποιος είναι ο γεωμετρικός τόπος των κέντρων του 
κύκλου.  

2) Ποια είναι η σχετική θέση ευθείας και παραβολής, δείξτε όλες τις 
περιπτώσεις στο Geοgebra.  

3) Ποια είναι η σχετική θέση ενός κύκλου και μιας παραβολής, δείξτε όλες 
τις περιπτώσεις στο Geοgebra. 

 
 

ΕΡΓΑΣΙΑ ΓΙΑ ΤΟ ΣΠΙΤΙ 
 

1) Από ΟΜΑΔΑ Α: 1, 2, 3, 4.   
2) Να αποδείξετε ότι:  Ο γεωμετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων των 

εφαπτομένων σε δοθείσα ευθεία (δ) και διερχομένου από δοθέν σημείο 
Ε, είναι παραβολή με εστία το Ε και διευθετούσα την (δ).  

 
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2η ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΩΡΑ 

Ειδικοί στόχοι: Να γράψουν την εξίσωση της εφαπτομένης, να 
περιγράφουν την ανακλαστική ιδιότητα της παραβολής και να 
χρησιμοποιήουν τις ιδιότητες της εφαπτομένης και της ανακλαστικής ακτίνας 
για τον καθορισμό στοιχείων της παραβολής. 
 
Στην αρχή να λυθούν οι ασκήσεις: 3Α και 4Α.  
Να ζητηθεί γεωμετρική ερμηνεία της κατασκευής της 4Α η οποία συνίσταται 
στο ότι τα σημεία Α και Β είναι ουσιαστικά οι τομές της παραβολής με τις 
ευθείες  

y = x και y = - x 
Στην άσκηση 2 οι μαθητές θα δώσουν είτε μια άμεση απάντηση βασισμένη 
στον γεωμετρικό ορισμό της παραβολής, είτε μια αλγεβρική - η αναμενόμενη.  
Είναι καλό να κατασκευάσουν το κύκλο αυτό στο Geogebra, έστι ώστε να είναι 
δυνατόν να χαράξουν τον γεωμετρικό τόπο των κέντρων μεταβάλοντας την 
κατάλληλη παράμετρο.  
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ANAΚΛΗΣΗ ΓΝΩΣΕΩΝ ΑΠΟ ΤΟ ΠΡΟΗΓΟΥΜΕΝΟ  
 
Έχουμε κατασκευάσει την παραβολή σαν τον γεωμετρικό τόπο των σημείων 
Μ του επιπέδου που ισαπέχουν από δεδομένο σημείο Ε (εστία) και ευθεία δ 
(διευθετούσα).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ 
Σκοπός τώρα είναι να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης παραβολής σε 
σημείο της Α.  Η εφαπτομένη σε ένα σημείο της παραβολής είναι μια ευθεία η 
οποία δεν είναι παράλληλη στον άξονα της παραβολής, και έχει με την 
παραβολή ένα μόνο κοινό σημείο. Το θέμα το έχουμε επεξεργασθεί 
διαισθητικά στην Ανα τροφοδότηση 2) στο πρώτο μάθημα. 
 

1) Αν Α = (0,0), τότε η εφαπτομένη είναι η κάθετος στον άξονα της 
παραβολής στην κορυφή της.  

2) Αν  y2 = 2 p x η εξίσωση της παραβολής και Α= (xA, yA ) ≠ (0,0) , τότε  

2

p
 -y  :)(  και Ε = 








0

2
,

p
 

Η ΜΕ έχει συντελεστή 
p

y A  και η μεσοκάθετος (μ) δίνει εξίσωση  

 
 
 

 
Δείξτε τώρα ότι η ευθεία (**) και η παραβολή έχουν μόνο ένα κοινό 
σημείο. Πράγματι αν αντακαστήσουμε το x της  y2 = 2 p x  στην (**)  , 
θα πάρουμε 

 

 

y yA = p (x + xA )  (**) 
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0222  AA pxyyy  

 
 

η οποία έχει διακρίνουσα 0. Αυτό σημαίνει, δες μη-γραμμικά 
συστήματα Β Λυκείου, ότι η ευθεία και η παραβολή έχουν ένα κοινό 
σημείο. Έτσι, επειδή  
 
 
η ευθεία δεν είναι παράλληλη στος άξονα της παραβολής, η (**) είναι η 
εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο Α.  
 

 
ΑΝΑΚΛΑΣΤΙΚΗ ΙΔΙΟΤΗΤΑ 
Για την κατανόηση της ανακλαστικής ιδιότητας, προτείνεται η επίλυση των 
παρακάτω θεωρημάτων (μπορεί να δοθούν και σαν ασκήσεις, αν ο χρόνος δεν 
είναι αρκετός) 
 
Πόρισμα :  Η εφαπτομένη της παραβολής σε σημείο της Α είναι διχοτόμος 
της γωνίας ΜΑΕ (δες προηγούμενο σχήμα)  

 
Θεώρημα : Όλες οι παράλληλες ακτίνες προς τον άξονα της παραβολής 
αντανακλώμενες στην εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο πρόσπτωσης, 
περνούν από την εστία. 
 
Το πεδίο τώρα  είναι έτοιμο για την εισαγωγή της ανακλαστικής ιδιότητας.  
 
 

 

ΕΡΓΑΣΙΑ ΓΙΑ ΤΟ ΣΠΙΤΙ 
 

1) Να λυθούν οι ασκήσεις 5Α, 6Α, 1Β, 2Β 
2) Δείξτε ότι ο γεωμετρικός τόπος των μέσων μιας δέσμης παραλλήλων 

χορδών μιας παραβολής είναι η διάμετρος που αντιστοιχεί στην δέσμη 
αυτή.  

 

 
 

 
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3η ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΩΡΑ 

 
Από δώ και στο εξής, επιλύουμε μονο ασκήσεις. Σκοπός είναι να αναλύσουμε 
όσο τον δυνατόν καλύτερα την σχέση μεταξύ αλγεβρας και γεωμετρίας. 
Προυποθέτουμε ότι η ευχέρεια των μαθητών στην εκτέλεση αλγεβρικών 
πράξεων είναι δεδομένη.  Οι ασκήσεις στο 4ο και 5ο μάθημα είναι από το 
φυλλάδιο. 

 
Αρχίζουμε με την άσκηση 2, η οποία επιδέχεται πολλές παραλλαγές. Να 
τονιστεί ο υπολογιστικός της χαρακτήρας της και να υπολογισθεί η τεταγμένη 
του μέσου Μ μιας χορδής της παραβολής y2 = 2 p x, που σχηματίζει γωνία θ με 
τον άξονα x’x, η οποία είναι ίση με  

yM = p σφ (θ) 
 

 (Η απόδειξη να δοθεί γραμμένη, αφού αναλυθεί στον πίνακα. Θεωρούμε ότι 
οι υπολογισμοί είναι αρκετά δύσκολοι αλλά πολύ αποκαλυπτικοί.)  
 

ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ  
 
Είχαμε αναφερθεί στο πρώτο μάθημα στην ομοιότητα μεταξύ των παραβολών 
και των αλυσοειδών καμπυλών. Το πρόβλημα που θέτουμε τώρα είναι το εξής: 
 

 
Αν έχουμε μονο τα γραφήματα των 2 συναρτήσεων, μπορούμε να 

βρούμε κάποιο 
εργαλείο ώστε να μπορέσουμε να διακρίνουμε την παραβολή; 

 
Πράγματι υπάρχει ένα τέτοιο εργαλείο.  
Το εργαλείο αυτό λέει ότι αν πάρουμε ένα σημείο Α πάνω στην παραβολή και 
φέρουμε από το Α, με την βοήθεια του λογισμικού, την εφαπτομένη στο 
σημείο  
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αυτό, τότε τα μέσα των παραλληλων χορδών προς την εφαπτομένη, είναι 
συνευθειακά. Δεν συμβαίνει όμως το ίδιο με την αλυσοειδή καμπύλη, 
δοκιμάστε.  
Η άσκηση θα ολοκληρωθεί στην Γ Λυκείου με την αντίστοιχη αναλυτική 
διατύπωση.  
 
Για την άσκηση 1Β προτείνετε η εξής αντίστοιχη, η οποία είναι περίπτωση του 
θεωρήματος Bezout. 
 

1) Nα δείξετε ότι ένας κύκλος και μια παραβολή τέμνονται το πολύ σε 4 
σημεία. 

2) Αν ο κύκλος δτέμνει μια πααβολή στα 4 σημεία Α, Β, Γ, και Δ,, τότε να 
δείξετε ότι οι διχοτόμοι των γωνιών που σχηματίζουν καθένα από τα 
επόμενα ζεύγη ευθειών (ΑΒ, ΓΔ), (ΑΓ,ΒΔ), (ΑΔ, ΒΓ) είναι μια 
παράλληλη και η άλλη κάθετη στον άξονα της παραβολής.  
(Η απόδειξη του πρώτου ερωτήματος είναι συνέπεια του θεμελειώδους 
θεωρήματος της άλγεβρας το οποίο διατυπώνεται στο κεφάλαιο των 
πολυωνύμων. Το 2 μπορεί να γίνει στο Maple, χρησιμοποιώντας όλους 
τους τύπους του Viete ενός πολυωνύμου 4ου βαθμού). 
 
Να ολοκληρωθεί στην τάξη 

 
 

 

ΕΡΓΑΣΙΑ ΓΙΑ ΤΟ ΣΠΙΤΙ 
 

1) Οι ασκήσεις 3Β, 4Β, 5Β, 6Β, 7Β και 8Β. 
2) Φυλλάδιο με ασκήσεις. 
3) Συμπληρώνοντας την άσκηση 4Β,  να δοθεί στην παρακάτω 

συνθετότερη μορφή: 
Δίνεται παραβολή με εστία Ε και κορυφή Α. Αν η εφαπτομένη 

(μ) στο σημείο Μ τέμνει την εφαπτομένη της κορυφής Α στο σημείο Β, 
τότε: 

α) ΕΒ2 = ΑΕ ΕΜ 
β) Ο κύκλος με διάμετρο ΕΜ, εφάπτεται στην εφαπτομένη της 

κορυφής ατο σημείο Β. 
γ) Αν Ζ το σημείο τομής της εφαπτομένης (μ) με την 

διευθετούσα, τότε: ΜΒ ΒΖ = ΕΜ2. 
δ) Αποδείξτε ότι ΜΒ ΒΖ = ΑΕ ΕΜ . 
 

4)  Ο ζυγός μιας ατμομηχανής είναι το παραβολοειδές που φαίνεται στην 
πάνω εικόνα του παρακάτω σχήματος. Ο σχεδιασμός αυτού του ζυγού 
γίνεται ως εξής: αν ΑΒ=α είναι το μισό του μήκους του μεγάλου 
οριζόντιου άξονα και ΓΓ ’ = 2β ο κάθετος άξονας, χωρίζουμε το ΑΒ και 
ΒΓ στον ίδιο αριθμό ίσων τμημάτων ΑΑ1= Α1Α2 =…=Α7Β  και ΒΒ1= 
Β1Β2=… =Β7Γ, στο σχήμα μας σε οχτώ. Τότε, οι τομές των ευθειών 
ΓΑ’Ai με τις παράλληλες στην ΑΒ  από τα Βi, Μ1, Μ2,…,M7 είναι 
σημεία μιας παραβολής. Αποδείξτε τον τελευταίο ισχυρισμό. 
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ΦΥΛΛΑ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΕΙΣ 
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1o ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
(1η Διδακτική ώρα) 

ΛΟΓΙΣΜΙΚΟ Geogebra. 
 

1. Επιλέγουμε ένα σημείο Μ πάνω σε ευθεία (ε). Φέρτε την κάθετο (τ) 
από το Μ προς την (ε). Το σημείο αυτό θα είναι η προβολή ενός 
σημείου Α του επιπέδου. Αν η κατασκεύη φαίνεται να ακολουθεί μια 
ιδιόρυθμη σειρά, αυτό οφείλεται σε κατασκευαστικές επιλογές του 
συστήματος και μόνο. Υποθέστε λοιπό ότι πάνω στην (τ) έχετε ένα 
σημείο Α με την  ιδιότητα (P). Δείξτε ότι το Α είναι τομή δύο σταθερών 
ευθειών που κατασκευάζονται μονο από την προβολή Μ του Α πάνω 
στην (ε), την ευθεία ε και το σημείο Ε. 
 
Μετακινώντας το Μ πάνω στην ευθεία ε, δείτε το ίχνος που αφήνει το 
σημείο Α πάνω στο επίπεδο.  
 
Σβήστε το ίχνος του σημείου Α και ενεργοποιήστε το ίχνος την 
μεσοκαθέτου μ. Τι παρατηρείτε όταν σύρετε  το σημείο Μ ;  

 
2. Πρόβλημα:  Πάνω σ’  ένα φύλλο χαρτιού έχουμε μια ευθεία και 

ένα σημείο. Πως πρέπει να διπλώσετε το φύλλο έτσι ώστε το 
σημείο να πέσει πάνω στην ευθεία;  
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2o ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
(1η Διδακτική ώρα) 

ΛΟΓΙΣΜΙΚΟ Geogebra. 
Στο Geogebra δώστε τις συναρτήσεις :  
 

1022  yx        και            

















55

2

5
xx

eey  

 
 
 
 

Πως θα μπορούσατε να ξεχωρίσετε τις δύο αυτές καμπύλες μονο από 
το γράφημά τους;  
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Φύλλο αξιολόγησης γνώσεων  

 
1) Ένας κύκλος είναι εφαπτόμενος μιας ευθείας και διέρχεται από σταθερό 

σημείο Ε. Ποιος είναι ο γεωμετρικός τόπος των κέντρων του κύκλου.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2) Ποια είναι η σχετική θέση ευθείας και παραβολής, δείξτε όλες τις 
περιπτώσεις στο Geοgebra.  

3) Ποια είναι η σχετική θέση ενός κύκλου και μιας παραβολής, δείξτε όλες τις 
περιπτώσεις στο Geοgebra. 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ: 
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1o ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
(2η Διδακτική ώρα) 

Θέλουμε να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης που άγεται από 
σημείο της παραβολής. 
 
Πότε ευθεία και παραβολή 
έχουν ένα ΜΟΝΟ κοινό 
σημείο; 
 
 
 

1) Αν Α = (0,0), τότε ποια 
είναι είναι η εφαπτομένη 
στην παραβολή; 
Μπορείτε να 
δικαιολογήσετε την επιλογή σας; 

 
 
 
 
 

2) Αν  y2 = 2 p x η εξίσωση της παραβολής και Α= (xA, yA ) ≠ (0,0) , τότε  

2

p
 -y  :)(  και Ε = 








0

2
,

p
 

Βρείτε τον συντελεστή της ευθείας ΜΕ. 
 
 
 
 
Βρείτε την εξίσωση της μεσοκαθέτου  (μ)  
 
 
 
 
Δείξτε τώρα ότι η ευθεία  (μ) και η παραβολή έχουν μόνο ένα κοινό 
σημείο. Χρησιμοποιήστε μόνο αλγεβρικό λογισμό.  
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2o ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
(2η Διδακτική ώρα) 

Σκοπός μας είναι να διατυπώσουμε την ανακλαστική ιδιότητα της παραβολής. 
 
 
 
Πόρισμα :  Η εφαπτομένη της παραβολής σε σημείο της Α είναι διχοτόμος 
της γωνίας ΜΑΕ.  

 
Θεώρημα : Όλες οι παράλληλες ακτίνες προς τον άξονα της παραβολής 
αντανακλόμενες στην εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο πρόσπτωσης, 
περνούν από την εστία. 
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Φύλλο αξιολόγησης γνώσεων  

Δίδονται μόνο το γράφημα μιας παραβολής, η διευθετούσα της, μια 
εφαπτομένη σε ένα σημείο της Α και μια ακτίνα που συναντώ την 
παραβολή στο σημείο Α. Μπορείτε να βρείτε την εστία της; 
 
(Να χρησιμοποιήσετε ιδιότητες της εφαπτομένης και της ανακλαστικής 
ακτίνας)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


