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1 Ασκήσεις

1.1 Ασκήσεις Επανάληψης

1. ∆είξτε ότι : |2ηµ x+ 3συν y| ≤ 5.

2. Να αποδείξτε ότι ηµ θ · συν θ ≤ 1

2
.

3. Να δείξετε ότι |εφ θ|+ |σφ θ| = |εφ θ + σφ θ|.

4. Αν −π
2
< x <

π

2
να δείξετε ότι : συν |x| = |συν (−2kπ + x)|, k ∈ ΙΝ.

5. Να δείξτε ότι : ηµ 226o + ηµ 234o + ηµ 264o + ηµ 256o = 2.

6. Να απλοποιηθεί η παράσταση

B =

ηµ

(
3π

2
− θ

)
· συν

(
π

2
+ θ

)
· εφ (2π − θ)

συν

(
5π

2
+ θ

)
· σφ (−θ) · σφ

(
π

2
+ θ

)

7. Να αποδείξετε ότι : ηµ 4x− συν 4x = 1− 2συν 2x.

8. Να δείξτε ότι : σφ 1o + σφ 2o + σφ 3o + . . .+ σφ 179o = 0.
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1.2 Τριγωνοµετρική συνάρτηση

9. Απο το σχολικό ϐιβλίο λύνω: (σελ. 81, ασκ:2,3,4,5), (σελ. 82, ασκ:7,8,9).

10. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = λ − 3συν (4x), λ ∈ ΙR της οποίας η ελαχίστη
τιµή είναι −5.

(α΄) Να ϐρείτε το λ.
(ϐ΄) Για τη τιµή του λ που ϐρήκατε παραπάνω, να ϐρείτε τον τύπο και στη

συνέχεια την περίοδο της συνάρτησης g(x) = f
(3x

8

)
.

(γ΄) Να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση h(x) = f
(3π

4
− x

)
στο διά-

στηµα

[
− π

2
, π

]
.

11. ∆ίνεται η συνάρτηση µε τύπο:

f(x) = α
1 + συν (2βx)

2
− 2, x ∈ [0, 2π], α > 0

Αν η περίοδος της είναι T = π και έχει µέγιστο στο 3, τότε :

(α΄) Να ϐρείτε τους αριθµούς α και β.
(ϐ΄) Να ϐρείτε το ελάχιστο της f καθώς και τις τιµές του x για τις οποίες η

f παίρνει την ελάχιστη τιµή της.
(γ΄) Για τις παραπάνω τιµές των α και β να ϐρείτε τα σηµεία τοµής της

γραφικής παράστασης της f µε τον άξονα y′y.

1.3 Τριγωνοµετρικές Εξισώσεις

12. (΄Ασκηση 1 (ιιι), σελ. 88 σχ. ϐιβλίο) Να λυθεί η εξίσωση:

συν x =

√
2

2

13. Να λυθεί η εξίσωση:

ηµ x = −
√

6

2

14. (΄Ασκηση 5 (ι), σελ. 88 σχ. ϐιβλίο) Να λυθεί η εξίσωση:

(1− ηµ x)(2ηµ x−
√

3) = 0

15. Να λυθεί η εξίσωση:

(1− ηµ x)(2ηµ x−
√

2 +
√

2

4
) = 0
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16. (΄Ασκηση 11 (ι), σελ. 88 σχ. ϐιβλίο)

(α΄) Να λυθεί η εξίσωση: 2y2 + y − 1 = 0

(ϐ΄) Να λυθεί η εξίσωση: 2ηµ 2x+ ηµ x− 1 = 0.

17. (α΄) ΄Εστω p(x) = αx2 + βx + γ. Υποθέστε ότι ∆ = β2 − 4αγ ≥ 0. Τότε
δείξτε ότι η εξίσωση p(x) = 0:

i. έχει µόνο µια ϱίζα στο διάστηµα [−1, 1], αν p(−1)p(1) < 0.
ii. έχει ϱίζα το −1 και η άλλη είναι µέσα στο (−1, 1], η οποία ϕυσικά

είναι ίση µε −γ
α
, αν α− β + γ = 0 και γ2 < α2.

iii. έχει ϱίζα το −1 και η άλλη είναι εκτός του διαστήµατος (−1, 1], αν
α− β + γ = 0 και γ2 > α2.

iv. αν έχει δύο ϱίζες ρ1 < ρ2 µέσα στο [−1, 1] ή [−1, 1]∩ (ρ1, ρ2) = ∅,
αν α · p(1) > 0 και α · p(−1) > 0.

(ϐ΄) Να διερευνηθεί η εξίσωση:

µηµ 2x− 2(µ− 2)ηµ x+ µ+ 2 = 0

18. Να λυθεί η οµογενής εξίσωση:

2ηµ 2x+ 2
√

3
(
ηµ x · συν x

)
= 3

19. Να λυθούν οι ασκήσεις 6(Α), 10Α, 3(Β) σελίδα 24/5, του σχολικού ϐιβλίου.

20. Να δειχθεί ότι το σύστηµα των δύο εξισώσεων:

b(b2 − a2 − 1)συν (x) + a(2b2 − 1)ηµ (x) = ab (1)

b(2a2 − 1)συν (x) + a(a2 − b2 − 1)ηµ (x) = ab (2)

έχει λύση όταν a και b είναι τα ηµ και συν της ίδιας γωνίας ω αντίστοιχα.
Να ορισθούν οι λύσεις αυτές.

21. Να διερευνηθεί ως προς µ η εξίσωση:√
1 + ηµ 2x+

√
1 + συν 2x =

√
µ (1)

22. Αν το τόξο α περιέχεται µεταξύ 0 και
π

2
να διερευνηθεί ως προς τον αριθµό

των λύσεων η εξίσωση:

εφ 2(x)− 2εφ (α)εφ (x) + συν 2(α) = 0.

23. (♣♣♣) ∆είξτε ότι δεν υπάρχει τόξο x έτσι ώστε :

συν
(
ηµ (x)

)
= ηµ

(
συν (x)

)
.
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2 Λύσεις

1. |2ηµ x+ 3συν y| ≤ |2ηµ x|+ |3συν y| ≤ 2 + 3 = 5.

2.
(
ηµ θ+συν θ

)2

≥ 0⇔ ηµ 2θ+συν 2θ ≥ 2ηµ θ ·συν θ ⇔ 1

2
≥ ηµ θ ·συν θ

3. Επειδή εφ θ · σφ θ = 1 > 0 το συµπέρασµα έπεται απο την |a+ b| = |a|+ |b|
ανν a · b > 0.

4. συν (−2kπ + x) = συν (2kπ − x) = συν (x).

5. ηµ 26o = ηµ (90o−64o) = συν 64o και ηµ 34o = ηµ (90o−34o) = συν 56o.
΄Αρα, συν 2640 + ηµ 264o + συν 256o + ηµ 256o = 2.

6. Είναι :

ηµ

(
3π

2
− θ

)
= −συν θ, συν

(
π

2 + θ

)
= −ηµ θ

συν

(
π

2
+
(

2π + θ
))

= −ηµ θ, σφ (−θ) = −σφ (θ)

σφ
(π

2
+ θ
)

= −εφ θ

7. Εύκολο.

8. Παρατηρείστε ότι σφ 1o + σφ 179o = σφ 2o + σφ 178o = . . . = 0 και ότι το
άθροισµα των προσθετέων είναι άρτιο, άρα, είναι ίσο µε 0.

9. Εύκολο.

10. (α΄) λ− 3 = −5⇔ λ = −2, δες σχήµα 6.

Σχήµα 1: ΄Ασκηση 10α΄.
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Σχήµα 2: ΄Ασκηση 10γ΄.

(ϐ΄) f
(3x

8

)
= −2− 3συν

(3x

2

)
µε περίοδο T =

4π

3
.

(γ΄) f
(3π

4
− x
)

= −2 + 3συν (4x) µε διάγραµµα, σχήµα 2:

Σχήµα 3: ΄Ασκηση 11.

11. (α΄) Πρέπει
2π

2β
= π ⇔ β = 1 και

α

2
− 2 +

α

2
= 3⇔ α = 5.

(ϐ΄) 0 ≤ 1 + συν (2x)⇔ −2 ≤ 5(1 + συν (2x)

2
− 2. ΄Αρα, το ελάχιστο είναι

ίσο µε −2 και οι τιµές του x µε για τις οποίες η τιµή της συνάρτησης
είναι η ελαχίστη, είναι έτσι ώστε −1 = συν (2x). ∆ηλαδή, x = ±kπ

2
µε

k περιττός, δες σχήµα 3.

(γ΄) Για x = 0 η συνάρτηση γίνεται
5(1 + συν (2 · 0))

2
− 2 = 3. ΄Αρα, το

σηµείο τοµής µε τον άξονα y′y είναι το σηµείο (0, 3), δες σχήµα 3.

12. x = 2kπ ± π

4
.
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13. Αδύνατη, αφού −
√

6

2
= −1.224744872 < −1.

14. ηµ x = 1 ή ηµ x =

√
3

2
= ηµ

π

3
.

15. Οµοίως : ηµ x = 1 = ηµ
π

2
ή ηµ x =

√
2 +
√

2

4
⇔ ηµ x = ηµ 0.480181 ή

ηµ
(86.4326

π

)o
. Για το τελευταίο ήταν απαραίτητος ο Η/Υ.

16. (α΄) y = −1,
1

2
.

(ϐ΄) Οπότε, ηµ x = −π
2
,
π

6

17. (α΄) i. Είναι προφανές ότι αν ρ1 < ρ2 οι δύο ϱίζες τότε αν −1 < ρ1 <
1 < ρ2 ή ρ1 < −1 < ρ2 < 1, το p(−1) και p(1) έχουν αντίθετα
πρόσηµα, p(−1)p(1) < 0.

ii. Αν p(−1) = 0, τότε α − β + γ = 0. Για την άλλη ϱίζα ρ ισχύει ότι

ρ =
γ

α
και −1 <

γ

α
< 1⇔

∣∣∣∣∣γα
∣∣∣∣∣ < 1⇔ γ2 < α2.

iii. ΄Οπως και η προηγούµενη ερώτηση.
iv. Αν έχει δύο ϱίζες ρ1 < ρ2 µέσα στο [−1, 1] ή [−1, 1] ∩ (ρ1, ρ2) = ∅

τότε p(1) και p(−1) είναι οµόσηµα του α.

Σχήµα 4: ΄Ασκηση 17β΄.
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(ϐ΄) ΄Εστω p(x) = µx2 − 2(µ− 2)x+ µ+ 2

- Η διακρίνουσα είναι −3µ+ 2 µε −3µ+ 2 > 0 για µ ∈
(
−∞, 23

)
.

- p(1) = 6 > 0, p(−1) = 4µ − 2 > 0 για µ ∈
(

1
2 ,∞

)
. Επίσης,

p(−1) = 4µ− 2 = 0⇔ µ = 1
2 .

- αp(1) > 0 αν µ ∈ (0,∞).

- αp(−1) > 0 αν (−∞, 0)
⋃(

1
2 ,∞

)
- p(1)p(−1) > 0 αν µ ∈

(
1
2 ,∞

)
.

΄Αρα, η αρχική εξίσωση έχει µια ϱίζα ηµ x = −1 αν µ = 1
2 µε την άλλη

του ϱίζα εκτός, αφού η άλλη ϱίζα του p(x) = 0 για µ = 1
2 ικανοποιεί

την γ2 − α2 > 0.
Για µ < 1

2 το p(x) = 0 έχει µια ϱίζα στο [−1, 1] αφού p(1)p(−1) < 0.
Και συνεπώς και η αρχική εξίσωση.
Για 1

2 < µ < 2
3 το p(x) = 0 πιθανόν να έχει δύο ϱίζες στο (−1, 1) ή

καµµία, αφού αp(1) > 0 και αp(−1) > 0. Για να το δούµε ας υπολο-
γίσουµε τη διαφορά του µέσου του διαστήµατος των δύο πραγµατικών

ϱιζών µε το −1, που είναι το (ρ1+ρ2)−(−1) =
µ− 2 + µ

µ
=

2(µ− 1)

µ
,

το οποίο είναι αρνητικό για 1
2 < µ < 2

3 . ΄Αρα, η αρχική εξίσωση δεν
έχει ϱίζες στο διάστηµα αυτό.

Σχήµα 5: ΄Ασκηση 17β΄.

Συµπέρασµα, η αρχική εξίσωση έχει µια ϱίζα για µ ≤ 1

2
.

18. 2ηµ 2x+2
√

3
(
ηµ x·συν x

)
= 3⇔ ηµ 2x+2

√
3
(
ηµ x·συν x

)
= 3(ηµ 2x+
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συν 2x). ΄Αρα,
(
ηµ x−

√
3συν x

)2

= 0.

19. Εύκολο.

20. Αν είναι ισοδύναµες πρέπει οι λύσεις της µιας να είναι λύσεις και της άλλης.
Λύνοντας το σύστηµα των δύο εξισώσεων λοιπόν ϑα πάρουµε:

συν x =
a(a2 − 3b2)

(a2 + b2)(2− a2 − b2)

ηµ x =
b(b2 − 3a2)

(a2 + b2)(2− a2 − b2)

(2)

Αλλά, ηµ 2x+συν 2x = 1⇔ a(a2 − 3b2)2 + b2(b2 − 3a2)2

(a2 + b2)2(2− a2 − b2)2
= 1 ή ισοδύναµα

µετά απο πράξεις : (a2+b2−1)(a2+b2−4) = 0. Αν λοιπόν είναι a2+b2 = 1
τότε οι δύο εξισώσεις είναι ισοδύναµες. ΄Αρα, τα a και b µπορεί να είναι τα
ηµ και συν µιας γωνίας ω. Τότε οι λύσεις στο σύστηµα 2 είναι :

συν x =
a(a2 − 3(1− a2))

1(2− 1)
= a(4a2 − 3)

ηµ x =
b(b2 − 3(1− b2))

1(2− 1)
= b(4b2 − 3)

21. Υψώνοντας διαδοχικά στο τετράγωνο την εξίσωση 1 σελίδα 3, έχω:

−ηµ 4x+ ηµ 2x+ 2− (µ− 3)2

4
= 0 (3)

αντικαθιστώ το ηµ 2x = y µε y ∈ [0, 1] και η εξίσωση 3 γίνεται :

p(y) = y2 − y − 2 +
(µ− 3)2

4
= 0 (4)

΄Αρα, η εξίσωση 1 έχει ϱίζες αν υπάρχουν ϱίζες της εξίσωσης 4 στο διάστη-
µα [0, 1]. Υπολογίζω λοιπόν τις χαρακτηριστικές αλγεβρικές ανισότητες του
προβλήµατος :

(α΄) ∆ = β2 − 4αγ ≥ 0 =⇒ µ(6− µ) ≥ 0⇐⇒ µ ∈ [0, 6]

(ϐ΄) p(0) = 02 − 0 − 2 +
(µ− 3)2

4
> 0 ⇐⇒ µ ∈ (−∞, 3 − 2

√
2) ∪ (3 +

2
√

2,+∞)

(γ΄) p(1) = 12 − 1 − 2 +
(µ− 3)2

4
> 0 ⇐⇒ µ ∈ (−∞, 3 − 2

√
2) ∪ (3 +

2
√

2,+∞)

Ας δούµε κάποιες οριακές τιµές πρώτα:

(α΄) Αν µ = 0 τότε η εξίσωση 1 δεν έχει λύση.
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(ϐ΄) Αν µ = 6 τότε ηµ x = ±
√

2

2
.

(γ΄) Αν µ = 3−
√

2 τότε ηµ x = 0 ή ηµ x = ±1.

(δ΄) Αν µ = 3 +
√

2 τότε ηµ x = 0 ή ηµ x = ±1.

Σχήµα 6: Πίνακας προσήµων

Κατασκευάζουµε λοιπόν τον πίνακα 6 που δίνει τον αριθµό των λύσεων της
αρχικής εξίσωσης 1.

Βλέπουµε ότι η αρχική εξίσωση έχει λύση στα διαστήµατα που µ ∈ (0, 3 −
2
√

2) και µ ∈ (3 + 2
√

2, 6). Αυτό συµβαίνει για τον εξής απλό λόγο:

Αν y1, y2 οι δύο ϱίζες της εξίσωσης 3, τότε το γεγονός ότι τα p(1) και p(0)
είναι ϑετικά, οφείλετε σε δύο σχετικές ϑέσεις του διαστήµατος [y1, y2] µε το
[0, 1]:

(α΄) ή [0, 1]
⋂

[y1, y2] = ∅, δηλαδή οι ϱίζες δεν είναι τριγωνοµετρικά αποδε-
κτές

(ϐ΄) ή [y1, y2] ⊂ [0, 1], που είναι η επιθυµητή ϑέση για την ύπαρξη ϱιζών
της αρχικής.

΄Αλλά
y1 + y2

2
=

1

2
. ΄Αρα, επειδή

1

2
∈ [0, 1] η εξίσωση 4 έχει δύο ϱιζές στο

διάστηµα (0, 3− 2
√

2). Οµοίως και για τη περίπτωση µ ∈ (3 + 2
√

2, 6).

Τελικά, µπορούµε να ϐρούµε δύο ϱιζές της εξίσωσης 1 µόνο στα δύο αυτά
διαστήµατα.
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22. Η διακρίνουσα της εξίσωσης είναι : ∆ = 4
εφ 4α+ εφ 2α− 1

1 + εφ 2α

∆ > 0⇔ εφ 2α ∈
(
−∞,− 1+

√
5

2

)
∪
(
−1+

√
5

2 ,∞
)
. Αλλά, 0 < α < π

2 , άρα:

εφ α ∈

(√
−1 +

√
5

2
,∞

)

Σχήµα 7: Εξίσωση 4.

΄Αρα,

- Η εξίσωση δεν έχει ϱίζες αν 0 < εφ α <
√
−1+

√
5

2 .

- Η εξίσωση έχει 2 ϱίζες αν εφ α >
√
−1+

√
5

2 .

- Η εξίσωση έχει 1 ϱίζα διπλά αν εφ α =

√
−1+

√
5

2 η οποία, λαµβάνοντας

υπ’οψιν ότι : συν 2θ =
1

1 + εφ 2θ
, είναι ίση µε

εφ x =

√
−1 +

√
5

2

23. Επειδή −π2 < −1 ≤ ηµ x ≤ 1 < π
2 , και συν x > 0 στο

(
− π

2 ,
π
2

)
, µπορούµε

να περιορίσουµε την έρευνά µας στο
(
− π

2 ,
π
2

)
.

Επίσης, οι συναρτήσεις ηµ (συν x) και συν (ηµ x) είναι άρτιες, άρα έχουν
άξονα συµµετρίας τον y′y, µπορούµε ακόµα να περιορισθούµε στο

(
0, π2

)
.

Αλλά, ηµ (συν x) = συν (ηµ x)⇔ ηµ (συν x) = ηµ
(
π
2 − ηµ x

)
⇔ συν x+

ηµ x = π
2 στο

(
0, π2

)
.
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Σχήµα 8: Η εξίσωση ηµ (συν x) = συν (ηµ x).

Τότε συν x·ηµ x = − 1
2 + π2

8 . Επειδή συν x+ηµ x είναι σταθερό, το γινόµενο
συν x ·ηµ x παίρνει τη µεγαλύτερη τιµή του όταν συν x = ηµ x = ηµ 45o =√

2
2 και είναι ίση µε 1

2 . Τότε όµως:

συν x · ηµ x < −1

2
+
π2

8

΄Αρα, δεν υπάρχει τόξο x έτσι ώστε : ηµ (συν x) = συν (ηµ x).
Μια άλλη απόδειξη της άσκησης έδωσε ο καθ. Απόστολος ∆έµης στο ϐιβλίο
του Μαθηµατικοί Μέθοδοι Γ΄ Λυκείου, σελ. 6.
΄Οπως και προηγουµένως µπορούµε να περιοριστούµε στο I =

(
0, π2

)
. Ει-

κάζουµε ότι
ηµ (συν x) < συν (ηµ x)

Πρώτα ϑα αποδείξουµε ότι ∀x ∈ I |ηµ x| < |x| το οποίο είναι προφανές
αφού το ηµ x είναι µικρότερο, σαν το κάθετο τµήµα, απο το το τόξο µήκους
x. ΄Αρα,

ηµ x < x, ∀x ∈ I (5)

Επίσης ηµ x, συν x ∈ (0, 1) ⊆ I. Αλλά η συνάρτηση συν x είναι ϕθίνουσα
στο I, άρα:

ηµ x < x⇒ συν (ηµ x) > συν x (6)

Επίσης, τοποθετώντας στη ϑέση του x το συν x στην εξίσωση 5, ϑα πάρουµε

ηµ (συν x) < συν x (7)

΄Ετσι, απο 6 και 7, συµπεραίνουµε ότι : ηµ (συν x) < συν x < συν (ηµ x).
Εποµένως η εξίσωση δεν έχει λύση.
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