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1. ∆ίνονται τα διανύσµατα ~a = (1, 1), ~b = (µ, 1) και ~c = (1, µ). Να γρα-
ϕεί το ~a σαν γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων ~b και ~c για τις
διάφορες τιµές του µ ∈ R.

2. Σ’ενα ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων (O, x, y), ϑεωρούµε δύο
τετράγωνα OAΓ∆ στο 1o τεταρτηµόριο µε πλευρά a και OEZΘ στο 2o

τεταρτηµόριο µε πλευρά b. Στο εξωτερικό των δύο τετραγώνων σχηµα-
τίζουµε ισόπλευρα τρίγωνα ABΓ και ΘZH. Να προσδιοριστούν όλα
τα σηµεία του σχήµατος συναρτήσει των a και b. ∆είξτε επίσης ότι τα
διανύσµατα

−−→
HZ και

−→
AB είναι συγγραµµικά, δες σχήµα 1.

Σχῆµα 1: ΄Ασκηση 2

3. ∆ίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ µε µέσα των πλευρών ΑΒ, ΒΓ και ΑΓ ταM(1, 3),
N(−3, 9) και K(8,−16) αντίστοιχα. Να προσδιορίσετε τις κορυφές του
τριγώνου και να ϐρείτε το συντελεστή διεύθυνσης του διανύσµατος

−→
AΓ.

4. ∆ίνονται τα διανύσµατα −→α = (1, 1) και
−→
β = (5, 10). Να άναλύσετε το

διάνυσµα
−→
β σε δύο κάθετες µεταξύ τους συνιστώσες απο τις οποίες η

µια να είναι παράλληλη προς το −→α .

5. Να αποδειχθεί µε τη ϐοήθεια του εσωτερικού γινοµένου ότι :

|~a+~b| ≤ |~a|+ |~b|

Πότε ισχύει το ίσον ;

6. ∆ίδονται τα διανύσµατα ~a και ~b. Αν ισχύει
∣∣∣|~a| − |~b|∣∣∣ =

∣∣∣~a+~b
∣∣∣. Τι συµ-

πέρασµα ϐγάζετε για τα διανύσµατα ~a και ~b.
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7. Αν −→x + (−→x · −→α ) ·
−→
β = −→γ µε 1 + −→α ·

−→
β 6= 0 να αποδείξετε ότι :

−→x · −→α =
−→α · −→γ

1 +−→α ·
−→
β

.

8. ∆ίνονται τα διανύσµατα −→α και
−→
β τέτοια ώστε :

(λ−→α + κ
−→
β ) ⊥ (κ−→α − 2λ

−→
β ), ∀κ, λ ∈ R

(α΄) ∆είξτε ότι −→α ⊥
−→
β .

(ϐ΄) Να ϐρεθεί το |
−→
β | στην περίπτωση που είναι |−→α | = 2.

Υπόδειξη : Για το πρώτο ϐάλτε στην σχέση 8, λ = 0 και κ = 1. Για την δεύτερη

ϐρείτε |
−→
β | =

√
2.

9. Να ϐρείτε για ποιά τιµή του x τα διανύσµατα −→α =

(
x

x2 − 1
, 13

)
,

−→
β =

(
2

3
, x2 + 4x+ 1

)
είναι ίσα.( Απάντηση: x = 2 )

10. Να αποδειχθεί : −→α ·
−→
β =

|−→α +
−→
β |2 −−→α 2 −

−→
β 2

2
.

11. Αν−→α ,
−→
β ,−→γ ανα δύο µη συγγραµµικά και−→α +

−→
β ‖ −→γ και

−→
β +−→γ ‖ −→α ,

να ϐρείτε το −→α +
−→
β +−→γ .

12. Το µέτρο του διανύσµατος −→α = (λ − 1, λ + 1) είναι 3. Ποιό είναι το
µέτρο του διανύσµατος

−→
β = (λ− 3, λ+ 3); Απάντηση:

√
25.

13. Αν τα διανύσµατα −→α ,
−→
β δεν είναι παράλληλα, να λύσετε ως προς x την

εξίσωση: (x2 − 2)−→α + (x2 + 2x
√

2− 6)
−→
β =

−→
0 . (Βρείτε x =

√
2)

14. Μπορεί κάθε µοναδιαίο διάνυσµα−→α να πάρει τη µορφή−→α = (συν θ,ηµ θ),
όπου θ ένας κατάλληλος αριθµός του διαστήµατος [0, 2π);

15. ΄Εστω τα διανύσµατα
−→
OA = −→α ,

−−→
OB =

−→
β ,
−→
OΓ = −→γ .

(α΄) Να αποδείξετε ότι αν 15−→α − 26
−→
β + 11−→γ =

−→
0 τότε τα A,B,Γ είναι

συνευθειακά.
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(ϐ΄) Γενικότερα: Να αποδείξετε ότι αν υπάρχουν αριθµοί κ, λ, µ τέτοιοι
ώστε :

i. Κάποιος µεταξύ των κ, λ, µ είναι 6= 0.
ii. κ+ λ+ µ = 0

iii. κ−→α + λ
−→
β + µ−→γ =

−→
0

τότε τα A,B,Γ είναι συνευθειακά.

16. (α΄) Αποδείξτε ότι ∀−→α ,
−→
β : |−→α ·

−→
β | ≤ |−→α ||

−→
β |.

(ϐ΄) Με τη ϐοήθεια του 16α΄ ερωτήµατος να ϐρείτε την ελαχίστη και τη
µεγίστη τιµή της παράστασης A = 3x− 4y, αν x2 + y2 = 2008.

(γ΄) Με τη ϐοήθεια του 16α΄ ερωτήµατος αποδείξτε ότι : |4ηµ x+3συν x| ≤
5.

17. ΄Εστω παραλληλόγραµµο ABCD, K και L τα µέσα των πλευρών DC
και CB, δές σχήµα 2. Να γράψετε τα διανύσµατα

−→
OL,

−−→
KD,

−−→
OK και−−→

KL σαν γραµµικός συνδυασµός των
−→
AB = −→u και

−−→
AD = −→v .

D L C

K

O

BA u

v

Σχῆµα 2: ΄Ασκηση 63.

Υπόδειξη :
−→
OL = 0−→u +

1

2
−→v ,
−−→
KD = (−1)−→u +

1

2
−→v ,
−−→
OK =

1

2
−→u + 0−→v ,

−−→
KL = −1

2
−→u +

1

2
−→v .

18. ΄Εστω τρίγωνο ABΓ. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείωνK του
επιπέδου του για τα οποία ίσχύει :

−→
AB ·

−−→
AK +

−→
AΓ ·

−−→
AK = 0

19. ∆ίνονται τα διανύσµατα ~a, ~b και ~c µε ~a +~b − ~c = ~0 και |~a| = 2, |~b| = 4
και |~c| = 4.
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(α΄) Να ϐρεθούν τα συνηµίτονα των γωνιών που σχηµατίζουν τα διανύ-
σµατα ανά δύο µεταξύ τους.

(ϐ΄) Να υπολογισθεί το άθροισµα ~a ·~b+~b · ~c+ ~c · ~a.

20. ∆ίνονται τα διανύσµατα ~a, ~b µε |~a| = 2, |~b| = 7
∣∣~a + ~b

∣∣ = 5 τότε να
υπολογίσετε το

∣∣~a−~b∣∣.
21. Σε κάθε µια απο τις παρακάτω περιπτώσεις, να εξετάσετε αν τα διανύ-

σµατα είναι κάθετα µεταξύ τους.

(α΄)
−→
β − (−→α

−→
β )−→α
−→
β 2

και
−→
β .

(ϐ΄) (
−→
β · −→α ) · −→γ − (−→α ·

−→
β ) · −→γ και −→α .

(γ΄)
−→
β − (a

−→
β )−→α
−→α 2

και −→α .

22. ∆ίνονται τα διανύσµατα ~a και~b: λ~a+κ~b ⊥ κ~a+2λ~b για όλα τα κ, λ ∈ R.
Να αποδειχθεί ότι :

(α΄) ~a ⊥ ~b
(ϐ΄) Με τη ϐοήθεια του παραπάνω να δείξετε ότι ~a = ~b = ~0.

23. Αν −→α είναι ένα διάνυσµα του Oxy, δείξτε ότι :

−→α =
(−→α · −→i ) · −→i +

(−→α · −→j ) · −→j
24. ∆είξτε ότι, για οποιοδήποτε διάνυσµα−→x , το διάνυσµα

−→
β −→x
−→
β 2

−→
β −−→x είναι

κάθετο στο
−→
β .

25. Να αποδειχθεί ότι οι διαγώνιοι κάθε παραλληλογράµµου διχοτοµούν-
ται. Στη συνέχεια αν οι διαγώνιοι ενός παραλληλογράµµου είναι ίσες
τότε δείξτε ότι το παραλληλόγραµµο είναι ορθογώνιο. Τέλος αν οι δια-
γώνιοι του παραλληλογράµµου είναι κάθετες τι συµπέρασµα µπορείτε
να ϐγάλετε για το παραλληλόγραµµο.

26. ∆ίδεται το τρίγωνο ΑΒΓ, (β < γ) το µέσο Μ της ΒΓ και το ύψος Α∆. Να
αποδειχθεί ότι :

−→
AB2 −

−→
AΓ2 = 2

−−→
∆M ·

−→
BΓ.
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27. Αν
−→
β 6= −→0 και −→α = −→p +−→q µε −→p ‖

−→
β και −→q ⊥

−→
β να αποδειχθεί ότι :

(α΄) −→p =
−→α
−→
β
−→
β 2
·
−→
β

(ϐ΄) −→q = −→α −
−→α
−→
β
−→
β 2
·
−→
β

28. ΄Εστω −→α = (1, 2) και
−→
β = (3, 4) να ϐρεθούν τα διανύσµατα −→p και −→q

ώστε να ισχύουν συγχρόνως :

(α΄) −→α = −→p +−→q

(ϐ΄) −→p ‖
−→
β

(γ΄) −→q ⊥
−→
β

29. Να αποδειχθεί µε την ϐοήθεια του εσωτερικού γινοµένου ότι τα ύψη
κάθε τριγώνου διέρχονται απο το ίδιο σηµείο.

30. ∆ίνεται −→α = (−3, 4), να ϐρεθεί διάνυσµα
−→
β µε |

−→
β | = 2 και

−→
β ⊥ −→α .

31. Αν για τα διανύσµατα ~a και ~b ισχύει ότι 2 · |~a| = |~b| και |~a +~b| = |~a|,
τότε να αποδείξετε ότι τα διανύσµατα ~a και ~b είναι αντίρροπα.

32. ∆ίδονται τα διανύσµατα ~a, ~b και ~c µε
~a ·~b
|~a| · |~b|

+
~c ·~b
|~c| · |~b|

+
~c · ~a
|~c| · |~a|

= −1.

Να αποδείξετε ότι δύο τουλάχιστον απο αυτά είναι αντίρροπα.

33. ∆ίδεται τρίγωνο µε κορυφές A(−1, 0), B(5, 2) και Γ(1, 2). Αν για δύο
σηµεία K και Λ ισχύει

−−→
AK = −4

−→
KΓ και

−→
BΛ = −4

−→
ΛΓ, να εξετασθεί :

(α΄) αν το τρίγωνο ABΓ είναι ορθογώνιο,

(ϐ΄) το είδος του τετραπλεύρου ABKΛ,

(γ΄)
−→
AΛ =

−−→
AK − 1

3

−→
AB.

34. Σε ορθογώνιο τρίγωνο να αποδειχθεί ότι η πλευρά που ϐρίσκεται απέ-
ναντι απο την γωνία των 30o είναι ίση µε το µισό της υποτείνουσας.
Υπόδειξη : Â = 90o, B̂ = 30o,Γ̂ = 60o.

−→
ΓA·
−→
ΓB =

−→
ΓB· προβ ΓA

−→
ΓB =

−→
ΓA2 ⇔ |

−→
ΓA|·|

−→
ΓB|συν 60o = |

−→
ΓA2| ⇔ |

−→
ΓB| = 1

2
|
−→
ΓA|
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35. ∆ίδονται τα διανύσµατα ~a, ~b και ~c µε ~a ·~b 6= −1. Να προσδιορισθεί το ~x
για το οποίο ισχύει : (~a · ~x) ·~b = ~c+ ~x.

36. ∆ίνονται τα διανύσµατα ~a και ~b µε |−→α | = 6 και |
−→
β | = 3. Να ϐρεθεί ο

πραγµατικός λ έτσι ώστε τα διανύσµατα −→α + λ ·
−→
β και −−→α + λ ·

−→
β :

(α΄) να είναι κάθετα,

(ϐ΄) να σχηµατίζουν γωνία αµβλεία.

37. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων M του επιπέδου ενός τρι-
γώνου ABΓ για τα οποία ισχύει

−→
AB ·

−−→
AM =

−−→
MA ·

−→
AΓ.

38. ∆ίνεται το τρίγωνο ABΓ. Να ϐρείτε τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων
M του επιπέδου για τα οποία το διάνυσµα ~a = 2

−−→
MA+

−−→
MB+

−−→
MΓ είναι

παράλληλο προς το διάνσµα
−→
BΓ.

39. Αν για τα διανύσµατα ~a, ~b, ~c ισχύουν οι σχέσεις ~a+~b− ~c = ~0 και

|~a| = |
~b|
3

=
|~c|
4

, να αποδειχθεί ότι τα ~a, ~b, ~c είναι συγγραµµικά.

40. (α΄) ∆ίδονται τα µη-µηδενικά διανύσµατα ~a, ~b. Να αποδειχθεί ότι το

διάνυσµα ~c =
1

|~a|
~a+

1

|~b|
~b έχει διεύθυνση παράλληλη στη διχοτόµο

της γωνίας
(
~̂a,~b
)
.

(ϐ΄) Αν ~a = (−3, 4) και ~b = (4, 3), να ϐρείτε το µονοδιαίο διάνυσµα

που ανήκει στη διχοτόµο της γωνίας
(
~̂a,~b
)
.

Υπόδειξη :

i. ∆είξτε ότι το διάνυσµα ~c σχηµατίζει ίσες γωνίες µε τα δινύσµατα ~a
και ~b. Υπολογίστε τα εωτερικά γινόµενα ~a · ~c και ~b · ~c.

ii. Χρησιµοποιήστε το πρώτο ερώτηµα.

41. 3ο ϑέµα των πανελληνίων εξετάσεων του 20061

Τρία διανύσµατα έχουν κοινή αρχή, µέτρο 1 (το καθε ένα) και άθροισµα−→
0 . ∆είξτε ότι τα πέρατά τους είναι κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου. Υπο-
λογίστε στη συνέχεια το µήκος της πλευράς του ισοπλέυρου τριγώνου.

1Το πρόβληµα ϐρίσκετε επίσης σαν άσκηση στους µιγαδικούς αριθµούς στο ϐιβλίο του
Larson L.C.: Problem-Solving, Through Problems, Springer "Problems Books in Mathema-
tics", 1983.
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΄Η:
Αν |−→α | = |

−→
β | = |−→γ | και −→α +

−→
β + −→γ =

−→
0 να ϐρεθούν οι γωνίες(−̂→α ,−→β ), (−̂→β ,−→γ ), (−̂→α ,−→γ ).

Υπόδειξη : Μπορείτε να το αποδείξετε µε δύο τρόπους : µε την ϐοήθεια

συντεταγµένων των −→α ,
−→
β ,−→γ και δεύτερον µε την ϐοήθεια εύρεσης των

εσωτερικών γινοµένων −→α ·
−→
β , −→α · −→γ και

−→
β · −→γ . ∆οκιµάστε και µε τους

δύο.

42. ΄Εστω τρίγωνο 4ABΓ µε
−→
BΓ = −→α και

−→
BA =

−→
β . Αν ϕέρουµε το ύψος

A∆ να δειχθεί ότι :
−→
A∆ =

−→α ·
−→
β

|−→α |2|
· −→α −

−→
β .

43. (Θεώρηµα Μενελάου) ΄Εστω τρίγωνο ABΓ και τα σηµεία K, Λ και M
των AB, AΓ και BΓ αντίστοιχα έτσι ώστε να ισχύει :

−−→
AK = κ ·

−−→
KB,

−→
ΓΛ = λ ·

−→
ΛA,

−−→
BM = µ ·

−−→
MΓ

Να αποδείξτε ότι τα σηµεία K, Λ και M είναι συνευθειακά αν και µόνο
αν κ · λ · µ = −1

44. (∗) Αποδείξτε ότι είναι δυνατό να κατασκευάσουµε τρίγωνο µε πλευρές
ίσες και παράλληλες µε τις διαµέσους δοθέντος τριγώνου.

45. (∗∗) ∆ίδεται ορθογώνιο τρίγωνο ABΓ
(
Â = 90o

)
, το ύψος του A∆ και τα

µέσα M , N των ∆Γ και A∆ αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι BN ⊥ AM .

46. (∗ ∗ ∗) ΄Εστω ABCD ένα τετράγωνο. Στο εσωτερικό του να κατασκευα-
σθούν σηµεία E,F,G,H έτσι ώστε : E µέσο AH,F µέσο BE, G µέσο
CF και H µέσο του DG, δες σχήµα 3. Να ϐρείτε το είδος του τετρα-
πλεύρου EFGH.

Υπόδειξη : Υποθέστε ότι το EFGH ικανοποιεί την υπόθεση. ∆είξτε πρώτα ότι
−−→
OE =

2

5

−→
OA− 1

5

−−→
OB. ΄Αρα το σηµείο E µπορεί να κατασκευασθεί στο επίπεδο.

Το H είναι το συµµετρικό του A ως προς E, το G συµµετρικό του D ως προς H
κ.ο.κ. ∆είξτε στη συνέχεια ότι το F είναι το µέσο του BE. Για να δείξτε ότι το
EFGH είναι τετράγωνο, δείξτε ότι : είναι παραλληλόγραµµο γιατί οι διαγώνιοι
διχοτοµούνται, είναι ορθογώνιο γιατίEG = FH και τέλος είναι τετράγωνο, γιατί−−→
EG ·

−−→
FH = 0. Η άσκηση µπορεί να αποδειχθεί και µε αναλυτική γεωµετρία,

όπως ϑα δούµε στη συνέχεια.
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A B

CD

H

G

F

E
O

Σχῆµα 3: ΄Ασκηση 46.

47. ΄Εστω (x1, y1) λύση του συστήµατος
{
λx+ y = λ
x+ λy = λ

, λ ∈ R−{−1, 1},

και το Ϲεύγος (x2, y2) µια απο τις λύσεις της εξίσωσης x + y = 0. Αν
−→α = (x1, y1) και

−→
β (x2, y2) δύο διανύσµατα, τότε :

(α΄) Να ϐρεθούν οι γωνίες
(−̂→α ,−→β ), (−̂→α ,−→i ), (−̂→β ,−→j ),

(ϐ΄) Για ποιές τιµές του λ : |−→α | = 1;

48. (΄Ασκηση 6 σελ. 49, σχολικό ϐιβλίο.)

(α΄) i. (Ανισότητα Andreescu) Για οποιουσδήποτε ϑετικούς αριθµούς
x, y και αυθαίρετους αριθµούς α, β ισχύει η ακόλουθη ανι-
σότητα:

α2

x
+
β2

y
≥ (α + β)2

x+ y
(1)

ii. Χρησιµοποιώντας την ανίσωση 1, αποδείξτε την ανισότητα Cauchy-
Schwartz για οποιουσδήποτε αριθµούς α1,2 και β1,2:(

α1β1 + α2β2

)2

≤
(
α2

1 + α2
2

)(
β2

1 + β2
2

)
(2)

(ϐ΄) Να αποδείξετε, χρησιµοποιώντας κατάλληλα το εσωτερικό γινόµε-

νο διανυσµάτων, ότι : −1 ≤ αγ + βδ√
α2 + β2

√
γ2 + δ2

≤ 1.

49. ∆ίνεται το διάνυσµα −→α = (−6, 8). Να ϐρεθεί :
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(α΄) το µέτρο του −→α ,

(ϐ΄) ένα διάνυσµα
−→
β αντίρροπο του −→α µε µέτρο τριπλάσιο απο το

−→
β .

Υπόδειξη : Το µέτρο είναι 10 και το διάνυσµα
−→
β = (18,−24).

50. ∆ίνονται τα διανύσµατα −→α = (x+y, y2−y−x+1) και
−→
β = (−2, x−y).

Να ϐρεθούν τα x, y ∈ R ώστε τα−→α και
−→
β να είναι συγγραµµικά. Ελέξτε

γεωµετρικά το αποτέλεσµα.
Υπόδειξη : ϑα ϐρείτε x = 1, y = 1

51. ΄Εστω τα διανύσµατα −→α = (1, 4),
−→
β = (2, 3) και −→γ = (−2, 2). Να

αναλύσετε το διάνυσµα −→α σε δύο συνιστώσες απο τις οποίες η µια
να είναι παράλληλη στο

−→
β και η άλλη στο −→γ . Ελέξτε γεωµετρικά το

αποτέλεσµα.
Υπόδειξη : −→α = λ

−→
β + µ−→γ . Θα ϐρείτε λ = 1, µ =

1

2
.

52. ∆ίνεται ότι οι συντεταγµένες ενός σηµείου A είναι ϱίζες της εξίσωσης

x2 − (λ2 − 3λ+ 9)x+ λ+ 2 = 0

και οι συντεταγµένες ενός σηµείο B ϱίζες της

x2 − (λ+ 2)x+ 3− 2λ = 0

µε λ ∈ R − {−1}. Αν για το P = (xP , yP ) ισχύει
−→
AP = λ

−−→
PB και

xP + yP = 5, να προσδιορίσεται την τιµή του λ.
Υπόδειξη : Απο την

−→
AP = λ

−−→
PB εύκολα µπορείτε να ϕτάσετε στην −4 + 6λ −

2λ2 = 0, απο την οποία λ = 1 ή 2.

53. ∆ίνεται το τρίγωνο µε κορυφές τα σηµεία A = (0,−2), B = (7,−3) και
Γ = (8,−2). Να ϐρείτε το κέντρο του περιγεγραµµένου κύκλου στο
τρίγωνο 4ABΓ. Ελέξτε γεωµετρικά το αποτέλεσµα.
Υπόδειξη : Αν K = (x, y) το κέντρο του κύκλου τότε : KA = KB και KB =

KΓ. Θα προκύψουν δύο εξισώσεις ως προς x και y. Τότε λύνοντας το σύστηµα
ϑα ϐρείτε x = 4 και y = 1.

54. ∆ίνονται τα σηµεία A = (−2, 5) και B = (−10,−3). Να ϐρείτε

(α΄) σηµείο του άξονα x′x που να ισαπέχει απο τα A και B.

(ϐ΄) σηµείο της ευθείας y = −1 που να ισαπέχει απο τα A και B.

10



Επαληθεύστε γεωµετρικά το αποτέλεσµα.
Υπόδειξη : Είναι το σηµείο Γ = (−5, 0) και το σηµείο ∆ = (−4,−1).

55. Αν H είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ABΓ να ϐρεθεί σηµείο M του
επιπέδου του, ώστε να ισχύει

−−→
HM =

−−→
HA+

−−→
HB +

−→
HΓ.

56. Για κάθε τρίγωνο ABΓ, να δειχθεί ότι υπάρχει ένα και µόνο ένα σηµείο
P που επαληθεύει την ισότητα:

5
−→
PA−

(
3
−−→
PB +

−→
PΓ

)
=
−→
0

57. ∆ίδεται τρίγωνο ABΓ και τα σηµεία ∆, E και Z των ευθειών BΓ, ΓA,
AB αντίστοιχα. Να δείξετε ότι

−→
A∆ +

−−→
BE +

−→
ΓZ =

−→
0 ⇔

−−→
B∆
−→
BΓ

=

−→
ΓE
−→
ΓA

=

−→
AZ
−→
AB

58. Αν |−→α | =
∣∣∣−→β ∣∣∣ = |−→γ | = 2 και −→α ·

−→
β = 1,

−→
β · −→γ = 3 να ϐρείτε ποιά

τιµή µπορεί να πάρει το −→α · −→γ .

59. Να αποδείξετε ότι αν |−→α | ≤ 2,
∣∣−→β ∣∣ ≤ 5 τότε

∣∣∣4−→α + 3
−→
β
∣∣∣ ≤ 23.

60. Να αποδείξετε ότι αν
∣∣∣4−→α +3

−→
β
∣∣∣ ≤ 1 και

∣∣∣3−→α +4
−→
β
∣∣∣ ≤ 1 τότε

∣∣∣−→α +
−→
β
∣∣∣ ≤

2

7
.

61. Να αποδείξετε ότι αν τα διανύσµατα−→α ,
−→
β δεν είναι παράλληλα τότε και

τα διανύσµατα −→u = 2−→α + 3
−→
β , −→v = 4−→α − 3

−→
β δεν είναι παράλληλα.

62. Στο τρίγωνο 4ABΓ, σχήµα 4, τα µήκη των πλευρών AB και AΓ είναι
5 και 7 µονάδες αντίστοιχα. Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόµενο−−→
B∆ ·

−→
ΓE, όπου ∆ και E τα µέσα των πλευρών AΓ και AB αντίστοιχα.

63. Θεωρούµε ένα τρίγωνο ABΓ και τον περιγεγραµµένο σε αυτό κύκλο µε
κέντρο O και ακτίνα %, δες σχήµα 63. Θεωρούµε ακόµα στο επίπεδο
του τριγώνου ένα σηµείο H, που ορίζεται απο την ισότητα:

−−→
OH =

−→
OA+

−−→
OB +

−→
OΓ.
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Σχῆµα 4: ΄Ασκηση 62.

(α΄) Να δειχθεί ότι το σηµείοH είναι το ορθόκεντρο του τριγώνουABΓ2

.

(ϐ΄) Να δείξετε ότι 0 ≤ |
−−→
OH| ≤ 3%. Τι είδος τριγώνου είναι το ABΓ αν

|
−−→
OH| = 0;

Υπόδειξη : Αν M το µέσο του BΓ, αποδείξτε ότι
−−→
AH = 2

−−→
OM . Για το

2. χρησιµοποιήστε την αρχική ισότητα σε συνδυασµό µε την τριγωνική
ανίσωση.

Σχῆµα 5: ΄Ασκηση 63.

2Ο παραπάνω τύπος ονοµάζεται τύπος του Sylvester.
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64. (4ο ϑέµα προαγωγικές 2012) ∆ίνονται τα διανύσµατα −→a και
−→
b µε τις

ιδιότητες |
−→
b | = 1, |−→a −

−→
b | = 2 και

̂(−→a ,−→b −−→a ) = 150o.

(α΄) Να αποδείξετε ότι είναι |−→a | =
√

3

(ϐ΄) Να αποδείξετε ότι −→a ⊥
−→
b .

(γ΄) Να υπολογίσετε την
( ̂−→
b ,
−→
b −−→a

)
.
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