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Ο Grigori Perelman έγινε διάζημος αρνούμενος αρκεηά βραβεία. Η ηελεσηαία 

άρνηζη ηοσ Μεηαλίοσ ηοσ Κλάδοσ (Fields Metal), ηο βραβείο με ηο μεγαλύηερο 

γόηηρο ζηα Μαθημαηικά, ήηαν ασηή ποσ ηον έθερε ζηο προζκήνιο. Πέρα από 

ηην ανεκδοηική καρικαηούρα ηοσ λαμπρού αλλά ακοινώνηηοσ επιζηήμονα, οι 

εργαζίες ηοσ Grigori Perelman έτοσν θέρει ένα νέο και εύθορο όραμα ηης 

γεωμεηρίας ζηις ηρεις διαζηάζεις.  

Τι είναι η ηοπολογία; 

Ζ ηνπνινγία είλαη έλαο θιάδνο ησλ καζεκαηηθώλ ε γέλλεζε ηνπ νπνίνπ καο θαίξλεη 

πεξίπνπ ηξείο αηώλεο πίζσ ζηνλ Leibniz θαη εηδηθόηεξα ζηνλ Euler. Ζ ηζηνξία καο 

αξρίδεη από έλα πξόβιεκα εθείλεο ηεο επνρήο πνπ έκεηλε γλσζηό ζαλ ην πξόβιεκα 

ησλ γεθπξώλ ηνπ Königsberg, παιηά πόιε ηεο αλαηνιηθήο Πξσζζίαο (ζήκεξα ε 

ξώζηθε πόιε Kaliningrand): ζέινπκε λα νξγαλώζνπκε ζηελ πόιε Königsberg έλαλ 

πεξίπαην ηνπ νπνίνπ ε δηαδξνκή ζα πεξλά κηά θνξά θαη κόλν από θαζέ κηα ησλ επηά 

γεθπξώλ θαη ζα επηζηξέθεη ζηελ αθεηεξία. Απηό ην εξώηεκα, πνπ αλήθεη νπζηαζηηθά 

ζηε γεσκεηξία, δελ έρεη θακκία ζρέζε κε ηηο γεσκεηξηθέο έλλνηεο ηεο απόζηαζεο ή 

ηνπ ζεκείνπ αλαθνξάο, επεηδή αλαθέξεηαη ζηε ζρεηηθή δηάηαμε ησλ γεθπξώλ. Οη 

ππνζέζεηο κπνξνύλ λα θσδηθνπνηεζνύλ κόλν ζ’ έλαλ γξάθν (γξάθεκα)  ν νπνίνο ζα 

είλαη, επίζεκα αλαθέξεηαη  ζαλ θύθινο ηνπ Δuler,  έλα γξάθεκα πνπ πεξλά αθξηβώο 

από κηα θαη κόλν κηα δηαδξνκή θαη θαηαιήγεη ζηελ αθεηεξία. 

 

Ο Euler  1707-1783  

Σν πξόβιεκα ησλ γεθπξώλ ηνπ 
Königsberg θαη ν αληίζηνηρνο 

γξάθνο 

 

 

Καη, λα ην πξώην ραξαθηεξηζηηθό ηεο ηνπνινγίαο: Ζ ηνπνινγία είλαη  ν καζεκαηηθόο 

θιάδνο ζηνλ νπνίν, όπσο θαη ζην παξαπάλσ πξόβιεκα, ε γεσκεηξία είλαη πην 

αζζελήο. Καη κε απηό ελλννύκε όηη, δύν ζρήκαηα είλαη ηζνδύλακα αλ έρνπλ «ηελ ίδηα 

κνξθή». Γελ ππάξρεη παξαδείγκαηνο ράξε θακία ηνπνινγηθή δηαθνξά αλάκεζα ζε 

κηα θειίδα κειαληνύ θαη έλαλ δίζθν, αλάκεζα ζε έλα ηεηξάγσλν θαη έλαλ θύθιν, ή 

αθόκε αλάκεζα κηα ζθαίξα θαη ειιεηςνεηδέο. Ζ ηδηόηεηα απηή λα έρνπλ ηελ ίδηα 

κνξθή εθθξάδεηαη καζεκαηηθώο κε ηελ έλλνηα ηνπ νκνηνκνξθηζκνύ. 
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Μηα θειίδα κειαληνύ θαη έλαο δίζθνο είλαη νκνηνκνξθηθνί... 

 
... όπσο έλαο θύθινο θαη έλα νξζνγώλην, 

 
... ή αθόκα κηα ζθαίξα θαη έλα ειιεηςνεηδέο 

 
ηα 1736, ν Euler έδεημε όηη ην πξόβιεκα ησλ γεθπξώλ ηνπ  Königsberg δελ ιύλεηαη 

θαη γηα λα ην απνδείμεη όξηζε ην «βαζκό» κηαο θνξπθήο κέζα γξάθν (είλαη ν αξηζκόο 

ησλ γξακκώλ πνπ θηάλνπλ ζηελ θνξπθή). Μία δηαδξνκή είλαη θύθινο ηνπ Euler όηαλ 

ν βαζκόο θάζε θνξπθήο είλαη άξηηνο αξηζκόο. Ζ παξνπζία όκσο κηα ηνπιάρηζηνλ 

θνξπθήο πεξηηηνύ βαζκνύ ζην πξόβιεκα ησλ γεθπξώλ Königsberg, απαγνξεύεη ηελ 

ύπαξμε ελόο θύθινπ ηνπ Euler, θαη έηζη ην αίληγκα δελ έρεη ιύζε. Ο θύθινο ηνπ Euler 

ινηπόλ είλαη έλα αληηθείκελν κε κηα ραξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα ακεηάβιεηε. Καηά έλα 

ηξόπν πηό γεληθό, ζα ιέγακε επίζεο όηη ην αληηθείκελν ηεο ηνπνινγίαο είλαη λα 

παξνπζηάζεη ηα ακεηάβιεηα ησλ ηδηνηήησλ ησλ αληηθεηκέλσλ πνπ κειεηά. Μεηαμύ 

ησλ ακεηαβιήησλ, αλαθέξνπκε ηελ γλσζηή ραξαθηεξηζηηθή ησλ Euler-Poincaré, πνπ 

εηζήρζεη από ηνλ Euler ζηα 1752 γηα ηα θπξηά πνιύεδξα. Ζ ραξαθηεξηζηηθή απηή 

είλαη όηη  ν αξηζκόο ησλ πιεπξώλ θαη ησλ θνξπθώλ κεησκέλνο από ηνλ αξηζκό ησλ 

αθκώλ ζ’έλα θπξηό πνιύγσλν είλαη πάληα 2. 

 

 
Έλαο θύβνο έρεη 6 πιεπξέο, 12 αθκέο θαη 8 θνξπθέο: ε ραξαθηεξηζηηθή ησλ Euler-Poincaré 

είλαη  6+8-12=2. 
ην δσδεθαέδξν:12 πιεπξέο, 30 αθκέο θαη 20 θνξπθέο (12+20-30=2). 
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Πηό πξόζθαηα θαη κέζα ζε άιιε ηαμηλόκηζε ζηελ ζεσξία ησλ θόκβσλ, πνπ κειεηά ηηο 

δηαθνξεηηθέο δηακνξθώζεηο πνπ κπνξεί λα πάξεη κηα κπνύθια κέζα ζην ρώξν, ε 

ηνπνινγία γλσξίδεη κηα δεύηεξε ζπνπδαία αλαθάιπςε λέσλ ζηαζεξώλ (ηα 

πνιπώλπκα Jones, 1983). Παξόια απηά, θάπνηνη θόκβνη δέρνληαη ηα ίδηα πνιπώλπκα 

Jones θαη έηζη ε έξεπλα ησλ ακεηάβιεησλ ηδηνηήησλ κέλεη θαηά έλα κεγάιν κέξνο 

αλνηθηή, απόδεημε όηη ε ηνπνινγία θξύβεη αθόκε ζήκεξα πνιιά κπζηήξηα. 

 
Απν ηα  αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά, ν ζηνηρεηώδεο  θόκβνο (έλαο θύθινο πεξηζηξακέλνο), ν 

θόκβνο ηνπ ηξηθπιιηνύ θαη ν θόκβνο ηνπ νθηώ: απηνί ηξεηο θόκβνη είλαη όινη δηαθεθξηκκέλνη 
κεηαμύ ηνπο, κε ηελ έλλνηα όηη γηα λα πάξνπκε ηνλ έλαλ δηαδνρηθά από ηνλ άιιν πξέπεη λα 

θόςνπκε ηνλ αξρηθό. 

 
Με ένα ταρηί και λίγο κόλλα… 

 

Σα αληηθείκελα ηεο ηνπνινγίαο, νλνκάδνληαη ηνπνινγηθέο πνιιαπιόηεηεο (topological 

varieties), δηακνξθώλνπλ έλαλ δσνινγηθό θήπν δύζθνια θαηαλνεηό αιιά πινύζην: 

ηηηάληα πξνζπάζεηα λα βάινπκε κηα ηάμε, έξγν απνθιεηζηηθά ησλ καζεκαηηθώλ, νη 

νπνίνη όπσο ζα δνύκε δελ έρνπλ ράζεη ηε θαληαζία ηνπο θαη έηζη απνδέρνληε ηελ 

πξόθιεζε. Αιιά πξηλ λα δνύκε ηηο λεσηεξηζηηθέο ηδέεο ηνπ Poincaré ηδηαίηεξα, αο 

θάλνπκε κηα γξήγνξε ζπλάληεζε κε κεξηθά πνιύ γλσζηά αληηθείκελα ηεο 

ηνπνινγίαο… 

Έρνπκε ζπλαληήζεη ήδε ηα γξαθήκαηα θαη ηνπο θόκβνπο, πνπ είλαη ηεο δηάζηαζεο 1. 

Σα ζρήκαηα ηα πην απιά κεηά ηηο θακπύιεο είλαη θπζηθά νη επηθάλεηεο (ηα είδε 

δηάζηαζεο 2). Δθόζνλ έλαο δίζθνο είλαη νκνηνκνξθηθόο ζε έλα νξζνγώλην, αξθεί κηα 

ισξίδα ραξηηνύ θαη ιίγν θόιια γηα λα θηηάμνπκε ηελ πξώηε πνιιαπιόηεηα: ηνλ 

θύιηλδξν, ηνλ νπνίν αθόκα θαη έλα παηδί μέξεη εύθνια λα θαηαζθεπάζεη θάλνληαο λα 

ζπκπέζνπλ νη δύν απέλαληη πιεπξέο. Ζ αληίζηνηρε καζεκαηηθή πξάμε είλαη κόιηο θαη 

κεηά βίαο πηό πεξίπινθε θαη ζηε ζέζε «ηεο ηνπνινγηθήο θόιιαο» ζα βάδακε απηή ηνπ 

ζπλόινπ πειίθνπ. Απηή ε έλσζε ζπκβνιίδεηαη από ην αξηζηεξό ζρεδηάγξακκα ηεο 

εηθόλαο: νη πιεπξέο κε ηα βέιε πξέπεη λα ηαπηηζηνύλ κε ην δίπισκα. 

 
Καηαζθεπή ελόο θπιίλδξνπ θνιιόληαο ηηο πιεπξέο ελόο νξζνγσλίνπ παξαι/κνύ. 
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Αλ ε ισξίδα ηνπ ραξηηνύ είλαη αξθεηά καθξηά, κπνξνύκε επίζεο λα ηελ θάκςνπκε 

κηα κηζή ζηξνθή πξηλ ηελ έλσζε: ηόηε ζα πάξνπκε ηελ δηάζεκε ηαηλία ηνπ Möbius, 

ζηε κλήκε ηνπ καζεκαηηθνύ πνπ ηελ θαληάζηεθε ην 1858. Δίλαη ην ην πηό απιό 

παξάδεηγκα κηαο κε-πξνζαλαηνινζκέλεο ηνπνινγηθήο πνιιαπιόηεηαο: ε ηαηλία ηνπ 

Möbius δέρεηαη κηα κόλν πιεπξά, νύηε εζσηεξηθό νύηε εμσηεξηθό (γηα ηνλ ιόγν απηό 

ιέγεηαη κε-πξνζαλαηνιηζκέλε). ην ζρεδηάγξακκα, ηα βέιε είλαη αληίζεηα γηα λα 

δείμνπλ ηελ αληηζηξνθή ησλ πξνζαλαηνιηζκώλ πιεπξώλ πνπ ελώλνληαη κεηαμύ ηνπο. 

 
Καηαζθεπή ηεο ηαηλίαο ηνπ Möbius. 

Αο επηζηξέςνπκε ηώξα ζηνλ θύιηλδξν, ζηνλ νπνίν ζα θνιιήζνπκε ηα δύν θπθιηθά 

άθξα: ην απνηέιεζκα ζα είλαη έλαο δαθηύιηνο. Όπσο ε ζθαίξα, έηζη θαη ν δαθηύιηνο 

είλαη κηα ηνπνινγηθή πνιιαπιόηεηα ρσξίο άθξα θαη πξνζαλαηνινζκέλνο. Αιιά, 

δηαθξίλεηαη θαζαξά από ηε ζθαίξα από ηελ ύπαξμε κηαο «ηξύπαο». 

 
Καηαζθεπή ηνπ δαθηπιίνπ. 

Δίλαη ζρεηηθά απιό λα θαηαζθεπάζνπκε κηα ηαηλία ηνπ Möbius θάκπηνληαο κηα 

ισξίδα ηνπ ραξηηνύ. Αλ θνιιήζνπκε ηώξα ηα ρείιε ελόο θπιίλδξνπ κε αληίζεην 

πξνζαλαηνιηζκό έρνπκε έλα λέν πξνθιεηηθό αληηθείκελν ε θαηαζθεπή ηνπ νπνίνπ 

απαηηεί λα πεξάζνπκε από ην εζσηεξηθό ηνπ θπιίλδξνπ κε κηα πξνβιεκαηηθή 

δηαζηαύξσζε κέζα ζην ηξηζδηάζηαην ρώξν. Αιιά κε πνιύ ζάξξνο θαη κε πίζηε όηη 

ηίπνηα δελ είλαη αδύλαην, κπνξνύκε λα πάξνπκε ην παξάμελν απηό αληηθείκελν πνπ 

θαιείηαη θηάιε ηνπ Klein, ζην όλνκα ηνπ γεξκαλνύ καζεκαηηθνύ πνπ ην βξήθε ζην 

ηέινο ηνπ XIX 
νπ

 αηώλα. 

 
Ζ θηάιε ηνπ Klein από γπαιί πνπ θαηαζθεύαζε ν Clifford Stoll. 
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Καηαζθεπή ηεο θηάιεο ηνπ Klein. 

Παξόια απηά, εθόζνλ μεθηλάκε από έλα νξζνγώλην ηνπ νπνίνπ ηα άθξα 

μαλαθνιιηνύληαη κεηαμύ ηνπο, δελ πξέπεη λα δνύκε ηελ ηνκή ζαλ θάηη πνπ είλαη 

νξαηό, όπσο ζηηο παξαπάλσ εηθόλεο. Ζ δπζθνιία γελληέηαη από ην όηη δνύκε κέζα ζε 

έλαλ ηξηζδηάζηαην ρώξν, θαη όηη γηα λα δείμνπκε όπσο πξέπεη ηελ θαηαζθεπή ηεο 

θηάιεο ηνπ Klein, ζα ρξεηαδόκαζηαλ λα έρνπκε κηα επηπιένλ δηάζηαζε: ε ηνκή ηεο 

θηάιεο Klein κε ηνλ εαπην ηεο είλαη ην ίδην εμσπξαγκαηηθή όπσο απηή πνπ ζπλήζσο 

αγλννύκε ζηελ ηξηζδηάζηαηε αλαπαξάζηαζε ηνπ θύβνπ.  

  
Βιέπνπκε έλαλ θύβν ή 12 επζ. ηκήκαηα ηνπ επηπέδνπ. 

Πξέπεη λα θαληαζηνύκε ηνλ όγθν ηνπ θύβνπ καδύ κε ηηο  

ηνκέο ζεκεησκέλεο κε θόθθηλν  ζην επίπεδν.  

 

 
 

 

 

 

Ζ αλαπαξάζηαζε ηεο θηάιεο ηνπ Klein κέζα ζην ρώξν ησλ 
ηξηώλ δηαζηάζεσλ ζπλεπάγεηαη ηελ απηό-ηνκή ηεο θηάιεο. 

Πξόθεηηαη γηα ην ίδην θαηλόκελν ηεο αλαπαξάζηαζεο ηνπ θύβνπ 

ζην επίπεδν.  

 

Ζ θηάιε ηνπ Klein «δεη» κέζα ζηνλ ρώξν ησλ ηεζζάξσλ δηαζηάζεσλ θαη  είλαη  

παξάδεηγκα ηνπνινγηθήο πνιιαπιόηεηαο ρσξίο άθξα θαη κε-πξνζαλαηνιηζκέλεο. 

Αληηζεησο κε ηε ζθαίξα ή ην δαθηύιην, δελ έρεη νύηε εζσηεξηθό, νύηε εμσηεξηθό!  

Δληνύηνηο, ηίπνηα δελ καο απνηξέπεη λα θαληαζηνύκε άιιεο ελώζεηο θαη λα 

αληηθαηαζηήζνπκε ηηο πιεπξέο ελόο νξζνγσλίνπ από εθείλνπο ελόο πνιπγώλνπ: 

απνθηνύκε ηόηε έλα πιήζνο ηνπνινγηθώλ πνιιαπινηήησλ κε δηαθνξεηηθέο ηδηόηεηεο, 

κε ή ρσξίο άθξα, κε ή ρσξίο πξνζαλαηνιηζκό, κε κία ή πεξηζζόηεξεο «ηξύπεο» θ.ι.π. 

Με ιίγε θόιια θαη θαληαζία νη δπλαηόηεηεο είλαη κεγάιεο.  

Όιεο απηέο θαηαζθεπέο ζα έκελαλ ζην ζηάδην ηεο απιήο πεξηέξγεηαο εάλ νη πνιιέο 

εθαξκνγέο ηεο ηνπνινγίαο δελ ήηαλ  θαη εθηόο ηνπ ηνκέα ησλ καζεκαηηθώλ: ζαλ 

εξγαιείν ζηε ζεσξεηηθή θπζηθή παξαδείγκαηνο ράξε, αιιά επίζεο σο ηελ πεγή ηεο 

έκπλεπζεο όπσο παξζνπδηάδεηαη ζηε «κνξθνγέλλεζε» ηνπ R. Thom ή πηό πξόζθαηα 

«ζηνλ θόζκν ζε ζρήκα ζηθσληνύ» ηνπ J.P. Luminet (ν νπνίνο ζηεξίδεηαη πξώηηζηα 
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ζηηο ελώζεηο νκνίαο θύζεο εθαξκνζκέλεο ζε ηνπνινγηθέο πνιιαπιόηεηεο δηάζηαζεο 

3). 

 
Αξηζηεξά, ην πξνβνιηθό πξαγκαηηθό  επίπεδν είλαη όπσο ε θηάιε ηνπ Klein, έλα είδνο 

αλαπαξηζηόκελν ζηηο ηξείο δηαζηάζεηο (νη ηνκέο είλαη επίζεο εμσ-πξαγκαηηθέο).  

Έλα ηδηαίηεξν collage ησλ πιεπξώλ ελόο νθηαγώλνπ δίλεη έλα δαθηύιην κε δύν «ηξύπεο» , 
δεμηά. 

 

 
Poincaré, ο ιδρσηής ηης Αλγεβρικής Τοπολογίας 

 

Ο θξίζηκνο ξόινο πνπ παίδεη ε ηνπνινγία ζηα καζεκαηηθά 

έρεη αλαγλσξηζηεί λσξίο από Poincaré (1854-1912). 

Έγξαθε: «Όινη νη δηαθνξεηηθνί δξόκνη πνπ έρσ δηαδνρηθά 

εξγαζζεί κε νδήγεζαλ ζηελ  Analysis Situs (είλαη ην παιηό 

όλνκα ηεο ηνπνινγίαο). Είρα ηελ αλάγθε ησλ δεδνκέλσλ 

απηνύ ηνπ θιάδνπ γηα λα ζπλερίζσ ηηο κειέηεο κνπ ζηηο 

θακπύιεο πνπ νξίδνληαη από δηαθνξηθέο εμηζώζεηο θαη λα ηηο 

επαθηείλσ ζε δηαθνξηθέο εμηζώζεηο αλώηεξεο ηάμεο θαη 

εηδηθόηεξα απηέο ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηξηώλ ζσκάησλ. 

Είρα ηελ αλάγθε γηα ηε κειέηε ησλ κε-νκόκνξθσλ 

ζπλαξηήζεσλ δύν κεηαβιεηώλ. Είρα ηελ αλάγθε ηνπο γηα ηε 

κειέηε ησλ πνιιαπιώλ νινθιεξσκάησλ θαη γηα ηελ εθαξκνγή απηήο ζηε κειέηεο ζην 

αλάπηπγκα κηαο δηαηαξαγκέλεο ζπλάξηεζεο. Τειηθά πξόβιεςα κέζα ζην Analysis Situs 

έλα κέζν γηα λα ζίμσ έλα ζεκαληηθό πξόβιεκα ηεο ζεσξίαο ησλ νκάδσλ, ηελ έξεπλα 

ησλ δηαθξηηηθώλ νκάδσλ ή ησλ πεπεξαζκέλσλ νκάδσλ πνπ πεξηιακβάλνληαη κεζα ζε 

κηα δεδνκέλε ζπλερή νκάδα. » 

 
Γηαηί δελ κπνξεί λα παξακνξθώζνπκε κηα ζθαίξα ζε έλα δαθηύιην, ρσξίο λα ηελ 

ζρίζνπκε; Πώο κπνξνύκε λα πεξηγξάςνπκε θαη λα ραξαζηεξίζνπκε απηέο ηηο δύν 

δηαθνξεηηθέο πνιιαπιόηεηεο; Βέβαηα ππάξρνπλ κεξηθέο ζηνηρεηώδεηο ηδηόηεηεο 

(ύπαξμε ζπλόξνπ, πξνζαλαηνιηζκόο), θαζώο θαη κεξηθέο άιιεο όπσο ην γέλνο κηαο 

πνιιαπιόηεηαο νξηζκέλν από ηνλ Riemman θαη ησλ αξηζκώλ Betti (ΧΗΧ αηώλαο) 

θιπ, αιιά ε δεκνζίεπζε ζηα 1895 ηεο Analysis situs ζα ζθξαγίζεη ην πεπξσκέλν ηεο 

ζύγρξνλεο ηνπνινγίαο. Ο Poincaré εθζέηεη εθεί πξάγκαηη ηε ιακπξή ηδέα λα ζπλδέζεη 

ζηηο πνιιαπιόηεηεο θάπνηεο ζηαζεξέο πνπ δελ είλαη πηα αξηζκνί αιιά πιήξεηο 

αιγεβξηθέο δνκέο! Πξνβιεπόκελεο από Lagrange θαη ηνλ Galois, εγθαηεζηεκέλεο 
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νξηζηηθά ζηελ γεσκεηξία από ηνλ Klein κέζα ζην πξόγξακκα πνπ θέξλεη ην όλνκα 

Erlangen, νη δνκέο απηέο δελ είλαη ηίπνηα άιιν παξά νη νκάδεο. Ζ Analysis situs θαη 

νη κεηέπεηηα ζπκπιεξώζεηο ηεο ζεκεηώλνπλ ηε γέλλεζε κηαο ηόζν ηζρπξήο θαη ηόζν 

εύθνξεο ζεσξίαο, παληαρνύ παξνύζαο ζηε κεγάιε πιεηνςεθία ησλ δηαθόξσλ 

θιάδσλ ησλ ζύγρξνλσλ καζεκαηηθώλ, ηελ αιγεβξηθή ηνπνινγία θαη πίζσ από απηή 

ηελ νκνινγηαθή άιγεβξα. 

 

Οη αλαθαιύςεηο ηνπ Poincaré αξζξώλνληαη γύξσ από δύν κεγάιεο ηδέεο:  

1. είλαη πηζαλό λα ζπλδεζεί κηα πνιιαπιόηεηα κε «ηηο νκνινγηαθέο νκάδεο», 

εξκελεύνληαο έηζη ηελ ραξαθηεξηζηηθή ησλ Euler-Poincaré θαη ησλ αξηζκώλ Betti 

ζαλ ηνλ βαζκό ησλ νκνινγηαθώλ νκάδσλ,  

2. κπνξνύλ λα θσδηθνπνηεζνύλ πνιιέο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε κηα πνιιαπιόηεηα 

από  έλα λέν  αληηθείκελν «ηελ ζεκειηώδε νκάδα» ή «νκάδα ηνπ Poincaré».  

Οη δύν έλλνηεο δελ είλαη εληειώο μέλεο κεηαμύ ηνπο εθόζνλ ε πξώηε, ε νκνινγηαθή 

νκάδα, πεγάδεη εύθνια από ηελ έλνηα ηεο ζεκειεηώδνπο νκάδαο. 

 

Από ηην ελαζηικόηηηα ζηην θεμελιώδη ομάδα 

 

Μεηά ηελ θόιια θαη ην ραξηί έρνπκε αλάγθε ηελ ειαζηηθόηεηα! Πνηό αλαιπηηθά, ην 

καζεκαηηθό αληηθείκελν πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη ε ειαζηηθόηεηα ησλ θιεηζηώλ 

θακππιώλ πάλσ ζε κηα ηνπνινγηθή πνιιαπιόηεηα. Γύν ηέηνηεο θιεηζηέο θακπύιεο ζα 

είλαη νκνηνπηθέο αλ κπνξνύκε λα πεξάζνπκε από κηα θακπύιε ζε κηα άιιε κε κηα 

ζπλερή παξακόξθσζε. Γηα παξάδεηγκα, ζην επίπεδν θαη ζηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο 

δύν θιεηζηέο θακπύιεο είλαη πάληα νκνηνπηθέο. Ή δηαθνξεηηθά, κπνξνύκε λα 

πεξάζνπκε από ηελ κηα θακπύιε ζηελ άιιε ρσξίο λα βγνύκε από ηελ επηθάλεηα πνπ 

απηέο αλήθνπλ. Απηή ε ηδηόηεηα νλνκάδεηαη «απιή ζπλεθηηθόηεηα» θαη παίδεη έλαλ 

νπζηαζηηθό ξόιν κέζα ζηε δηαηύπσζε ηεο εηθαζίαο Poincaré. 

 
Σν πιάλν είλαη απιά ζπλεθηηθό: δύν θιεηζηέο θακπύιεο είλαη εθεί πάληα νκνηνπηθέο (εδώ κηα 

θακπύιε «ζε νθηώ» θαη έλαο θύθινο). 
Ζ ζθαίξα απνιακβάλεη επίζεο απηή ηελ ηδηόηεηα. 

 
Ζ θαηάζηαζε παξόια απηά είλαη δηαθνξεηηθή γηα ηελ πιεηνςεθία ησλ ηνπνινγηθώλ  

πνιιαπινηήησλ! Παξαδείγκαηνο ράξε, νη θιεηζηέο θακπύιεο ζ’ έλαλ θύιηλδξν 

δηαηξνύληαη ζε δύν θαηεγνξίεο: εθείλνη πνπ ηπιίγνληαη γύξσ από ηνλ θύιηλδξν θαη ην 

θέληξν ηνπο αλήθεη ζην εζσηεξηθό ηνπ θπιίλδξνπ θαη απηνί πνπ ην θέληξν ηνπο 

αλήθεη πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ θπιίλδξνπ.  Δίλαη πξάγκαηη αδύλαην, όπσο θαίλεηαη 

θαη ζην παξαθάησ ζρήκα ηνπ θπιίλδξνπ, λα παξακνξθώζεηε  ηνλ κπιέ θύθιν ώζηε 

λα ζπκπέζεη κε ηνλ πξάζζηλν. Οκνίσο κπνξνύκε λα δνύκε ηξείο δηαθνξεηηθέο 

θαηεγνξίεο θιεηζηώλ θακππιώλ ζηελ επηθάλεηα ελόο δαθηπιίνπ. 
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Πάλσ ζηνλ θύιηλδξν νη πξάζζηλνη θαη 

κπιέ θύθινη δελ είλαη νκνηνπηθνί. Σν 

ίδην ζπκβαίλεη θαη ζηελ επηθάλεηα ηνπ 

δαθηπιίνπ κε ηνπο θύθινπο κε κπιέ, 
θόθθηλν θαη πξάζζηλν. 
 

 
 Ο ξόινο ηεο ζεκειεηώδνπο νκάδαο είλαη λα ηαμηλνκήζεη αθξηβώο ηηο θιεηζηέο 

θακπύιεο κηαο πνιιαπιόηεηαο, ζύκθσλα κε ην άλ είλαη νκνηνπηθέο ή όρη 

(ελζσκαηώλνληαο επίζεο θαη θάπνηεο άιιεο πιεξνθνξίεο - όπσο ν «αξηζκόο ησλ 

ηπιηγκάησλ»). Ζ πνιππινθόηεηα κηαο πνιιαπιόηεηαο απεηθνλίδεηαη έηζη ζηελ 

ζεκειηώδε νκάδα ηεο πνιιαπιόηεηαο. Κάπνηεο άιιεο  ιεηηνπξγίεο (όπσο νη ελώζεηο) 

κεηαθξάδνληαη από «ππνινγηζκνύο» κέζα ζηηο ζεκειηώδεηο νκάδεηο. Απηό ην 

γεθύξσκα όρη κόλν επηηξέπεη λα επσθειεζνύκε από ηελ δπλαηόηεηα ηεο άιγεβξαο λα 

κειεηάεη πξνβιήκαηα ηνπνινγηθήο θύζεο, αιιά πέξα από απηό λα θαηαλνήζνπκε ηελ 

ελνπνηήζεη ηεο καζεκαηηθήο επηζηήκεο. 

Η εικαζία Poincaré 

 

Μηα ηνπνινγηθή πνιιαπιόηεηα κε ηελ πην απιή ζεκειεηώδε νκάδα όπσο ην επίπεδν ή 

ε ζθαίξα, ιέγεηαη «απιά ζπλεθηηθή». Αληηζέησο, ν δαθηύιηνο, ν θύιηλδξνο, ε ηαηλία 

ηνπ Möbius θαη πνιιέο άιιεο πνιιαπιόηεηεο δελ είλαη απιά ζπλεθηηθέο. Μεηαμύ 

όκσο όισλ ησλ επηθαλεηώλ ε ζθαίξα θαηαιακβάλεη κηα αμηνζεκείσηε ζέζε επεηδή 

είλαη ε κόλε επηθάλεηα πνπ είλαη ζπγρξόλσο ρσξίο όξηα,  απιά ζπλεθηηθή θαη 

ζπκπαγήο (πνπ ζεκαίλεη ρνληξηθά όηη νξνζεηείηαη κέζα ζην ρώξν, αληηζέησο κε ην 

επίπεδν). 

Ζ ιακπξή δηαίζζεζε ηνπ Poincaré πξνέβιεςε όηη ε ηδηόηεηα απηή ζθαίξαο (απνπζία 

νξίσλ, ζπκπάγεηα θαη απιή ζπλεθηηθόηεηα) ραξαθηεξίδεη όρη κόλν ηε ζπλεζηζκέλε 

ζθαίξα αιιά επίζεο ηηο ζθαίξεο αλώηεξεο δηάζηαζεο. Ο θύθινο θαη ε ζθαίξα έρνπλ 

πξάγκαηη κεγάιεο αδειθέο κέζα ζηνλ ρώξν ησλ ηεζζάξσλ δηαζηάζεσλ θαη πνην 

πάλσ. Αιιά θαη νη εμηζώζεηο ησλ ζθαηξώλ απνδεηθλύνπλ ηελ ζρέζε απηή θαιύηεξα 

από ηα ζρήκαηα όπσο θαίλεηαη από ηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

 

ΟΝΟΜΑ ΕΞΘΣΩΣΗ ΣΥΜΒΟΛΟ 

Κύθινο 

θαίξα 

θαίξα ζε 3 δηαζηάζεηο 

… 

θαίξα ζε n-1 δηαζηάζεηο 

x
2
+y

2
=R

2
 

x
2
+y

2
+z

2
=R

2
 

x
2
+y

2
+z

2
+t

2
=R

2
 

... 

x1
2
+x2

2
+…+xn-1

2
=R

2
 


1
 


2
 


3
 

 


n-1

 

 

Οη εμηζώζεηο ησλ ζθαηξώλ δηάζηαζεο ≥ 3 αληηγξάθνπλ εθείλνπ ηνπ θύθινπ ή ηεο 
ζπλεζηζκέλεο ζθαίξαο. 
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Ζ εηθαζία Poincaré δειώλεη όηη: όιεο νη ζπκπαγείο πνιιαπιόηεηεο δηάζηαζεο n=3 (ή 

πεξηζζόηεξν), ρσξίο όξηα θαη απιά ζπλεθηηθέο, είλαη νκνηνκνξθηθέο ζε κηα ζθαίξα 

δηάζηαζεο n. Καηά ηε δηάξθεηα ηνπ 20
νπ

 αηώλα, πνιιέο εξγαζίεο έρνπλ αθηεξσζεί 

ζηελ εηθαζία απηή θαη ην 1961-62, ε εηθαζία απνδεηθλύεηαη γηα όιεο ηηο δηαζηάζεηο 

κεγαιύηεξεο ηνπ 5 (n=5 από ηνλ Zeeman, n≥7 θαη γηα n≥5 από ηνλ Smale, γηα n=6 

από ηνλ Stallings). Δίθνζη ρξόληα κεηά, ε πεξίπησζε γηα n=4 απνδεηθλύεηαη από ηνλ 

Freedman (1982), έηζη ώζηε δελ έκεηλε πηα παξά λα απνδεηρζεί γηα ηελ πεξίπησζε ηεο 

δηάζηαζεο 3. Αιιά ε κλεκεηαθή δπζθνιία απόδεημεο απηήο ηεο ηειεπηαίαο 

πεξίπησζεο άμηδε λα εκθαληζηεί ε εηθαζία απηή κεηαμύ ησλ επηά «πξνβιεκάησλ ηεο 

ρηιηεηίαο» ηνπ Clay Mathematics Institute. 

 
Σν 2002 θαη ην 2003, επεθηείλνληαο ηηο εξγαζίεο ηνπ Ρ. Hamilton (1982), ν Grigori 

Perelman εθδίδεη ζην Internet ηξία άξζξα πνπ ζπγθεληξώλεη όια ηα απαξαίηεηα 

ζηνηρεία γηα λα απνδείμεη κηα πξόβιεςε νθεηιόκελε ζην W. Thurston ζην ηέινο 1970 

ηελ «εηθαζία γεσκεηξηθνπνίεζεο»
1
. Αιιά απηή δελ είλαη ηίπνηα άιιν παξά ε εηθαζία 

ηνπ Poincaré γηα n = 3!  
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1
 Πξόθεηηαη κηα ελδηαθέξνπζα εηθαζία κε θνζκνινγηθέο ζπλέπεηεο. Με ιίγα ιόγηα ε 

εηθαζία απηή ιέεη όηη ην ζύκπαλ έρεη ηε δνκή είηε ηεο ππεξβνιηθήο είηε ηεο επίπεδεο 

είηε ηεο ζθαηξηθήο γεσκεηξίαο. 
 


