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Σελ. 1 

 

ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 

 

� Φυσικοί αριθµοί   (Ν) :  0, 1, 2, 3, ... 

� Ακέραιοι αριθµοί  (Ζ) : ,...2,1,0,1,2... −−  

� Ρητοί  (Q ) λέγονται οι αριθµοί που µπορούν να γραφούν µε τη µορφή κλάσµατος δηλαδή, στη µορφή 

n

m
ή -

n

m
όπου m, n φυσικοί αριθµοί και n≠ 0. 

→ Κάθε (τερµατιζόµενος) δεκαδικός ή περιοδικός δεκαδικός  αριθµός µπορεί να πάρει  

     κλασµατική µορφή, δηλαδή είναι ρητός.  

� Άρρητοι αριθµοί ονοµάζονται οι αριθµοί που δεν είναι ρητοί, δηλαδή οι αριθµοί που δεν µπορούν να 

γραφούν µε µορφή κλάσµατος. Οι άρρητοι αριθµοί έχουν άπειρα δεκαδικά ψηφία µη περιοδικά. 

(Π .χ.  π, 2 , 5 , 7 ). 

� Οι πραγµατικοί αριθµοί (ℜ ) αποτελούνται από τους ρητούς και 

τους άρρητους αριθµούς και παριστάνονται µε τα σηµεία ενός 

άξονα, του άξονα των πραγµατικών αριθµών.    

 

� Παρατηρούµε ότι µέσα στους Ρητούς Q βρίσκονται οι Ακέραιοι Ζ 

και οι Φυσικοί Ν και ότι µέσα στους Ακεραίους Ζ βρίσκονται οι 

Φυσικοί Ν, ενώ όλοι είναι οι πραγµατικοί. ℜ   

 

� Η απόσταση του σηµείου, που παριστάνει τον αριθµό α  πάνω στον άξονα, από την αρχή του άξονα Ο 

λέγεται απόλυτη τιµή του α  και συµβολίζεται µε  α , είναι δε: 0≥α  πάντα!!!. 

Έτσι,   3− =3 , 3 =3, 
2

1
− =

2

1
, 00 = . 

 

� Άρτιοι ακέραιοι είναι τα πολλαπλάσια του 2. Π. χ. ...,8,6,4,2,0 ±±±±  

Συµβολίζονται: κα 2=  (κ ακέραιος). 

 

� Περιττοί ακέραιοι είναι οι ακέραιοι αριθµοί που δεν είναι πολλαπλάσια του2. Π. χ. ...,5,3,1 ±±±   

Συµβολίζονται: 12 += κα  (κ ακέραιος). 
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Σελ. 2 

 

ΠΡΑΞΕΙΣ 

 

Ιδιότητα  Πρόσθεση Πολλαπλασιασµός 

Αντιµεταθετική αββα +=+  βααβ =  

Προσεταιριστική γβαγβα ++=++ )()(  γαββγα )()( =  

Επιµεριστική αγαβγβα +=+ )(  

Ουδέτερο στοιχείο ααα =+=+ 00  ααα =⋅=⋅ 11  

Αντίθετοι αριθµοί* 0)( =−+ αα   

Αντίστροφοι αριθµοί**   
1

1
=⋅

α
α , 0≠α  

 

*   Αντίθετοι λέγονται οι αριθµοί που έχουν άθροισµα 0 

** Αντίστροφοι λέγονται οι αριθµοί που έχουν γινόµενο 1 

 

→∆υο αριθµοί µε την ίδια απόλυτη τιµή και διαφορετικό πρόσηµο είναι αντίθετοι.         

    Π. χ. : 121212 ==− άρα οι -12 και 12 είναι αντίθετοι 

 

Επίσης,        
0,

1
:

)(

≠⋅==

−+=−

β
β

α
β
α

βα

βαβα
 

Ακόµα, ισχύουν  

1. Αν  



=

=

δγ
βα

  τότε  










⋅=⋅

+=+

δβγα

και
δβγα
πρόσθεση & πολλαπλασιασµός ισοτήτων κατά µέλη 

2. Αν  βα =    τότε  










⋅=⋅

+=+

γβγα

και
γβγα

& αντίστροφα : Αν 










≠⋅=⋅

+=+

0, γγβγα

και
γβγα

τότε βα =  

3. Αν 0=⋅ βα  τότε 0=α  ή 0=β , οπότε 0≠⋅ βα  αν και µόνο αν 0≠α  και 0≠β  
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Σελ. 3 

∆ΥΝΑΜΕΙΣ 

∆ύναµη µε  βάση ένα πραγµατικό αριθµό α και εκθέτη ένα φυσικό αριθµό 2≥ν , που συµβολίζεται µε 

να , λέµε το γινόµενο ν παραγόντων ίσων µε τον αριθµό α δηλαδή: 
�����

γοντεςπαρν

ν αααα
ά

⋅⋅⋅= ...  

Ορίζουµε ακόµη :  

● αα =1  ● 10 =α ,         0≠α  
● ν

ν

α
α

1
=− ,   0≠α  

Για τις δυνάµεις µε εκθέτες ακέραιους αριθµούς ισχύουν οι ιδιότητες:  

• νµνµ ααα +=⋅  • νµ
ν

µ
νµ α

α
α

αα −==:  

• ννν βααβ ⋅=)(  
• ν

ν
ν

β
α

β
α

=)(  

• µννµ αα =)(  • νν

α
β

β
α

)()( =−  

Παρατηρήσεις 

• Κάθε αριθµός µπορεί να γραφεί ως δύναµη µε εκθέτη το 1 

• Για να ορίζεται µια δύναµη µε βάση το 0, πρέπει ο εκθέτης ν να είναι φυσικός διαφορετικός από το 0. 

• Αν 10 ≠< α και λκ αα = , τότε κ = λ. 
• Για δυνάµεις µε βάση τον αριθµό α− , )0( ≠α  κ΄ εκθέτη ν ακέραιο, έχουµε : 

o 
νννν αααα 2222 )())(()( ==−=−  (άρτιος εκθέτης) 

o 1222212 )()()()( ++ −=⋅−=−⋅=−⋅−=− ννννν αααααα aa (περιττός εκθέτης) 

o Είναι νν αα −≠− )( και 

o  αν 0, ≥βα  και 22 βα = τότε βα =  

 
Παρατήρηση: Σε κλάσµατα όπου οι αριθµητές και παρανοµαστές είναι παραγοντοποιηµένοι µπορούµε να 
µεταφέρουµε µια µεταβλητή από αριθµητή σε παρανοµαστή και αντίστροφα αλλάζοντας το πρόσηµο του 
εκθέτη.  
 

Παραδείγµατα: 
2

2
1

2

x

y
yx

y

x
== −

−

−

,  
3

2

1

23
23

2

3

−

−

−

−
− ===

α
βγ

β
γα

βγα
γ
βα
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Σελ. 4 

ΡΙΖΕΣ  

Τετραγωνική ρίζα ενός θετικού αριθµού x  λέµε τον θετικό αριθµό που όταν υψωθεί στο τετράγωνο µας 

δίνει τον αριθµό  x  και συµβολίζεται µε x . Ορίζουµε ακόµη : 0 0= . 

Παρατηρήσεις 

• ∆εν ορίζεται τετραγωνική ρίζα αρνητικού αριθµού, γιατί δεν υπάρχει αριθµός που το τετράγωνο του 

να είναι αρνητικός αριθµός.  

• Το σύµβολο x  έχει νόηµα όταν 0x ≥ . 

• Αν  0x ≥  τότε 2( )x x=  και 2x x=  

• Για κάθε πραγµατικό αριθµό x , ισχύει 2x x=  

Ιδιότητες 

� Αν 0α ≥  και 0β ≥  τότε α β αβ⋅ =  

� Αν 0a ≥  και 0β >  τότε α α
ββ

=  

� Αν 0α ≥  και 0β ≥  τότε 2α β α β=  

Παρατηρήσεις  

� Αν α, β >0 τότε α β α β+ ≠ +  

� Είναι α β α β+ = +  όταν ένας τουλάχιστον από τους α, β είναι 0. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. Ποιοι από τους παρακάτω αριθµούς είναι άρρητοι; 

a) 1,2313542… 

b) 4  

c) 7  

d) 2,363636 

  

2. Να υπολογίσετε την τιµή της παράστασης  

Α = )832()425(2 ++−−++−+− abbaa  για α = -1 και b = - 3 

Β = abbbaa 4)32()32( −++−  αν 3=− ba   

Γ =  abbbaa 12)73()76(2 −++−  αν 52 += ba  

 

3. Να υπολογιστούν οι παραστάσεις 

Α = 1041642014 222:222 ⋅⋅⋅⋅ −  

Β = 16284 ])
2

1
[(])

2

1
[( −−− ⋅−  

4. Να γράψετε τις παρακάτω παραστάσεις ως δυνάµεις µε το βάση το α (α 0≠ ) 

i) 
321 )( −−− aa  

ii)  2
2
)( −

a

a
 

iii)  [( 34522 )(])( aaa ÷−  

iv) ):(:])[( 412232 aaaaa ⋅⋅  

v) [ 24023 ])( −− aaaa  

 

5. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις (µε την υπόθεση ότι x, y, z, ω )0≠  

a) 221 )2(3 −−− yx  

b) 235 )2( −−− yx  

c) 2
11

44

)
2

3
(

−−

−−
yx

yx
 

d) 
323

32

64

8

ω
ω

zx

yzx
 

e) 1533
5

4
4

3

2

])()()[( −−−
−

−
− xy

y

x

y

x :  53
3

4
2

])()[(
x

y

y

x  
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Σελ. 6 

  

6. Να αποδείξετε ότι οι αριθµοί 6a και 

3

2

22

)(1

)
1

()
1

(
−

−

−−



















+

+

b

a
ba είναι αντίστροφοι 

7. Αν οι αριθµοί wyx +−2  και φ+− xy 2  είναι αντίθετοι να αποδείξετε ότι και οι αριθµοί w και φ  είναι 

αντίθετοι. 

 

8. Αν οι αριθµοί Α = zyx 43 +−  και Β = zxy 2−−  είναι αντίθετοι να δείξετε ότι  zy = . 

 

9. Να βρεθεί το λάθος στο συλλογισµό :  

Αν  aa 32 <   τότε 
a

a

a

a 32
<  άρα 2 < 3. 

 

10. Να χαρακτηρίσετε κάθε µια από τις παρακάτω περιπτώσεις ως Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ) 

(i) Οι αριθµοί 1και -1 είναι αντίστροφοι 

(ii)  Κάθε άρρητος πραγµατικός αριθµός δεν µπορεί να γραφεί ούτε ως δεκαδικός ούτε ως 

περιοδικός δεκαδικός 

(iii)  Κάθε φυσικός αριθµός είναι και ακέραιος 

(iv) Κάθε πραγµατικός αριθµός είναι ρητός 

(v) Κάθε ρητός αριθµός είναι και ακέραιος 

(vi) Ο αριθµός 0 δεν έχει αντίθετο 

(vii)  Ο αριθµός 0 έχει αντίστροφο 

(viii)  Κάθε ακέραιος αριθµός είναι ρητός. 

(ix) Κάθε ακέραιος αριθµός είναι φυσικός.  

(x) Το 0 είναι άρτιος. 

(xi) Όλοι οι αριθµοί έχουν αντίστροφο. 

(xii)  Ο αριθµός –α είναι αρνητικός αριθµός. 

(xiii)  Αν δυο αριθµοί είναι αντίθετοι, τότε το γινόµενο τους είναι αρνητικός. 

(xiv) Αν δυο αριθµοί είναι αντίστροφοι, τότε είναι οµόσηµοι. 

(xv) Αν το άθροισµα δυο αριθµών, είναι αρνητικός αριθµός και το πηλίκο τους θετικός αριθµός, τότε 

οι αριθµοί είναι αρνητικοί. 

 

11. Αν βα <  και 2>β  να βρεθεί το πρόσηµο της παράστασης  )1)(( −−=Α ββαβ  
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Σελ. 7 

 

12. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις 

(i) 
3

1

2

1
22 =+xx  

(ii)  27)3( 25 −=− +x  

(iii)  2733 32 =+xx  

(iv) 
64

1
42 132 =+xx  

 

13. Να συµπληρώσετε τις παρακάτω ισότητες  

.........2 =a       .........0 =a      .........=−νa       .........=ba  

 

14. Να απλοποιηθούν οι ρίζες από τους παρανοµαστές των κλασµάτων (ρητοποίηση παρονοµαστού) 

(i) 
3

2
 

(ii)  
32

2
 

(iii)  
5

21+
 

(iv) 
32

5
 

(v) 
5 2 10

2

+
 

(vi) 
6

48
 

 

 

15. Να κάνετε τις πράξεις 

(i) )32(3 −  

(ii)  )32)(32( +−  

(iii)  55 +  

(iv) 55  

(v) 55+  

(vi) )2748)(7512( −+  

(vii)  26752472 +−−  
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16. Να συµπληρώσετε τις ισότητες :  

i) ................)3(2 =−x  

ii)  10......................)(5 ........... +=− x  

iii)  ...............)12(3 =−− x  

 

17. Αν 35−−=x  και 21−−=y  να υπολογίσετε τις παραστάσεις 

i) xyyxK 2531 −−+=  

ii)  
y

x
yxM +−−= )3(51  

 

18. Αν οι αριθµοί δαβ +− 2  και γβα +−2  είναι αντίθετοι  αριθµοί, να αποδείξετε ότι και οι αριθµοί γ 

και δ είναι αντίθετοι. 

 

19. Αν οι αριθµοί α, β είναι αντίθετοι και οι yx,  αντίστροφοι να υπολογίσετε την παράσταση 

β
β

α 23
2

)(32 −−
−

−−− x
xy

x   

20. Να απλοποιήσετε την παράσταση : 
21

1

363

33
−+

−

⋅−

−
= νν

νν

A  

 

21. Για τις διάφορες τιµές του ακέραιου αριθµού ν, να υπολογίσετε τις παραστάσεις : ν)1(−=A , 

ν

ν

5

)5(−
=Β  

 

22. Αν οι αριθµοί yx,  είναι αντίστροφοι, να βρείτε την τιµή της παράστασης 321232 2)()( xyxyxA ⋅⋅= −−   

 

23. Να γράψετε κάθε παράσταση ως µια δύναµη 

          1313 22 +=A  ,                3233 22 −=B ,  

          3350 84 −=Γ ,                   23222223 5656 ⋅−⋅=∆  
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24. Να υπολογίσετε την τιµή των παραστάσεων 

       22 5 16 8 2 4 81A = + + − +  
2 2(1 3) (1 3)B = − − +  

 

25.  Να αποδείξετε ότι :  

i) 2 20 2 10⋅ =  

ii)  
60

2 18 3 15 6 5
3

− + = −  

 

26. Να κάνετε τις πράξεις : 

i) 2(3 8 50)−  

ii)  3(5 12 27)−  

iii)  ( 3 2) ( 3 2)+ ⋅ −  

 

27.  Να γράψετε την παράσταση 8 16 200 50A = + − +  στη µορφή 2α β+  όπου α, β ακέραιοι 

αριθµοί. 

 

28.  Να αποδείξετε ότι : 
1 1 1

... 44
1 2 2 3 2024 2025

+ + + =
+ + +

 



Ι. Σωτηρόπουλος - Φ. Πετσιάς - ∆. Κάτσιος                                                        Μαθηµατικά Γ΄ Γυµνασίου                                 
 

Μαθηµατικά Γ΄ Γυµνασίου                                           Ιδ. Γυµνάσιο Αµαρουσίου «ΕΛΛΗΝΙΚΗ ΠΑΙ∆ΕΙΑ»  
Σελ. 10 

ΜΟΝΩΝΥΜΑ – ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ ΜΟΝΩΝΥΜΩΝ 

 

• Αριθµητική παράσταση ονοµάζεται η παράσταση που περιέχει πράξεις µεταξύ αριθµών. 

Π. χ. 3256 −⋅   

 

• Αλγεβρική λέγεται η παράσταση η οποία περιέχει πράξεις  µεταξύ αριθµών και µεταβλητών 

(γράµµατα). Π. χ.: 3χ, 22a , 3χ + α, 254 −− yx , 6
2

+− y
x

 

 

• Μια αλγεβρική παράσταση λέγεται ακέραια όταν µεταξύ των µεταβλητών της σηµειώνονται µόνο οι 

πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού (οι δυνάµεις έχουν θετικούς εκθέτες). 

 Π. χ.  22

5

4
yyx +  

 

• Αν αντικαταστήσουµε τις µεταβλητές µε αριθµούς και κάνουµε τις πράξεις τότε προκύπτει ένας 

αριθµός που λέγεται αριθµητική τιµή της αλγεβρικής παράστασης. Π. χ. αν έχω την αλγεβρική 

παράσταση 3χ και αντικαταστήσω το χ = 2 τότε η αριθµητική τιµή της αλγεβρικής παράστασης 3χ είναι 

623 =⋅  
 

• Μονώνυµο ονοµάζεται η ακέραια αλγεβρική παράσταση που οι αριθµοί και οι µεταβλητές συνδέονται 

µόνον µε τη πράξη του πολλαπλασιασµού. Π. χ.     2 α,  4ψχ, 35a  

 

• Ο αριθµητικός παράγοντας, που συνήθως γράφεται πρώτος, λέγεται συντελεστής του µονωνύµου ενώ 

το γινόµενο των µεταβλητών λέγεται κύριο µέρος του µονωνύµου. Π. χ. Αν έχω 322 ba−  τότε ο 

συντελεστής είναι το -2 και κύριο µέρος το  32ba  

 

• Βαθµός του µονωνύµου ως προς µια µεταβλητή λέγεται ο εκθέτης της µεταβλητής αυτής. Π. χ. Ο 

βαθµός του µονωνύµου yx24  ως προς τη µεταβλητή x είναι 2 και ως προς  y είναι 1.  

 

• Βαθµός του µονωνύµου ως προς όλες τις µεταβλητές του λέγεται το άθροισµα των εκθετών των 

µεταβλητών του.  Π. χ. Ο βαθµός του yx24 ως προς yx, είναι 312 =+ ή είναι 3ου βαθµού.  

 

• ∆υο ή περισσότερα µονώνυµα που έχουν το ίδιο κύριο µέρος λέγονται όµοια µονώνυµα. 

Π. χ. 23xy−  , 2

2

3
xy . 
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• Ίσα λέγονται τα όµοια µονώνυµα που έχουν τον ίδιο συντελεστή.                  Π. χ.  yx24 ,  24yx  

• Αντίθετα λέγονται τα όµοια µονώνυµα που έχουν αντίθετους συντελεστές.   Π. χ. yx24 , yx24−  

 

• Σταθερό µονώνυµο λέµε οποιοδήποτε αριθµό. Π. χ. -5, 6, 
3

2
 

 

• Μηδενικό µονώνυµο λέµε το σταθερό µονώνυµο  0  

 

o Αν το µονώνυµο είναι µηδενικό τότε δεν ορίζεται βαθµός αυτού. 

o Αν το µονώνυµο είναι σταθερό και όχι µηδενικό, τότε είναι µηδενικού βαθµού.  

 

• Το άθροισµα όµοιων µονωνύµων είναι ένα µονώνυµο όµοια µε αυτά και έχει συντελεστή το άθροισµα 

των συντελεστών τους.                                                 Π. χ. 2222 3)25(25 xxxx =−=−  

 

• Το γινόµενο µονωνύµων είναι ένα µονώνυµο µε συντελεστή το γινόµενο των συντελεστών τους και 

κύριο µέρος το γινόµενο όλων των µεταβλητών τους µε εκθέτη κάθε µεταβλητής το άθροισµα των 

εκθετών της.                                      Π. χ. zyxzyxxyzyx 532312232 62)3()2(3 −=⋅−=⋅− ++  

 

• Πολυώνυµο λέγεται µια αλγεβρική παράσταση που είναι άθροισµα ανόµοιων µονωνύµων. Π. χ. 

cbxax ++2 , yax 523 23 ++  

 

• Όρος του πολυωνύµου λέγεται κάθε µονώνυµο που περιέχεται στο πολυώνυµο.  

 

• Ένα πολυώνυµο που δεν έχει όµοιους όρους λέγεται 

o  διώνυµο όταν έχει δυο όρους  (π. χ. )52 3 yx + και  

o τριώνυµο όταν έχει τρεις όρους. (π. χ.  3258 zyx ++ ) 

 

• Βαθµός ενός πολυωνύµου ως προς µια ή περισσότερες µεταβλητές του είναι ο µεγαλύτερος από τους 

βαθµούς των όρων του. Π. χ. Το πολυώνυµο 23326 523 yxyxx −+  είναι 6ου βαθµού ως προς x , 3ου 

βαθµού ως προς y  και 6ου βαθµού ως προς yx,  



Ι. Σωτηρόπουλος - Φ. Πετσιάς - ∆. Κάτσιος                                                        Μαθηµατικά Γ΄ Γυµνασίου                                 
 

Μαθηµατικά Γ΄ Γυµνασίου                                           Ιδ. Γυµνάσιο Αµαρουσίου «ΕΛΛΗΝΙΚΗ ΠΑΙ∆ΕΙΑ»  
Σελ. 12 

 

• Σταθερό πολυώνυµο λέγεται κάθε αριθµός cxP =)( , 0≠c Π. χ. -9, 8, 
5

4−
 

 

• Μηδενικό πολυώνυµο λέγεται ο αριθµός µηδέν. 0)( =xP  

 

•  Αναγωγή οµοίων όρων ονοµάζεται η αντικατάσταση των οµοίων όρων µε το άθροισµα τους.   

     Π. χ. xyabxyabxyabxyab 35)14()32(342 2222 +=−++=−++  

 

• ∆υο πολυώνυµα είναι ίσα όταν έχουν όρους ίσα µονώνυµα 

Π. χ. 






+++=

+++=

'''')('

)(
23

23

δγβα

δγβα

xxxxP

xxxxP
  είναι ίσα ⇔  ΄΄΄΄ δδγγββαα ==== ,,,  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

     

1. Ποια από τα παρακάτω µονώνυµα είναι όµοια 

i). 22x− ,  2

2

1
xy ,  yx2− ,  2yx ,  222 yx ,  

3

2x
− ,  2

2

1
x−  

ii).    24a− ,  ba 2

3

4
,  2ba−   

 

2. Να βρεθούν τα κ, λ ώστε τα µονώνυµα να είναι όµοια 

       α)  kyx23 ,    λzyx 322−     β) λµ zyx 152006 + ,   42004 yx k−  

 

3. Ποιες από τις παρακάτω αλγεβρικές παραστάσεις είναι µονώνυµα και ποιες όχι; Από τα µονώνυµα, ποια 

είναι όµοια; 

 

a) β23a  

b) 22

5

2
ωxy  

c) ωxy)35( +  

d) ω)(3 yx −  

e) 
y

a

ω5
7 3

 

f) 222 −yx  

g) 22

2

3
ωxy  

h) 22ωxy−  

i) 
3

32 yx
 

 

4. ∆ίνεται το µονώνυµο 3 2x y z− . Να βρείτε  

i). το συντελεστή και το κύριο µέρος του µονωνύµου 

ii).  το βαθµό του µονωνύµου  

i. ως προς  x ,  

ii.  ως προς ,x y ,  

iii.  ως προς , ,x y z  

iii).  την αριθµητική τιµή του µονωνύµου για 5,3,2 =−=−= zyx . 
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5. Να βρείτε τις τιµές των λ, µ, ν ώστε τα µονώνυµα  

i). 33 vx y ,   2 2 5x y µ−−    να είναι όµοια 

ii).  2 3λα β ,  2 15 µα β +    να είναι ίσα 

iii).  3 4(2 1)x yλ − , 4x yµλ  να είναι αντίθετα  

 

6. Να προσδιορίσετε την τιµή του φυσικού αριθµού λ ώστε το µονώνυµο 22 −λλ yx   

(i) Να είναι µηδενικού βαθµού ως προς y  

(ii)  Να είναι 4ου βαθµού ως προς yx,  

(iii)  Να έχει αριθµητική τιµή 64 για 1−=x  και 2−=y  

 

7. Να προσδιορίσετε την τιµή του φυσικού αριθµού ν, ώστε το µονώνυµο 22 vx y  να έχει  

i). αριθµητική τιµή 54 για 1x = −  και 3y =  

ii).  αριθµητική τιµή 72 για 2x = −  και 3y = −  

 

8. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις µε (Σ) αν είναι σωστές ή µε (Λ) αν είναι λανθασµένες. 

i). Το γινόµενο όµοιων µονωνύµων είναι µονώνυµο όµοιο προς αυτά 

ii).  Το πηλίκο όµοιων µονωνύµων είναι µονώνυµο. 

iii).  Το άθροισµα όµοιων µονωνύµων είναι µονώνυµο όµοιο προς αυτά.  

iv). Το άθροισµα αντίθετων µονωνύµων είναι το µηδενικό µονώνυµο. 

v). Το πηλίκο µονωνύµων είναι µονώνυµο. 

 

i) ii) iii) iv) v) 

     

 

9. Να βρείτε τους φυσικούς αριθµούς λ, µ ώστε η αλγεβρική παράσταση 3 2 1 62 3µ λα β α β+−  να είναι 

µονώνυµο.  
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10. Να κάνετε τις πράξεις  

i). 33 2xyxy −  

ii).  ababab 222 35 −+−  

iii).  2323 23 λκκλλκ −+−  

 

11. Να υπολογίσετε τα γινόµενα 

i). ωω 32 2 ⋅  

ii).  23 32 χχ ⋅  

iii).  )5(2 323 yxyx −⋅  

iv). xxx 5)2(3 32 ⋅−⋅  

v). 2332 5)2( βααγβα ⋅−⋅−

 

 

12. Να υπολογίσετε τα πηλίκα 

i). 
2

4

3

15

x

x
 

ii).  )3(:6 25 xx−  

iii).  )2(:6 243 yxyx −  

iv). )6(:8 335 αβγβα −−  

v). )
5

2
(:

5

2 23 ωyxy −  

 

13. Να βρείτε τις τιµές των κ, λ, µ ώστε να ισχύουν οι ισότητες  

i). 2 5( ) (3 ) 12x y x y x yλ µκ ⋅ = −  

ii).  2 3 1 7 9[(2 1) ] (3 ) 6x y x y x yλ µ λ µκ + +− ⋅ ⋅ = −  

 

14. Να βρείτε τις τιµές των κ, λ, µ ώστε να ισχύουν οι ισότητες  

i). 3 2 4 3(12 ) : ( ) 3x y x y x yλ κ λ κµ = −  

ii).  2 3 1 5 3 2[(3 1) ] : ( 2 )x y x y xyλ κ λµ µ+ + +− ⋅ ⋅ − =  

 

15. Αν 53)( 23 +−−= xxxxP  

i). Να βρείτε την )1(−P  

ii).  Να δείξετε ότι )1(7)2( −+−=− PP  

 

16. Να βρείτε το βαθµό των παρακάτω πολυωνύµων 

i). 2( ) 3 2P x x xλ= + −  ii).  2 2( ) ( 1) (1 ) 1Q x x xλ λ= − − − −
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17. ∆ίνεται το πολυώνυµο 2( ) ( 1) 3P x x xα β γ= − + + +  (µεταβλητή του πολυωνύµου το x , τα α, β, γ είναι 

σταθεροί αριθµοί - παράµετροι) 

i). Να βρείτε τις τιµές των α, β ώστε το ( )P x  να είναι σταθερό πολυώνυµο.  

ii).  Αν το ( )P x  είναι το µηδενικό πολυώνυµο να βρείτε τις τιµές των α, β, γ 

iii).  Να βρείτε τις τιµές των α, β, γ  ώστε το ( )P x  να είναι ίσο µε το 2( ) 5Q x x= + .  

 

18. Αν 2( ) 1 ( 3 ) 2A x x x x= − − −  και 2( )B x x xα β γ= + +  να βρείτε τις τιµές των α, β, γ ώστε τα πολυώνυµα 

( )A x  και ( )B x  να είναι ίσα.  

 

19. Τα πολυώνυµα ( ), ( ), ( )P x Q x R x  έχουν βαθµούς 3, 4, 3 αντίστοιχα. 

i). Να βρείτε το βαθµό του πολυωνύµου ( ) ( ) ( )H x P x Q x= +   

ii).  Αν το πολυώνυµο ( ) ( ) ( )A x P x R x= +  είναι µη µηδενικό, τι βαθµό µπορεί να έχει; 

 

20. Αν 2( ) 3 2P x x x= − −  να προσδιορίσετε το πολυώνυµο 3( ) ( ) (2 )Q x P x P x= − −   

 

21. Να αποδείξετε ότι αν από το εµβαδόν 25 3 37x x− +  ενός ορθογωνίου, αφαιρέσουµε τα εµβαδά 23 7x x− +  , 

22 2 5x x− +  δυο άλλων ορθογωνίων, θα βρούµε το εµβαδόν τετραγώνου πλευράς 5. 

 

22. Να συµπληρώσετε τα παρακάτω κενά ώστε να προκύψουν αληθείς προτάσεις: 

i). Αν το πολυώνυµο ( )P x  έχει βαθµό 0 και το πολυώνυµο ( )Q x  έχει βαθµό 3, τότε το 

πολυώνυµο ( ) ( )P x Q x⋅  έχει βαθµό ………..……. 

ii).  Αν το πολυώνυµο ( ) ( )P x Q x⋅  έχει βαθµό 5 και το πολυώνυµο ( )P x  έχει βαθµό 2, τότε το 

πολυώνυµο ( )Q x  έχει βαθµό ....................... 

iii).  Αν το πολυώνυµο ( )P x  έχει βαθµό 3 τότε το πολυώνυµο 2( ) [ ( )]Q x P x=  έχει βαθµό 

……………………………………..….. 

23. Να κάνετε τις πράξεις  

i). )153( 22 −− xxx  

ii).  ))(25()13(21 2 xxxx −−−−−  

iii).  )3)(2( ++ yx  

iv). )3)(1(21 +−+ xxx  

v). 33 )2)((2 αββαβααββα +−−−
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24. Να αποδείξετε τις ισότητες  

i). 5 2 (3 1) (6 1)(1 ) 1x x x x x− − − − − =  

ii).  2 23 2 ( 3 ) 3( )( 2 ) 4 3β α α β α β β α α αβ− + − + − − = −  

 

25. Αν ( ) (2 1)( 2)( 3 )P x x x x x= − − − −  και 3 2( )Q x x x xα β γ δ= + + +  να βρείτε τις τιµές των α, β, γ, δ ώστε τα 

πολυώνυµα ( )P x  και ( )Q x  να είναι ίσα.  

 

26. Αν ( ) 3 2P x x= −  να βρείτε τα πολυώνυµα  

i). ( ) (2 1)Q x P x= +  

ii).  2( ) ( 3)R x P x= −  

iii).  ( ) ( ( ))H x P P x=  

27. Με ποιο πολυώνυµο πρέπει να πολλαπλασιάσουµε το 5 2x −  ώστε το γινόµενο τους να είναι το πολυώνυµο 

210 9 2x x− +  

28. Να κάνετε τις πράξεις 

i). 222 9832 ααβααβα ++−+  

ii).  22222222 1283 yxyxyxyx −+−  

iii).  422 )()(2 ββ −−− aa  

iv). ])[(:]))([( 32232 ωω xyyyx  

v). ])[(:]))([( 223 γαββγβα  

vi). )
2

1
(:)4( 2223 ωω xyxy  

29. Να  απαλειφθούν οι παρενθέσεις και να γίνει αναγωγή οµοίων όρων 

Α = )23()4()2( 32332323 yyxxyxyxyxx +−−−−+−−  

Β = )3(2))(3()2)(( babbabababa +−+−−−+  

Γ = )(2)3)(5()2)(32( yxxyxyyxyxyx +−−+−−+  

∆ = )452)(421( 232 xxxx +−+−  

Ε = )()22()3( 322333322 axaxaaxaxxa +−−+−+−  

Ζ = 35342 )(2)3(5 βαααβαβαβ ++−  
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30. Να κάνετε τις πράξεις 

i). 22 )3()3)(2()13(22 xxxxxx −−−−+−−  

ii).  ))(()1( 2222 xxyyxyxyxyyx −++−−  

iii).  )3)(1)(13()2)(1(3 −+−−−− xxxxxx  

iv). )3)(2( ++ yx  

v). )1)(1(1 +−+ xx  

vi). )3)(2( 2 xxyyx −−  

vii).  )45)(32( −− βα  

viii).  )53)(12( −− xx  

ix). )32)(1(3 −− xxx  

x). )1)(23(2 xxx −−+  
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  ΒΑΣΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ ΚΑΙ ΑΠΟ∆ΕΙΞΕΙΣ 

 

Ταυτότητα είναι µια ισότητα που περιέχει µεταβλητές και επαληθεύεται για όλες τις τιµές των µεταβλητών 

αυτών.  

 

(1) 222 2)( βαβαβα ++=+  Τετράγωνο αθροίσµατος 

Απόδειξη : Παίρνουµε το 1ο µέλος και κάνουµε πράξεις  

))(()( 2 βαβαβα ++=+  (ορισµός δύναµης) 

               22 ββααβα +++=  (διπλή επιµεριστική ιδιότητα) 

               22 2 βαβα ++=  (αναγωγή οµοίων όρων) 

Παράδειγµα: 222 )7()7)(2(2)2()72( yyxxyx ++=+  (εφαρµογή ταυτότητας) 

                                        22 49284 yxyx ++=     (ιδιότητες πολ/µού & δυνάµεων)        

 

(2) 222 2)( βαβαβα +−=−  Τετράγωνο διαφοράς 

Απόδειξη : Παίρνουµε το 1ο µέλος και κάνουµε πράξεις  

))(()( 2 βαβαβα −−=−  (ορισµός δύναµης) 

               22 ββααβα +−−=  (διπλή επιµεριστική ιδιότητα) 

               22 2 βαβα +−=  (αναγωγή οµοίων όρων) 

Παράδειγµα: 22222 )3()3)(2(2)2()32( yxyxaxaxyxax +−=− (εφαρµογή ταυτότητας) 

                                            24322 9124 yxyaxxa +−=  (ιδιότητες πολ/µού & δυνάµεων) 

 

(3) 22))(( βαβαβα −=−+  
∆ιαφορά δυο τετραγώνων ή Γινόµενο 

αθροίσµατος επί διαφορά 

Απόδειξη  

Παίρνουµε το 1ο µέλος και κάνουµε πράξεις  

=−+ ))(( βαβα 22 ββααβα −+−  (διπλή επιµεριστική ιδιότητα) 

                          22 βα −=  (αναγωγή οµοίων όρων) 

Παράδειγµα: 23222 )()3()3)(3( yxyyxyyxy −=−+    (εφαρµογή ταυτότητας) 

                                                         6229 yyx −=         (ιδιότητες  δυνάµεων) 
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(4) 32233 33)( βαββααβα +++=+  Κύβος αθροίσµατος  

Απόδειξη  

Παίρνουµε το 1ο µέλος και κάνουµε πράξεις  

=+ 3)( βα )()( 2 βαβα ++  (ιδιότητα δυνάµεων) 

              ))(2( 22 βαβαβα +++=  (εφαρµογή ταυτότητας 1) 

             322223 22 βαβαββαβαα +++++=  (γινόµενο πολυωνύµων) 

             3223 33 βαββαα +++=  (αναγωγή οµοίων όρων) 

Παράδειγµα:  
332332333 )())(2(3)()2(3)2()2( yyxyxxyx +++=+  (εφαρµογή ταυτότητας) 

                   96323 ))(2(3)4(38 yyxyxx +++=              (ιδιότητες  δυνάµεων) 

                   96323 6128 yxyyxx +++=                         (ιδιότητες πολλαπλασιασµού) 

 

 

 

(5) 32233 33)( βαββααβα −+−=−  Κύβος διαφοράς  

Απόδειξη  

Παίρνουµε το 1ο µέλος και κάνουµε πράξεις  

=− 3)( βα )()( 2 βαβα −−  (ιδιότητα δυνάµεων) 

              ))(2( 22 βαβαβα −+−=  (εφαρµογή ταυτότητας 2) 

             322223 22 βαβαββαβαα −++−−=  (γινόµενο πολυωνύµων) 

             3223 33 βαββαα −+−=  (αναγωγή οµοίων όρων) 

Παράδειγµα:  
322223232 55)(35)(3)()5( −⋅+⋅−=− yxyxyxyx       (εφαρµογή ταυτότητας) 

                  12525)(35)(3 22436 −⋅+⋅−= yxyxyx       (ιδιότητες  δυνάµεων) 

                  1257515 22436 −+−= yxyxyx                   (ιδιότητες πολλαπλασιασµού) 
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(6) ))(( 2233 βαβαβαβα +−+=+  Άθροισµα δυο κύβων  

Απόδειξη  

Παίρνουµε το 2ο µέλος και κάνουµε πράξεις  

))(( 22 βαβαβα +−+ = 322223 βαββααββαα +−++−  
(γινόµενο δύο 

πολυωνύµων) 

                                        33 βα +=  (αναγωγή οµοίων 

όρων) 

Παράδειγµα:  

       )22)(2(28 22333 +−+=+=+ xxxxx                        (εφαρµογή ταυτότητας) 

                                  )42)(2( 2 +−+= xxx                                      

 

 

 

(7) ))(( 2233 βαβαβαβα ++−=−  ∆ιαφορά δυο κύβων  

Απόδειξη  

Παίρνουµε το 2ο µέλος και κάνουµε πράξεις  

))(( 22 βαβαβα ++− 322223 βαββααββαα −−−++=  
(γινόµενο δύο 

πολυωνύµων) 

                                        33 βα −=  (αναγωγή οµοίων 

όρων) 

Παράδειγµα:  

       )11)(1(11 22333 xxxxx ++−=−=−                        (εφαρµογή ταυτότητας) 

                                 )1)(1( 2xxx ++−=  
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Σηµείωση 1: Όπως είδαµε στις παραπάνω αποδείξεις των ταυτοτήτων, ξεκινήσαµε από ένα µέλος τους, 

κάναµε πράξεις και καταλήξαµε στο άλλο. Αυτός όµως δεν είναι ο µοναδικός τρόπος που χρησιµοποιούµε στις 

αποδείξεις  διάφορων σχέσεων. Πολλές φορές µας διευκολύνει να µετασχηµατίσουµε τη σχέση που θέλουµε να 

αποδείξουµε σε άλλη ισοδύναµη της (π. χ. Κάνοντας πράξεις και στα δυο µέλη), µέχρι να καταλήξουµε σε µια 

σχέση που θα µας είναι γνωστό ότι αληθεύει. Έτσι, θα αληθεύει και η αρχική. 

 

Παράδειγµα:  

Ν’ αποδειχθεί ότι : αββαβα 4)()( 22 +−=+  

Απόδειξη  

αββαβα 4)()( 22 +−=+  Κάνουµε πράξεις και στα δυο µέλη 

αββαβαβαβα 422( 2222 ++−=++  Κάνουµε αναγωγές οµοίων όρων 

=++ 22 2 βαβα 22 2 βαβα ++  
Είναι προφανές ότι ισχύει, άρα ισχύει και 

η αρχική 

 

Σηµείωση 2: Ένας ακόµα τρόπος για να αποδεικνύουµε ταυτότητες είναι: Να πάρουµε το 1ο µέλος και 

κάνοντας πράξεις να καταλήξουµε σ’ ένα αποτέλεσµα. Παίρνουµε και το δεύτερο µέλος και κάνοντας 

πράξεις καταλήγουµε στο ίδιο αποτέλεσµα. Άρα, το 1ο µέλος είναι ίσο µε το 2ο.  

 

Παράδειγµα  

Ν’ αποδειχθεί η ταυτότητα : )1)(1(5)32()23( 22 −+=+−+ κκκκ   

Απόδειξη 

• Το 1ο µέλος διαδοχικά γράφεται : 

      )9124()4129()32()23( 2222 ++−++=+−+ κκκκκκ  

                                          91244129 22 −−−++= κκκκ  

                                          55 2 −= κ  

• Το 2ο µέλος διαδοχικά γράφεται : 

     55)1(5)1)(1(5 22 −=−=−+ κκκκ  

Εποµένως, )1)(1(5)32()23( 22 −+=+−+ κκκκ  
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ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 

 

 ΒΑΣΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

1. 222 2)( βαβαβα ++=+    8. αββαβα 2)( 222 −+=+  

2. 222 2)( βαβαβα +−=−    9. αββαβα 2)( 222 +−=+  

3. 32233 33)( βαββααβα +++=+  10.  )(3)( 333 βααββαβα +−+=+  

4. 32233 33)( βαββααβα −+−=−  11. )(3)( 333 βααββαβα −+−=−  

5. ))((22 βαβαβα +−=−  12. βγαγαβγβαγβα 222)( 2222 +++++=++  

6. ))(( 2233 βαβαβαβα ++−=−  13. 2)( γβα +− αγβγαβγβα 222222 +−−++=  

7. ))(( 2233 βαβαβαβα +−+=+   

 

Αποδείξεις  
1. 22222 2))(()( βαβαββααβαβαβαβα ++=+++=++=+  

2. 22222 2))(()( βαβαββααβαβαβαβα +−=+−−=−−=−  

3. =+++=++=+ ))(2()()()( 2223 βαβαβαβαβαβα  

                     =+++++= 322223 22 βαβαββαβαα  

                           3223 33 βαββαα +++=  

4. =−+−=−−=− ))(2()()()( 2223 βαβαβαβαβαβα  

                           =−++−−= 322223 22 βαβαββαβαα  

                     3223 33 βαββαα −+−=  

5. 22))(( ββααβαβαβα −−+=+− 22 βα −=  

6. 32222322 ))(( βαββααββααβαβαβα −−−++=++− 33 βα −=  

7. 32222322 ))(( βαββααββααβαβαβα +−++−=+−+ 33 βα +=  
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

12. =++++=++=++ 2222 )(2)())(()( γγβαβαγβαγβα                          

                                                     222 222 γβγαγβαβα +++++=  

                                                     βγαγαβγβα 222222 +++++=       

13.  =+−+−=+−=+− 2222 )(2)())(()( γγβαβαγβαγβα                          

                                                     222 222 γβγαγβαβα +−++−=  

                                                    αγβγαβγβα 222222 +−−++=   
 

ΠΡΟΣΟΧΗ !!!! 
► 222)( βαβα +≠+                                                  και                              ►  333)( βαβα +≠+  

Πράγµατι:    255)32( 22 ==+                                                                   1255)32( 33 ==+  

            Ενώ 139432 22 =+=+                                    και             ενώ    3527832 33 =+=+  
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 

 

1. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις µε Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ) 

222)( βαβα +=+   

222 2)( βαβαβα −−=−   

32233 33)( βαββααβα −+−=−   

333 3)( βαβαβα ++=+   

22))(( βααββα −=−+   

3322 ))(( βαβαβαβα +=+++   

3322 ))(( βαβαβαβα −=+−−   

2222)( γβαγβα ++=++   

2)( γβα +− γαβγαβγβα 222222 +−−++=   

αββαβα 2)( 222 ++=+   

αββαβα 2)( 222 −−=+   

)(3)( 333 βααββαβα +++=+   

)(3)( 333 βααββαβα −−−=−   

 

2. Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση 

A. Αν 222)( βαβα +=+ , τότε 

      i) 0=α  και 0=β              ii) 0=+ βα                        iii) 0=α  ή 0=β  

B. Αν αββα 2)( 2 =+ , τότε  

i) 0=α  και 0=β             ii) 0=+ βα                         iii) 0=α  ή 0=β  

C. Αν 333)( βαβα +=+  και 0, ≠βα ,τότε οι αριθµοί βα ,  δεν είναι  

      i) Ετερόσηµοι                    ii) Αντίθετοι                         iii)  Οµόσηµοι 

D. Αν βα ≠  και 333)( βαβα −=− , τότε 

     i) 0=α  και 0=β             ii)  0=α  ή 0=β                 iii) 0>αβ  

E. Αν 2)( 222 −+=− βαβα , τότε οι αριθµοί βα ,  δεν είναι 

      i) Οµόσηµοι                    ii) Αντίστροφοι                         iii)  Αντίθετοι 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. Να βρείτε τα αναπτύγµατα 

i) 2)4( +x  

ii)  2)1( x−  

iii)  2)6( +−x  

iv) 2)23( +  

v) 2)32( βα +  

vi) 2)
3

2
( −x  

vii)  2)( yx +  

viii)  2)( yx βα −  

ix) 2)35( +  

x) 22 )3( +x  

xi) 2)( yx −−  

xii)  3)2( +x  

xiii)  3)12( +x  

xiv) 3)2( −x  

xv) 32 )5( −x  

xvi) 3)3( +−x  

xvii)  )4)(4( −+ xx  

xviii)  )32)(23( xx +−  

xix) )25)(52( xx −−−  

xx) )19)(13)(13( 2 ++− xxx  

xxi) 2)1( −+ ba  

xxii)  222 )( ybxa −  

xxiii)  )93)(3( 2 +−+ xxx  

xxiv) )42)(2()1)(1( 22 +−+−++− xxxxxx  

 

2. Να κάνετε τις πράξεις  

i) 222 )4)(1()3(2)2(3 xxxxx +−+−−−  

ii)  22 )13()14)(14()52( +−+−−+ xxxx  

iii)  )16)(4)(2)(2( 4222 yxyxyxyx ++−+  

iv) )33)(32()3(3)2(2 22 babababa −+−+−+  

v) 22 )()( abba −−−  

vi) 22222 4)( baba −+  

vii)  22 )
2

()
2

(
λκλκ −

−
+

 

viii)  22 )12()52)(52()23( −−−+−+ xxxx  

ix) )2)(2()4(2 22 xxxx +−−−−  

x) )42)(2()23)(32(2 22 +−+−−+− xxxxxx  
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3. Να αποδείξετε τις ταυτότητες 

i. αββαβα 4)()( 22 =−−+  

ii.  2222 )2()2()4)(1( +=−−++ xxx ααα  

iii.  1)12()1(4 2 −=−−− ααα  

iv. 3233 26)()( ββαβαβα =−−−+  

v. ααααα 414)12()12(2 232 −=−−−−  

vi. 1)52()1()1( 2222232 −−=+−− ααααα  

 

4. Να αποδείξετε ότι 

i. 03)2)(2())(( 2 =++−−+− αβαβαβαβα  

ii.  )1(1)1()1)(1( 32 −−−=−−−−+ ααααααα  

iii.  )12(61)21)(12(2)12( 223332 −−=−+−−− ααααα  

iv. 32222 2))(())(( ββαβαβαβαβαβα =++−−+−+  

v. 223 168)441)(12()12( xxxxxx −=−++−−−  

vi. )(4)()( 22 γαβγβαγβα +=+−−++  

vii.  xyzyxzyxzyx 2))(( 222 +−+=−+++  

 

5. Να µετατρέψετε τα παρακάτω κλάσµατα σε ισοδύναµα µε ρητό παρανοµαστή. 

i. 
23

1

−
 ii.  

12

3

+
 iii.  

321

1

+
 

 

6. Να βρείτε τα αναπτύγµατα 

i. )32)(32( γβαγβα +−−+  

ii.  )4)(2)(2( 2 ++− xxx  

iii.  )6)(6( +− xx  

iv. )51)(15( xx −+  

v. )3)(3( −++− yxyx  

vi. )23)(23( −−+− xx  

vii.  )1)(1( 22 yxxyxy ++−
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7. Να δείξετε ότι το πολυώνυµο )1(3)1()1)(1()( 32 +++−+−+= xxxxxxxP είναι µηδενικό.  

 

8. Να βρείτε τα αναπτύγµατα 

i. 22 )23( ++ xx  ii.  2)2( zyx −+  iii.  4)2( −x

9.  

i. Να κάνετε τις πράξεις : )8)(2()3( 2 −+−− xxx  

ii.  Να υπολογίσετε τον αριθµό : 10002999299972 ⋅−  

10.  Αν 3=− yx  και 2−=xy να υπολογίσετε τις παραστάσεις : 

i. 22 yx +  ii.  33 yx −  iii.  yx +  

 

11.  Αν yx +=α , yx −=β και xy4=γ  να δείξετε ότι : 2222 )( γβα =−  

 

12. Αν 2−=+ βα  και 3−=αβ να υπολογίσετε τις παραστάσεις  

i. 22 βα +  

ii.  33 βα +  

iii.  2)( βα −  

iv. βα −

 

13. Αν 5
1
=+

x
x να υπολογίσετε τις παραστάσεις 

i. 
2

2 1

x
x +  

ii.  
3

3 1

x
x +  

iii.  22 )1
1

()1( +++
x

x  

iv. 33 )1
1

()1( −+−
x

x  

 

14. Αν 
2

5
−=+ βα  και 

8

6533 −=+ βα  να δείξετε ότι οι αριθµοί βα , είναι αντίστροφοι. 

15.  Να αποδείξετε ότι το πολυώνυµο )45(2)23()1()( 22 xxxxxP −−−−−= είναι σταθερό  

 

16. Αν οι αριθµοί yx, είναι αντίστροφοι να υπολογίσετε την παράσταση 

2222 33)2()2( yxyxyxA −+−−+=  
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17. Αν 1
1
=−

x
x να υπολογίσετε τις παραστάσεις 

i. 
2

2 1

x
x +  

ii.  
3

3 1

x
x −  

iii.  
4

4 1

x
x +  

iv. 
5

5 1

x
x −  

v. 
x

x
1

+  

 

18. Αν 122 =+ βα  να δείξετε ότι η παράσταση )(2(3 6644 βαβα +−+=Α      είναι ανεξάρτητη των βα ,  

 

19. Αν 12=++ zyx και 22=++ yzxzxy  να υπολογίσετε την παράσταση 222 zyx ++  

 

20. Παρατηρήστε τις ισότητες :  

312 22 =−  

523 22 =−  

734 22 =−  

945 22 =−  

i. Τι συµπέρασµα βγάζετε απ’ αυτές; 

ii.  Μπορείτε να βρείτε τη διαφορά 22 1999920000 − χωρίς να υπολογίσετε τις δυνάµεις; 

iii.  Να διατυπώσετε ένα ισχυρισµό (µια εικασία) για τη διαφορά των τετραγώνων δυο διαδοχικών 

ακεραίων  ν και ν+1. 

iv. Να αποδείξετε τον ισχυρισµό που διατυπώσατε. 

 

21. Αν 32+=α  

i. Να δείξετε ότι ο αντίστροφος του α είναι ο συζυγής του: 3232 −=+=α  

ii.  Να υπολογίσετε τις παραστάσεις: 

a. 
2

2 1

α
α +   

b. 
3

3 1

α
α −
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ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΗ 

 

Η µετατροπή ενός πολυωνύµου ή µιας αλγεβρικής παράστασης από άθροισµα σε γινόµενο λέγεται 

ανάλυση σε γινόµενο παραγόντων ή απλά παραγοντοποίηση. 

Η παραγοντοποίηση είναι πολύ χρήσιµη στις πράξεις των κλασµάτων που οι όροι τους είναι 

πολυώνυµα, στην επίλυση εξισώσεων και ανισώσεων ανωτέρου του πρώτου βαθµού και αλλού. (Η 

παραγοντοποίηση ενός πολυωνύµου πρέπει να φθάνει µέχρι την εύρεση των «πρώτων» παραγόντων του). 

 

ΤΡΟΠΟΙ ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΗΣ 

 

1. ΚΟΙΝΟΣ ΠΑΡΑΓΟΝΤΑΣ                                                                                                             

Όταν όλοι οι όροι ενός πολυωνύµου έχουν κοινό παράγοντα το πολυώνυµο αυτό µετατρέπεται σε 

γινόµενο µε τη βοήθεια της ισότητας της επιµεριστικής ιδιότητας.  

Παραδείγµατα:  

• )( yxyx +=+ ααα  • )1( +=+ xx ααα  

• 2 22 6 2 ( 3 )x y xy xy x y+ = +  

• )2)(()2()2( ++=+++ xxx βαβα  

• )17)(()()(7)(7 −−=−−−=+−− xxx βαβαβαβαβα  

 

2. ΟΜΑ∆ΟΠΟΙΗΣΗ                                                                                                                             

Εξάγουµε κοινό παράγοντα κατά οµάδες 

Παραδείγµατα: 

•••• ))(()()( βαβαβαβα −−=−−−=+−− yxyxyxyyxx  

•••• )1)(1(1)1(1 22223 ++=+++=+++ αααααααα  

•••• )35)(2()2(3)2(563105 22 βαβαβαββααβαβαβα −+=+−+=−−+ . ∆ηλαδή, βγάζοντας 

κοινό παράγοντα από κάθε οµάδα, πρέπει να παρουσιάζεται το ίδιο πολυώνυµο µέσα στην κάθε 

παρένθεση για όλες τις οµάδες. Άρα, αυτό το νέο πολυώνυµο είναι ο κοινός παράγοντας. 
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3. ∆ΙΑΦΟΡΑ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ                                                                                                              

Χρήση της ταυτότητας :  ))((22 βαβαβα +−=−  

 

Παραδείγµατα 

• )32)(32()3()2(94 2222 yxyxyxyx +−=−=−  

• )1)(1)(1()1)(1(1 2224 ++−=+−=− xxxxxx  

• )312)(312(9)12( 22 yxyxyx ++−+=−+  

• )21)(21()2()1(4)1( 2222 yxyxyxyx ++−+=−+=−−−  

 

4. ∆ΙΑΦΟΡΑ Ή ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΚΥΒΩΝ                                                                                                

Χρήση των ταυτοτήτων : ))(( 2233 βαβαβαβα ++−=−  

                                              ))(( 2233 βαβαβαβα +−+=+  

 

Παραδείγµατα 

• )1)(1(1 23 ++−=− xxxx  

• )93)(3(327 2333 +−+=+=+ xxxxx  

 

5. ΑΝΑΠΤΥΓΜΑ ΤΕΤΡΑΓΩΝΟΥ                                                                                                       

Χρήση των ταυτοτήτων :  222 )(2 βαβαβα +=++  

                                                222 )(2 βαβαβα −=+−  

 

Παραδείγµατα:  

•••• 2222 )2(22244 −=+⋅−=+− xxxxx  

•••• 2222 )
2

1
()

2

1
(

2

1
2

4

1
+=+⋅⋅+=++ ααααα  

•••• 2222222244 )()()])([()(2 yxyxyxyxyxyxyx +−=+−=−=−+  

•••• 222222224 )43()4(342)3(16249 βαββααββαα −=+⋅⋅−=+−  
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6. ΤΡΙΩΝΥΜΟ  

Για να παραγοντοποιήσουµε ένα τριώνυµο της µορφής  γβ ++ xx 2  ψάχνουµε δυο αριθµούς τέτοιους 

ώστε βλκ =+  και γλκ =⋅  ισχύει: κλλκλκ +++=++ xxxx )())(( 2  

 

 

Παραδείγµατα 

•••• 1032 −+ xx  Θέλουµε: 3=+ λκ  και 10−=⋅ λκ     

      δηλαδή 5=κ και 2−=λ  

       Άρα, 1032 −+ xx )2)(5( −+= xx  

 

ΜΕΡΙΚΕΣ ΑΚΟΜΑ ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΕΙΣ 

 

7. ∆ΙΑΦΟΡΑ Ή ΑΘΡΟΙΣΜΑ ∆ΥΝΑΜΕΩΝ ΙΣΟΥ ΕΚΘΕΤΗ 

 

Παραδείγµατα 

• =−+=+ 2222244 2)( βαβαβα =−+ 2222 )2()( αββα             

                     )2)(2( 2222 αββααββα ++−+=  

 

• =+−+=+=+ ])())[(()()( 22222222323266 ββααβαβαβα  

                     ))(( 422422 ββααβα +−+=  

                     ]2))[(( 222222222 βαβαβαβα −−++=  

                     ]3))[(( 2222222 βαβαβα −++=  

                     )3)(3)(( 222222 αββααββαβα ++−++=  

 

• ))(()()( 3333232366 βαβαβαβα +−=−=−  

                          ))()()(( 2222 βαβαβαβαβαβα +−+++−=  
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8. ΤΕΛΕΙΟΣ ΚΥΒΟΣ 

Χρήση των ταυτοτήτων : 32233 33)( βαββααβα +++=+   

                                          32233 33)( βαββααβα −+−=−  

 

Παραδείγµατα 

• 323 )1(133 +=+++ xxxx  

• =−+−++−+++ 3223 )2()2)(2(3)2()2(3)2( αααααα  

      3333 8)2()22()]2()2[( αααααα ==−++=−++=  

 

9. ∆ΙΑΣΠΑΣΗ Ή ΠΡΟΣΘΑΦΑΙΡΕΣΗ ΟΡΩΝ 

 

Παράδειγµα 

• =−+=−++=++ 22)2(224422342 yyxyyxyxyxyx      

                               )3)(()2)(2( yxyxyyxyyx ++=++−+=  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 
1. Να παραγοντοποιηθούν οι παραστάσεις 

i) zyx λλλ −+−  

ii)  yx 64 +  

iii)  γβα 30156 −+−  

iv) xx 55 −α  

v) xx 52 3 +  

vi) 245 51510 λλλ +−  

vii)  )1(3)1( 22 +++ xxλ  

viii)  23 )12(5)12( −−− yy  

ix) βαβαλ 36)2( −+−  

x) 2346 23 −+− xxx  

xi) xyyx 1612 2 −  

xii)  )(3)( 2 yxyx +++  

xiii)  23)23( 2 −+− xx  

 

 

2. Να παραγοντοποιηθούν οι παραστάσεις 

i) 4423 +−− xxx  

ii)  xyxyx 332 −+−  

iii)  zyx 20128 −+−  

iv) xyxyyx −+− 22  

v) )21(3)12( 2 yy −−−  

vi) 34)34( 2 +−− xx  

vii)  2ψαψβψαβ +−−  

viii)  γββγ −+− aaa 2  

ix) βααβα 1510128 2 +−−  

x) βψψαβαχβχα 6342 22 −+−  

xi) 22 3232 βψβχψαχψαχ −−+  

 

3. Να παραγοντοποιηθούν οι παραστάσεις 

i) 49 2 −x  

ii)  116 4 −x  

iii)  52 −x  

iv) 1)23( 2 −−x  

v) 22 )32(9 −− xx  

vi) 33 abba −  

vii)  22 169 yx −  

viii)  281 y−  

ix) 222 yx −α  

x) 22 2564 µλ −  

xi) 1681 4 −x  

xii)  22 55 yx −  

xiii)  22)2( xxy −−  

xiv) 22 )(16)2(9 yxyx −−−
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4. Να  παραγοντοποιηθούν οι παραστάσεις       

 

i) 31 α+  

ii)  83 +x  

iii)  127 3 −y  

iv) 273 +α  

v) 12564 3 −x  

vi) 33 278 xa −  

vii)  33 )1( −− xa

 

5. Να  παραγοντοποιηθούν οι παραστάσεις 

 

i) 25102 ++ xx  

ii)  442 +− yy  

iii)  273612 2 +− xx  

iv) 1582 +− xx

v) 672 ++ xx  

vi) 122 −+ xx  

vii)  1522 −− xx  

viii)  2092 ++ xx

ix) 22 96 baba +−  x) 1)(2)( 2 ++−+ yxyx

xi) 962 ++ xx  

xii)  25102 +− yy  

xiii)  xyyx 20425 22 −+  

xiv) 9124 2 ++ xx  

xv) 96 24 +− xx  

xvi) 
4

124 ++ xx  xvii)  222222 99 yxyaxa +−−

  

6. Να  παραγοντοποιηθούν οι παραστάσεις 

 

i) 22 )2(2536 βαα −−  

ii)  xx −3  

iii)  yy 1227 3 −  

iv) αα −516  

v) 22 )2(20)(5 yxyx −−+  
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7. Να παραγοντοποιηθούν οι παραστάσεις 

 

i) βαβα 2)2()1( 2 +−−−x  

ii)  )9)(2()4)(3( 22 −+−−− xxxx  

iii)  22 )2)(43()4( +−+− xxx  

iv) 22 23 +−− xxx  

v) 1892 23 +−− xxx  

vi) 99 2222 +−− xyyx  

vii)  yxyx +−− 525 22  

viii)  yxyx +++ 33  

 

8. Να παραγοντοποιηθούν οι παραστάσεις 

 

i) 0,96 ≥+− xxx  

ii)  18122 2 +− xx  

iii)  423 44 xxx −−  

iv) 22 )2(6)2(9 xyxxyx +−−−  

 

9. Να  παραγοντοποιηθούν οι παραστάσεις 

i) 12 22 −+− yxyx  

ii)  1)3(269 22 +−+−+ βααββα  

iii)  222222 4)( γαγβα −+−  

 

10. Να δείξετε ότι ισχύουν 

i) 23625 +=+  

ii)  12223 −=−  

 

11.  Να δείξετε ότι ο αριθµός 22 674753 − είναι πολλαπλάσιο του 79 
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12. Να  παραγοντοποιηθούν οι παραστάσεις 

i) 142 −+ xx  

ii)  344 2 −− xx  

iii)  22 23 βαβα ++  

 

13.    α)  Αν 0=++ γβα , ν’ αποδείξετε ότι : αβγγβα 3333 =++  

   β)  Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις 

i. 333 )3()21()23( xxx −−+−++  

ii.  333 )1()12( xxx −−+−  

 

14. ∆ίνονται οι παραστάσεις )3( +=Α xx  και )2)(1( ++= xxB .  

i) Να αποδείξετε ότι:  2+= AB  και )4)(2(8 +Α−Α=−ΑΒ  

ii)  Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση : 8)3)(2)(1( −+++ xxxx  

 

15. Να δείξετε ότι η διαφορά 1)12( 2 −+x  είναι πολλαπλάσιο του 4. 

 



Ι. Σωτηρόπουλος  - Φ. Πετσιάς - ∆. Κάτσιος                                                        Μαθηµατικά Γ΄ Γυµνασίου 
 

 
Μαθηµατικά Γ΄ Γυµνασίου                                           Ιδ. Γυµνάσιο Αµαρουσίου «ΕΛΛΗΝΙΚΗ ΠΑΙ∆ΕΙΑ» Σελ. 37 

 

∆ΙΑΙΡΕΣΗ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ 

 

Ταυτότητα Ευκλείδειας ∆ιαίρεσης : υπδ +⋅=∆ , µε δυ <  

 

Αν έχουµε δυο φυσικούς αριθµούς ∆ (διαιρετέος) και δ (διαιρέτης) µε )0( ≠δ και κάνουµε τη διαίρεση 

δ:∆ τότε βρίσκουµε δυο µοναδικούς φυσικούς αριθµούς π (πηλίκο) και υ (υπόλοιπο) για τους οποίους 

ισχύει: υπδ +⋅=∆  µε δυ <≤0  . 

Παράδειγµα:  4 5 0   17  

                    3− 4       26           Άρα, ,82617450 +⋅=  8=υ  (<17) 

                       110  

                     102−  

                           8  

 

Αν 0=υ τότε πδ ⋅=∆ , οπότε έχουµε τέλεια διαίρεση 

Π. χ.      363      3        Στη περίπτωση αυτή λέµε ότι ο δ διαιρεί τον ∆ ή ότι  

               21     87       ο δ είναι παράγοντας του ∆.                                                                        

                0                   Άρα, 873363 ⋅= , 0=υ  

               

 

Ανάλογα, 

Αν έχουµε, δυο πολυώνυµα )(x∆ (διαιρετέος) και )(xδ  (διαιρέτης) µε 0)( ≠xδ και κάνουµε τη διαίρεση 

)(:)( xx δ∆ , τότε βρίσκουµε ένα µοναδικό  ζεύγος πολυωνύµων )(xπ (πηλίκο) και )(xυ (υπόλοιπο) για τα 

οποία ισχύει: )()()()( xxxx υπδ +=∆  Ταυτότητα Ευκλείδειας ∆ιαίρεσης 

όπου το  )(xυ ή είναι ίσο µε το µηδέν ή έχει βαθµό µικρότερο από το βαθµό του )(xδ .  

)(x∆     )(xδ              )()()()( xxxx υπδ +=∆  ή )()()( xxx πδ=∆ , αν 0)( =xυ  

            )(xπ        

)(xυ  

Ακόµα,  Βαθµός (∆ιαιρετέου) = βαθµός (διαιρέτη) +  βαθµός (πηλίκου) 
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Παράδειγµα: Να γίνει η διαίρεση του πολυωνύµου ( 344 23 +−− xxx ) διά τού ( )12 −x  

δηλ. ( 344 23 +−− xxx ): ( )12 −x . 

   344 23 +−− xxx         12 −x  

34x− 22x+                 12 2 −− xx  

          32 2 +−− xx  

             xx −22  

                   32 +− x  

                     12 −x  

                            2                 Ώστε:   344 23 +−− xxx  = ( 12 −x ) ( 12 2 −− xx ) + 2 

 

Παράδειγµα: Να γίνει η διαίρεση του πολυωνύµου : )2()67( 3 −+− xύάxx τοδι  

   670 23 +−+ xxx         2−x             (Συµπληρώνω τους όρους που λείπουν  

23 2xx +−                  322 −+ xx           βάζοντας συντελεστή 0) 

         672 2 +− xx  

       xx 42 2 +−  

               63 +− x  

                 63 −x  

                        0  

 

Παρατήρηση: Επειδή το υπόλοιπο της διαίρεσης 0)( =xυ , η διαίρεση είναι τέλεια. Άρα, το 2−x  είναι 

παράγοντας του 673 +− xx . Είναι δηλαδή,  

673 +− xx )1)(3)(2()32)(2( 2 −+−=−+−= xxxxxx  

 

Άρα, η τέλεια διαίρεση είναι µια παραγοντοποίηση!!!! 

 

Στη περίπτωση της τέλειας διαίρεσης τα )(xδ  και  )(xπ  λέγονται παράγοντες ή διαιρέτες του )(x∆ , ενώ το 

)(x∆ λέγεται πολλαπλάσιο του )(xδ .  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα 

Βαθµός ∆ιαιρετέου Βαθµός διαιρέτη Βαθµός πηλίκου 

6 4  

 5 3 

2 2  

 

2. Να κάνετε τις διαιρέσεις και να γράψετε την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης 

i) )12(:)344( 23 −+−− xxxx  

ii)  )2(:)67( 3 −+− xxx  

iii)  )2(:)523( 2 −+− xxx  

iv) )12(:)376( 2 −−− xxx  

v) )32(:)12( 23 −+− xxx  

3. Να βρείτε το πολυώνυµο το οποίο διαιρούµενο µε το 12 2 +− xx  δίνει πηλίκο 12 −x και υπόλοιπο 

23 −x  

4. Να βρείτε το πολυώνυµο το οποίο διαιρούµενο µε το 32 +x  δίνει πηλίκο 13 −x και υπόλοιπο 3−x  

5. Να κάνετε τη διαίρεση )2(:)2( 3 −+ xx λ και να βρείτε την τιµή του λ για την οποία η διαίρεση είναι 

τέλεια.  

6. Να κάνετε τη διαίρεση )1(:)2( 3 +− xx λ και να βρείτε την τιµή του λ για την οποία η διαίρεση είναι 

τέλεια.  

7.  

i) Να κάνετε τη διαίρεση )1(:)56( 3 −+− xxx  

ii)  Να παραγοντοποιήσετε το πολυώνυµο 563 +− xx  

8.  

i) Να δείξετε ότι το 2+x είναι παράγοντας του 463 −− xx  

ii)  Να παραγοντοποιήσετε το πολυώνυµο 463 −− xx  
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Ε. Κ. Π &  Μ. Κ. ∆. ΑΚΕΡΑΙΩΝ ΑΛΓΕΒΡΙΚΩΝ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ 

 

� Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (Ε. Κ. Π.) δυο ή περισσότερων αλγεβρικών παραστάσεων που έχουν 

αναλυθεί σε γινόµενο πρώτων παραγόντων : ονοµάζεται το γινόµενο των κοινών και µη κοινών 

παραγόντων τους µε εκθέτη καθενός το µεγαλύτερο από τους εκθέτες του.  

� Μέγιστος  κοινός διαιρέτης (Μ. Κ. ∆) δυο ή περισσότερων αλγεβρικών παραστάσεων που έχουν 

αναλυθεί σε γινόµενο πρώτων παραγόντων: ονοµάζεται το γινόµενο των κοινών  παραγόντων τους µε 

εκθέτη καθενός το µικρότερο από τους εκθέτες του.  

 

Παρατήρηση:  Η εύρεση του Ε. Κ. Π. και του Μ. Κ. ∆ δυο ή περισσοτέρων αλγεβρικών παραστάσεων 

είναι ανάλογη µε την εύρεση  του Ε. Κ. Π. και του Μ. Κ. ∆ δυο ή περισσοτέρων θετικών ακέραιων 

αριθµών.  

Έτσι,  

Ε. Κ. Π. (300, 80, 240) = Ε. Κ. Π. ( 22 532 ⋅⋅ ,  524 ⋅ ,  5324 ⋅⋅ ) = 1200532 24 =⋅⋅  

Μ. Κ. ∆. (300, 80, 240) = Μ. Κ. ∆. ( 22 532 ⋅⋅ ,  524 ⋅ ,  5324 ⋅⋅ ) = 20522 =⋅  

 

Βήµατα : Για να βρούµε το Ε. Κ. Π. και το Μ. Κ. ∆. πολυωνύµων  

� Αναλύουµε τα πολυώνυµα σε γινόµενο πρώτων παραγόντων 

� Υπολογίζουµε το Ε. Κ. Π.  και Μ. Κ. ∆. των αριθµητικών παραγόντων τους.  

� Εφαρµόζουµε τους ορισµούς για το Ε. Κ. Π. και το Μ. Κ. ∆. των πολυωνύµων 

 

Παραδείγµατα 

� Ε. Κ. Π. ( xayxxy 32232 6,4,3 αα  ) = 32312 yxa⋅                     [Ε. Κ. Π. (3, 22 , 32⋅ ) = 223⋅ =12] 

� Μ. Κ. ∆. ( xayxxy 32232 6,4,3 αα  ) = xya2                            [Μ. Κ. ∆. (3, 22 , 32⋅ ) = 1] 

� Ε. Κ. Π. [ ),1)(1(2 +− xx  ,)1(3 3−x  2)1(5 −x ] = )1()1(30 3 +− xx      [Ε. Κ. Π. (2, 3, 5) = 30] 

� Μ. Κ. ∆. [ ),1)(1(2 +− xx  ,)1(3 3−x  2)1(5 −x ] = )1( −x                     [Μ. Κ. ∆. (2, 3, 5) = 1] 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. Να συµπληρώσετε το παρακάτω πίνακα γράφοντας σε κάθε κενό το Ε. Κ. Π. των παραστάσεων Α και Β. 

 

                                   B  
A       

322 yx  xyz  z3  

yx36     

228 yzx      

zx4     

 

2. Να συµπληρώσετε το παρακάτω πίνακα γράφοντας σε κάθε κενό το Μ. Κ. ∆. των παραστάσεων Α και Β. 

 

                         B   
A     

322 yx  xyz  z3  

yx36     

228 yzx     

zx4     

 

3. Να βρεθεί το Ε. Κ. Π. και ο Μ. Κ. ∆. των παρακάτω παραστάσεων 

i) 38x , 212x  

ii)  42x , 36x  

iii)  224 yx , 35xy  

iv) 323 xyα , 224 yxα , x36α  

v) yx 55 + , 22 2 yxyx ++ , 22 yx −  

vi) 12 −x , 13 −x , 22 −+ xx  

vii)  αα 55 4 − ,  363 2 +− αα , 652 +− αα  

viii)  232 ++ xx , 13 +x  

ix) xx 93 − , yxyyx 962 +− , 273 −x  
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ΡΗΤΕΣ ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ 

 

Ρητή αλγεβρική παράσταση ή απλώς ρητή λέγεται µια αλγεβρική παράσταση που έχει στο παρανοµαστή 

µεταβλητές.  

 

Παράδειγµα 

� 
5

23

5

31
2

+
+

−+
+

x

xxx
           είναι ρητή  

� 
39

3

5

2 22 βα
+

+−
+

+ xyxx
  δεν είναι ρητή (είναι ακεραία) 

 

Προσοχή!!!  Οι µεταβλητές µιας ρητής παράστασης δεν µπορούν να πάρουν τιµές που µηδενίζουν τον 

παρανοµαστή της, αφού δεν ορίζεται κλάσµα µε παρανοµαστή 0.  

Π. χ. 
2

3

+x
 δεν ορίζεται για 2−=x  

Πράξεις 

1. Πολλαπλασιασµός – ∆ιαίρεση (όπως στα κλάσµατα)  

i) 
βδ
αγ

δ
γ

β
α

=⋅  

ii)  
γ
αβ

γ
β

α =  

iii)  =
δ
γ

β
α

:
βγ
αδ

γ
δ

β
α

=⋅  

        Παραδείγµατα   

i) 
23)1)(2(

)1(

1

1

2 2

2

++
−

=
++

−
=

+
−

⋅
+ xx

xx

xx

xx

x

x

x

x
 

ii)  
3

)1(3

3

1
3

22 +
+

=
+
+

x

xx

x

x
x  

iii)  
9

4

)3)(3(

)2)(2(

3

2

3

2

2

3
:

3

2
2

2

−
−

=
−+
−+

=
−
−

⋅
+
+

=
−
−

+
+

x

x

xx

xx

x

x

x

x

x

x

x

x
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2. Απλοποίηση 

Για να απλοποιήσουµε ένα κλάσµα πρέπει και ο αριθµητής και ο παρανοµαστής να είναι 

παραγοντοποιηµένοι. 

 

Παράδειγµα:  

 

3
3

)3)(3(

3

92

−=
+
+−

=
+
−

x
x

xx

x

x
,   

1

1

)1(

1

12

1
22 −
=

−
−

=
+−

−
xx

x

xx

x
 

 

Προσοχή!!! 

α β⋅ γ

α

⋅

⋅ β
γ=   Σωστό ,  

α β+ γ

α

+

β+
γ=  Λάθος  , 

α x

α
x

yy ββ
=

++
  Λάθος 

 

3. Μετατροπή Σύνθετου κλάσµατος σε απλό 

  

     
βγ
αδ

δ
γ
β
α

=    Π. χ. 

x

x
x

x

1
2

13

2 +
−
+

                 
)1)(2(

)13(
2 +−

+
=

xx

xx
 

 

4. Πρόσθεση – Αφαίρεση ρητών παραστάσεων 

Για να µπορούµε να κάνουµε πρόσθεση ρητών παραστάσεων πρέπει να κάνουµε οµώνυµα τα 

κλάσµατα, δηλαδή να βρούµε το Ε. Κ. Π. των παρανοµαστών. 

 

► Όπως µάθαµε, (Ε. Κ. Π.) δυο ή περισσότερων αλγεβρικών παραστάσεων, που έχουν 

αναλυθεί σε γινόµενο πρώτων παραγόντων, είναι  το γινόµενο των κοινών και µη κοινών 

παραγόντων τους µε εκθέτη καθενός το µεγαλύτερο από τους εκθέτες του.  
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Παράδειγµα 

Να εκτελέσετε την πράξη :
yxyx

x

yx +
+

−
+

+
−

5123
22

 

Λύση  

Βρίσκουµε το Ε. Κ. Π. των παρανοµαστών yx − , 22 yx − , yx + ,αφού πρώτα τους 

παραγοντοποιήσουµε.  

Είναι :   yx − = yx −  

 ))((22 yxyxyx +−=−             Άρα, Ε. Κ. Π. = ))(( yxyx +−      

             yx + = yx +  

 

Οπότε,  

 

yxyx

x

yx +
+

−
+

+
−

5123
22

= 

= =
−+

−
+

+−
+

+
+−

+
))((

)(5

))((

12

))((

)(3

yxyx

yx

yxyx

x

yxyx

yx
 

= =
+−

−++++
))((

)(512)(3

yxyx

yxxyx
 

= =
+−

−++++
))((

551233

yxyx

yxxyx
 

= 
))((

1210

yxyx

yx

+−
+−
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις µε Σωστό ή Λάθος 

i) γβ
α
γαβ

+=
+

  

ii)  y
x

yx
=

+
2

2
 

iii)  
y

x

y

x
=

+
+

3

3
 

iv) 1
12

−=
−

x
x

x
 

v) 
2( )

( )
x y

y x
y x

−
= − −

−
 

vi) 3
2

)2(3
−=

−
−

x

x
 

2. Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση 

1. Το αποτέλεσµα της απλοποίησης της  
)(

22

yxx

yx

+
−

 είναι 

Α. 
x

y−1
 Β. 

yx

yx

+
− 2

 Γ. 
x

yx −
 ∆. 

yx

yx

+
−

 Ε. y−  

2. Η παράσταση 
23

2

2

1

xxx

x

++
−

 ισούται µε  

Α. 1+x  Β. 
)1(

1

+
−

xx

x
 Γ. 

x

x 1+
 ∆.

23 2

1

xxx ++
−

 Ε. 
1+x

x
 

3. Αν 0≠xy και xyyx =−  τότε το  
yx

11
− ισούται µε  

Α. 
xy

1
 Β. 

yx −
1

 Γ. 0 ∆. -1 Ε. xy −  

4. Αν 0≠y και 
y

x
1

= τότε η παράσταση )
1

)(
1

(
y

y
x

xA −−=  ισούται µε  

Α. 22x  Β. 22y  Γ. 22 yx +    ∆. 2 2 2x y− − +   Ε.  χ−y  

5. Αν 0≠αβγ , βα ≠  και 
γβα
111

=+  τότε το γ ισούται µε :  

Α. αβ −  Β. βα −  Γ. 
αβ
αβ −

 ∆. 
αβ

αβ
−

 Ε. 
αβ
α β+

 

6. Αν 0, ≠yx και οι yx, είναι αντίστροφοι µεταξύ τους αριθµοί, τότε η 

παράσταση ))1(
1

(:)22( −−= x
y

yxA γράφεται ως έκφραση µόνο του x  ως:  

Α.
x

x 22 2 −
 Β.

x

x 1
2
+

 Γ.
2

)1(2

x

x +
 ∆. )1(2 +x  Ε.

1

2

+x

x
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3. Για ποιες τιµές των µεταβλητών τους ορίζονται οι παρακάτω παραστάσεις 

 

i) 
53

3

−
−

x

x
 

ii)  
2)1( −y

y
 

iii)  
)2(

1

+
+

ww

w
 

iv) 
yx 2

3

−
 

v) 
2

1

−
+

x

x
 

vi) 
)1(

5

+xx
 

vii)  
2)1(2

1

−
−

yx

x
 

viii)  
yx

x

3−
 

 

4. Να απλοποιηθούν οι παραστάσεις 

 

1. 
xx

x

2

42
2 −
−

 

2. 
xx

xx

+

−
2

3

 

3. 
1

13

−
−

x

x
 

4. 
49

23
2

2

−
−

x

xx
 

5. 
xxx

xx

168

16
23

3

+−
−

 

6. 
34

3
2

23

+−
−

xx

xx
 

7. 
8

16
3

4

−
−

x

x
 

8. 
3

22 4)1(

xx

xx

−
−+

 

9. 
αγαβα

γβαβα
+−
−+−

2

222 2
 

10. 
56

25)5(
2

2

+−
+−−

xx

xxx
 

11. 

2

2

xxy

xy
yx

yxy

−

−
−
−

 

12. 
22

23

)12(

1

++

−+−

xx

xxx
 

13. 
22

22

4

44

yx

yxyx

−

+−
 

14. 
223

22

2 xyyxx

yx

++
−

 

15. 
2

22

2

2

x

y

x

y

y

yx

ωω
ω

ω
⋅⋅  

16. 
)(3

222

βα
αββα

+
++

 

17. 
3

2

65

9
2

2

+
+

⋅
++

−
x

x

xx

x
 

18. 
22

22

18122

9

yxyx

yx

+−
−

 

19. 
65

96
2

2

+−
+−

xx

xx
 

20. 
yx

yxyx

yx

yx

88

2 22

−
++

⋅
+
−

 

21. 
2)3(

2)2( 2

++
−−+

xx

xx
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5. Να απλοποιηθούν οι παραστάσεις 

 

1. 
22

22

21

1222

βαβα
βααββα

++−
+++++

 

2. 
βααβ
βαβααβ

33

2233

66

633

−

−+
 

3. 
αγβγα
αβγβα

2

2
222

222

−−+

+−+
 

4. 
22 yx

yxyx

−
+++ ββαα

 

5. 
1

4

2

23

44 2

22

2

2

−

−
⋅

−
++

⋅
++

−

x

x

x

xx

xx

xx
 

6. 
1

1
23

23

−+++
−+++
βββ xxx

aaxaxx
 

 

6. Να εκτελέσετε τις πράξεις  

 

1. 
215

2
3

x

y
x ⋅  

2. 
x

y

y

x

10

6

3

5
3

2

⋅  

3. 
xx

x
x

−
+

⋅−
2

2

2

1
)14(  

4. )
9

4
(

2

3
2 x

y

y

x
−⋅−  

5. 
yx

yxyx

yx

yx

88

2
.

22

−
++

+
−

 

6. 
49

2510

153

7
2

22

−
+−

⋅
−
−

x

xx

x

xx
 

7. 
1

)
3

1
:

3
(

2

+
⋅

+
−

+ x

x

x

x

x

x
 

8. 
x

x

x

x

x

x

−+
−

−
−
+

1

2
:)

1

1

1

1
(

2

 

9. 
2

2

1

1

x

x

+

−
 : 

33

55
2 +

−

x

x
 

10. 
3

2

5

4
)

6

5
:

4

3
(

y

x

a

y

ay

x −−
 

11. 
x

x

x

223 +
⋅  : 

2

2 12

x

xx ++
 

12. 
1

4

2

23

44 2

22

2

2

−
−

⋅
−
++

⋅
++

−
x

x

x

xx

xx

xx

 

7. Να εκτελέσετε τις πράξεις  

1. 
2)1(

2

1

1

−
−

− xx
 

2. 
93

1

62

1
22 −

−
−
−

+
+ x

x

xx

x

x
 

3. 
22

)
11

(
βα

αβ
βα −
⋅−  

4. ).(
x

a

a

x

xa

ax
−

+
 

5. 
12

65

3

3
2 −+

+
−

− xx

x

x
 

6. 
yx

yx

yx

yx

yx

x

−
+

−
+
−

+
− 22

24

 

7. 
82

10

8442

5
2 −

+
−

+
−

− x

x

x

x

x
 8. 

ba

ba

ba

ba

ba

a

−
+

−
+
−

−
− 22

24
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9. 
abaababa 22

111
2222 −

−
+

+
−

 

10. 
4

2

2

1

2

1
1

2 −
−

−
−

+
−

x

x

xx
 

11. 1
2

55
22

+
+

−
+ xxxx

 

12. 
βααβ
βαβααβ

33

2233

66

633

−

−+
 

13. )
1

3
1(:)1

1
(

2

2

x

x

x

x

−
−+

+
 

14. )
11

(
1

22

βα
α
β

β
α

α
β

β
α

+⋅
+

−−

  

 

8. Να αποδείξετε ότι : β

αβ
βαα

αβ
βα

α
=

+
−

+

+
−

−

1

)(
1

1
 

 

9. i) Να αποδείξετε ότι: 2
3

)1(
1

1
+=+

−
−

αα
α
α

 

   ii) Να υπολογίσετε την παράσταση: 999
998

19993

+
−

 

 

10. Αν α, β, γ οι πλευρές ενός τριγώνου ΑΒΓ ( 0,0,0 >>> γβα ) και ισχύει 0=
−

+
−

+
−

β
αγ

α
γβ

γ
βα

 να   

      δείξετε ότι το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

 

11. Να αποδειχθούν οι ταυτότητες: 

i) 0
))(())(())((
=

−−
+

−−
+

−− ywxw

w

xywy

y

wxyx

x
  

ii)  1
))(())(())((

222

=
−−

+
−−

+
−− βγαγ

γ
αβγβ

β
γβ aa

a
 

iii)  
αβγβγαγγγβαββγαβαα

1

))((

1

))((

1

))((

1
=

−−
+

−−
+

−−
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ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 1ου  ΒΑΘΜΟΥ 

 

1. Εξίσωση 1ου βαθµού µε άγνωστο το x  ονοµάζουµε κάθε εξίσωση που είναι ή µπορεί να καταλήξει 

στη 

µορφή  βα =⋅ x , όπου α, β γνωστοί πραγµατικοί αριθµοί. Η µεγαλύτερη δύναµη στην οποία 

εµφανίζεται το x  είναι η πρώτη. 

2. Λύση ή ρίζα της εξίσωσης λέγεται ο αριθµός που επαληθεύει την εξίσωση  

 

 Προσοχή: ∆ιαιρούµε µε τον συντελεστή τού αγνώστου, όταν αυτός είναι διαφορετικός από το µηδέν. 

o Αδύνατη λέγεται η εξίσωση που δεν έχει καµία λύση. Η τελική µορφή της είναι   β=x0  , µε 

0≠β  

o Ταυτότητα ή αόριστη λέγεται η εξίσωση που επαληθεύεται για όλες τις τιµές του x . Η τελική 

της µορφή είναι x0  = 0. 

Άρα,  

βα =⋅ x  

Αν 0≠α τότε η εξίσωση έχει µοναδική λύση  την 
α
β

=x    

Αν 0=α  τότε β=x0 , οπότε αν
0,  αδυνατη

0,  αοριστη η ταυτοτητα

β
β
≠


=

  

 

 

Για να λύσουµε µια εξίσωση ακολουθούµε τα εξής βήµατα: 

 

� Απαλείφουµε τις παρενθέσεις και τους παρανοµαστές, αν υπάρχουν 

� Χωρίζουµε τους γνωστούς από τους αγνώστους όρους 

� Κάνουµε και στα δυο µέλη αναγωγή οµοίων όρων εφαρµόζοντας την επιµεριστική ιδιότητα 

� ∆ιαιρούµε και τα δύο µέλη της εξίσωσης µε το συντελεστή του αγνώστου 

� Επαληθεύουµε ή αποφαινόµεθα για το αν είναι «αδύνατη» ή «αόριστη» 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

1. Να λυθεί η εξίσωση 
3

1

6

2

2

1
+=

−
−

+
x

xx
 

ΛΥΣΗ 

3

1

6

2

2

1
+=

−
−

+
x

xx
 

Κάνουµε απαλοιφή παρανοµαστών πολλαπλασιάζοντας και τα δυο µέλη της εξίσωσης µε  το Ε. Κ. Π. τους, 

ώστε να προκύψει εξίσωση χωρίς παρανοµαστές. 

  
3

1
66

6

2
6

2

1
6 ⋅+⋅=

−
⋅−

+
⋅ x

xx
 

26)2()1(3 +=−−+ xxx      Κάνουµε απαλοιφή παρενθέσεων: 

26233 +=+−+ xxx           Χωρίζουµε γνωστούς από αγνώστους: 

22363 +−−=−− xxx         Κάνουµε αναγωγή οµοίων όρων: 

34 −=− x                              ∆ιαιρούµε µε το συντελεστή του x (το -4) & τα δυο µέλη 

4

3

4

4

−
−

=
−
− x

  

4

3
=x    (Να κάµετε την επαλήθευση). 

2. Να λυθεί η εξίσωση 
3

1

4

12 −
=

+ xx
  

 Όταν η εξίσωσή µας είναι ισότητα δυο κλασµάτων, όπως η παραπάνω, τότε µπορούµε να κάνουµε την 

απαλοιφή παρανοµαστών πολλαπλασιάζοντας χιαστί τους όρους του κλάσµατος 

 

ΛΥΣΗ 

3

1

4

12 −
=

+ xx
                 απαλοιφή παρανοµαστών (χιαστί): 

)1(4)12(3 −=+ xx          απαλοιφή παρενθέσεων: 

4436 −=+ xx                χωρισµός γνωστών από αγνώστους: 

 4346 −−=− xx            αναγωγή οµοίων όρων: 

72 −=x                          διαιρώ µε συντελεστή τού x : 

2

7

2

2 −
=

x
     και 

2

7
−=x . (Να επαληθεύσετε) 



Ι. Σωτηρόπουλος  - Φ. Πετσιάς - ∆. Κάτσιος                                                        Μαθηµατικά Γ΄ Γυµνασίου 
 

 
Μαθηµατικά Γ΄ Γυµνασίου                                           Ιδ. Γυµνάσιο Αµαρουσίου «ΕΛΛΗΝΙΚΗ ΠΑΙ∆ΕΙΑ» Σελ. 51 

 

3. Να λυθεί η εξίσωση : )47(2)15(3 +=−+ xxx   

ΛΥΣΗ 

50

831415

814315

)47(2)15(3

=

+−=−−

+=−+

+=−+

x

xxx

xxx

xxx

 

Α∆ΥΝΑΤΗ 

 

4. Να λυθεί η εξίσωση : 24)12(2 +=+ xx  

ΛΥΣΗ 

00

2244

2424

24)12(2

=

+−=−

+=+

+=+

x

xx

xx

xx

 

ΑΟΡΙΣΤΗ ή ΤΑΥΤΟΤΗΤΑ  
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ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2ου  ΒΑΘΜΟΥ 
 

Εξίσωση 2ου βαθµού είναι κάθε εξίσωση της µορφής 02 =++ γβα xx , 0α ≠  

Η µεγαλύτερη δύναµη στην οποία εµφανίζεται το x  είναι η δεύτερη. 

Μια εξίσωση 2ου βαθµού έχει το πολύ δυο λύσεις (ρίζες). 
 

Η γενική της µορφή χωρίζεται σε τρεις υποπεριπτώσεις:  

1. Αν η εξίσωση είναι της µορφής : 02 =+ xx βα , δηλαδή λείπει ο όρος γ (ελλιπής: µε γ = 0). Τότε:   

Παραγοντοποιούµε και έχουµε :  

    
0)(

02

=+

=+

βα
βα

xx

xx
 

   0=x ή 0=+ βαx  

  0=x ή 
α
β

−=x , 0α ≠  

     
0)63(

063 2

=+

=+

xx

xx
 

  0=x ή 063 =+x  

   0=x ή 2−=x  

 

2. Αν η εξίσωση είναι της µορφής : 02 =−γαx , δηλαδή λείπει ο όρος xβ  (ελλιπής: µε.β = 0). Τότε:     

02 =−γαx   ή  γα =2x  

α
γ

=2x  & 
α
γγ

== xή
a

x2  

Οπότε:  Εάν 0>
α
γ

, τότε 
α
γ

±=x  

             Εάν 0<
α
γ

, τότε είναι αδύνατη 

        

2

2

84

084

2

2

2

±=

=

=

=−

x

x

x

x

 

 3. Αν είναι της µορφής 02 =++ γβα xx , 0≠α  Τότε δουλεύουµε ως εξής:  

Βρίσκουµε τη διακρίνουσα : 2 4β αγ∆ = −  

● Αν ∆ > 0 έχουµε δυο λύσεις :       =2,1x
2 4

2

β β αγ
α

− ± −
 

● Αν ∆ = 0 έχουµε 1 διπλή ρίζα :      =0x   
2

β
α
−

 

● Αν ∆ < 0 δεν έχουµε λύσεις :         Αδύνατη 
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Προσοχή!!!  Τονίζουµε ότι µε τη διακρίνουσα λύνουµε και τις άλλες, (τις ελλιπείς) περιπτώσεις εξισώσεων 2ου 

βαθµού, οπότε γενικά έχουµε  

 

∆ιακρίνουσα 

2 4aβ γ∆ = −  
Λύσεις της εξίσωσης γβα ++ xx2 , 0α ≠  

∆ > 0 2  ρίζες:  
α

αγββ
2

42

2,1

−±−
=x  

∆ = 0 1 ∆ιπλή ρίζα (ή 2 ίσες ρίζες):  
a

xx
221

β−
==  

∆ < 0 Αδύνατη 

 

Παραδείγµατα 

1. Να λύσετε την εξίσωση : 0342 =+− xx   

    Είναι α = 1 β = - 4 και γ =3 

   Άρα η ∆ιακρίνουσα είναι ∆ = 041216314)4(4 22 >=−=⋅⋅−−=− αγβ . Άρα, 

   η εξίσωση έχει 2 λύσεις τις: =2,1x
α

αγββ
2

42 −±−










=
−

=

=
+

=
=

±
=

⋅
±

=
1

2

24

3
2

24

2

24

12

44

2

1

x

x
 

2. Να λύσετε την εξίσωση : 0242 2 =+− xx   

    Είναι α = 2 και β = - 4 και γ =2 

   Άρα η διακρίνουσα είναι 01616224)4(4 22 =−=⋅⋅−−=− αγβ  

   άρα η εξίσωση έχει µια διπλή ρίζα την 1
4

4

22

4

2
==

⋅
=−=

α
β

x  

 

3. Να λύσετε την εξίσωση : 012 =−−− xx  

    Είναι α = -1 και β = -1 και γ = -1 

    Άρα η διακρίνουσα είναι 0341)1()1(4)1(4 22 <−=−=−⋅−⋅−−=−=∆ αγβ   

    Άρα η εξίσωση είναι αδύνατη. 
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Παραγοντοποίηση τριωνύµου  

Γνωρίζουµε ότι η παραγοντοποίηση του τριωνύµου της µορφής 02 =++ λκxx  γίνεται µε τον εξής τρόπο:  

Βρίσκουµε ένα ζεύγος αριθµών 21, xx τέτοιο ώστε : 




=⋅

=+

λ

κ

21

21

xx

xx
      Τότε, ))(( 21

2 xxxxxx ++=++ λκ  

► Όµως, η µορφή λκ ++ xx2  είναι ειδική περίπτωση της γβα ++ xx2  και η   

     παραγοντοποίηση γίνεται µε τον εξής τρόπο:  

Βρίσκουµε τις ρίζες της γβα ++ xx2  και 

● Αν ∆ > 0 :  τότε  γβα ++ xx2 ))(( 21 xxxx −−=α  

● Αν ∆ = 0 :  τότε  γβα ++ xx2 2
0)( xx −=α     

● Αν ∆ < 0 :  τότε  ∆ΕΝ ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΕΙΤΑΙ      

Παραδείγµατα:   

1. Να παραγοντοποιηθεί το 862 2 −+ xx  

Λύση  

� Βρίσκουµε τις ρίζες της 0862 2 =−+ xx  

� Είναι 01006436)8(2464 22 >=+=−⋅⋅−=−=∆ αγβ . Άρα, έχει δυο ρίζες τις:   

α
β
22,1

∆±−
=x










−=
−−

=
+−

=
±−

=
⋅
±−

=
4

4

106

1
4

106

4

106

22

1006
   άρα,   

� παραγοντοποιείται ως εξής : 862 2 −+ xx )4)(1(2 +−= xx  

 

2. Να παραγοντοποιηθεί το 4129 2 +− xx  

� Βρίσκουµε τις ρίζες της 04129 2 =+− xx  

� Είναι 0144144494)12(4 22 =−=⋅⋅−−=−=∆ αγβ . Άρα, έχει µια διπλή ρίζα την 

3

2

18

12

92

12

2
==

⋅
−

−=−=
α
β

x , οπότε: 4129 2 +− xx 2)
3

2
(9 −= x  

 

3. Να παραγοντοποιηθεί το 12 +− xx  

Βρίσκουµε τις ρίζες της 12 +− xx  

Είναι 0341)1(14)1(4 22 <−=−=⋅⋅−−=−=∆ αγβ , Άρα, δεν παραγοντοποιείται. 
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Εξισώσεις ανωτέρου βαθµού του 2ου  

 
 

Μέθοδος 

� Φέρνουµε όλους τους όρους της εξίσωσης στο α΄ µέλος, ώστε η εξίσωση να πάρει τη µορφή 0)( =xP  

� Παραγοντοποιούµε το )(xP , ώστε η εξίσωση να πάρει τη µορφή 0)()()( =Γ⋅Β⋅Α xxx , όπου  

),...(),(),( xxx ΓΒΑ  πρωτοβάθµιοι και δευτεροβάθµιοι παράγοντες 

� Λύση : 0)( =Α x  ή 0)( =Β x  ή 0)( =Γ x ή ..... 

 

Σηµείωση:  

� Μια εξίσωση ν βαθµού έχει το πολύ ν λύσεις 

� Ισχύει 0022 =⇔=+ αβα  και 0=β  

 

Παραδείγµατα 

1. Να λυθεί η εξίσωση : 07124 23 =−+ xxx  

     Λύση  

07124 23 =−+ xxx  

0)7124( 2 =−+ xxx  

0=x  ή 
2

1
=x ή 

2

7
−=x  

 

2. Να λυθεί η εξίσωση : 0)52()3( 22 =−++ xx  

    Λύση 

0)52()3( 22 =−++ xx  

03=+x  και 052 =−x  

3−=x  και 
2

5
=x  Α∆ΥΝΑΤΗ 
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Προβλήµατα εξισώσεων 2ου βαθµού 

 

Προβλήµατα, που η λύση τους ανάγεται σε επίλυση µιας δευτεροβάθµιας εξίσωσης ή µιας κλασµατικής 

εξίσωσης ή µιας πρωτοβάθµιας. 

 

Προσοχή!!!!  Σε κάθε τέτοια περίπτωση πρέπει να εξετάζεται αν κάποια από τις ρίζες της εξίσωσης δεν είναι 

λύση του προβλήµατος. 

 

Παράδειγµα 

Σε ένα τετράγωνο ο αριθµός που εκφράζει το τριπλάσιο εµβαδόν του είναι κατά 15 µεγαλύτερος από τον 

αριθµό που εκφράζει την περίµετρο του. Πόση είναι η πλευρά του τετραγώνου;  

Λύση 

 

Έστω x η πλευρά του τετραγώνου. Τότε έχουµε 

01543

1543
2

2

=−−

+=

xx

xx
 

.019618016)15(34)4( 2 >=+=−⋅⋅−−=∆  Άρα, έχει δυο ρίζες, τις:  

α
β
22,1

∆±−
=x =










−=−=
−

==
+

=
±

=
⋅

±

3

5

6

10

6

144

3
6

18

6

144

6

144

32

1964
 

Επειδή, όµως, η πλευρά του τετραγώνου δεν µπορεί να είναι αρνητικός αριθµός η λύση 
3

5
2 −=x  απορρίπτεται. 

∆εκτή είναι η λύση 31 =x . 
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ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
 

Μια εξίσωση λέγεται κλασµατική αν παρουσιάζεται άγνωστος σε έναν τουλάχιστον παρανοµαστή.  

    ►Ο παρανοµαστής ενός κλάσµατος πρέπει πάντα να είναι διάφορος του µηδενός ( 0 ). 

        Γι’ αυτό από τις λύσεις µιας εξίσωσης εξαιρούµε πάντα  τις τιµές που  

        µηδενίζουν τους παρανοµαστές. 
 

ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ 

1) Υπολογίζουµε το Ε. Κ. Π. των παρανοµαστών 

2) Βρίσκουµε τις τιµές που µηδενίζουν τον παρανοµαστή και τις εξαιρούµε 

3) Απαλείφουµε τους παρανοµαστές πολλαπλασιάζοντας κάθε κλάσµα µε το   Ε. Κ. Π. και απλοποιώντας 

τους παρανοµαστές. 

4) Αφού βρω τις λύσεις ελέγχω αν είναι όλες δεκτές. 

Παράδειγµα : Να λυθεί η εξίσωση 
xxxx

x

32

6

32

432
2 −

=
−

+
−

 

Λύση 

1. Βρίσκω το Ε. Κ. Π. των παρανοµαστών xxxx 32,32, 2 −−  αφού τους παραγοντοποιήσω 

)32(32 2 −=− xxxx .  

Άρα, Ε. Κ. Π. )32,32,( 2 xxxx −− =Ε.Κ.Π. )32())32(,32,(( −=−− xxxxxx  

2. Περιορισµοί: 

Πρέπει 0)32( ≠−xx , δηλαδή 0≠x  και 032 ≠−x , δηλαδή τελικώς, 0≠x  και 
2

3
≠x  

3. Απαλοιφή παρανοµαστών:  

)32(

6
)32(

32

4
)32(

32
)32(

−
−=

−
−+

−
−

xx
xx

x
xx

x

x
xx  

64)32( 2 =+− xx  ή 064)32( 2 =−+− xx  

0)32(2)32( 2 =−+− xx  

0)232)(32( =+−− xx ή 0)12)(32( =−− xx  

0)32( =−x  ή 0)12( =−x  και οι ρίζες τής εξισώσεως είναι: 

η 
2

3
=x  (η οποία απορρίπτεται από περιορισµούς) και η 

2

1
=x . Άρα, δεκτή είναι µόνο η 

2

1
=x . 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. Να λύσετε τις εξισώσεις  

a) 17234 +=+ xx  

b) 5)74(3)23(2 =−−+ xx  

c) 7)5()3(2 +=−−+ xxx  

d) 4)56()34(2)5(3 +=−++−+ xxxx  

e) −x
4

)1(3

3

12 +
=

− xx
 

f) 
9

9
1

3

1

2

7 +
+=−

− xx
 

g) 62
2

)1(3

12

54
−=

−
−

−
x

xx
 

h) 
6

67

6

45

4

23

3

12 +
−

−
=

−
−

− xxxx
 

i) 
4

1
)

3

1
(

2

1
)

2

1
(

3

1 +
=++−

x
xx  

 

2. Να βρεθεί η τιµή του πραγµατικού αριθµού λ ώστε η εξίσωση (2λ - 1)x  = 5 να  είναι αδύνατη. 

 

3. Να βρεθούν οι τιµές των πραγµατικών αριθµών µ και λ ώστε η εξίσωση    

   22 =+ µλx  να είναι αόριστη. 

 

4.  Να χαρακτηρίσετε ως Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ) τους παρακάτω ισχυρισµούς 

i) Η εξίσωση 3χ = 3 είναι αδύνατη 

ii)  Η εξίσωση 3χ = 0 είναι αδύνατη 

iii)  Η εξίσωση λχ = 1 δεν είναι ποτέ αδύνατη 

iv) Οι εξισώσεις (λ – 4) χ = 0 και (λ – 3 ) χ = 0 δεν µπορούν ταυτόχρονα να είναι αόριστες 

v) Η εξίσωση 2χ = χ είναι αδύνατη 

vi) Η εξίσωση 2χ = 4 έχει λύση το χ = 2. 
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  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2ου  ΒΑΘΜΟΥ 

 

1. Να λύσετε τις εξισώσεις 

i) 042 =+x  

ii)  075 2 =− xx  

iii)  22 8 0χ χ− =  

iv) 043 =− xx  

v) 0322 2 =−x  

vi) 23 27 0χ − =  

vii)  2 2 0x + =  

viii)  34 0x x− =  

ix) 2 4 0x x− =  

x) 22 5 ( 3)x x x= −  

xi) ( 1)( 3) 0x x x− − =  

xii)  2(4 8 )( 8 ) 0x x x− + =  

xiii)  3 5( 2)( 1) 0x x x+ − =

 

Να λύσετε τις εξισώσεις 

i) 2 2 5 0x x− + =  

ii)  2 4 4 0x x− + =  

iii)  2 13 36 0x x− + =   

iv) 2 7 12 0x x− + =  

v) 2 4 3 0x x− + =  

vi) 3)2(2 2 ++= xxx  

vii)  2 6 9 0x x− + =  

viii)  08103 2 =++ xx  

ix) 22 6 4 0χ χ− + − =

 

 3. Να βρεθούν οι τιµές του πραγµατικού αριθµού λ για τις οποίες η εξίσωση   22 6 8 2 0x x λ+ + − =  είναι 

αδύνατη. 

 

 4. Να προσδιορίσετε το λ ώστε η εξίσωση 042 =+− λχx  να έχει  

a) ∆ιπλή ρίζα 

b) Να µην έχει πραγµατικές ρίζες 

 

5. Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν πραγµατικές ρίζες 

     a)   02 =−+ abxax , 0≠α  

     b)   05)(32 =++− abxbax  
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6. Για τις διάφορες τιµές του λ να λύσετε τις εξισώσεις:  

a) 043 2 =++ λxx  

b) 012 =++ λχχ  

 

7. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

i) 2 22 5 9x x x x− = − +  

ii)  2 2( 2) 2x x− + = −  

iii)  2( 1) 4( 1) 3 0x x− − − + =  

 

8. Να βρεθούν δυο αριθµοί µε διαφορά 13 και γινόµενο  264. 

 

9. Να βρείτε δυο διαδοχικούς ακεραίους µε άθροισµα τετραγώνων 61. 

 

10. Ένα οικόπεδο σχήµατος ορθογωνίου παραλληλογράµµου έχει περίµετρο 30 m και εµβαδόν  56 2m . Να 

βρεθούν οι διαστάσεις του.  

 

11.  Να βρεθούν δυο αριθµοί µε άθροισµα 28 και γινόµενο  192. 

 

12. Να αναλύσετε σε γινόµενα πρώτων παραγόντων τα πολυώνυµα   

i) 62 −+ xx  

ii)  12 2 −− xx  

iii)  16 2 −− xx  

iv) 22 )14()12(9 −−+ xx  

v) 169 2 −+− xx  

vi) 1272 +− xx  

vii)  45 2 −+ xx

 

13. Να λύσετε τις εξισώσεις  

i) 012 24 =+− xx  

ii)  065 24 =+− xx  

iii)  0133 23 =−+− xxx  
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Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 

 

1. Η εξίσωση 2 0ax b+ =  µε 0a ≠  έχει λύση όταν οι αριθµοί α, β είναι : 

α) Οµόσηµοι  β) θετικοί  γ) αρνητικοί  δ) ετερόσηµοι  ε)οποιοσδήποτε αριθµός 

 

2.  Αν η εξίσωση 2 2 4 0x xµ− + =  έχει διπλή ρίζα, τότε η τιµή του µ είναι : 

α) µόνο 2   β) µόνο -2   γ) ακαθόριστη   δ) 2 ή -2   ε) κανένα από τα προηγούµενα  

 

3. Αν η εξίσωση 2 2 0x xλ λ+ + =  έχει ρίζες, τότε για τον πραγµατικό αριθµό λ ισχύει   

    α) λ < 0       β) λ > 0      γ) λ≥1      δ) λ ≠  0     ε) λ = 0  

 

1. Ο αριθµός -1 είναι µια ρίζα της εξίσωσης 2 2( 3) 2 14 0x xµ µ µ− + + + − =  µε µ>0 

ο µ ισούται µε                                             Α. 5      Β. 3      Γ. 1      ∆. 4       Ε. 2 

η άλλη ρίζα της εξίσωσης είναι                  Α. 6      Β. 5      Γ. 2      ∆. -3      Ε. -6 

 

2. Το εµβαδόν ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου µε διαστάσεις διαδοχικούς ακεραίους είναι 156 cm.  

i) Η µικρότερη διάσταση ισούται µε:   α) 13    β) 12   γ) 11    δ) 8    ε) 24 

ii)  Η περίµετρός του ισούται µε:           α) 25    β) 40   γ) 50    δ) 56  ε) 78  

 

3. Ο θετικός ακέραιος του οποίου το τετράγωνο αν αυξηθεί κατά το πενταπλάσιο του αριθµού είναι ίσο µε το 

50 είναι ο  

     α) 5          β) 6              γ) 7               δ) 5 ή 10                  ε) 10 
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Ερωτήσεις ανάπτυξης 

 

1. Να λυθούν οι εξισώσεις 

i)  2 3(16 )( ) 0x x x− − =   

ii)  2( 3)(6 ) 0x x x− − =  

iii)  ( 2 21) 1 0x x− + − =  

iv) (3 1)(3 1) 8x x+ − =  

2. Το άθροισµα ενός αρνητικού ακεραίου αριθµού και του τετραγώνου του είναι ίσο µε το διπλάσιο τού 

επόµενου τού αριθµού. Ποιος είναι ο αριθµός;  

 

3. Αν αυξήσουµε τη µια πλευρά ενός τετραγώνου κατά 5 cm και ελαττώσουµε την άλλη κατά 5 cm προκύπτει 

ορθογώνιο µε εµβαδόν 56 2cm . Να βρείτε το µήκος της πλευράς και το εµβαδόν του τετραγώνου.  

 

Ερωτήσεις τύπου Σωστό ή Λάθος  

 

1) Η εξίσωση 2ax b=  µε άγνωστο το x, έχει πάντα λύση όταν τα a, b είναι αριθµοί ετερόσηµοι. 

2) Αν 0a ≠  και b > 0 η εξίσωση 2ax b=  µε άγνωστο το x έχει πάντα λύση. 

3) Αν το 0 είναι ρίζα της εξίσωσης 2 0ax xβ γ+ + = , 0a ≠ , τότε είναι γ = 0. 

4) Αν γ < 0 τότε η εξίσωση 2 0x x γ+ + =  έχει δυο ρίζες στο ℜ . 

5) Αν 0λ ≠ , τότε η εξίσωση 2 2 0, 0ax λ α− = ≠ , έχει δυο ρίζες που είναι αντίθετοι αριθµοί 

6) Αν 2 4x x x+ =  τότε είναι x = 2 µόνο. 

7) Η εξίσωση 2 0ax xβ γ+ + =  µε α, β, γ ℜ∈  είναι πάντοτε 2ου βαθµού. 

8) Η εξίσωση ( 1) 1 0x x − + =  έχει πραγµατικές ρίζες. 

9) Η εξίσωση 2 3 1 0x x− − − =  έχει πραγµατικές ρίζες. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. Να λυθούν οι εξισώσεις 

1) 
2

3 2 1

1x x x x
+ =

− −
  

2) 
2

2 2 4
0

2 2 2

x

x x x x

−
− − =

− −
 

3) 
2

1 1
0

2 2

x x

x x x x

−
+ − =

− −
 

4) 
2 2

1 1 1 3

2

x x

x x x x x x

− +
+ = −

+ −
 

5) 
2

2

3 7 2

1 1 1

x

x x x

−
− =

+ − −
 

6) 
2

1 1 2
1

2 2 4

x

x x x
+ + =

+ − −
 

7) 

1
2

3
1 1

x
x

x x
x x

+
+ =

− −
  

8) 
1 2

0
3 1χ χ
+ =

− −
 

9) 
5 1

8 8χ χ
=

+ −
 

10) 
2 2

2 1 4 4 2

3 9 3 3

x x

x x x x x

+
− = +

+ − + −
 

11) 
2

2

2 4 2

1 2 3 2

x x x

x x x x

− +
+ =

− − − +
 

12) 
2 2

1 2 6

4 3

x

x x x x x

−
+ =

− − +
 

13) 
2

1 2 2 1

2 2 2 2

x x

x x x x

+ −
= −

− − − +
 

14) 
2 3 2 2

3 2 5 4

3 4 2 4

ω
ω ω ω ω ω ω ω

+
= +

− − + + −
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ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ  

∆ΙΑΤΑΞΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

ΟΡΙΣΜΟΙ 

• Κάθε θετικός αριθµός είναι µεγαλύτερος από το µηδέν  

• Κάθε αρνητικός αριθµός είναι µικρότερος από το µηδέν 

• Κάθε θετικός αριθµός είναι µεγαλύτερος από κάθε αρνητικό αριθµό 

• Αν α β>        τότε   0α β− >      &     Αν  α β<        τότε   0α β− <   

• Αν 0α β− >  τότε   α β>            &     Αν  0α β− <   τότε    α β<   

• Αν 0α β− =  τότε α β=  

• Αν  0>α  και 0>β  τότε 0>+ βα  ή Αν  0<α  και 0<β  τότε 0<+ βα  

• Αν α, β οµόσηµοι τότε 0>αβ  και  0>
β
α

  &  

• Αν α, β ετερόσηµοι τότε  0<αβ  και  0<
β
α

 

• Για κάθε αριθµό α ισχύει 02 ≥α  

 
Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ 

Αν βα >  και γβ >  τότε γα >  Αν βα <  και γβ <  τότε γα <  

Αν βα >  τότε γβγα +>+  Αν βα <  τότε γβγα +<+  

Αν βα >  και  0>γ  τότε  

    βγαγ >  &  
α β
γ γ
>  

Αν βα <  και 0>γ  τότε    

    βγαγ <  & 
α β
γ γ
<  

Αν βα >  και 0<γ  τότε  

  βγαγ <  &  
α β
γ γ
<  

Αν βα <  και 0<γ  τότε  

βγαγ >  &  
α β
γ γ
>  

                                Αν βα <  και δγ <  τότε δβγα +<+  

Αν 2 2 0α β+ =  τότε 0α =  και 0β =  

Για θετικούς αριθµούς α, β, γ, δ ισχύουν 

Αν  βα >  και  δγ >  τότε  βδαγ >  

Αν  βα <   και  δγ <  τότε  βδαγ <  
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ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΑΡΙΘΜΩΝ 

 

Αν θέλουµε να συγκρίνουµε δυο αριθµούς ,α β  τότε βρίσκουµε τη διαφορά τους α β−  και εξετάζουµε αν 

είναι θετική, αρνητική ή µηδέν . 

� Αν  0α β− >     τότε  α β>   

� Αν  0α β− <    τότε   α β<  

� Αν  0α β− =   τότε   α β=  

 

Παράδειγµα 

Αν 2 α β< <  να συγκρίνετε τους αριθµούς 2 2α β+  και 2αβ α+  

Λύση 

Παίρνουµε τη διαφορά τους:  

2 2 ( 2 )α β αβ α+ − + 2 2 2α β αβ α= + − − = ( ) 2( )α α β α β− − − ( )( 2)α β α= − −  

Εξετάζουµε το πρόσηµο της διαφοράς : 

Είναι α β< , άρα 0α β− <  και 2 α< , άρα 2 0α− <  ή 2 0α − >   

Άρα, ( )( 2) 0α β α− − < , οπότε 2 2 ( 2 ) 0α β αβ α+ − + < , δηλαδή 2 2 2α β αβ α+ < +  

 

Παράδειγµα 

Για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς ,x y  να αποδείξετε ότι : 2( ) 4x y xy− ≥ −  

Λύση 

Για να αποδείξω µια ανισότητα µεταφέρω όλους τους όρους στο πρώτο µέλος, κάνω πράξεις και καταλήγω σε 

τετράγωνο ή άθροισµα τετραγώνων ή σε κάτι που ισχύει γενικά ή από υπόθεση. 
 

2( ) 4x y xy− ≥ − 2 22 4 0x xy y xy⇔ − + + ≥ 2 22 0x xy y⇔ + + ≥ 2( ) 0x y⇔ + ≥ . Ισχύει. 

Παράδειγµα 

Για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς ,x y  να αποδείξετε ότι : 2 2 2 1x y x+ ≥ −  

Λύση 
2 2 2 1x y x+ ≥ −  ή 2 2 2 1 0x y x+ − + ≥  ή  

( ) 01012 2222 ≥+−≥++− yxήyxx . Ισχύει. 
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ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 1ου ΒΑΘΜΟΥ ΜΕ ΕΝΑ ΑΓΝΩΣΤΟ 

 

ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ 

Για την ανίσωση xα β>  έχουµε:  

� Αν  ,0>α  τότε x
β
α

>  

� Αν ,0<α  τότε x
β
α

<  

� Αν ,0=α  τότε β>⋅ x0 , οπότε  

       ● Αν ,0≥β  είναι αδύνατη  

       ● Αν ,0<β  αληθεύει για κάθε τιµή του x  

 

Για να επιλύσουµε µια ανίσωση 

 

1. Βρίσκουµε το Ε. Κ. Π. των παρανοµαστών και πολλαπλασιάζουµε όλους τους όρους της ανίσωσης µε το Ε. 

Κ. Π. 

2. Απαλείφουµε τους παρανοµαστές 

3. Κάνουµε τις πράξεις 

4. Χωρίζουµε γνωστούς από αγνώστους όρους 

5. Κάνουµε αναγωγή οµοίων όρων και φέρνουµε την ανίσωση στη µορφή xα β>  ή  xα β<  

6. Αν 0<α  (δηλαδή συντελεστής τού x είναι αρνητικός), τότε αλλάζουµε φορά της ανίσωσης: 

      
α
β

τεοπβα
α
β

τεοπβα ><<> xόxήxόx ,,  ενώ 

7. Αν 0>α  (δηλαδή συντελεστής τού x είναι θετικός), τότε έχουµε: 

xα β> , οπότε  x
β
α

>    ή    xα β< , οπότε  
α
β

<x . 
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Παράδειγµα  

Να λύσετε την ανίσωση 
2 1 2

1
6 3 2

x x x− −
− < −  

Λύση 

2 1 2
1

6 3 2

x x x− −
− < −  ή  

6 1 6⋅ −
2 1

6

x −
⋅ 6<

2 2

3

x −
⋅ 6−

3

2

x
⋅  ή  

6 (2 1) 2( 2) 3x x x− − < − −  ή 

6 2 1 2 4 3x x x− + < − −  ή 

2 2 3 6 1 4x x x− − + < − − −  ή 

11x− < −  ή 

11x >   

 

Παράδειγµα 

 Να βρείτε τις κοινές λύσεις των ανισώσεων 
3 2 2 1

5 1 7 5

x x

x x

− > −


− < −
 

Λύση 

Λύνω κάθε ανίσωση χωριστά  

3 2 2 1x x− > −  ή 3 2 1 2x x− > − +  ή 1x >  

5 1 7 5x x− < −  ή 5 7 5 1x x− < − +  ή 2 4x− < −  ή 
4

2
x

−
>
−

 ή 2x >  

Τοποθετώ τους αριθµούς πάνω στον άξονα και βρίσκω που συναληθεύουν: 

 

   x΄           0                1                 2                3                                                 x      

x > 2 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Να αποδείξετε ότι :   

i) aa 442 ≥+  

ii)  22 32)( babba −≥++  

iii)  0123 2 ≥++ aa  

iv) 01062 >+− aa  

v) )(4822 baba +≥++  

 

2. Αν βα < να αποδείξετε ότι :  

i) 1212 −<− βα  

ii)  βα 3131 −>−  

iii)  
3

2 βα
α

+
<  

iv) β
βα
<

+
3

2
 

 

3. Να λύσετε τις ανισώσεις  

i) 151037 +<− xx  

ii)  )3(23)13(2)2(3 +−>+−− xxxx  

iii)  
15

32

5

34

3

2

5

13 xxxx −
−

−
>

+
−

−
 

iv) 
6

3

3

34

2

13

9

5 +
−

−
≤

+
−

− xxxx
 

v) 
6

2

3

)3(4

3

)3(2

4

)1(3 +
−

−
>

+
−

− xxxx
 

vi) 
10

3

2

)3(7

5

)4(2

4

53 +
−

+
≤

−
−

− xxxx
 

 

4.  Αν 43 ≤≤ x  και 75 ≤≤ y  να βρείτε µεταξύ ποιων αριθµών περιέχεται η τιµή   

     καθεµίας από τις παραστάσεις:  

     i) 4+x       ii) x2        iii)   x−         iv)  yx +     v) yx 43 −  
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5. Αν 21 <<− x  και 10 << y  να αποδείξετε ότι  

 

i) 31 <+<− yx  

ii)  733 <+<− yx  

iii)  22 <−<− yx  

 

6.  Αν 3>x  και 2>y  να αποδείξετε ότι  

 

i)  6>⋅ yx  

ii)  2)2( >− yx  

iii)  0)2)(3( >−− yx  

iv) 6)1)(1( >+− yx  

 

7. Να βρείτε τις κοινές λύσεις των ανισώσεων  

 

i) 




−<−

−>−

5715

1223

xx

xx
 

ii)  




+>+

−>−

1552

2415

xx

xx
 

iii)  










−
>

−
−

−
−<

−
−

3

)1(2

2

)2(
1

6

)2(5

2

)1(3
1

xx

x
x

x

 

 

8. Αν yx <<1  να συγκρίνετε τους αριθµούς yx +2  και xyx +  

 

9. Αν 21 << x   να συγκρίνετε τους αριθµούς 3x  και 22 2 −+ xx  

 

10. Αν 2−<α  και 1−>β  να συγκρίνετε τους αριθµούς 2+αβ  και βα 2−−  
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ΓΡΑΜΜΙΚΗ  ΕΞΙΣΩΣΗ 

 

1. Ονοµάζουµε γραµµική εξίσωση ή εξίσωση πρώτου βαθµού µε δυο αγνώστους x και y  κάθε εξίσωση 

της µορφής γβα =+ yx , όπου α, β, γ γνωστοί πραγµατικοί αριθµοί. 

Οι x , y  είναι υψωµένοι στη πρώτη δύναµη. 

  

2. Λύση µιας τέτοιας εξίσωσης είναι κάθε ζεύγος  ( x , y ) που την 

επαληθεύει.  

 

3. Κάθε εξίσωση της µορφής γβα =+ yx  έχει άπειρες λύσεις που είναι διατεταγµένα ζεύγη µε πρώτο 

στοιχείο µια τιµή του x  και δεύτερο στοιχείο µια τιµή του y , που επαληθεύουν την εξίσωση.  Τα ζεύγη 

αυτά σε ένα ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων ανήκουν σε µια ευθεία. 

Ειδικές Περιπτώσεις 

 

� Η εξίσωση y κ=   )0,( ==+ αγβα yx  

      Η εξίσωση y κ=  µε 0κ ≠  παριστάνει µια ευθεία που είναι παράλληλη στον  

άξονα 'x x  και τέµνει τον άξονα 'y y  στο σηµείο (0, )κ  Π. χ. 2=y  )420( =+ yx  

■ Αν 0κ =  τότε  η εξίσωση 0y =  παριστάνει τον άξονα 'x x  

 

………………………………………………………………………….………….. 

� Η εξίσωση x κ=  )0,( ==+ βγβα yx  

     Η εξίσωση x κ=  µε 0κ ≠  παριστάνει µια ευθεία που είναι παράλληλη στον άξονα  

'y y  και τέµνει τον άξονα  'x x  στο σηµείο ( ,0)κ . Π. χ. 2=x  )804( =+ yx  

 

■ Αν 0κ =  τότε  η εξίσωση 0x =  παριστάνει τον άξονα 'y y . 
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ΠΑΡΑΤΗΡΉΣΕΙΣ 

 

� Αδύνατη εξίσωση: .0,00 ≠=+ γγyx  ∆εν την επαληθεύει κανένα ζεύγος ),( yx . 

                 ∆εν παριστάνει ευθεία. 

� Αόριστη εξίσωση: 000 =+ yx . Επαληθεύεται για κάθε ζεύγος ),( yx .  ∆εν παριστάνει ευθεία. 

 

� Για να βρω τα σηµεία τοµής της γβα =+ yx µε τον άξονα xx' : 

o Θέτω όπου 0=y ,  οπότε έχουµε: γα =x  ή 
α
γ

=x , 0≠α  

� Για να βρω τα σηµεία τοµής της γβα =+ yx µε τον άξονα 'y y  

o Θέτω όπου 0=x   οπότε έχουµε: γβ =y  ή 
β
γ

=y , 0≠β  

� Για να σχεδιάσουµε µια ευθεία αρκεί να βρω δυο σηµεία που την επαληθεύουν, καθώς γνωρίζω ότι 

από δυο σηµεία διέρχεται µοναδική ευθεία. Συνήθως διαλέγω τα σηµεία τοµής µε τους άξονες.  

 

� Μια ευθεία της µορφής γβα =+ yx  διέρχεται από την αρχή των αξόνων: αν 0=γ  

 

� Μια ευθεία της µορφής  γβα =+ yx  είναι παράλληλη προς τον άξονα 'x x : αν 0=α , ενώ  

� Μια ευθεία της µορφής  γβα =+ yx  είναι παράλληλη προς τον άξονα 'y y : αν 0=β  

 

� ∆υο ευθείες της µορφής 11 βα += xy  και  22 βα += xy  είναι  

o Παράλληλες  όταν : 21 αα =  

o Κάθετες        όταν : 121 −=⋅αα  

 

� Αν η ευθεία γβα =+ yx  µε 0,, ≠γβα τέµνει τους άξονες  'x xκαι 'y y στα σηµεία )0,(κΑ , & ),0( λΒ  

αντιστοίχως, τότε το εµβαδόν Ε του τριγώνου ΟΑΒ είναι: λκ ⋅=ΟΒ⋅ΟΑ=Ε
2

1

2

1
. 
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Παράδειγµα 

∆ίνεται η ευθεία 632: =− yxε  

1. Να σχεδιάσετε την ευθεία 

2. Να βρείτε το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζει η ευθεία ε µε τους άξονες 

Λύση 

1. Για να σχεδιάσουµε την ευθεία 632: =− yxε  αρκεί να βρούµε δυο 

σηµεία της  

Για 0=x  έχουµε  : 63 =− y  ή 2−=y  (σηµείο τοµής µε 'y y ) 

Για 0=y  έχουµε :   62 =x   ή  3=x   (σηµείο τοµής µε 'x x  ) 

Άρα, η ευθεία διέρχεται από τα σηµεία )2,0( −Α  και )0,3(Β  

 

2. Το τρίγωνο που σχηµατίζει η ευθεία µε τους άξονες είναι το ΟΑΒ 

και έχει εµβαδόν 332
2

1
32

2

1

2

1
=⋅⋅=⋅−=ΟΒ⋅ΟΑ=Ε  

 

Παράδειγµα 

Να βρείτε την τιµή του λ ώστε η ευθεία  8)3()1(: =−++ yx λλε  να είναι  

1. Παράλληλη στον άξονα  'x x  

2. Παράλληλη στον άξονα  'y y  

 

 Λύση  

1. Για να είναι παράλληλη στον άξονα 'x x  : πρέπει 01=+λ  ή 1−=λ  

   Για  1−=λ  έχουµε 8)31( =−− y  ή 84 =− y ή 2−=y  

   Άρα,  2: −=yε  

 

2. Για να είναι παράλληλη στον άξονα 'y y : πρέπει 03=−λ  ή 3=λ  

   Για 3=λ  έχουµε 8)13( =+ x  ή 84 =x ή 2=x  

   Άρα, 2: =xε   
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ΓΡΑΦΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 

 

Παραδείγµατα 

1. Να λυθεί γραφικά το σύστηµα 

1

2 2

x y

x y

+ =


+ =
  Σχεδιάζουµε στο ίδιο σύστηµα αξόνων τις ευθείες 

y = 1- x και y = -2x + 2 

� Παρατηρούµε ότι τέµνονται στο σηµείο Α(1, 0). Άρα, 

για x = 1 και y = 0 επαληθεύονται και οι 2 εξισώσεις. 

Άρα, το σύστηµα έχει µία λύση  

 

 

 2. Να λυθεί γραφικά το σύστηµα 

2 1

6 3 6

x y

x y

+ =


+ =
 Σχεδιάζουµε στο ίδιο σύστηµα αξόνων τις ευθείες 

y = -2x + 1 και y = -2x + 2 

 

� Παρατηρούµε ότι είναι παράλληλες, δηλαδή δεν 

τέµνονται. Άρα, το σύστηµα είναι αδύνατο. 

 

 

3. Να λυθεί γραφικά το σύστηµα 

2 2

4 2 4

x y

x y

+ =


+ =
  Σχεδιάζουµε στο ίδιο σύστηµα αξόνων τις ευθείες 

y = -2x + 2 και y = -2x + 2 

� Παρατηρούµε ότι ταυτίζονται άρα το σύστηµα είναι 

αόριστο.  
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ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 

 

1. ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ 

 

Για να λύσουµε ένα σύστηµα µε τη µέθοδο της αντικατάστασης : 

 

i. Λύνουµε τη µια από τις εξισώσεις ως προς τον ένα άγνωστο, έστω τον y . 

ii.  Αντικαθιστούµε στην άλλη εξίσωση του συστήµατος την τιµή τού y  που βρήκαµε και λύνουµε την 

εξίσωση που προκύπτει, οπότε βρίσκουµε το x .  

iii.  Την τιµή αυτή του x  αντικαθιστούµε στην έκφραση του y  που βρήκαµε στο 1ο βήµα της εργασίας αυτής 

και έπειτα υπολογίζουµε την τιµή του x . 

 

Παράδειγµα : Να λυθεί το σύστηµα 




=+

=+

  2434

   102

yx

yx
 

Λύση  





=+

=+

(2)   2434

(1)     102

yx

yx
 

 

i. (1) xyyx 210102 −=⇒=+ (1α)  [Λύνω την (1) ως προς y ] 

ii.  (2)  
)1( α

⇒ 324630424)210(34 =⇔=−+⇔=−+ xxxxx   [αντικαθιστώ το y στην (2) ] 

iii.  (1α)
3=

⇒
x

446103210 =⇔=−=⋅−= yy [ αντικαθιστώ το x  στην έκφραση του y ]  

Άρα, η λύση του συστήµατος είναι το ζεύγος )4,3(),( =yx  
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2. ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΑΝΤΙΘΕΤΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ 

 

Για να λύσουµε ένα σύστηµα µε τη µέθοδο των αντίθετων συντελεστών:  

 

i. Πολλαπλασιάζουµε τα µέλη της πρώτης εξίσωσης επί ένα αριθµό κ και τα µέλη της δεύτερης εξίσωσης επί 

ένα αριθµό λ διαλέγοντας τα κ και λ έτσι ώστε στις εξισώσεις που προκύπτουν οι συντελεστές σε ένα από 

τους αγνώστους να είναι αντίθετοι. 

ii.  Προσθέτουµε κατά µέλη τις δυο νέες εξισώσεις, οπότε εξαλείφεται ο άγνωστος µε τους αντίθετους 

συντελεστές και προσδιορίζεται ο άλλος άγνωστος. 

iii.  Βρίσκουµε τον άλλο άγνωστο µε αντικατάσταση σε µια από τις εξισώσεις του αρχικού συστήµατος. 

 

Παράδειγµα: Να λυθεί το σύστηµα 




=+

=−

   4834

  233

yx

yx
  

Λύση  





=+

=−

(2)   4834

(1)     233

yx

yx

1

3

⋅

⋅
⇔  

9
13

117
117013

   4834

    6939

=⇔=⇔=+

⇔




=+

=− ⊕

xxyx

yx

yx

 (πρόσθεση κατά µέλη)  

Αντικαθιστώ την τιµή 9=x  στην (1) 233 =− yx  και έχω 42393 =⇔=−⋅ yy . 

Άρα, η λύση του συστήµατος είναι το ζεύγος )4,9(),( =yx  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. Να λυθούν γραφικά τα παρακάτω συστήµατα

a) 
2x y

x y

+ =

=

  

b) 
3 2 5

4 3

x y

x y

+ =


− =
 

c) 
2 3 6

4 6 12

x y

x y

+ = −


+ =
 

d) 
2 3 6

4 6 12

x y

x y

+ =


+ =

 

2. Ποια από τα παρακάτω συστήµατα  είναι αδύνατα ή αόριστα. 

 

a) 
2

3 3 5

x y

x y

+ =


+ =
 

b) 
1

2 2 2

x y

x y

− =


− =
 

c) 
2 5 7

4 10 14

x y

x y

+ =


+ =
 

d) 
2

y x

y x

=

= +

 

 

 

3. Να λυθούν τα παρακάτω συστήµατα µε τη µέθοδο των αντίθετων συντελεστών. 

 

a) 
2 3 1

3 4 10

x y

x y

− =


+ =
 

b) 
2 5

2 7

x y

x y

+ =

+ =

 

c) 
2 5

2 7

x y

x y

+ =

+ =

 

d) 
2 3

4 2 5

x y

x y

− =

− + =

 

 

4. Να λυθούν τα παρακάτω συστήµατα µε τη µέθοδο της αντικατάστασης. 

 

a) 
2 7

4

x y

x y

+ =

− = −

 

b) 
2 7

5 12

x y

x y

+ =


− =
 

c) 
2 3 10

3 4

x y

x y

+ =


− =
 

d) 
2 2

4 2 4

x y

x y

− =

− + = −
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5. Να λυθούν τα παρακάτω συστήµατα 

 

a) 
3 2 5

0.6 0.4 1

x y

x y

+ =


+ =
 

b) 
2 2 34

8

x y

x y

 + =

+ =

 

c) 
2 10

2 5

x y

x y

 + =


− =
 

d) 
2 1

* 0

x y

x y

 + =


=
 

e) 
3 5 9

2
2 3

x y

x y

+ = −


− + = −

 

f) 
1 2 1

3 6 2
2

x y

x y

− − + =

 + =

 

 

g) 

3 3
3

2 3
1 1 4

0
3 27

x y x y

x y

+ − − = −

− − + =



 

h) 

1 2 1

3 6 2
1 1

4 3 3

x y

x y

+ − + =

− + =



 

i) 

3 3 1
2 3 2

2 2 6
3 4

3 2
4 8

x y x y

x y

− − − − − = −


+ − − = −


 

6. Να βρείτε δυο αριθµούς µε άθροισµα 30 και που αν διαιρέσουµε το µεγάλο δια   

    τού µικρού θα βρούµε πηλίκο 6 και υπόλοιπο 2.  

 

7. Μια ευθεία διέρχεται από τα σηµεία Α(1, 3) και Β(2, -1). Να βρεθεί η εξίσωσή  

    της.  

 

8. Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο έχει εµβαδόν 30 cm2 και ηµιπερίµετρο 11. 

     Να βρεθούν οι διαστάσεις του.  
 

9. Σε ένα ξενοδοχείο υπάρχουν δίκλινα και τρίκλινα δωµάτια. Ο αριθµός των   

    τρίκλινων δωµατίων είναι κατά 5 µεγαλύτερος από τον αριθµό των δίκλινων.        

    Επίσης, υπάρχουν συνολικά 60 κλίνες. Να βρείτε πόσα είναι τα δίκλινα και   

     πόσα τα τρίκλινα.  

 

10. Στο αγρόκτηµα ενός βοσκού υπάρχουν κότες και πρόβατα. Συνολικά τα κεφάλια είναι 50 και τα πόδια 170. 

Πόσα είναι τα πρόβατα και πόσες οι κότες;  
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11. Μια ευθεία διέρχεται από τα σηµεία Α(-1,1) και Β(2, 4). Να βρεθεί η εξίσωσή της.  

 

12. Να λυθούν τα παρακάτω συστήµατα  

 

a) 
2 2 0

5

x y

x y

 − =

+ =

 

b) 
2 2 225

21

x y

x y

 + =

+ =

 

c) 
2 2 125 3

0

x y xy

x y

 + − =

+ =

 

d) 
2 2 20

10

x y

x y

 − =

+ =

 

e) 

1 1
5

2 3
1 2 5

3
4 3

x y

x y

− + + =

+ + + =



 

f) 
2 2 91

11

x y xy

x y

 + + =

+ =

 

g) 
2 2 57

1

x y xy

x y

 − − =

− = −

 

h) 
7(2 ) 5(3 4 ) 0

5( 3) 6( 2 )

x y y x

y x y x

− + − =


− − = −
 

i) 
11

5

x y xy

x y

+ + =

+ =

 

j) 
6

1 1 5

6

xy

x y

=

 + =

  

k) 

1 1 1

2

2 3 1

5

x y

x y

 + =

 + =


 

l) 
2 1 2

0
3 6

3( 4) 4( 1) 23

x y

x y

− + =

 + − − =

 

m) 
3

3 2
4 12

x y

x y

 − =

 − =

 

n) 
2 1

3 5( 1)

x y

x y

− =


= +
 

o) 
3 5

2 3 4

x y

x y

+ =


− = −
 

p) 
1

3 2
2 5 2

x y

x y

 − =

 − = −

 

q) 
2 2 325

25

x y

x y

 + =

+ =

 

r) 
2 2 41

1

x y

x y

 + =

− =

 

s) 
24 7

2 8 11

x y

x y

 + =


− =
 

t) 
2

2 3

1
4 3

x y x y

x y x y

+ − = −

− + + =



 

 



Ι. Σωτηρόπουλος - Φ. Πετσιάς - ∆. Κάτσιος                                                        Μαθηµατικά Γ΄ Γυµνασίου 
 

 
Μαθηµατικά Γ΄ Γυµνασίου                                        Ιδ. Γυµνάσιο Αµαρουσίου «ΕΛΛΗΝΙΚΗ ΠΑΙ∆ΕΙΑ» Σελ. 79 

 

Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

Έστωσαν δυο µεταβλητές x  και y . Ονοµάζουµε συνάρτηση τη διαδικασία κατά την οποία κάθε τιµή του x  

αντιστοιχίζεται σε µια µόνο τιµή του y . Λέµε η µεταβλητή y   εκφράζεται ως συνάρτηση της x . 

 

Π. χ.:  xy 2= .  Σε κάθε τιµή του x  αντιστοιχεί µια µόνο τιµή του y .  

           Στο x  βάζω (αυθαίρετα) τιµές 

o Αν x  = 2  τότε y  = 422 =⋅  

o Αν x  = 10 τότε y  = 20102 =⋅  

• Επειδή στο x  βάζω όποια τιµή θέλω,η µεταβλητή x λέγεται ανεξάρτητη µεταβλητή. 

• Επειδή η τιµή του y  εξαρτάται από την τιµή τής  x , η y  λέγεται εξαρτηµένη µεταβλητή. 

• Συµβολισµός: Συνήθως, τις συναρτήσεις τις συµβολίζουµε µε ένα αγγλικό γράµµα f , g κλπ. 

π.χ. xxfy 2)( ==  

• Η αντιστοιχία µεταξύ των τιµών των µεταβλητών x  και y σε µια συνάρτηση φαίνεται καλύτερα µε τη 

βοήθεια ενός πίνακα τιµών. Έχουµε,  

x  0 1 2 3 

xxfy 2)( ==  0 2 4 6 

   

• Τα ζεύγη των τιµών µπορούµε να τα παραστήσουµε σηµεία του επιπέδου µε τη βοήθεια ενός συστήµατος 

ορθογωνίων αξόνων. Αν αυτό γίνει για όλα τα ζεύγη  (x, y) = (x, f(x) )   των αντίστοιχων τιµών µιας 

συνάρτησης, τότε το σύνολο των σηµείων που βρίσκουµε λέγεται γραφική παράσταση της συνάρτησης 

αυτής. Επειδή όµως αυτό είναι πρακτικά αδύνατο, βρίσκουµε µερικά από αυτά και τα ενώνουµε µε µια 

συνεχή γραµµή.  

• Από τον ορισµό της συνάρτησης για κάθε τιµή του x  υπάρχει µια µόνο 

τιµή του y , ενώ σε κάθε τιµή του y  µπορεί να αντιστοιχούν  

περισσότερες τιµές του x . !! 

Αυτό σηµαίνει:  

• Ότι σε ένα πίνακα τιµών δεν µπορεί σε µια τιµή του x  να αντιστοιχούν 

2 διαφορετικές τιµές του y .  

• Ότι αν έχω µια γραφική παράσταση και θέλω να δω αν εκφράζει συνάρτηση, θα πρέπει κάθε ευθεία που θα 

φέρω παράλληλη στον yy' , αυτή να τέµνει την γραφική παράσταση σε 1 µόνο σηµείο.  
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Π. χ. Η παρακάτω γραφική παράσταση δεν εκφράζει συνάρτηση αφού αν φέρω παράλληλη στον yy'  τότε 

αυτή την τέµνει σε 2 σηµεία, όπως βλέπουµε.   

 

Ο πίνακας τιµών της είναι  

x  -2 -1 -1 0 0 1 1 2 

y  0 - 3 , 3  2 -2 - 3  3  0 

 

Παρατηρούµε : στην τιµή x =1 αντιστοιχούν δυο τιµές y , οι 3−=y  &  η 3=y . 

• Πεδίο Ορισµού (Π. Ο.) Συνάρτησης: ονοµάζουµε το σύνολο τιµών που µπορεί να πάρει ο x  .  

o Π.χ. αν  
2

( )f x
x

=  . Πρέπει 0x ≠  άρα,  το Π. Ο. της f   είναι όλοι οι πραγµατικοί αριθµοί εκτός 

από το 0, δηλαδή το *ℜ   

o Π.χ. αν ( ) 2f x x= − . Πρέπει 2 0x − ≥  άρα το Π. Ο. της f είναι όλοι οι πραγµατικοί αριθµοί   

x  για τους οποίους ισχύει  2x ≥ , δηλαδή το διάστηµα ),2[ +∞ .  

 

• Σηµεία τοµής της f  µε τον άξονα xx'  : τα σηµεία αυτά θα έχουν τεταγµένη 0, άρα θέτω όπου y =  0 και 

βρίσκω τα αντίστοιχα x  (λύνοντας εξίσωση ως προς x).  

• Σηµείο τοµής της f µε τον άξονα y΄y : το σηµείο αυτό θα έχει τετµηµένη 0 άρα θέτω όπου x = 0 και 

βρίσκω το f (0). Άρα, το σηµείο είναι το (0, f (0) ) 

• Μέγιστο : είναι η µεγαλύτερη τιµή που µπορεί να πάρει µια συνάρτηση y για µια τιµή του x . 

• Ελάχιστο : είναι η µικρότερη τιµή που µπορεί να πάρει µια συνάρτηση y για µια τιµή του x . 
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Παράδειγµα : ∆ίνεται η συνάρτηση 4)( 2 +−= xxf  

α) Να βρείτε το πεδίο ορισµού της f.  

β) Να φτιάξετε ένα πίνακα τιµών της f 

γ) Να σχεδιάσετε τη γραφική της παράσταση  

δ) Να βρείτε τα σηµεία τοµής της f µε τους άξονες  xx' , y΄y 

  

ΛΥΣΗ 

α) Το Π. Ο. της f  είναι όλο το ℜ  (όλοι οι πραγµατικοί αριθµοί) 

β) Πίνακας τιµών :  

 

x -2 1 0 1 2 

y = 4)( 2 +−= xxf  0 3 4 3 0 

 

  γ)                                                                                                               Γραφική παράσταση 

 

δ) Σηµεία τοµής της f  µε τον άξονα xx'  :        y = 0  ή   

042 =+− x  δηλ.  x = 2  ή  x  = - 2   δηλ. τα ζητούµενα σηµεία είναι 

τα (2, 0) και )0,2(−  

 

 Σηµείο τοµής της f  µε τον άξονα y΄y :  για  x = 0 έχουµε   4=y , 

δηλ. το ζητούµενο σηµείο είναι το (0, f (0)) = (0, 4) 

►Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση παρουσιάζει µέγιστο για  x = 0 το 4)0( =f  
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Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 2xy α= , 0≠a  

 

22y x=                                                                                                           (Αν α > 0 ) 

1) Η γραφική της παράσταση είναι καµπύλη και ονοµάζεται 

παραβολή. 

2) Παρουσιάζει ελάχιστο για x  = 0, το f (0)=0 

3) Η γραφική της παράσταση βρίσκεται πάνω από τον xx' . 

4) Κορυφή της παραβολής είναι το σηµείο   Ο(0, 0) 

5) Έχει άξονα συµµετρίας τον άξονα yy'  

            (αντίθετα x → ίδιο y) 

 

 

 

22y x= −                                                                                                       ( Αν α < 0 ) 

1) Η γραφική της παράσταση είναι καµπύλη και ονοµάζεται 

παραβολή. 

2) Παρουσιάζει µέγιστο για x  = 0, το f (0)=0 

3) Η γραφική της παράσταση βρίσκεται κάτω από τον xx' . 

4) Κορυφή της παραβολής  είναι το σηµείο   Ο(0, 0) 

5) Έχει άξονα συµµετρίας τον άξονα yy'  

            (αντίθετα x → ίδιο y)         

 

 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

Οι παραβολές 22y x=  και 22y x= −  είναι συµµετρικές ως προς τον άξονα xx'   

(ίδια x έχουν αντίθετα y ! ) 
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Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
2y ax xβ γ= + +   ,  0a ≠  

 

2 3 2y x x= − +   ∆ = 1 > 0 και α = 1 > 0 (2 ρίζες = 2 σηµεία τοµής µε τον xx' ) 

 

• Παραβολή 

• Ελάχιστο ( )
2 4

f
a

β
α
∆

− = −  

∆ηλ. 
4

1
)

2

3
( −=f  

 

 

 

 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

2 5 6y x x= − − −  ∆ = 1>0 και α = -1 < 0 (2 ρίζες = 2 σηµεία τοµής µε τον xx' ) 

 

 

 

• Παραβολή 

• Μέγιστο ( )
2 4

f
a

β
α
∆

− = −  

∆ηλ. 
5 1

( )
2 4

f − =  

 

 

α > 0 

Ελάχιστο 

( )
2 4

f
a

β
α
∆

− = −  

∆ > 0 
Παραβολή 

Τέµνει xx'  σε 

2 σηµεία 
α < 0 

Μέγιστο 

( )
2 4

f
a

β
α
∆

− = −  

 



Ι. Σωτηρόπουλος - Φ. Πετσιάς - ∆. Κάτσιος                                                        Μαθηµατικά Γ΄ Γυµνασίου 
 

 
Μαθηµατικά Γ΄ Γυµνασίου                                        Ιδ. Γυµνάσιο Αµαρουσίου «ΕΛΛΗΝΙΚΗ ΠΑΙ∆ΕΙΑ» Σελ. 84 

 

2 4 4y x x= − +  ∆ = 0 και α =1>0 (1 διπλή ρίζα άρα ένα σηµείο τοµής µε τον xx' ) 

 

 

• Παραβολή 

• Ελάχιστο ( ) 0
2 4

f
a

β
α
∆

− = − =  

   ∆ηλ. (2) 0f =  

 

 

 

 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

 

2 2 1y x x= − − −  ∆ = 0 και α =-1< 0 (1 διπλή ρίζα άρα ένα σηµείο τοµής µε τον xx' ) 

 

 

 

• Παραβολή 

• Μέγιστο ( ) 0
2 4

f
a

β
α
∆

− = − =  

∆ηλ. ( 1) 0f − =  

 

 

 

 

α > 0 

Παραβολή 

Άνω & Εφάπτεται 

του xx'  (1 ρίζα) 

Ελάχιστο 

( ) 0
2

f
a

β
− =   

∆ = 0 

α < 0 

Παραβολή 

Κάτω & Εφάπτεται 

του xx'  (1 ρίζα) 

Μέγιστο 

( ) 0
2

f
a

β
− =  
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2 1y x x= + +  ∆ = -3 < 0  α = 1 > 0 (Όχι σηµεία τοµής µε τον xx' ) 

 

 

• Παραβολή  

• Ελάχιστο ( )
2 4

f
a

β
α
∆

− = −  

∆ηλ. 
1 3

( )
2 4

f − =  

 

 

 

 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

2 1y x x= − + −  ∆ = -3 < 0  α = -1 < 0 (Όχι σηµεία τοµής µε τον xx' ) 

 

 

• Παραβολή  

• Μέγιστο ( )
2 4

f
a

β
α
∆

− = −  

∆ηλ. 
1 3

( )
2 4

f = −  

 

 

 

 

 

α > 0 

Παραβολή 

Πάνω από τον 

xx'   

Ελάχιστο 

( )
2 4

f
a

β
α
∆

− = −  

∆ <  0 

α < 0 

Παραβολή 

Κάτω από τον 

xx'   

Μέγιστο 

( )
2 4

f
a

β
α
∆

− = −  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

Ερωτήσεις τύπου Σωστό ή Λάθος  

 

a) Η παραβολή 22 3 1y x x= − + +  έχει µέγιστο.                                                

b) Κάθε παραβολή 2y ax xβ γ= + + , 0a ≠   τέµνει πάντα τον άξονα y΄y.     

c) Κάθε παραβολή 2y ax xβ γ= + + , 0a ≠   τέµνει πάντα τον άξονα x΄x.     

d) Η παραβολή 2y ax xβ γ= + + , 0a ≠  µπορεί να τέµνει y΄y τον σε δυο σηµεία.      

e) Η παραβολή 2y ax xβ γ= + + , 0a ≠  µπορεί να τέµνει  x΄x τον σε δυο σηµεία.     

f) Η παραβολή 2y ax xβ γ= + + , 0a ≠  τέµνει τον y΄y σε σηµείο µε x = 0.    

g) Η παραβολή 2y ax xβ γ= + + , 0a ≠  τέµνει  τον x΄x σε σηµείο µε y = 0.   

 

 

Ερωτήσεις Αντιστοίχησης  

 

Αντιστοιχίστε τις παραβολές της στήλης Α µε τα σηµεία τοµής µε τον άξονα x΄x στη στήλη Β και µε τον άξονα 

y΄y στη στήλη Γ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β ΣΤΗΛΗ Γ 

1. 2 5 6y x x= − +  Α. (1, 0) και (-1, 0) Ε. (0, -4) 

2. 2 2 1y x x= − + −  Β. (2, 0) και (3, 0) Ζ. (0, 0) 

3. 24 4y x= −  Γ. (1, 0) Η. (0, -1) 

4. 22y x=  ∆. (0, 0) Θ. (0, 6)  
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Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 

 

1. Η συνάρτηση µε εξίσωση 2 5y x x a= − +  τέµνει τον άξονα x΄x στο Α(2, 0) .  

    i) Η τιµή του α είναι:  

                Α. 2                   Β. 3                   Γ. 5                   ∆. 6                   Ε. 0 

   ii) Σε ποιο από τα παρακάτω σηµεία τέµνει τον x΄x  

                Α. (-2, 0)           Β. (-2, 2)           Γ. (0, 3)            ∆. (3, 0)            Ε. (5, 0) 

 

2. Η συνάρτηση µε εξίσωση axxy ++= 3,12  τέµνει τον άξονα y΄y στο Α(0, 4) .  

    Η τιµή του α είναι:  

                 Α. 1,3                Β. -1,3               Γ. 1,3  ή -1,3            ∆. 0                 Ε. 4 

 

3. Η παραβολή 2 4 11y x xκ= + −  παρουσιάζει µέγιστο σε ένα σηµείο. Τότε :   

       Α. κ > 0             Β. κ < 0             Γ.  κ = 0             ∆. κ ≠ 0           Ε. δεν ξέρουµε  

 

Ερωτήσεις Ανάπτυξης 

 

1. Σχεδιάστε τις παραβολές µε εξίσωση :  

α) 2 6 8y x x= − +         β) 2 6 9y x x= − +          γ) 2 1y x x= + +   

δ) 2 6 8y x x= − + −       ε) 2 6 9y x x= − + −      στ) 2 1y x x= − − −  

Σηµείωση: Αρχικά να αναφέρετε αν παρουσιάζει µέγιστο ή ελάχιστο και αν ναι ποιο είναι αυτό, όπως επίσης 

και τον άξονα συµµετρίας της.  

 

2.  Σχεδιάστε την παραβολή 2y x ax β= − + + , αν γνωρίζετε ότι διέρχεται από τα σηµεία Α(0, 9) & Β(3, 0). 

Σε ποια σηµεία τέµνει τους άξονες; 

Βρείτε το εµβαδόν του τριγώνου που έχει κορυφές τα σηµεία αυτά.  

 

3. Βρείτε την εξίσωση της παραβολής του διπλανού σχήµατος  
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4. Στο παρακάτω πίνακα δίνονται µερικές τιµές δυο ποσών  x και y. Να συµπληρώσετε τον πίνακα αν ξέρετε 

ότι τα ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα.  

x 4 5   40 80 

y 10  160    

 

5. Μια συνάρτηση έχει γραφική παράσταση ευθεία και διέρχεται από τα σηµεία Α(0, -1) και Β(3, 2). Βρείτε 

την εξίσωση της και σχεδιάστε την.  Σε ποιο σηµείο τέµνει τον άξονα x΄x; 

 

6.  ∆ίνεται η συνάρτηση 2y xλ= +  και ο παρακάτω πίνακας µερικών τιµών της. Να βρείτε την τιµή του λ και 

να συµπληρώσετε τον πίνακα 

 

x -3  -1 0  2  

y  6   1 -2 -4 

  

7. Να αντιστοιχίσετε τις παραβολές  

   1) 2 3 1y x x= + −    2) 23 4y x= −     3)  2 5y x x= −     4) 25y x= −   

µε τα σηµεία Α,  Β,  Γ,  ∆  που είναι οι κορυφές τους   

  Α. (5/2, -25/4)         Β. (0, -4)           Γ. (-3/2, -13/4)       ∆. (0, 0) 

 

8. Να βρείτε την εξίσωση και την γραφική παράσταση της συνάρτησης γβα ++= xxy 2 , αν γνωρίζετε τα 

σηµεία της:    Α(2, 1),    Β(1, 1)   και    Γ 







1,

2

1
 

 

9. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από την αρχή Ο(0, 0)  των αξόνων και είναι παράλληλη 

στην ευθεία 3 10y x= + .  

 

10. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Α(-1, 3) και είναι παράλληλη στην ευθεία 

4 2 3x y− = . Στη συνέχεια να βρείτε το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζεται από την ευθεία και τους 

άξονες  x΄x και y΄y.   
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 ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 

 
ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΟΞΕΙΑΣ ΓΩΝΙΑΣ 

 

Ημίτονο οξείας γωνίας ενός ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ ονομάζουμε τον λόγο της 

κάθετης πλευράς που βρίσκεται απέναντι από τη γωνία προς την υποτείνουσα του 

ορθογωνίου τριγώνου. Συμβολίζουμε με ημ. Άρα, για τη γωνία Β θα έχουμε :  

ηµΒ = 
ά

ί

άέ πλευρ
νουσαυποτε
θετηκναντιαπ

  = 
α
β

 

................................................................................................................... 

Συνημίτονο οξείας γωνίας ενός ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ 

ονομάζουμε τον λόγο της κάθετης πλευράς που είναι προσκείμενη στη 

γωνία προς την υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου. Συμβολίζουμε 

με συν. Άρα, για τη γωνία Β θα έχουμε :  

συνΒ = 
ά

ί

άί πλευρ
νουσαυποτε
θετηκµενηπροσκε

  = 
α
γ

 

.................................................................................................................................. 

Εφαπτομένη οξείας γωνίας ενός ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ ονομάζουμε το λόγο 

της κάθετης πλευράς που βρίσκεται απέναντι από τη γωνία προς την κάθετη πλευρά που 

πρόσκειται στη γωνία. Συμβολίζουμε με εφ. Άρα, για τη γωνία Β θα έχουμε :  

 εφΒ = 
ά

ά

ά

ά

ί

έ

πλευρ
πλευρ

θετηκ
θετηκ

µενηπροσκε
ναντιαπ

γ
β

=  

 
 

� Το ηµίτονο το συνηµίτονο και η εφαπτοµένη  µιας οξείας γωνίας ονοµάζονται τριγωνοµετρικοί 

αριθµοί της γωνίας.  

� Ισχύει 122 =Β+Β συνηµ  και εφΒ=
Β
Β

συν
ηµ

   

 

� Συµπληρωµατικές λέγονται οι γωνίες που έχουν άθροισµα 90ο . Η µια ονοµάζεται 

συµπληρωµατική ή συµπλήρωµα της άλλης.  

� Ισχύει ηµ(90ο – ω) = συνω και συν(90ο – ω) = ηµω 

     (το ηµίτονο µιας γωνίας είναι ίσο µε το συνηµίτονο της συµπληρωµατικής της και αντίστροφα) 

 

• Π.χ.: ηµ 30ο = συν(90ο - 30ο ) = συν 60ο και συν 60ο = ηµ(90ο – 60ο ) = ηµ 30ο  

• Π.χ.: ηµ 50ο = συν(90ο - 50ο ) = συν 40ο και συν 50ο = ηµ(90ο – 50ο ) = ηµ 40ο  

γ

α
β

Α Β

Γ
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ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΟΠΟΙΑΣ∆ΗΠΟΤΕ ΓΩΝΙΑΣ 
 

• ηµω = 
ρ
y

, 

• συνω = 
ρ
x

,    όπου x, y οι συντεταγµένες του σηµείου Μ(x, y) και ρ = ΟΜ 

• εφ ω = 
x

y
                                         

• είναι    - 1 ≤ ηµω ≤ 1    και   -1 ≤ συνω ≤ 1 

 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ  ΤΩΝ ΓΩΝΙΩΝ:  0ο  , 90ο , 180ο , 270ο     

 

      0ο  90ο  180ο  270ο  

ηµχ 0 1 0 -1 

συνχ 1 0 -1 0 

εφχ 0 ∆εν ορίζεται 0 ∆εν ορίζεται 

    

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΠΑΡΑΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΩΝ ΓΩΝΙΩΝ 
 

Παραπληρωµατικές λέγονται οι γωνίες που έχουν άθροισµα 180ο (ευθεία γωνία) 

 

Ισχύει ηµ (180ο – ω) = ηµω και συν (180ο – ω) = - συνω και εφ(180ο – ω) = -εφω 

 

• Π.χ.: ηµ 150ο = ηµ(180ο - 30ο ) = ηµ 30ο = 
2

1
 

• Π.χ.: συν 150ο = συν(180ο – 30ο ) = -συν30ο = - 
2

3
 

ΠΡΟΣΗΜΟ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

Τεταρτηµόρια: 1ο 2ο 3ο 4ο 

ηµχ + + - - 

συνχ + - - + 

εφχ + - + - 
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ΣΧΕΣΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ ΜΙΑΣ ΓΩΝΙΑΣ 
ΝΟΜΟΣ ΗΜΙΤΟΝΩΝ – ΝΟΜΟΣ ΣΥΝΗΜΙΤΟΝΩΝ 

 
 

• ηµ
2
ω + συν2

ω = 1 

• εφω = 
συνω
ηµω

,  συνω ≠ 0, δηλ. ω ≠ 90ο και ω ≠ 270ο  

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν οι παρακάτω ισότητες: 

• Νόµος ηµιτόνων: 
Γ

=
Β

=
Α ηµ

γ
ηµ
β

ηµ
α

 

• Νόµος συνηµιτόνων :  

• Α−+= βγσυνγβα 2222  

• Β−+= αγσυνγαβ 2222  

• Γ−+= αβσυνβαγ 2222  

 

Υπενθυµίζουµε ... 

 

Γωνία ω Χαρακτηριστικοί Τριγωνοµετρικοί Αριθµοί 
 

σε µοίρες 
 

σε rad ηµω συνω εφω σφω 

0ο 0 0 1 0 δεν 
ορίζεται 

30ο 
6

π
 

1

2
 3

2
 

3

3
 3  

45ο 
4

π
 2

2
 

2

2
 1 1 

60ο 
3

π
 3

2
 

1

2
 3  

3

3
 

90ο 
2

π
 1 0 

δεν 
ορίζεται 0 

 

γ

α
β

Α Β

Γ
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. Σε τρίγωνο ΑΒΓ να αποδείξετε ότι:  

i) ηµ(Α + Β) =  ηµΓ 

ii)  συν (Α+ Β) = -συν Γ 

iii)  εφ (Α +Β) = -εφ Γ 

iv) 
22

Γ+Β
=

Α
συνηµ  

 

2. Να βρείτε τη γωνία x  όταν:  

i) 021 =− xηµ  

ii)  0323 =+ xσυν  

iii)  013 =+xεφ  

iv) 3)1(2 =+ηµω  

 

3. Να βρεθούν οι υπόλοιποι τριγωνοµετρικοί αριθµοί της γωνίας ω όταν γνωρίζουµε:  

i) ηµω = 
13

5
,  οο ω 18090 <<   

ii)  ηµω = -
5

4
, οο ω 360270 <<   

iii)  συνω = - 
3

2
, οο ω 270180 <<   

iv) συνω = 
2

3
, οο ω 360270 <<   

v) ηµω = 
13

12
,  οο ω 900 <<  

vi) συνω = 
5

3
, οο ω 900 <<  

 

4. Να υπολογίσετε τις αριθµητικές τιµές των παραστάσεων:  

i) Α = οοοο εφεφηµεφ 60306045 22 ⋅⋅⋅  

ii)  Β = οοο εφσυνηµ 3030302 ⋅⋅   

iii)  Γ = οο εφεφ 45260 22 +  

iv) ∆ = οοοο συνσυνηµηµ 1404014040 ⋅−⋅  
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5. Να αποδείξετε ότι :  

i) οοο εφεφεφ 6030452 ⋅=  και  

ii)  13060 22 =+ οο ηµηµ  

iii)  080100 22 =− οο συνσυν  

iv) 113545 22 =+ οο ηµηµ  

v) 01106070120 =+−+ οοοο συνηµσυνηµ  

vi) )75()105( xxo −=+ οηµηµ  

vii)  )85()95( xxo +−=− οσυνσυν  

viii)  0)35()145( =++− xx οο εφεφ  

 

6. Να υπολογίσετε τα γινόµενα :  

i) οοοο ηµηµσυνσυν 27090360180 ⋅⋅⋅ . 

ii)  οοοοο ηµηµηµσυνσυν 18027090180360 ⋅⋅⋅⋅  

iii)  )01)(901( οο συνηµ ++  

 

7. Να αποδείξετε ότι :  

i) συν
2 120ο + ηµ2 60ο  =1 

ii)  5ηµ2
ω + 5 συν2

ω = 5   

iii)  συν2 50ο + ηµ2 130ο  =1 

iv) συν2 100ο + ηµ2 80ο  =1 
 

8. Να υπολογίσετε την τιµή των παρακάτω παραστάσεων 

Α = 2ηµ 110ο + 3ηµ 120ο - 4συν 130ο  

Β = 10ηµ 60ο -10 ηµ 120ο + συν 360ο  

Γ = ηµ160ο  – συν115ο – ηµ20ο – συν65ο 
 

9. Να βρείτε τη µέγιστη και την ελάχιστη τιµή των παραστάσεων  

Α= 12 +xηµ   

Β= xx συνηµ 2+  

Γ = 14 −xσυν  

∆ = xx συνηµ 23 +  

Ε = xx συνηµ 43 +−   

Ζ = xx ηµσυν 82 −  

yxH συνηµ 54 +=
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10. Να υπολογιστούν οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί των γωνιών:  

i) 130ο   

ii)  200ο    

iii)  140ο   

iv) 135ο  

v) 330ο     

vi) 210ο. 

 

11. Να αποδείξετε ότι :  

i) 
2

3
12060 0202 =+ηµηµ  

ii)  
2

5
3045135150 02020202 =+++ συνσυνσυνσυν  

 

12. Να αποδείξετε ότι :  

i) 0)90( =−− xx οηµσυν   

ii)  xxx συνηµσυν ο 5)90(32 =−+   

iii)  xxx ηµσυνηµ ο 3)90(2 =−+  

iv) xxx συνηµσυν ο =−− )90(2  

v) )50()130( xx oo +=− ηµηµ  

vi) )165()15( xx −−=+ οο εφεφ  

 

13.  

i) Αν 00 1800 ≤≤ x και 16,02 =xηµ    να υπολογίσετε τη γωνία x .  

ii)  Αν 00 900 ≤≤ x  και 03 =− xx συνηµ  να υπολογίσετε τη γωνία x . 

iii)  Αν 00 1800 ≤≤ x και 0123 =xηµ    να υπολογίσετε τη γωνία x .  

iv) Αν 00 1800 ≤≤ x και 21,03 −=xσυν να υπολογίσετε τη γωνία x .  

v) Αν 00 1800 ≤≤ x και 202 −=xεφ  να υπολογίσετε τη γωνία x  

vi) Αν 00 18090 ≤≤ x και 9,03 =xηµ  να υπολογίσετε τη γωνία x  

vii)  Αν 00 2700 ≤≤ x  και 3,08,0 =+xσυν  να υπολογίσετε τη γωνία x  

viii)  Αν 00 18090 ≤≤ x και 5.0=xηµ  να υπολογίσετε τη γωνία x  
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14. Να αποδείξετε ότι 

i)  13)32()23( 22 =−++ xxxx συνηµσυνηµ   

ii)  1)180()90()90()180( =−⋅−−−⋅− xxxx συνηµσυνηµ  

 

15. Να αποδείξετε ότι 
ηµω
συνω

συνω
ηµω

ηµω
+

+
+

=
1

1

2
 

16. Να δείξετε ότι :  

i) 
x

x

ηµ
συν
+

−
1

1
2

 = xηµ   

ii)   
x

x

συν
ηµ
+1

2

 = xσυν−1   

 

17. Να αποδείξετε ότι :
ηµα
συνα

συνα
ηµα −

=
+

1

1
 

18. Να αποδείξετε ότι:
xx

x

x

x

συνηµ
συν

ηµ
συν 2

11
=

+
+

−
 

19. Να αποδείξετε ότι: 
xx

x

x

x

ηµσυν
ηµ

ηµ
συν 1

1
=

+
+  

20. Να αποδείξετε ότι: 
xx

x
x

συνηµ
συν

εφ
1

1
=

+
+  

21. Να αποδείξετε ότι: εφαηµα
συνα

συνα ⋅=+⋅− )
1

1()1(  

22. Να αποδείξετε ότι 0=
−
−

+
+
+

ηµβηµα
συνβσυνα

συνβσυνα
ηµβηµα

 

23. Να αποδείξετε ότι : 
ωεφ
ωεφ

ωηµ
2

2
2

1+
=  και 

ωεφ
ωσυν

2
2

1

1

+
=  
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24. Να υπολογίσετε τις παρακάτω παραστάσεις  

Α = 
ωσυν

ηµωηµσυνωηµ
2

2222 xx ⋅+⋅
 

Β = 
xx

xx

συνηµ
συνηµ
+
− 44

 

Γ = xx 22 συνσυναηµσυνα ⋅+⋅   

25. Να βρεθούν οι υπόλοιποι τριγωνοµετρικοί αριθµοί της γωνίας ω όταν γνωρίζουµε:  

i) ηµω = 
13

12
,    90ο < ω < 180ο  

ii)  συνω = - 
9

7
, 180ο < ω < 270ο  

iii)  συνω = 
13

12
− , 90ο < ω < 180ο  

iv) ηµω = 
13

5
− ,  270ο < ω < 360ο 

v) ηµω = 
6

2
,    90ο < ω < 180ο  

26. Να υπολογίσετε την τιµή της παραστάσεως: 22 )()( ηµωσυνω −+− xx , αν 12 2 =x  & 
4

π
ω = . 

27. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι OA 135=
∧

, α =10 και β = 25 Να υπολογίσετε τις άλλες γωνίες του τριγώνου.  

28. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι OA 30=
∧

, β = 4 και γ = 32 Να υπολογίσετε την πλευρά α και τις γωνίες 
∧

B  και 

∧

Γ . 

29. Να υπολογίσετε τις άλλες γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ όταν 

i) 32=a  , 2=β  και OA 60=
∧

 

ii)  23=β  , 3=γ  και O135=Β
∧

 

30. Αν σ’ ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι OA 30=
∧

, α = 5 και 35=β να δείξετε ότι το τρίγωνο είναι ορθογώνιο ή 

ισοσκελές.  

31. Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει:  

i) 0)()()( =Β−Α⋅+Α−Γ⋅+Γ−Β⋅ ηµηµγηµηµβηµηµα  

ii)  
αβγ

γβα
γ

συν
β

συν
α

συν
2

222 ++
=

Γ
+

Β
+

Α
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ΙΣΟΤΗΤΑ ΤΡΙΓΩΝΩΝ 

 
Κύρια στοιχεία τριγώνου:  

� πλευρές AB, AC, BC και  

� γωνίες 
∧

A , 
∧

B , 
∧

C  

 

Είδη τριγώνων ανάλογα µε το είδος των πλευρών: 

� Σκαληνό: Τρεις άνισες πλευρές 

� Ισοσκελές: ∆υο ίσες πλευρές   

� Ισόπλευρο : Τρεις ίσες πλευρές 

 

Είδη τριγώνων ανάλογα µε το είδος των γωνιών: 

� Οξυγώνιο  : Τρεις οξείες γωνίες 

� Ορθογώνιο : Μια ορθή και δυο οξείες γωνίες 

� Αµβλυγώνιο : Μια αµβλεία γωνία και δυο οξείες γωνίες 

 

∆ευτερεύοντα στοιχεία τριγώνου:  

� Ύψη: κάθετο ευθύγραµµο τµήµα από µια κορυφή στην απέναντι 

πλευρά 

Σηµείο τοµής  G : Ορθόκεντρο 

 

� ∆ιάµεσοι : ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει µια κορυφή του 

τριγώνου µε το µέσο της απέναντι πλευράς  

       Σηµείο τοµής  O : Βαρύκεντρο  

 

 

� ∆ιχοτόµοι : ευθύγραµµο τµήµα που φέρουµε από µια κορυφή, 

χωρίζει τη γωνία σε δυο ίσες γωνίες και καταλήγει στην 

απέναντι πλευρά. 

     Σηµείο τοµής Τ :  Έγκεντρο  
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Κριτήρια Ισότητας Τριγώνων 

1ο (Π – Γ – Π ): ∆υο τρίγωνα είναι ίσα αν και µόνο αν έχουν δυο πλευρές ίσες µια προς µια και τις 

περιεχόµενες σε αυτές γωνίες  ίσες                                         

 

''

'

''

CC Α=Α

Α=Α

ΒΑ=ΑΒ
∧∧

 

 

2ο  (Γ - Π - Γ ) : ∆υο τρίγωνα είναι ίσα αν και µόνο αν έχουν µια πλευρά και τις προσκείµενες σε 

αυτήν γωνίες ίσες µια προς µια.  

 

∧∧

∧∧

=

Α=Α

ΒΑ=ΑΒ

'

'

''

BB

 

 

3ο (Π – Π – Π ) : ∆υο τρίγωνα είναι ίσα αν και µόνο αν έχουν τις πλευρές τους ίσες µια προς µια. 

 

''

''

''

ACCA

CBBC

=

=

ΒΑ=ΑΒ
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Πορίσµατα 

 

1. Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο α) οι γωνίες της βάσης είναι ίσες και 

β) η διχοτόµος, το ύψος και η διάµεσος που φέρνουµε από την κορυφή προς τη βάση του συµπίπτουν, 

 δηλαδή 

i). η διχοτόµος είναι ύψος και διάµεσος  

ii).  το ύψος είναι διχοτόµος και διάµεσος 

iii).  η διάµεσος είναι ύψος και διχοτόµος 

 

 

2. Κάθε σηµείο της µεσοκαθέτου ενός ευθυγράµµου τµήµατος ισαπέχει από 

τα άκρα του 

3. Κάθε σηµείο που ισαπέχει από τα άκρα ενός ευθυγράµµου τµήµατος είναι 

σηµείο της µεσοκαθέτου. 

 

 

 

4. Κάθε σηµείο της διχοτόµου µιας γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές της 

γωνίας. 

5. Κάθε σηµείο που ισαπέχει από τις πλευρές µιας γωνίας είναι σηµείο της διχοτόµου της.  

 

ΑD ∆ιχοτόµος ( 1 2Α Α
∧ ∧

= ) 
ΑD ∆ιάµεσος (ΒD = DC) 
ΑD Ύψος      ( BCD ⊥Α ) 

ΚΑ = ΚΒ 
ΕΑ = ΕΒ 
ΗΑ = ΗΒ 
AM=MB 

ΚΑ = ΑΤ 
ΗΒ = ΒΡ 
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Κριτήρια Ισότητας Ορθογωνίων Τριγώνων 

1. ∆υο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα αν και µόνο αν έχουν 2 πλευρές τους ίσες µία προς µία. (τις κάθετες 

ή µια κάθετη και την υποτείνουσα)  

 

' '

' '

AB A B

BC B C

=

=
 (δύο κάθετες) ή 

' '

' '

AB A B

AC A C

=

=
 (µία κάθετη & υποτείνουσα) ή 

' '

' '

BC B C

AC A C

=

=
 (µία κάθετη & υποτείνουσα) 

2. ∆υο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα αν και µόνο αν έχουν µια πλευρά και µια οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες 

(κάθετη πλευρά & προσκείµενη οξεία γωνία ή 

κάθετη πλευρά & απέναντι οξεία γωνία ή 

υποτείνουσα & οξεία γωνία). 

' '

'

AB A B

AΑ
∧ ∧

=

=
 ή 

' '

'

BC B C

C C
∧ ∧

=

=
 (κάθετη & προσκείµενη )  

'

''

CC

BAAB
⌢⌢

=

=
 ή 

'

''

AA

CBBC
⌢⌢

=

=
(κάθετη & απέναντι οξεία) 

' '

'

AC A C

AΑ
∧ ∧

=

=
 ή 

' '

'

AC A C

C C
∧ ∧

=

=
(υποτείνουσα & οξεία) 
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ΛΟΓΟΣ ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΩΝ ΤΜΗΜΑΤΩΝ 

 

� Ο λόγος ενός ευθύγραµµου τµήµατος Γ∆ προς το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ συµβολίζεται 
ΑΒ
Γ∆

 και είναι ο 

αριθµός λ για τον οποίο ισχύει ΑΒ=Γ∆ λ  

 

� Ο λόγος δυο ευθυγράµµων τµηµάτων είναι ίσος µε το λόγο των µηκών τους, εφόσον έχουν µετρηθεί µε 

την ίδια µονάδα µέτρησης. 

 

� Τα ευθύγραµµα τµήµατα α, γ είναι ανάλογα προς τα ευθύγραµµα τµήµατα β, δ όταν ισχύει 
δ
γ

β
α
=  

Ιδιότητες αναλογιών 

 

Αν 
δ
γ

β
α
= τότε βγαδ =  (ο χιαστί πολλαπλασιασµός δίδει ίσα γινόµενα) 

Αν 
δ
γ

β
α
= τότε 

δ
β

γ
α
=  ή 

α
γ

β
δ
=  (εναλλαγή µέσων ή εναλλαγή άκρων όρων) 

Αν  
ζ
ε

δ
γ

β
α

== τότε 
ζδβ
εγα

ζ
ε

δ
γ

β
α

++
++

===  

 

 

Όταν παράλληλες ευθείες ορίζουν ίσα τµήµατα σε µια ευθεία, τότε θα ορίζουν ίσα τµήµατα και σε κάθε 

άλλη ευθεία που τις τέµνει. ∆ηλ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

321 //// εεε  και GΑ=ΑΒ  τότε EZDE =  

ε1 

ε2 

ε3 
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Εφαρµογές 

 

► Αν από το µέσο πλευράς τριγώνου φέρουµε την παράλληλη προς µια πλευρά του, τότε αυτή διέρχεται και 

από το µέσο της τρίτης πλευράς του.  

 

Αν 




ΒΜΝ C//

ΑΒ µεσο Μ
 τότε Ν µέσο ΑC 

 

 

► Το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα µέσα των δύο πλευρών ενός 

τριγώνου είναι παράλληλο προς την τρίτη πλευρά και ίσο µε το µισό 

της. 

 

Αν 



Ε ΑC µεσο 

ΑΒ µεσο D
 τότε 







=
2

//

BC
DE

BCDE
 

 

 

► Η διάµεσος ορθογωνίου τριγώνου που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα είναι ίση µε το µισό της.  

 

Αν 






Μ

=Α Ο
∧

BC µεσο 

90  τότε 
2

BC
=ΑΜ  
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► Θεώρηµα του ΘΑΛΗ : Όταν παράλληλες ευθείες τέµνουν 2 άλλες ευθείες, τότε τα τµήµατα που ορίζονται 

στη µία είναι ανάλογα µε τα αντίστοιχα τµήµατα που ορίζονται στην άλλη. δηλ.: 

   

 

DZ

AG

EZ

BG

DE

AB
==  

 

 

 

 

► Κάθε παράλληλη προς µια πλευρά τριγώνου χωρίζει τις άλλες πλευρές του  σε ίσους λόγους.   

 

 

AC

AB

EC

DB

AE

AD
==  

 

 

 

 ► ∆υο πολύγωνα είναι όµοια όταν έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις   

     αντίστοιχες γωνίες τους ίσες. 

 

 ► ∆υο τρίγωνα είναι όµοια  

• όταν έχουν τις γωνίες τους µια προς µια ίσες 

• όταν έχουν τις πλευρές τους ανάλογες 

 

► Ο λόγος των εµβαδών οµοίων σχηµάτων ισούται µε το τετράγωνο του λόγου οµοιότητας 21

2

E

E
λ=  

► Ο λόγος των όγκων οµοίων σχηµάτων ισούται µε το κύβο του λόγου οµοιότητας  31

2

V

V
λ=  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις µε (Σ) αν είναι σωστές ή (Λ) αν είναι λάθος 
 

i) Σε δυο ίσα τρίγωνα απέναντι από ίσες γωνίες βρίσκονται ίσες πλευρές. 

ii)  Αν δυο τρίγωνα έχουν δυο γωνίες ίσες µια προς µια και µια πλευρά ίση, τότε είναι ίσα.  

iii)  Αν δυο ορθογώνια τρίγωνα έχουν δυο πλευρές ίσες µια προς µια είναι ίσα.  

iv) Στο ισοσκελές τρίγωνο η ευθεία που ορίζει η διχοτόµος από την κορυφή του είναι µεσοκάθετος 

της βάσης του. 
 

2. Στο διπλανό σχήµα έχουµε το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒC µε βάση ΒC. Αν 

ΑD = ΑΕ να δείξετε ότι 
∧∧

ΒΕ=Β CDC  
 

 
 
 

3. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Φέρνουµε τη διάµεσο ΑΜ και την προεκτείνουµε 

κατά τµήµα Μ∆ = ΑΜ. Να αποδείξετε ότι      ΑΒ= Γ∆. 
 

4. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε κορυφή το σηµείο Α. Να δείξετε ότι οι διχοτόµοι του Β∆ και ΓΕ 

είναι ίσες.  
 

5. Έστω ένα κύκλος µε διάµετρο ΑΒ και οι ίσες χορδές του ΑΓ, Α∆ εκατέρωθεν της ΑΒ. Να αποδείξετε 

ότι ΒΓ = Β∆.  
 

6. ∆ίνονται τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ και οι διάµεσοί τους ΑΜ, Α΄Μ΄ . Αν         ΑΒ = Α΄Β΄ , ΒΓ = Β΄Γ΄ 

και ΑΜ = Α΄Μ΄ να αποδείξετε ότι : 
 

i. 
∧∧

= 'BB  

ii.  τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι ίσα.  
 

7. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε βάση ΒΓ. Στις προεκτάσεις των ΑΒ, ΑΓ παίρνουµε τα σηµεία ∆, Ε 

αντίστοιχα ώστε Β∆ = ΓΕ. Να αποδείξετε ότι τα σηµεία ∆, Ε ισαπέχουν από την ΒΓ 
 
 
 

8. Έστω το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε κορυφή το Α και διχοτόµο του την Α∆. Αν τα σηµεία Ε, Ζ 

ανήκουν στην Α∆, να δείξετε ότι 
∧∧

ΕΓΖ=ΕΒΖ . 
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9. ∆ίνεται το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ )90( Ο
∧

=Α και η διχοτόµος του Β∆. Αν η κάθετη από το ∆ στη ΒΓ 

τέµνει την ΒΓ στο Ε, να δείξετε ότι το τρίγωνο ∆ΑΕ είναι ισοσκελές.  
 

10. Στο διπλανό σχήµα έχουµε το τετράπλευρο ΑΒCD µε ΑΒ 

= ΑD και την ΑC διχοτόµο της γωνίας 
∧

∆ΑΒ. Να 

αποδείξετε ότι : 

i) το τρίγωνο ΒCD είναι ισοσκελές  

ii)  η ΑC είναι µεσοκάθετος της διαγωνίου ΒD.  
 

11. Αν τα τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΕΖ έχουν ΑΒ = ∆Ε, 
∧∧

= EB , και τα ύψη τους ΒΚ και ΕΛ ίσα, ν’ αποδείξετε 

ότι : 

i) 
∧∧

∆=A  

ii)  τα τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΕΖ είναι ίσα. 
 

 

12. Αν Ο το κέντρο του κύκλου του διπλανού σχήµατος και ΑΒ= ΑC  ν’ 

αποδείξετε ότι :  

i) η ΑΟ διχοτοµεί τη γωνία C
∧

ΒΑ  

ii)  η ΑΟ είναι µεσοκάθετος της χορδής ΒC.  
 

13. Έστω ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ έχουν ΑΒ=Α΄Β΄ , ΑΓ=Α΄Γ΄ και τις διαµέσους ΒΜ, Β΄Μ΄ ίσες. 

Να αποδείξετε ότι  

i) 
∧∧

= 'AA  

ii)  τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι ίσα. 
 

14. Στο διπλανό σχήµα το τρίγωνο ΑΒC είναι ισοσκελές µε βάση ΒC και η ΑD 

διχοτόµος του. Να αποδείξετε ότι : 

i) η ΑD είναι µεσοκάθετος του ΒC 

ii)  το τρίγωνο ΕΒC είναι ισοσκελές.  
 
15. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ =ΑΓ).  Φέρνουµε τη διχοτόµο Α∆. Να 

δείξετε ότι  

i) Τα τρίγωνα ΑΒ∆ και Α∆Γ είναι ίσα 

ii)  Η διχοτόµος Α∆ είναι και διάµεσος και ύψος 

iii)  Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ(ΑΒ =ΑΓ) προεκτείνουµε τις πλευρές ΑΒ, ΑΓ προς το µέρος του Α 

και παίρνουµε τµήµατα ΑΕ, Α∆ αντίστοιχα ώστε ΑΕ = Α∆. Αν Η το µέσο της ΒΓ να δείξετε 

ότι το τρίγωνο ∆ΗΕ είναι ισοσκελές.  
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16. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ΑΜ η διάµεσός του. Να αποδείξετε ότι οι κορυφές Β, Γ, ισαπέχουν από την 

ΑΜ.  
 
 

17. Στο διπλανό σχήµα έχουµε το τετράπλευρο ΑΒCD µε 
ο90==

∧∧

CA  και η ΒD διχοτόµος τής γωνίας 
∧

Β . Να 

αποδείξετε ότι :  
 

i) το τρίγωνο DΑC είναι ισοσκελές 

ii)  η ΒD είναι µεσοκάθετος του ΑC.  
 

 

18. Στο παρακάτω σχήµα το τρίγωνο ΑΒC είναι ισοσκελές ΑΕ=ΕΒ, ΑD=DC και ACKD ⊥  , ABLE ⊥ . 

Να δείξετε ότι  ΚD =LΕ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

19. Στο σχήµα της εποµένης σελίδος το τρίγωνο ΑΒC είναι ισοσκελές, τα Μ, Ν είναι µέσα των ΑΒ, ΑC και 

DΒ = CΕ. Να δείξετε ότι DΜ = ΕΝ.  
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20. ∆υο κύκλοι µε κέντρα Ο και Κ τέµνονται στα σηµεία Α και Β. Να δείξετε ότι 

i) η ΟΚ είναι διχοτόµος των 
∧

AOB και  
∧

AKB  

ii)  η ΟΚ είναι µεσοκάθετος του ΑΒ. 

 

21. Να σχεδιάσετε ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και έπειτα µε κανόνα και διαβήτη να κατασκευάσετε 

ευθύγραµµα τµήµατα ίσα προς AB
3

2
, AB

3

5
 

 

22. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο που έχει κορυφές τα µέσα των πλευρών ισοσκελούς τριγώνου είναι 

επίσης ισοσκελές.  

 

23. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο που έχει κορυφές τα µέσα των πλευρών ισόπλευρου τριγώνου είναι 

επίσης ισόπλευρο. 

 

 

24. Στο διπλανό σχήµα είναι ΑΕ = ΕD . Να υπολογίσετε  
το x  και το y  

 

 

 

 

 

 

 

25. Στο παρακάτω σχήµα είναι ΒΜ = ΜC. Να υπολογίσετε το x . (A=900) 
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26. Στο παρακάτω σχήµα είναι ΑΕ = ΕΒ και ΑΖ = ΖC και ΑΒ=16 και ΑC=12. Να υπολογίσετε τις πλευρές 

του τριγώνου DΕΖ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

27. Στο παρακάτω σχήµα είναι ΑD = DΒ και 
∧∧

=Β ADE . Να υπολογίσετε το x  και το y  

                                 
 

28. Στο παρακάτω σχήµα είναι : ΑΕ =ΕC και ΑD= DΒ. Να υπολογίσετε τη γωνία 
∧

Β και το x . 
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29. Στο παρακάτω  σχήµα είναι ΑΕ = ΕC και ΑD = DΒ. να υπολογίσετε το x  

                         
 

30. Στο τρίγωνο ΑΒC είναι DΕ // ΒC. Να υπολογίσετε το x  σε κάθε περίπτωση.  

                

                        

31. Στο παρακάτω τραπέζιο ΑΒCD η ΕΖ είναι παράλληλη στις βάσεις του AB & CD. 

Να υπολογίσετε το x . 
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32. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ φέρουµε το ύψος Α∆. Να αποδείξετε ότι  

i) ΒΓ⋅Β∆=ΑΒ2   

ii)  ΒΓ⋅∆Γ=ΑΓ2  

iii)  22 Β∆−Β∆⋅ΒΓ=Α∆  

 

33. Στο τρίγωνο ΑΒC είναι ΕD // ΑΒ και ΕΖ // ΑD. Να υπολογίσετε τα x και y  

 

34. Έστω τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ // Γ∆) και Μ, Ν τα µέσα των πλευρών Α∆ και ΒΓ αντίστοιχα. 

Να δείξετε ότι  

i) Η ΜΝ περνάει από τα µέσα των διαγωνίων του τραπεζίου 

ii)  Το τµήµα της ΜΝ που περιέχεται µεταξύ των διαγωνίων είναι ίσο µε 
2

Γ∆−ΑΒ
. 

 

35. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α =90ο ) µε Β =30ο . Αν Ε, Ζ είναι τα µέσα των ΑΒ και ΑΓ. 

Να δείξετε ότι ΕΖ= ΑΓ.  

36. Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουµε τα ύψη Β∆ και ΓΕ. Αν Μ είναι το µέσο της ΒΓ να δείξετε ότι Μ∆ = ΜΕ.  

37. Αν τα τετράπλευρα ΑΒCD και ΕΖΗΚ είναι όµοια να βρείτε το x . 
 

                                     

38. ∆υο όµοια τρίγωνα ΑΒΓ και ΚΛΜ έχουν λόγο οµοιότητας 
2

1
. Το εµβαδόν τού ΚΛΜ είναι 36 2cm . Να 

βρείτε το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. 
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39. Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒC και DΕΖ είναι όµοια και να υπολογίσετε το x .  

                           

40. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ τα µέσα των ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ αντίστοιχα. Να βρείτε το λόγο των εµβαδών των 

όµοιων τριγώνων ΑΒΓ, ∆ΕΖ. 

 

41. Αν DΕ // ΒC να υπολογίσετε το x   

                                  

 

 

 

42. Στο παρακάτω σχήµα είναι ΑΒ = ΑC και DΕ = ΕΖ και 4 (ΑΒΓ) = 9 (∆ΕΖ). Να υπολογίσετε το x . 
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43. Στο παρακάτω σχήµα είναι DΕ // ΒC και (ΑDΕ) = 
25

16
(ΑΒC). Να υπολογίσετε το x . 

                             

 

44. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α=90ο ) µε ΑΒ =1cm, ΑΓ = 3 cm. Ένα τρίγωνο ∆ΕΖ όµοιο µε το 

ΑΒΓ έχει εµβαδόν δεκαπλάσιο από το εµβαδόν του ΑΒΓ.  Να βρείτε την υποτείνουσα και τις κάθετες 

πλευρές του ∆ΕΖ.  

 

45. Ο λόγος οµοιότητας δυο κύβων είναι 
3

2
. Να βρείτε τη σχέση των όγκων τους.  

46. ∆υο όµοιοι κύλινδροι έχουν ακτίνες βάσεων 5 cm, 10 cm αντίστοιχα. Αν ο όγκος του πρώτου είναι 

3
1 320cmV =  να βρείτε τον όγκο του δεύτερου κυλίνδρου.  

47. Ο λόγος των εµβαδών δυο σφαιρών είναι 
16

25
. Να βρείτε το λόγo των όγκων τους.  

48. Ο λόγος των όγκων δυο σφαιρών είναι 
27

8
. Αν η επιφάνεια άλλης µικρότερης είναι 2100cm  να βρείτε 

την επιφάνεια της άλλης σφαίρας.  
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