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ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ A
Α1. Σχολικό σελ. 334
Α2. Σχολικό σελ. 213
A3. Λ, Λ, Σ, Σ, Λ

ΘΕΜΑ B

Β1.
i) Έχουμε:
u φανταστικός


1 1 1 1u u z (z ) z z
z z z z

            

1 1 z z 1z z z z (1 )(z z) 0
z z zz zz


          

2

1 1(1 ) 0 ή z z 0  1 0 ή z z   ή
zz z
         

z 1 ή z φανταστικός, άτοπο γιατί Re(z) 0 .

Άρα 2

11 0
z
  και επομένως z 1 .

ii) 1ος τρόπος
Αν z i   , τότε:

2 2 2 2z 1 1 1 0          
1 1 1 Re(z) 1       

2ος τρόπος
Είναι z 1 , άρα οι εικόνες των αριθ-
μών z ανήκουν στον μοναδιαίο κύκλο
και επομένως θα ισχύει 1 Re(z) 1   .

M(α +βi)

1

1

-1

-1

O









ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙΔAΣ

ΤΕΛΟΣ 2ΗΣ ΑΠΟ 7 ΣΕΛΙΔΕΣ

Β2. Έχουμε:
2

1 1 1 1 1
1

2
2 2 2 2 2

2

1z 1 z 1 z z 1 z
z

1z 1 z 1 z z 1 z
z

      

      

Οπότε:

  1 2 1 1 2 2
1 2

1 2 1 2

1 1z z 4 z z z z 4
z z

2Re(z )2Re(z ) 4 Re(z )Re(z ) 1 που ισχύει γιατί:

  
         

  
  

1 1
1 2

2 2

1 Re(z ) 1 Re(z ) 1
Re(z ) | | Re(z ) 1

1 Re(z ) 1 Re(z ) 1

       
     
Οπότε 1 2Re(z ) Re(z ) 1  και επομένως 1 21 Re(z )Re(z ) 1  

Β3.
i) Έχουμε:

1 1 1w z w z w z w w
z z z

  
  

           
 

.

Επομένως w R

ii) Έχουμε: w R w ,  R    

Όμως:
1 1w z z 2
z z


     

Άρα: 2 2 2      
Επομένως, οι εικόνες των αριθμών w ανήκουν στο ευθύ-
γραμμο τμήμα με άκρα τα σημεία Α(-2, 0) , Β(2, 0) του ο-
ποίου το μήκος είναι ίσο με 4.
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ΘΕΜΑ Γ
Γ1. Είναι k=f(0) και επειδή η f είναι συνεχής στο 0 θα έχου-
με:

 2

0 0 0 0

2
2

2

0 0

3

ln xlnxk=f(0)= lim f(x) lim x lnx lim = lim1 1
x x

1
-xxlim = lim 02 2-

x

x x x x

x x

   

 


  

 
 
 

 

Άρα k=f(0)=0.

Γ2. Είναι  2f (x)= x lnx x+2xlnx  για x>0.

Θα εξετάσουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο 0.
Έχουμε:

  
2

0 0 0 0

f(x)-f(0) f(x) x lnxlim lim lim lim xlnx
x x xx x x x   

  

    
0 0 0 0 0

2

1
lnxlnx xlim xlnx lim lim lim lim( ) 01 11 -

x xx

x x x x x
x

    


     

 
 
 

.

Άρα f (0)=0 , οπότε

x+2xlnx,  x>0
f (x)=

    0       ,  x=0


 



Γ3. i) Για κάθε x>0 ισχύει f (x)=x+2xlnx , άρα:


1f (x)=0 x+2xlnx=0 x=
e

  


1f (x)>0 x>
e
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Επομένως, η f είναι γνησίως φθίνουσα στο
10,
e

 
  

και

γνησίως αύξουσα στο
1 ,
e

 
 

.

Ακρότατα: f(0)=0 τ.μ και
1 1f

2ee
 
 

 
τ.ε

ii) Είναι f (x)=3+2lnx , οπότε:


-3
2f (x)=0 3+2lnx=0 x=e  


-3
2f (x)>0 3+2lnx>0 x>e  

Επομένως, η f είναι κοίλη στο
3

20, e
 

 
 

και κυρτή στο

3
2 ,e
 


 
.

Η f παρουσιάζει καμπή στο
3

2
ox e



 .

Γ4. Για x≥1 η f είναι συνεχής σε κάθε διάστημα της μορφής
[x, x+1] και παραγωγίσιμη στο (x, x+1). Σύμφωνα με το
Θ.Μ.Τ σε κάθε διάστημα θα υπάρχει ξ(x,x+1) ώστε να ι-
σχύει:

f(x+1)-f(x)f (ξ) f(x+1)-f(x)
(x+1)-x

   ,

Είναι:
f (x)=x+2xlnx,   f (x)=3+2lnx>0  , στο (x, x+1)
Άρα η f΄ είναι γνησίως αύξουσα στο (x, x+1), επομένως
f΄(x)<f΄(ξ).
Οπότε f(x+1)-f(x)>x+2xlnx για κάθε x>1
Γ5. Είναι:

 
 2 2x x x

f(x+1) f(x) x+1lim lim ln (x+1)-lnx lim ln
x xx+1  
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Θέτουμε u=
x+1
x

.

Είναι
x x

x+1lim u lim 1
x 

  ,
x 1
limlnu ln1 0


 

Οπότε
x 1

x+1lim ln limln u 0
x u 
 

Είναι:


x+1 x+1 x+1ln ημx ln | ημx| ln
x x x
   


x+1 x+1 x+1ln ln ημx ln
x x x

   


x+1 x+1lim ln lim ln 0
x xx x 

 
   
 

Σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής θα ισχύει:
x+1lim ln ημx =0
xx

  
 

ΘΕΜΑ Δ
Δ1. 1ος τρόπος

● Αν g(1) > 1, τότε 1-g(1) <0, οπότε:
1-g(1)

0

0

1 (1)
g(t)dtg(1) 1 g(t)dt 0

g
      , αφού g(t) > 0.

Aρα g(1)-1<0 και επόμένως g(1) < 1 άτοπο.
● Αν g(1) < 1, τότε 1-g(1) >0, οπότε:

1-g(1)

0
g(t)dt >0. Aρα g(1)-1>0 g(1) >1 άτοπο.

Επομένως g(1)=1.

2ος τρόπος Θεωρούμε τη συνάρτηση φ(x)=x- 0
g(t)dt
x

 .

Είναι φ(0)=0 και φ΄(x)=1+g(-x) > 0 για κάθε x , συνεπώς η
φ στο , άρα και 1-1.
Έχουμε:

1-g(1) 1-g(1)

0 0
g(t)dt g(t)dtg(1) 1 (1) 1 0g       

φ(g(1)-1)=φ(0) g(1)-1=0 g(1)=1
Δ2. Έχουμε:
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g΄(x) = - 2 x g(x) 
( ) 2
( )
g΄ x x
g x

  (αφού g(x) > 0) 

(ln g (x) )΄=( 2x )΄  ln g (x)=
2x c  .

Για x=1 προκύπτει c=1, αφού g(1)=1.

Άρα g(x) =
2-x +1e για κάθε x .

Δ3. Έχουμε:
φ΄(x)=h(x+2)-h(x) >0. Γιατί:
h΄(x)=g(x) > 0, οπότε h στο .
x+2>xh(x+2)>h(x) φ΄(x)>0  φ

Δ4. Έχουμε:

 
2x+3 2x+1 1 x

3 1 0 1
h(t)dt h(t)dt g(u)du 2-2t dt      

  
2x+3 2x+1 1

2

3 1 0
h(t)dt h(t)dt g(u)du -x +2x-1     .

  
2x+3 2x+1 1

2

3 1 0
h(t)dt h(t)dt g(u)du x-1     .

Θεωρούμε τη συνάρτηση:

Η(x)=  
2x+3 2x+1 1

2

3 1 0
h(t)dt h(t)dt g(u)du x-1     .

Θα αποδείξουμε ότι η εξίσωση Η(x)=0 έχει μοναδική ρίζα στο  (0,1)
δηλαδή ότι υπάρχει μοναδική xo(0,1) ώστε να ισχύει: Η(xo)=0.

Ύπαρξη ρίζας
● Η συνάρτηση Η είναι συνεχής στο [0,1] ως πράξεις συνεχών

συναρτήσεων.

● Η(0)=
1

0
g(u)du <0 αφού g(u)>0

● Η(1)=
5

3
h(t)dt 

3

1
h(t)dt >0 γιατί, σύμφωνα με το ερώτημα

(Δ3), η φ είναι γνησίως αύξουσα, οπότε φ(1)<φ(3).
Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano, υπάρχει ένα τουλάχι-
στον xo ώστε Η(xo)=0.
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Μοναδικότητα ρίζας

H΄(x)= 2h(2x+3)-2h(2x+1)+(-2x+2)
1

0
g(u)du 

 
  =

2[h(2x+3)-h(2x+1)]+2(1-x)
1

0
g(u)du 

 
  >0 για κάθε x(0,1). Πράγ-

ματι:
Είναι h(2x+3)-h(2x+1)>0 γιατί h γνησίως αύξουσα και

2(1-x)
1

0
g(u)du 

 
  >0 για κάθε x(0,1) αφού

1

0
g(u)du 0


