
 
  

  ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
 
 
 

6.1 ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ (Επαναλήψεις-Συµπληρώσεις) 
 
 

Η εξίσωση αx βy γ+ =+ =+ =+ =  

Στο Γυµνάσιο διαπιστώσαµε µε την βοήθεια παραδειγµάτων ότι η εξίσωση 

αx βy γ+ = ,   µε 0α ≠   ή  0β ≠ , 

που λέγεται γραµµική εξίσωση, παριστάνει ευθεία γραµµή. Στη συνέχεια 
θα αποδείξουµε το συµπέρασµα αυτό ως εξής:  

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις: 

• Αν 0β ≠≠≠≠ , τότε η εξίσωση γράφεται: 

                 ,

αx βy γ βy αx γ

α γ
y x

β β

+ = ⇔ = − +

⇔ = − +
 

Εποµένως η εξίσωση αυτή παριστάνει ευθεία που έχει συντελεστή 

διεύθυνσης 
α

λ
β

= −  και τέµνει τον άξονα 'y yστο σηµείο 
γ

β
.  

                
                    Σχήµα α΄                                           Σχήµα β΄              

 
Ειδικότερα: 

� Αν 0α ≠≠≠≠ , τότε η ευθεία τέµνει και τους δύο άξονες (Σχ. α΄), ενώ 

6 
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� Αν 0α ==== , τότε η εξίσωση παίρνει τη µορφή 
γ

y
β

=  και εποµένως 

παριστάνει ευθεία που είναι παράλληλη στον άξονα 'x x  και τέ-

µνει τον άξονα 'y y στο σηµείο 
γ

β
 (Σχ. β΄). 

• Αν 0β ====  (οπότε 0α ≠ ), τότε η εξίσωση 

γράφεται  
γ

αx γ x
α

= ⇔ = . 

Εποµένως η εξίσωση αυτή παριστάνει ευ-
θεία που είναι παράλληλη στον άξονα 'y y 

και τέµνει τον άξονα 'x x  στο σηµείο .
γ

α
 

Για παράδειγµα: 

� Η εξίσωση 2 2x y− =  παίρνει τη µορφή 

1
1

2
y x= −  η οποία παριστάνει ευθεία που 

έχει συντελεστή διεύθυνσης 
1
2

λ =  και τέ-

µνει τον άξονα 'y y στο σηµείο 1− . 

 

� Η εξίσωση 2y =  παριστάνει ευθεία που 

είναι παράλληλη στον άξονα 'x x  και τέ-
µνει τον άξονα 'y yστο σηµείο 2. 

 

 

� Η εξίσωση 2x =  παριστάνει ευθεία που 
είναι παράλληλη στον άξονα 'y y και τέ-

µνει τον άξονα 'x xστο σηµείο 2. 

 

 

Κάθε ζεύγος αριθµών που επαληθεύει µία γραµµική εξίσωση λέγεται λύση 
της γραµµικής εξίσωσης. 
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Για παράδειγµα, το ζεύγος ( )4, 1−  είναι λύση της εξίσωσης 2 6x y− = , αφού 

4 2( 1) 4 2 6− − = + = . ∆ιαπιστώνουµε, όµως, ότι και τα ζεύγη ( )16,5 , 

( 10, 8)− −  είναι λύσεις της εξίσωσης και γενικά ότι κάθε ζεύγος της µορφής 

1
, 3 ,

2
k k k
 − ∈ 
 

ℝ  είναι λύση της εξίσωσης. 

 

Γραµµικό Σύστηµα 2 2××××  

Όταν έχουµε δύο γραµµικές εξισώσεις αx βy γ+ =  και α΄x β΄y γ΄+ =  και 

ζητάµε τις κοινές λύσεις αυτών, τότε λέµε ότι έχουµε να λύσουµε ένα 
γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους ή, πιο σύντοµα, 
ένα γραµµικό σύστηµα 2 2××××  και γράφουµε 

αx βy γ

α΄x β΄y γ΄

+ =


+ =
 

Κάθε ζεύγος αριθµών που επαληθεύει και τις δύο εξισώσεις του συστήµα-
τος λέγεται λύση του συστήµατος . 

Στο Γυµνάσιο µάθαµε µεθόδους επίλυσης γραµµικών συστηµάτων. Η επί-
λυση ενός γραµµικού συστήµατος γίνεται µε κατάλληλη µετατροπή του σε 
άλλο γραµµικό σύστηµα το οποίο έχει ακριβώς τις ίδιες λύσεις µε το αρχι-
κό. Τα δύο αυτά συστήµατα λέγονται ισοδύναµα συστήµατα. 

Η µετατροπή ενός συστήµατος σε ισοδύναµό του γίνεται συνήθως µε έναν 
από τους εξής δύο τρόπους: 

• Λύνουµε τη µια εξίσωση του συστήµατος ως προς έναν άγνωστο και 
τον αντικαθιστούµε στην άλλη εξίσωση.  

• Αντικαθιστούµε µια από τις εξισώσεις (ε) ή (ε') του συστήµατος, π.χ. 

την (ε), µε την εξίσωση « ( ) ( )λ ε λ΄ ε΄⋅ + ⋅ » που προκύπτει, αν στα µέλη 

της (ε) πολλαπλασιασµένα µε 0λ ≠ , προσθέσουµε τα µέλη της (ε') 
πολλαπλασιασµένα µε λ'. 

Η εξίσωση ( ) ( )λ ε λ΄ ε΄⋅ + ⋅  λέγεται γραµµικός συνδυασµός των εξι-

σώσεων (ε) και (ε').  

Η απόδειξη του ότι τα συστήµατα που προκύπτουν από τις  παραπάνω µε-
τατροπές είναι ισοδύναµα στηρίζεται στις παρακάτω ιδιότητες της ισότητας 
που είδαµε στο 1ο κεφάλαιο:  

� Αν 0γ ≠ , τότε: α β αγ βγ= ⇔ =  

� Αν α β= και γ δ= , τότε α γ β δ+ = + . 

Έστω, για παράδειγµα, ότι θέλουµε να λύσουµε το σύστηµα:  
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( )
( )

2 6 1

3 4 8 2

x y

x y

 − =


+ =
 

Θα λύσουµε το σύστηµα µε τις δύο µεθόδους που µάθαµε στο Γυµνάσιο, τη 
µέθοδο της αντικατάστασης και τη µέθοδο των αντιθέτων συντελεστών 
(ή µέθοδο της απαλοιφής) 

Μέθοδος της αντικατάστασης 
Λύνουµε τη µία από τις δύο εξισώσεις ως προς ένα άγνωστο, π.χ. την (1) ως 
προς x . Έτσι το σύστηµα είναι ισοδύναµο µε το 

2 6

3 4 8

x y

x y

= +


+ =
 

Αντικαθιστούµε στη δεύτερη εξίσωση το xµε την παράσταση που βρήκαµε 
και λύνουµε την εξίσωση που προκύπτει 

( )3 2 6 4 8 6 18 4 8

10 10

1

y y y y

y

y

+ + = ⇔ + + =

⇔ = −

⇔ = −

 

Έτσι το σύστηµα είναι ισοδύναµο µε το 

2 6

1

x y

y

= +


= −
 

Αντικαθιστούµε την τιµή του yστην πρώτη εξίσωση και υπολογίζουµε τον 

άλλο άγνωστο:  

( )2 1 6 4x = − + =  

Άρα λύση του συστήµατος είναι το ζεύγος ( )4, 1− . 

ΣΧΟΛΙΟ  
Επειδή κάνουµε πολλά βήµατα µέχρι να λύσουµε ένα σύστηµα, είναι πολύ 
πιθανό να κάνουµε λάθος στους αριθµητικούς υπολογισµούς. Για το λόγο 
αυτό είναι σκόπιµο να αντικαθιστούµε τις τιµές των αγνώστων που βρήκα-
µε στις αρχικές εξισώσεις του συστήµατος και να ελέγχουµε αν τις επαλη-
θεύουν, δηλαδή να κάνουµε επαλήθευση του συστήµατος.  
Στο συγκεκριµένο σύστηµα, για 4x =  και 1y = − , έχουµε: 

1η εξίσωση: 4 2( 1) 6− − =  

2η εξίσωση: ( )3 4 4 1 12 4 8⋅ + − = − =  

Μέθοδος των αντίθετων συντελεστών (ή της απαλοιφής) 

Πολλαπλασιάζουµε τα µέλη των δύο εξισώσεων µε κατάλληλους αριθµούς, 
ώστε οι συντελεστές του ενός αγνώστου στις εξισώσεις που θα προκύψουν 
να είναι αντίθετοι:  
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( )2 6 3

3 4 8 1

x y

x y

 − = ⋅ −


+ = ⋅
  ή ισοδύναµα  

3 6 18

3 4 8

x y

x y

− + = −


+ =
. 

Προσθέτουµε κατά µέλη τις εξισώσεις που βρήκαµε, οπότε προκύπτει εξί-
σωση µε έναν άγνωστο, την οποία και επιλύουµε:  

3 6 3 4 18 8 10 10 1x y x y y y− + + + = − + ⇔ = − ⇔ = − . 

Αντικαθιστούµε την τιµή του αγνώστου που βρήκαµε σε µια από τις αρχι-
κές εξισώσεις και βρίσκουµε την τιµή του άλλου:  

2( 1) 6 2 6 4x x x− − = ⇔ + = ⇔ = . 

Άρα η λύση του συστήµατος είναι το ζεύγος ( )4, 1−  (η ίδια φυσικά που βρέ-

θηκε και µε την προηγούµενη µέθοδο). 
 

Γραφική επίλυση γραµµικού συστήµατος 2 2××××   

Κάθε εξίσωση του γραµµικού συστήµατος  

2 6

3 4 8

x y

x y

− =


+ =
 

που λύσαµε προηγουµένως παριστάνει µια ευθεία γραµµή. Το σηµείο τοµής 
των ευθειών αυτών προσδιορίζει τη λύση του συστήµατος, αφού οι συντε-
ταγµένες του επαληθεύουν συγχρόνως τις δύο εξισώσεις του συστήµατος. 

 

Γενικά, µπορούµε να επιλύσουµε γραφικά ένα γραµµικό σύστηµα  

αx βy γ

α΄x β΄y γ΄

+ =


+ =
 

µε το να σχεδιάσουµε τις δύο ευθείες που παριστάνουν οι εξισώσεις του και 
να βρούµε, εφόσον υπάρχει, το σηµείο τοµής τους. 

Η γραφική επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος 2 2×  δίνει λύσεις που 
µπορεί να είναι προσεγγιστικές. Παρά την αδυναµία αυτή, η γραφική επί-
λυση ενός γραµµικού συστήµατος 2 2×  διευκολύνει πάρα πολύ σε περι-
πτώσεις, όπου µας ενδιαφέρουν µόνο προσεγγιστικές λύσεις του συστήµα-
τος ή, ακόµη, όταν η αλγεβρική του επίλυση είναι δυσχερής  
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Οι δύο εξισώσεις ενός γραµµικού συστήµατος 2 2×  παριστάνουν δύο ευ-
θείες οι οποίες µπορεί να τέµνονται ή να είναι παράλληλες ή ακόµα και να 
συµπίπτουν.  
Για παράδειγµα: 

� Το σύστηµα 
2 3 3

4 9 1

x y

x y

+ =


− =
 γράφεται 

2
1

3
4 1

9 9

y x

y x

 = − +

 = −


 και έχει µοναδική 

λύση, αφού οι δύο ευθείες που παριστάνουν οι εξισώσεις του τέµνο-
νται, επειδή έχουν διαφορετικούς συντελεστές διεύθυνσης.  
Αν χαράξουµε τις ευθείες που παρι-
στάνουν οι εξισώσεις, βλέπουµε ότι 
προσεγγιστικά η λύση του συστήµα-
τος είναι το ζεύγος (1, 0,3). Αν ό-

µως λύσουµε το σύστηµα αλγεβρικά, 
θα βρούµε ότι η ακριβής λύση του 

συστήµατος είναι το ζεύγος 
1

(1, )
3

. 

� Το σύστηµα 
2 3

2 4 5

x y

x y

+ =


+ = −
 γράφεται 

1 3

2 2
1 5

2 4

y x

y x

 = − +

 = − −


, οπότε είναι αδύνατο, 

αφού οι δύο ευθείες που παριστάνουν 
οι εξισώσεις του είναι παράλληλες. 

� Το σύστηµα 
1 2

4 2 2

y x

x y

+ =


− =
 γράφεται 

2 1

2 1

y x

y x

= −


= −
, οπότε έχει άπειρο πλήθος 

λύσεων, αφού οι δύο ευθείες που πα-
ριστάνουν οι εξισώσεις του συστήµα-
τος συµπίπτουν. Προφανώς κάθε λύση 
του συστήµατος είναι της µορφής 

( ), 2 1 ,k k k− ∈ℝ . 

Γενικά, από την επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος 2 2×  αναµένουµε µια 
µόνο από τις περιπτώσεις: 
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� Το σύστηµα να έχει µοναδική λύση  
� Το σύστηµα να είναι αδύνατο  
� Το σύστηµα να έχει άπειρο πλήθος λύσεων.  

 

Λύση – ∆ιερεύνηση Γραµµικού Συστήµατος 2 2××××   

Στη παράγραφο αυτή θα παρουσιάσουµε την επίλυση ενός γραµµικού συ-
στήµατος 2 2×  στη γενική του µορφή.  
Έστω λοιπόν το γραµµικό σύστηµα  

αx βy γ

α΄x β΄y γ΄

+ =


+ =
 

Αρχικά θα εξετάσουµε την περίπτωση που είναι 0β ≠  και 0β΄ ≠ . Τότε το 

σύστηµα γράφεται: 

( )

( )

1

2

α γ
y x ε

β β

α΄ γ΄
y x ε

β΄ β΄

 = − +

 = − +


 

και οι εξισώσεις του παριστάνουν ευθείες 1ε  και 2ε  µε αντίστοιχους συντε-

λεστές διεύθυνσης 1

α
λ

β
= −  και 2

α΄
λ

β΄
= − . 

• Αν 
α α΄

β β΄
− ≠ − , δηλαδή αν 0αβ΄ α΄β− ≠ , τότε οι ευθείες 1ε  και 2ε  έχουν 

διαφορετικούς συντελεστές διεύθυνσης, οπότε τέµνονται σε ένα ση-
µείο του οποίου η τετµηµένη προσδιορίζεται από την λύση της εξίσω-
σης  

( )

α΄ γ΄ α γ α α΄ γ γ΄
x x x

β΄ β΄ β β β β΄ β β΄

αβ΄ α΄β x γβ΄ γ΄β

γβ΄ γ΄β
x
αβ΄ α΄β

 
− + = − + ⇔ − = − 

 

⇔ − = −

−
⇔ =

−

 

Η τεταγµένη του σηµείου τοµής είναι:  

( )
( )

( ΄ - ΄ )

α γβ΄ γ΄β γ αγβ΄ αβγ΄ γαβ΄ γα΄β
y

β αβ΄ α΄β β β αβ΄ α΄β

β αγ΄ α΄γ

β αβ α β

 − − + + −
= − ⋅ + = − − 

−
=

 

Εποµένως 
αγ΄ α΄γ

y
αβ΄ α΄β

−
=

−
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Άρα, στην περίπτωση αυτή, το σύστηµα έχει µοναδική λύση την  

( ), ,
γβ΄ γ΄β αγ΄ α΄γ

x y
αβ΄ α΄β αβ΄ α΄β

 − −
=  − − 

 

• Αν 
α α΄

β β΄
− = − , δηλαδή αν 0αβ΄ α΄β− = , τότε οι ευθείες  1ε  και 2ε  έ-

χουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης, οπότε ή είναι παράλληλες ή 
ταυτίζονται. Αυτό σηµαίνει ότι το σύστηµα ή είναι αδύνατο ή έχει ά-
πειρες λύσεις αντιστοίχως. 

Στα ίδια συµπεράσµατα καταλήγουµε και στην περίπτωση που είναι 0β =  

ή 0β΄ = . 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω συµπεράσµατα για το γραµµικό σύστηµα  

αx βy γ

α΄x β΄y γ΄

+ =


+ =
 

Έχουµε:  
• Αν 0αβ΄ α΄β− ≠  το σύστηµα έχει µοναδική λύση την 

( ), ,
γβ΄ γ΄β αγ΄ α΄γ

x y
αβ΄ α΄β αβ΄ α΄β

 − −
=  − − 

 

• Αν 0αβ΄ α΄β− = το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις ή είναι αδύνατο.  

 
Συνήθως η παράσταση αβ΄ α΄β− , συµβολίζεται µε  

α β
D

α΄ β΄
=  

και λέγεται ορίζουσα του συστήµατος  
∆ηλαδή:  

΄
α β

D αβ΄ α β
α΄ β΄

= = − . 

Την ορίζουσα που προκύπτει από την D , αν στην θέση των συντελεστών 
του xθέσουµε τους σταθερούς όρους, συµβολίζουµε µε:  

΄x

γ β
D γβ΄ γ β

γ΄ β΄
= = − . 

Οµοίως, την ορίζουσα που προκύπτει από την D , αν στη θέση των συντε-
λεστών του y θέσουµε τους σταθερούς όρους, συµβολίζουµε µε:  

΄y

α γ
D αγ΄ α γ

α΄ γ΄
= = − . 
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Τα προηγούµενα συµπεράσµατα τα οποία αφορούν στην επίλυση ενός 
γραµµικού συστήµατος συνοψίζονται, µε την βοήθεια των οριζουσών, ως 
εξής: 

Το γραµµικό σύστηµα  

αx βy γ

α΄x β΄y γ΄

+ =


+ =
 

• αν 0D ≠ , έχει µοναδική λύση, την ( ),x y  µε xD
x

D
=  και yD

y
D

=  

• αν 0D = , είναι αδύνατο ή έχει άπειρο πλήθος λύσεων. 

 
Για παράδειγµα: 

� Το σύστηµα  
2 6

3 4 8

x y

x y

− =


+ =
  έχει 

( )
1 2

1 4 3 2 4 6 10 0
3 4

D
−

= = ⋅ − − = + = ≠ , 

οπότε έχει µοναδική λύση. Επειδή 

6 2
24 16 40

8 4xD
−

= = + =       και      
1 6

8 18 10
3 8yD = = − = −  

έχουµε: 

40
4

10
xD

x
D

= = =     και   
10

1
10

yD
y

D

−
= = = − . 

Άρα, η µοναδική λύση του συστήµατος είναι το ζεύγος ( ) ( ), 4, 1x y = − . 

� Το σύστηµα  
2 3 40

4 6 80

x y

x y

− =


− =
  έχει  

( ) ( )
2 3

2 6 4 3 12 12 0
4 6

D
−

= = − − − = − + =
−

 

και εποµένως το σύστηµα αναµένεται ή να είναι αδύνατο ή να έχει ά-
πειρο πλήθος λύσεων. Αν διαιρέσουµε τη δεύτερη εξίσωση µε το 2 το 
σύστηµα αυτό γράφεται  

2 3 40

2 3 40

x y

x y

− =


− =
, 

δηλαδή έχει µόνο µία εξίσωση την 2 3 40x y− = . Αυτό σηµαίνει ότι οι 

λύσεις του συστήµατος είναι οι λύσεις της εξίσωσης 
2 40

2 3 40
3

x
x y y

−
− = ⇔ = . 
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Άρα το σύστηµα έχει άπειρο πλήθος λύσεων τα ζεύγη της µορφής  

2 40
, ,

3

k
k k

−  ∈ 
 

ℝ  

� Το σύστηµα  
3 11

9 3 6

x y

x y

+ =


+ =
  έχει  

3 1
9 9 0

9 3
D = = − =  

και εποµένως το σύστηµα αναµένεται ή να είναι αδύνατο ή να έχει ά-
πειρο πλήθος λύσεων. Το σύστηµα αυτό γράφεται  

3 1

3 2

x y

x y

+ =


+ =
 

που είναι προφανώς αδύνατο.  
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 
1η Να λυθεί το σύστηµα  

2

1

2

λx y λ

λ x y λ

− = −− = −− = −− = −


− =− =− =− =
 

 
ΛΥΣΗ 

Παρατηρούµε  ότι οι συντελεστές και οι σταθεροί όροι του συστήµατος δεν είναι 
όλοι συγκεκριµένοι αριθµοί, αλλά εξαρτώνται από το λ. Πρέπει εποµένως για τις 
διάφορες τιµές του λ, να εξετάσουµε πότε προκύπτει σύστηµα που έχει µοναδική 
λύση την οποία και να βρούµε ή πότε προκύπτει σύστηµα αδύνατο ή σύστηµα µε 
άπειρες λύσεις. Όπως και στις εξισώσεις, ο λ λέγεται παράµετρος και η εργασία 
αυτή λέγεται διερεύνηση. 
Έχοντας υπόψη τον παραπάνω πίνακα, ακολουθούµε την εξής πορεία.  

• Υπολογίζουµε τις ορίζουσες , ,x yD D D . Έχουµε: 

( )2
2

1
2 2

2

λ
D λ λ λ λ

λ

−
= = − + = −

−
 

1 1
2( 1) 2

2x

λ
D λ λ λ

λ

− −
= = − − + = −

−
 

2 2 2 2
2

1
( 1) (1 1) (2 )y

λ λ
D λ λ λ λ λ λ λ

λ λ

−
= = − − = − + = −  
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• Βρίσκουµε τις τιµές της παραµέτρου, για τις οποίες είναι 0D = . Έχουµε: 

0 ( 2) 0D λ λ= ⇔ − = 0λ⇔ =  ή 2λ =  

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις: 
� Αν 0D ≠ , δηλαδή αν 0λ ≠ και 2λ ≠ , τότε το σύστηµα έχει µοναδική 

λύση ( ),x y , µε: 

 
2 ( 2) 1

( 2) ( 2)
xD λ λ

x
D λ λ λ λ λ

− − −
= = = = −

− −
         και  

 
2 2(2 ) ( 2)

( 2) ( 2)
yD λ λ λ λ

y λ
D λ λ λ λ

− − −
= = = = −

− −
. 

∆ηλαδή, για 0λ ≠  και 2λ ≠ , η µοναδική λύση του συστήµατος είναι 

το ζεύγος 
1

, λ
λ

 − − 
 

. 

� Αν 0D = , δηλαδή αν 0λ =  ή 2λ = , τότε το σύστηµα ή είναι αδύνατο 
ή έχει άπειρες λύσεις. Συγκεκριµένα: 

� Αν 0λ = , τότε το σύστηµα γράφεται  

0 1 1

0 2 0 0

x y y

x y y

− = − = 
⇔ 

− = = 
 

και άρα είναι αδύνατο. 

� Αν 2λ = , τότε το σύστηµα γράφεται 

2 1 2 1

4 2 2 2 1

x y x y

x y x y

− = − = 
⇔ 

− = − = 
 

και άρα έχει άπειρο πλήθος λύσεων. Επειδή 
2 1 2 1x y y x− = ⇔ = − , 

Οι λύσεις του συστήµατος είναι όλα τα ζεύγη της µορφής 

( ),2 1 ,k k k− ∈R . 

 

Γραµµικό Σύστηµα 3 3××××   

Μία εξίσωση της µορφής  0αx βy γz+ + = ,  µε έναν τουλάχιστον από τους συ-

ντελεστές , ,α β γ  διάφορο του µηδενός, λέγεται γραµµική εξίσωση µε τρεις 

αγνώστους.  
Λύση µιας γραµµικής εξίσωσης µε τρεις αγνώστους λέγεται κάθε τριάδα αριθ-
µών που την επαληθεύει.  
Για παράδειγµα η εξίσωση 2 3 6x y z+ + = είναι µια γραµµική εξίσωση µε τρεις 

αγνώστους και η τριάδα ( )2, 1,5−  είναι µια λύση της εξίσωσης, αφού 

( )2 2 3 1 5 6⋅ + − + = . 
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Όταν έχουµε τρεις γραµµικές εξισώσεις µε τρεις αγνώστους: 

1 1 1 1α x β y γ z δ+ + = ,    2 2 2 2α x β y γ z δ+ + =     και    3 3 3 3α x β y γ z δ+ + =  

και ζητάµε τις κοινές λύσεις τους, τότε λέµε ότι έχουµε να λύσουµε ένα γραµµι-
κό σύστηµα τριών εξισώσεων µε τρεις αγνώστους ή, πιο σύντοµα, ένα γραµ-
µικό σύστηµα 3 3××××  και γράφουµε  

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

α x β y γ z δ

α x β y γ z δ

α x β y γ z δ

+ + =


+ + =
 + + =

 

Για την επίλυση ενός τέτοιου συστήµατος χρησιµοποιούµε µεθόδους ανάλογες 
µε τις µεθόδους που χρησιµοποιήσαµε για την επίλυση ενός γραµµικού συστή-
µατος 2 2× . 

Έστω για παράδειγµα ότι θέλουµε να λύσουµε το σύστηµα  

( )
( )
( )

2 3 9 1

3 10 2

3 8 3

x y z

x y z

x y z

 − + = −


+ − =
 + − =

 

Θα χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο της αντικατάστασης. Λύνουµε τη µία από τις 
τρεις εξισώσεις ως προς ένα άγνωστο, π.χ. την (3) ως προς z, και αντικαθιστούµε 
στις άλλες δύο. Έτσι έχουµε: 
                                    3 8 3 8x y z z x y+ − = ⇔ = + −                                       (4) 

οπότε οι εξισώσεις (1) και (2) γράφονται: 

� ( )2 3 9 2 3 3 8 9 11 2 15x y z x y x y x y− + = − ⇔ − + + − = − ⇔ + =               (5) 

� ( )3 10 3 3 8 10 1x y z x y x y x y+ − = ⇔ + − + − = ⇔ − + =                          (6) 

Οι (5), (6) ορίζουν το γραµµικό σύστηµα  

11 2 15

1

x y

x y

+ =

− + =

, 

από την επίλυση του οποίου βρίσκουµε ότι 1x =  και 2y = .  

Αντικαθιστούµε τις τιµές αυτές των x  και y  στην (4) και βρίσκουµε 3z= − . 

Άρα η λύση του αρχικού συστήµατος είναι η τριάδα ( )1,2, 3− . 

 
ΣΧΟΛΙΟ 
Επειδή η επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος 3 3× , όπως είδαµε παραπάνω, 
ανάγεται στην επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος 2 2× , προκύπτει ότι και ένα 
γραµµικό σύστηµα 3 3×  ή έχει µοναδική λύση ή είναι αδύνατο ή έχει άπειρο 
πλήθος λύσεων. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. Να λύσετε το σύστηµα 
4

2

x y

x y

− =


+ =
 

i) αλγεβρικά ii)  γραφικά. 
 

2. Να λύσετε τα συστήµατα   

i) 7 8
45

x y

x y

 =

 + =

 ii) 
1 2

3 4
4 3 8

x y

x y

− − =

 + =

 

 
3. Να λύσετε τα συστήµατα: 

i) 

5 2 1
2 0

2 7
6 6

8
3 2

x y

x y

− + + + =


+ − − =


 ii) 

2 1 2
4

3 4
3

3
2 3

x y

x x y

− + = −


+ − − =


 

 
4. Να λύσετε τα συστήµατα: 

i) 
3 3

2
3

x y

x
y

− =



− = −

 ii) 
2 2

1
1 0

2

y x

x y

= +



− + =

 

 

5. Να λύσετε τα συστήµατα µε τη µέθοδο των οριζουσών: 

i) 
2 7

3 5 4

x y

x y

+ =


− =
  ii) 

2 3 8

3 1 0

y x

x y

= −


+ + =
 

 

6. Να προσδιορίσετε το πλήθος των λύσεων των παρακάτω συστηµάτων, χωρίς 
να τα λύσετε. 

i) 
2 5 4

6 7 100

x y

x y

− =


+ =
  ii) 

2 3 40

4 6 80

x y

x y

− =


− =
 iii) 

 3   11

9 3 2

x y

x y

+ =

− − =

 

 

7. Να λύσετε τα συστήµατα: 

i) 
( )
( )
3 1 2 2

3 1 1 3

x y

x y

 − + = −


+ + = − −

 ii) 
( )

( )

3 1 4 7

1
3 1 1

2

x y

x y

 + + =


 + − =

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8. Να λύσετε τα συστήµατα: 

i) 

3 2 11

2 5 2 3

5 2 33

x y ω

x y ω

x y ω

− − =


− − =
 + − =

 ii) 

5 3 4

3 2

3 2 2 2

x y ω

x y ω

x y ω

− + =


− + =
 − + =

 iii) 

2 3
2

3
5

2
5 3 2 16

y
x ω

x
y ω

x y ω

 + − =



+ + =


+ − =


 

Β΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. i) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών 

1ε  και 2ε  του διπλανού σχήµατος.  
ii) Ποιο σύστηµα ορίζουν οι 1ε  και 2ε  

και ποια είναι η λύση του συστήµα-
τος; 
 

 
 
 

2. Ένα ξενοδοχείο έχει 26 δωµάτια, άλλα δίκλινα και άλλα τρίκλινα και συνολι-
κά 68 κρεβάτια. Πόσα είναι τα δίκλινα και πόσα τα τρίκλινα δωµάτια; 

 
3. Σε έναν αγώνα το παιδικό εισιτήριο κοστίζει 1,5€ και το εισιτήριο ενός ενή-

λικα 4 €. Τον αγώνα παρακολούθησαν 2200 άτοµα και εισπράχτηκαν 
5050€. Να βρείτε πόσα ήταν τα παιδιά και πόσοι οι ενήλικες που παρακο-
λούθησαν τον αγώνα. 
 

4. Η αντίσταση R  ενός σύρµατος ως συνάρτηση της θερµοκρασίας T  µπορεί 

να βρεθεί µε τον τύπο R αT β= + . Αν στους 20  C�  η αντίσταση ήταν 0,4 Ω  

και στους 80  C�  η αντίσταση ήταν 0,5 Ω , να βρείτε τα α  και β . 

 
5. Ένας χηµικός έχει δύο διαλύµατα υδροχλωρικού οξέως, το πρώτο έχει περιε-

κτικότητα 50% σε υδροχλωρικό οξύ και το δεύτερο έχει περιεκτικότητα 
80% σε υδροχλωρικό οξύ. Ποια ποσότητα από κάθε διάλυµα πρέπει να ανα-
µείξει ώστε να πάρει 100 ml  διάλυµα περιεκτικότητας 68% σε υδροχλωρικό 
οξύ; 
 

6. ∆ίνονται οι ευθείες 1 : 2 4 3ε x y+ =  και 2 : 2 ,  ε x y α α+ = ∈ℝ . 

i) Να βρείτε τους συντελεστές διεύθυνσης των 1ε  και 2ε . 

ii) Υπάρχουν τιµές της παραµέτρου α  για τις οποίες οι ευθείες τέµνονται; 

iii) Για ποιες τιµές της παραµέτρου α  οι ευθείες είναι παράλληλες; 
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7. Να βρείτε για τις διάφορες τιµές του α∈ℝ  τα κοινά σηµεία των ευθειών: 

i) 2
1 2: και  : 1ε αx y α ε x αy+ = + = . 

ii) 3 4: και    : 1ε αx y α ε x αy− = + = . 

8. Να λύσετε τα συστήµατα: 

i) 
( )

( )
1 2 1

,  
4 1 2

λ x y
λ

x λ y

 − − =
∈

− + = −
ℝ  ii) 

( )
( )
2 5 5

,  
2 5

µ x y
µ

x µ y

 − + =
∈

+ + =
ℝ  

 
9. Οι κύκλοι του διπλανού σχήµατος εφάπτονται 

εξωτερικά ανά δύο και ισχύει 1 2 6ΟΟ = , 

1 3 5ΟΟ =  και 2 3 7Ο Ο = . Να υπολογίσετε τις 

ακτίνες των τριών κύκλων.  
 
 
 

10. Στο διπλανό σχήµα έχουµε ένα τρίγωνο ΑΒΓ  και 
τον εγγεγραµµένο του κύκλο που εφάπτεται των 
πλευρών στα σηµεία ∆, Ε και Ζ.  Nα υπολογίσετε 
τα τµήµατα ΑΖ x= , B∆ y=  και ΓΕ z= , συναρ-

τήσει των πλευρών α , β  και γ . 

 
11. Ένας χηµικός έχει τρία διαλύµατα από το ίδιο οξύ. Το πρώτο περιέχει 50% 

οξύ, το δεύτερο 10%  οξύ και το τρίτο 30% οξύ. Ο χηµικός θέλει να παρα-
σκευάσει 52 lit διάλυµα περιεκτικότητας 32% σε οξύ, χρησιµοποιώντας και τα 
τρία διαλύµατα και µάλιστα η ποσότητα του πρώτου διαλύµατος να είναι δι-
πλάσια από την ποσότητα του τρίτου διαλύµατος. Να βρείτε πόσα λίτρα από 
κάθε διάλυµα θα χρησιµοποιήσει.  

 
12. Στα παρακάτω σχήµατα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις τριών τριωνύ-

µων, δηλαδή συναρτήσεων της µορφής 2y αx βx γ= + + . Να βρείτε τα 

τριώνυµα αυτά. 

         

 



6.2  ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ  
 
 
Η επίλυση πολλών προβληµάτων οδηγεί συχνά σε ένα σύνολο εξισώσεων 
των οποίων ζητάµε τις κοινές λύσεις, αλλά οι εξισώσεις αυτές δεν είναι όλες 
γραµµικές. 
Για παράδειγµα, έστω ότι ζητάµε δυο αριθµούς µε άθροισµα 13 και άθροι-
σµα τετραγώνων 89. 

Αν ,x y είναι οι δύο αριθµοί , τότε πρέπει 13x y+ = και 2 2 89x y+ = . Επειδή 

ζητάµε και κοινές λύσεις των δύο εξισώσεων, έχουµε το σύστηµα:  

2 2

13 (1)

89 (2)

x y

x y

+ =


+ =
 

Για τη λύση του συστήµατος εργαζόµαστε ως εξής: 
Επιλύουµε την (1), ως προς έναν άγνωστο, π.χ. ως προς x , και αντικαθι-
στούµε στη (2). 

Έχουµε 
                                 13 13x y y x+ = ⇔ = −                                    (3). 

Εποµένως  
2 2 2 2

2

2

(13 ) 89 169 26 89

2 26 80 0

13 40 0.

x x x x x

x x

x x

+ − = ⇔ + − + =

⇔ − + =

⇔ − + =

 

Η τελευταία εξίσωση είναι 2ου βαθµού µε διακρίνουσα ∆ 9= . Εποµένως: 

13 3

2

8

5
x

±
=

ր

ց
 

Από την (3) ,για 8x =  έχουµε 5y = , ενώ για 5x =  έχουµε 8y = . Άρα το 

σύστηµα έχει δύο λύσεις  τις (8, 5) και (5, 8). 

Η απάντηση βέβαια στο πρόβληµα είναι ότι οι ζητούµενοι αριθµοί είναι οι 5 
και 8. 

Στη συνέχεια θα δούµε, µε τη βοήθεια παραδειγµάτων, διάφορες περιπτώ-
σεις επίλυσης µη γραµµικών συστηµάτων. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1ο 

Να λυθεί το σύστηµα 
( )
( )

5 1

6 2

x y

xy

 + =


=
. 
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ΛΥΣΗ 

α΄ τρόπος 
Επιλύουµε την (1) ως προς x  και αντικαθιστούµε στη (2). Έχουµε: 

5 5x y y x+ = ⇔ = −       (3). 

Εποµένως  

2

2

6 (5 ) 6

5 6

5 6 0

2 3.

xy x x

x x

x x

x ή x

= ⇔ − =

⇔ − =

⇔ − + =

⇔ = =

 

Από την (3) για 2x = έχουµε 3y = , ενώ για 3x = έχουµε 2y = . Άρα το σύ-

στηµα έχει δύο λύσεις τις (2, 3)και (3, 2). 
 

β΄ τρόπος  
Εξετάζοντας το σύστηµα βλέποµε ότι αναζητούµε δύο αριθµούς για τους 
οποίους γνωρίζουµε ότι έχουν άθροισµα 5 και γινόµενο 6. Εποµένως από 
τους τύπους του Vieta οι αριθµοί αυτοί είναι ρίζες της εξίσωσης  

2 5 6 0ω ω− + = . 
Οι ρίζες της εξίσωσης αυτής είναι οι 2 και 3 οπότε οι λύσεις του συστήµατος 
είναι τα ζεύγη (2,3)και (3,2).  
 

ΣΧΟΛΙΟ 
Η πρώτη εξίσωση του συστήµατος 5x y+ = παριστάνει ευθεία, ενώ η δεύτε-

ρη εξίσωση 6xy =  παριστάνει την υπερβολή 
6

y
x

= . Εποµένως οι συντεταγ-

µένες των κοινών σηµείων της ευθείας και της υπερβολής θα µας δώσουν τις 
λύσεις του συστήµατος. 
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Τα σηµεία τοµής είναι τα (2,3)Α και (3,2)Β . Άρα το σύστηµα έχει δύο λύσεις 

τις (2,3)και (3,2). 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2ο: 

Να λυθεί το σύστηµα  2 2

6 (1)

13 (2)

xy

x y

=


+ =
 

 
ΛΥΣΗ 

Λύνουµε την (1) ως προς x και αντικαθιστούµε στη (2). Έχουµε 

6
6xy y

x
= ⇔ =  

οπότε η (2) γίνεται: 

2 2 2 2

2
2

4 2

4 2

6
13 ( ) 13

36
13

36 13

13 36 0

x y x
x

x
x

x x

x x

+ = ⇔ + =

⇔ + =

⇔ + =

⇔ − + =

 

Η εξίσωση αυτή είναι διτετράγωνη. Αν θέσουµε 2x ω= , τότε η εξίσωση γί-

νεται 2 13 36 0ω ω− + = , της οποίας οι λύσεις είναι η 9ω =  και η 4ω = . 

� Για 9ω =  έχουµε  
2 9 3 ή 3x x x= ⇔ = = −  

Από την (1) για 3x = παίρνουµε 2y = και για 3x = −  παίρνουµε 2y = − . 

� Για 4ω = έχουµε  

2 4 2 ή 2x x x= ⇔ = = − . 

Από την (1) για 2x = παίρνουµε 3y =  και για 2x = −  παίρνουµε 

3y = − . 

Άρα το σύστηµα έχει τέσσερις λύσεις τις (3,2), ( 3, 2), (2,3)και ( 2, 3)− − − − . 

 
ΣΧΟΛΙΟ 

Η πρώτη εξίσωση του συστήµατος 6xy = παριστάνει την υπερβολή 
6

y
x

= , 

ενώ η δεύτερη εξίσωση 2 2 13x y+ =  παριστάνει κύκλο µε κέντρο (0,0)Ο  και 
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ακτίνα 13ρ = . Εποµένως οι συντεταγµένες των σηµείων τοµής της υπερ-

βολής και του κύκλου θα µας δώσουν τις λύσεις του συστήµατος. 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

 

Α΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. Να λύσετε το σύστηµα: 
2 2 3

1

x y xy

x y

 + + =


+ =
. 

 
2. Να λύσετε τα συστήµατα:  

i) 
23

12 3 4

y x

x y

 =


− =
 ii) 

2 2 9

0

x y

x y

 + =


− =
 iii) 

2 2 5

2

x y

xy

 + =


=
 

και να ερµηνεύσετε γεωµετρικά τα αποτελέσµατα. 
 

3. Από τους τύπους 2
0

1

2
S υ t αt= +  και 0υ υ αt= + , να δείξετε ότι 0

2

υ υ
S t

+
= ⋅ . 

 
B΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. Να λύσετε τo σύστηµα 
2

2 2

2 10

25

x y

x y

 = +


+ =
 και να ερµηνεύσετε γεωµετρικά τα απο-

τέλεσµα. 
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2. Να λύσετε το σύστηµα: 
2

2

2 5 0

4 3

xy y y

y x x

 − − =


= − +
 

 

3. Το εµβαδόν ενός ορθογωνίου είναι 2120cm . Αν η µία διάσταση του ορθογωνί-
ου αυξηθεί κατά 3cm , ενώ η άλλη ελαττωθεί κατά 2cm , τότε το εµβαδόν του 
δεν µεταβάλλεται. Να βρείτε τις διαστάσεις του ορθογωνίου. 

 

4. ∆ίνεται η παραβολή 2y x= −  και η ευθεία 2 ,  y x k k= + ∈ℝ . Να βρείτε για 

ποιες τιµές του k  η ευθεία τέµνει την παραβολή σε δύο σηµεία. 
 

5. Να λύσετε τo σύστηµα  
22y x

y x µ

 =


= +
  και να ερµηνεύσετε γεωµετρικά τα αποτέ-

λεσµα . 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 6ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ  
 

I. Να αντιστοιχίσετε καθένα από τα συστήµατα: 

1

2 1
(Σ ) :

2 4 0

x y

x y

+ =


+ = , 2

1
(Σ ) :

2 4

x y

x y

+ =


+ = , 3

2 4 2
(Σ ) :

2 1

x y

x y

+ =


+ = , 4 2

1
(Σ ) :

1

x y

x α y

− =


+ =  

µε εκείνη από τις απαντήσεις Α, Β, Γ που νοµίζετε ότι είναι η σωστή. 

Α) Έχει µοναδική λύση, Β) Είναι αδύνατο, Γ) Έχει άπειρο πλήθος λύσεων. 

1(Σ )  2(Σ )  3(Σ )  4(Σ )  

    

II. Σε καθεµιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να κυκλώσετε το γράµµα Α, αν ο 
ισχυρισµός είναι αληθής και το γράµµα Ψ, αν ο ισχυρισµός είναι ψευδής. 

1.  Αν ένα γραµµικό σύστηµα έχει δύο διαφορετικές 
λύσεις ,τότε θα έχει άπειρο πλήθος λύσεων. 

Α Ψ  

2.  Αν σε ένα γραµµικό σύστηµα είναι 0D = , τότε το 
σύστηµα είναι κατ’ ανάγκη αδύνατο. 

Α Ψ  

3.  Το σύστηµα 
1

0

xy

x y

=


+ =
 είναι αδύνατο. Α Ψ  

4.  Ο κύκλος 2 2 1x y+ =  και η παραβολή 2 1y x= +  

δεν έχουν κοινά σηµεία. Α Ψ  
 

 


