
   
 ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 

 
 
 

3.1 ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 1ου ΒΑΘΜΟΥ 
 
 

Οι Ανισώσεις:  αx + β > 0   και   αx + β < 0   

Γνωρίσαµε στο Γυµνάσιο τη διαδικασία επίλυσης µιας ανίσωσης της µορφής 
0αx β+ >  ή της µορφής 0αx β+ < , µε α και β  συγκεκριµένους αριθµούς. 

Γενικότερα έχουµε: 
0αx β αx β β β

αx β

+ > ⇔ + − > −

⇔ > −
 

∆ιακρίνουµε τώρα τις εξής περιπτώσεις: 

• Αν 0α > , τότε: 

                                        

αx β
αx β

α α

β
x

α

−
> − ⇔ >

−
⇔ >

 

• Αν 0α < , τότε: 

                                        

αx β
αx β

α α

β
x

α

−
> − ⇔ <

−
⇔ <

 

• Αν 0α = , τότε η ανίσωση γίνεται 0x β> − , η οποία 

� αληθεύει για κάθε x∈R , αν είναι 0β > , ενώ 

� είναι αδύνατη, αν είναι 0β ≤ . 

Για παράδειγµα: 
• Η ανίσωση 4 8x > γράφεται: 

8
4 8 2

4
x x x> ⇔ > ⇔ > . 

3 
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Εποµένως η ανίσωση αυτή αληθεύει για (2, )x∈ +∞  

 

• Η ανίσωση 4 8x− > γράφεται: 

8
4 8 2

4
x x x− > ⇔ < − ⇔ < − . 

Εποµένως η ανίσωση αυτή αληθεύει για ( , 2 )x∈ −∞ − . 

 

• Η ανίσωση 0 2x > −  αληθεύει για κάθε x∈R , ενώ η ανίσωση 0 2x >  
είναι αδύνατη. 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 
i) Να λυθούν οι ανισώσεις: 

(((( )))) (((( ))))x x x2 4 6 12+ − + < −+ − + < −+ − + < −+ − + < −          και            (((( ))))
x

x x
5

2 2 1
6 3

+ + ≥ ++ + ≥ ++ + ≥ ++ + ≥ +  

ii) Να βρεθούν οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων. 
 
ΛΥΣΗ  
i) Για την πρώτη ανίσωση έχουµε: 

             ( ) ( )2 4 6 12 2 8 6 12x x x x x x+ − + < − ⇔ + − − < −  

                                                  2 12 6 8⇔ − + < + −x x x  
                                                  2 10⇔ <x  

                                                  
2 10

2 2
⇔ <

x
 

                                          5⇔ <x . 

Άρα η ανίσωση αληθεύει για κάθε πραγµατικό αριθµό 5x < . 

 
Για τη δεύτερη ανίσωση έχουµε: 

                 ( ) ( )
5

2 2 1 12 10 12 1
6 3

x
x x x x x+ + ≥ + ⇔ + + ≥ +  

                                               12 10 12 12⇔ + + ≥ +x x x  

                                               2⇔ ≥x . 

Άρα η ανίσωση αληθεύει για κάθε πραγµατικό αριθµό 2x ≥  
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ii) Επειδή η πρώτη ανίσωση αληθεύει για 5x <  και η δεύτερη για 2x ≥ , οι ανι-

σώσεις συναληθεύουν για κάθε πραγµατικό αριθµό x  µε 2 5x≤ < , δηλαδή οι 

ανισώσεις συναληθεύουν όταν [ )2,5x∈ . 

Για τον προσδιορισµό των κοινών λύσεων των δύο ανισώσεων µας διευκολύ-
νει να παραστήσουµε τις λύσεις τους στον ίδιο άξονα (Σχήµα), απ΄όπου προ-
κύπτει ότι 2 5x≤ <  

 

 

Ανισώσεις µε Απόλυτες Τιµές  

Με τη βοήθεια των ιδιοτήτων  της απόλυτης τιµής και της έννοιας της  από-
στασης δύο αριθµών, µπορούµε να επιλύουµε ανισώσεις που περιέχουν από-
λυτες τιµές. Στη συνέχεια θα δούµε µερικά παραδείγµατα επίλυσης τέτοιων 
ανισώσεων. 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1ο 

Να λυθεί η ανίσωση:   2 3− <x  

ΛΥΣΗ  
Η επίλυση της ανίσωσης 2 3− <x , µε τη βοήθεια της ιδιότητας 

0 0 0x x ρ x ρ x x ρ− < ⇔ − < < +  

γίνεται ως εξής: 

                                     
2 3 2 3 2 3

1 5

x x

x

− < ⇔ − < < +

⇔ − < <
 

Μπορούµε όµως να λύσουµε την παραπάνω ανίσωση και µε τη βοήθεια της 
ιδιότητας 

                                          x ρ ρ x ρ< ⇔ − < <  

ως εξής: 

                                 2 3 3 2 3x x− < ⇔ − < − <  

                                             3 2 2 2 3 2x⇔ − + < − + < +  
                                             1 5x⇔ − < < . 

Άρα η ανίσωση αληθεύει για ( )1,5x∈ − . 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2ο 

Να λυθεί η ανίσωση:    2 1 5x − > . 
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ΛΥΣΗ  
Από την ιδιότητα  ή x ρ x ρ x ρ> ⇔ < − >  έχουµε : 

                           2 1 5 2 1 5 ή 2 1 5x x x− > ⇔ − < − − >  

                                       2 4 ή  2 6x x⇔ < − >  
                                       2  ή  3x x⇔ < − >  

Άρα η ανίσωση αληθεύει για ( ) ( ), 2 3,x∈ −∞ − ∪ +∞ . 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 
1. Να λύσετε τις ανισώσεις: 

i) 
1 2 3

2 4 6

− +
+ <

x x x
 ii) 12 3

2 2 4

−
+ + >

x x
x  iii) 

2 1 2 2

2 5 10 5

− −
+ < −

x x x
. 

2. Να βρείτε τις τιµές του x  για τις οποίες συναληθεύουν οι ανισώσεις:  

3 1 5− < +x x    και   
1

2
2 2

− ≤ +
x

x . 

3. Να εξετάσετε αν συναληθεύουν οι ανισώσεις: 

1
1

2 2
− > +

x
x    και   

1
1

3 3
− ≤ −

x
x . 

4. Να βρείτε τα x∈ℤ  για τα οποία συναληθεύουν οι ανισώσεις: 

1
2

8

−
− >

x
x x    και   1

4 0
2

+
− + <

x
x . 

5. Να λύσετε τις ανισώσεις: 

i) 3<x  ii) 1 4− ≤x  iii) 2 1 5+ <x .  

6. Να λύσετε τις ανισώσεις: 

i) 3≥x  ii) 1 4x − >  iii) 2 1 5x + ≥ . 

7. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

i) 2 6 2 6x x− = −  ii) 3 1 1 3x x− = −   
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8. Να λύσετε τις ανισώσεις: 

ii) 
1 4 15

2 3 3

x x− − −
+ <  ii) 

1 2 1

2 3 3

x x x+ −
− >   

9. Να λύσετε την ανίσωση 2 6 9 5x x− + ≤ . 
 

10. Να βρείτε την ανίσωση της µορφής 0x x ρ− < , της οποίας λύση είναι το 

διάστηµα ( )7,3− . 

 

11. Η σχέση που συνδέει τους βαθµούς Κελσίου ( )C�  µε τους βαθµούς Φαρενάϊτ 

( )F�  είναι η 
9

32
5

F C= + . Στη διάρκεια µιας νύχτας η θερµοκρασία σε µια πό-

λη κυµάνθηκε από 41 F�  µέχρι 50 F� . Να βρείτε το διάστηµα µεταβολής της 

θερµοκρασίας σε C� . 
 
Β΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. Να βρείτε τις τιµές x  για τις οποίες ισχύει: 
i) 3 4 1 6x≤ − ≤  ii) 4 2 3 2x− ≤ − ≤ −   

2. Να βρείτε τις τιµές x  για τις οποίες ισχύει: 

i) 2 4x≤ ≤   ii) 2 5 4x≤ − ≤  

3. Έστω Α και Β τα σηµεία που παριστάνουν σε έναν άξονα τους αριθµούς 3−  
και 5 και Μ το µέσο του τµήµατος ΑΒ. 

i) Ποιος αριθµός αντιστοιχεί στο σηµείο Μ; 

ii) Να διατυπώσετε γεωµετρικά το ζητούµενο της ανίσωσης 5 3x x− ≤ +  

και να βρείτε τις λύσεις της. 
iii) Να επιβεβαιώσετε αλγεβρικά τα συµπεράσµατά σας. 

4. Έστω Α και Β τα σηµεία που παριστάνουν σε έναν άξονα τους αριθµούς 1 
και 7 και Μ το µέσο του τµήµατος ΑΒ. 

i) Ποιος αριθµός αντιστοιχεί στο σηµείο Μ; 

ii) Να διατυπώσετε γεωµετρικά το ζητούµενο της εξίσωσης 

1 7 6x x− + − =  και να βρείτε τις λύσεις της. 

iii) Να επιβεβαιώσετε αλγεβρικά τα συµπεράσµατά σας, αφού προηγουµέ-

νως συντάξετε πίνακα προσήµου των παραστάσεων 1x −  και 7x − . 
 

 



3.2 ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 2ου ΒΑΘΜΟΥ 
 
 

Μορφές Τριωνύµου 

Η παράσταση 2 ,  0+ + ≠αx βx γ α  λέγεται  τριώνυµο 2ου βαθµού ή, πιο απλά, 

τριώνυµο. Η διακρίνουσα ∆  της αντίστοιχης εξίσωσης 2 0+ + =αx βx γ  λέ-

γεται και διακρίνουσα του τριωνύµου. Οι ρίζες της εξίσωσης 

2 0,+ + =αx βx γ  δηλαδή οι 1

∆

2

− +
=
β

x
α

  και  2

∆

2

− −
=
β

x
α

 ονοµάζονται 

και ρίζες του τριωνύµου. 

Το τριώνυµο 2 ,  0+ + ≠αx βx γ α  µετασχηµατίζεται ως εξής: 

                           2 2 + + = + + 
 

β γ
αx βx γ α x x

α α
 

                                           
2 2

2 2
2 2 2

    = + ⋅ ⋅ + − +    
     

β β β γ
α x x

α α α α
 

                                           
2 2

2

4

2 4

 − = + +  
   

β αγ β
α x

α α
. 

Εποµένως: 

                           
β

αx βx γ α x
α α

2
2

2

∆

2 4

        
+ + = + −+ + = + −+ + = + −+ + = + −        

            
                          (1). 

∆ιακρίνουµε τώρα τις εξής περιπτώσεις: 

• ∆ 0>>>> . Τότε ισχύει ( )2

∆ ∆= , οπότε έχουµε: 

                     

22
2 ∆

2 2

β
αx βx γ α x

α α

    + + = + −          
 

                                      
∆ ∆

2 2 2 2

β β
α x x

α α α α

  
= + − + +    

  
 

                                      
∆ ∆

2 2

β β
α x x

α α

      − + − −
= − −                  

. 

Εποµένως: 

(((( )))) (((( ))))αx βx γ α x x x x2
1 2+ + = − −+ + = − −+ + = − −+ + = − − , 

όπου 1 2,  x x  οι ρίζες του τριωνύµου. 
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Άρα, όταν ∆ 0> , τότε το τριώνυµο µετατρέπεται σε γινόµενο του α  επί 
δύο πρωτοβάθµιους παράγοντες. 

• ∆ 0==== . Τότε από την ισότητα (1) έχουµε:  

β
αx βx γ α x

α

2
2

2
    

+ + = ++ + = ++ + = ++ + = +    
    

. 

Άρα, όταν ∆ 0= , τότε το τριώνυµο µετατρέπεται σε γινόµενο του  α  
επί ένα τέλειο τετράγωνο. 

• ∆ 0<<<< . Τότε ισχύει ∆ ∆= − , οπότε έχουµε: 

β
αx βx γ α x

α α

2
2

2

∆

2 4

        
+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +        

            
 

Επειδή για κάθε x∈ℝ , η παράσταση µέσα στην αγκύλη είναι θετική, το 
τριώνυµο δεν αναλύεται σε γινόµενο πρωτοβάθµιων παραγόντων. 

 
Συνοψίζοντας τα παραπάνω συµπεράσµατα για τις µορφές του τριωνύµου 

2 ,  0αx βx γ α+ + ≠  µε διακρίνουσα ∆  έχουµε: 

• Αν ∆ 0> ,τότε: 

( )( )2
1 2αx βx γ α x x x x+ + = − − , 

όπου 1 2,  x x  οι ρίζες του τριωνύµου. 

• Αν ∆ 0= , τότε: 
2

2

2

β
αx βx γ α x

α

 + + = + 
 

. 

• Αν ∆ 0< , τότε: 
2

2
2

∆

2 4

β
αx βx γ α x

α α

  + + = + +  
   

. 

Για παράδειγµα: 

� Το τριώνυµο 22 3 2x x+ −  έχει ∆ 9 16 25 0= + = >  και ρίζες 1

1

2
x =  και 

2 2x = − . Εποµένως:  

( ) ( )( )2 1
2 3 2 2 2 2 1 2

2
x x x x x x

 + − = − + = − + 
 

. 

� Το τριώνυµο 21 9
3

2 2
x x+ +  έχει 

1 9
∆ 9 4 0

2 2
= − ⋅ ⋅ =  και 3

2

β

α
= − . Εποµέ-

νως:  
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( )221 9 1
3 3

2 2 2
x x x+ + = − . 

� Το τριώνυµο 22 6 5x x− +  έχει ∆= 4 0− < . Εποµένως: 
2

2 3 1
2 6 5 2

2 4
x x x

  − + = − +  
   

. 

 
Πρόσηµο των Τιµών του Τριωνύµου 

Για να µελετήσουµε το πρόσηµο των τιµών του τριωνύµου 
2 ,  0αx βx γ α+ + ≠ ,  θα χρησιµοποιήσουµε τις µορφές του ανάλογα µε τη 

διακρίνουσα. 

• Αν ∆ 0>>>> , τότε ,όπως είδαµε προηγουµένως, ισχύει: 

( )( ) ( )2
1 2  1αx βx γ α x x x x+ + = − − . 

Υποθέτουµε ότι 1 2x x<  και τοποθετούµε τις ρίζες σε έναν άξονα. 

Παρατηρούµε ότι: 
� Αν 1 2x x x< <  (Σχήµα), τότε 1 0x x− <  

και 2 0x x− < , οπότε ( )( )1 2 0x x x x− − > . 

Εποµένως, λόγω της ( )1 , το τριώνυµο 

είναι οµόσηµο του α . 

� Αν 1 2< <x x x  (Σχήµα), τότε 1 0x x− >  

και 2 0x x− < , οπότε ( )( )1 2 0x x x x− − < . 

Εποµένως, λόγω της ( )1 , το τριώνυµο 

είναι ετερόσηµο του α . 

� Αν 1 2x x x< <  (Σχήµα), τότε 1 0x x− >  

και 2 0x x− > , οπότε ( )( )1 2 0x x x x− − > . 

Εποµένως, λόγω της ( )1 , το τριώνυµο 

είναι οµόσηµο του α . 

• Αν ∆ 0==== , τότε ισχύει: 
2

2  
2

β
αx βx γ α x

α

 + + = + 
 

. 

Εποµένως, το τριώνυµο είναι οµόσηµο του α  για κάθε πραγµατικό 

2

β
x

α
≠ − , ενώ µηδενίζεται για 

2

β
x

α
= − . 
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• Αν ∆ 0<<<< , τότε ισχύει: 
2

2
2

∆
 

2 4

β
αx βx γ α x

α α

  + + = + +  
   

. 

Όµως η παράσταση µέσα στην αγκύλη είναι θετική για κάθε πραγµατι-
κό αριθµό x . Εποµένως το τριώνυµο είναι οµόσηµο του α σε όλο το 
ℝ . 

Τα παραπάνω συνοψίζονται στον πίνακα: 

Το τριώνυµο 2 ,  0αx βx γ α+ + ≠  γίνεται: 

• Ετερόσηµο του α , µόνο όταν είναι ∆ 0>  και για τις τιµές του x , 
που βρίσκονται µεταξύ των ριζών.  

• Μηδέν, όταν η τιµή του x  είναι κάποια από τις ρίζες του τριωνύ-
µου. 

• Οµόσηµο του α  σε κάθε άλλη περίπτωση. 

 

Ανισώσεις της Μορφής αx2+βx+γ > 0 ή αx2+βx+γ < 0 

Τα προηγούµενα συµπεράσµατα χρησιµοποιούνται στην επίλυση ανισώσεων 

της µορφής 2 0αx βx γ+ + >  ή  2 0,  0αx βx γ a+ + < ≠ , τις οποίες ονοµάζουµε 

ανισώσεις δευτέρου βαθµού. Ο τρόπος επίλυσης αυτών φαίνεται στα παρα-
κάτω παραδείγµατα. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1ο  
Να λυθούν οι ανισώσεις 

i) 22 3 2 0x x− − >     (ii) 22 3 2 0x x− − <  
 
ΛΥΣΗ 
Ζητάµε τις τιµές του x , για τις οποίες το τριώνυµο 22 3 2x x− −  είναι θετικό 
στην περίπτωση (i) και αρνητικό στην περίπτωση (ii).  

Το τριώνυµο έχει ρίζες τους αριθµούς 
1

2
−  και 2  και, επειδή 2 0α = > , το 

πρόσηµό του φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 
 

x  −∞   
1

2
−   2   +∞  

( )f x   +  0  −  0  +   
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Από τον πίνακα αυτόν προκύπτει ότι: 

i) Η ανίσωση 22 3 2 0x x− − >  έχει λύσεις τα x∈ℝ  για τα οποία ισχύει 

1

2
x < −  ή 2x > , δηλαδή τα ( )1

, 2,
2

x
 ∈ −∞ − ∪ +∞ 
 

. Οι λύσεις αυτές 

εποπτικά φαίνονται στο παρακάτω σχήµα. 

 
ii) Η ανίσωση 22 3 2 0x x− − <  έχει λύσεις τα x∈ℝ  για τα οποία ισχύει 

1
2

2
x− < < , δηλαδή τα 

1
, 2

2
x

 ∈ − 
 

. Οι λύσεις αυτές εποπτικά φαίνο-

νται στο παρακάτω σχήµα. 

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2ο  

Να λυθεί η ανίσωση  22 3 2 0x x− − ≤ . 
 
ΛΥΣΗ 
Ζητάµε τις τιµές του x , που είναι λύσεις της ανίσωσης 22 3 2 0x x− − <  ή 

ρίζες της εξίσωσης 22 3 2 0x x− − = . Εποµένως σύµφωνα µε το 1ο παράδειγµα 

οι λύσεις της ανίσωσης 22 3 2 0x x− − ≤  είναι τα x∈ℝ , µε 
1

2
2

x− ≤ ≤ , δηλα-

δή τα 
1

, 2
2

x
 ∈ −  

. Οι λύσεις αυτές εποπτικά φαίνονται στο παρακάτω σχή-

µα. 

 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3ο 

Να λυθούν οι ανισώσεις 

i) 2 2 1 0x x− + >      (ii) 2 2 1 0x x− + <  
 
ΛΥΣΗ 
Η διακρίνουσα του τριωνύµου 2 2 1x x− +  είναι ∆ 0= , οπότε έχει διπλή ρίζα 
την 1x = . Άρα το τριώνυµο είναι οµόσηµο του 1α = , δηλαδή θετικό, για 
κάθε x∈R  µε 1x ≠ . 
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Εποµένως οι λύσεις της ανίσωσης (i) είναι όλοι οι πραγµατικοί αριθµοί x , 
µε 1x ≠ , ενώ η ανίσωση (ii) είναι αδύνατη. 
Οι λύσεις της (i) εποπτικά φαίνονται στο παρακάτω σχήµα.  

 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4ο  

Να λυθεί η ανίσωση 2 1 0x x+ + >  
 
ΛΥΣΗ 
Η διακρίνουσα του τριωνύµου 2 1x x+ +  είναι ∆ 3 0= − < , οπότε το τριώνυµο 
είναι οµόσηµο του 1α = , δηλαδή θετικό, για κάθε x∈ℝ .  Εποµένως οι λύ-
σεις της ανίσωσης είναι όλοι οι πραγµατικοί αριθµοί. 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 
1η Να βρεθούν οι τιµές του x∈∈∈∈ℝℝℝℝ  για τις οποίες συναληθεύουν οι ανισώσεις: 

2 4 5 0x x− − <− − <− − <− − <   και 2 6 0x x− − >− − >− − >− − > . 
 

ΛΥΣΗ  
Λύνουµε κάθε ανίσωση χωριστά και µετά βρίσκουµε τις κοινές λύσεις. 
Έχουµε: 

� ( )( )2 4 5 0 5 1 0 1 5x x x x x− − < ⇔ − + < ⇔ − < <   

� ( )( )2 6 0 2 3 0 2 ή 3x x x x x x− − > ⇔ + − > ⇔ < − >  

 
Άρα οι ανισώσεις συναληθεύουν για ( )3,5x∈ .  

 

2η ∆ίνεται η εξίσωση (((( ))))2 1 4 0,  x α x α α− + + + = ∈− + + + = ∈− + + + = ∈− + + + = ∈ℝℝℝℝ  

i) Να βρεθεί η διακρίνουσα της εξίσωσης και να µελετηθεί το πρόσηµό 
της. 

ii) Για ποιες τιµές του α  η εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες; 
iii) Για ποιες τιµές του α  η εξίσωση έχει διπλή ρίζα; 
iv) Για ποιες τιµές του α  η εξίσωση είναι αδύνατη στο ℝℝℝℝ ; 
 

ΛΥΣΗ 
i) Έχουµε: 
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( ) ( )
2 2

∆ α 1 4 1 α 4 α 2α 15= − + − ⋅ ⋅ + = − −   . 

Παρατηρούµε ότι η διακρίνουσα είναι ένα τριώνυµο του α  µε διακρίνουσα 

( ) ( )2
∆΄ 2 4 1 15 64 0= − − ⋅ ⋅ − = > . 

Εποµένως η διακρίνουσα ∆ έχει ρίζες: 

1

2 8
5

2
α

+
= =      και     2

2 8
3

2
α

−
= = − . 

και το πρόσηµο της φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 
 

α  −∞   3−   5   +∞  

∆   +  0  −  0  +   

Από τον πίνακα αυτό προκύπτει ότι: 

ii) Η εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες αν ∆ 0> , δηλαδή αν 3α < −  ή 5α > . 

iii) Η εξίσωση έχει µία διπλή ρίζα αν ∆ 0= , δηλαδή αν 3α = −  ή 5α = . 

iv) Η εξίσωση είναι αδύνατη αν ∆ 0< , δηλαδή 3 5α− < < . 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. Να µετατρέψετε σε γινόµενα παραγόντων τα τριώνυµα: 

i) 2 3 2x x− +  ii) 22 3 2x x− − . 

 

2. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

i) 
2

2

3 2

2 3 2

x x

x x

− +
− −

. ii) 
2

2

2 8 42

49

x x

x

+ −
−

 iii) 
2

2

4 12 9

2 5 3

x x

x x

− +
− +

. 

 

3. Για τις διάφορες τιµές του x∈ℝ , να βρείτε το πρόσηµο των τριωνύµων: 

i) 2 2 15x x− −  ii) 24 4 1x x− +  iii) 2 4 13x x− +  

 

4. Για τις διάφορες τιµές του x∈ℝ , να βρείτε το πρόσηµο των τριωνύµων: 

i) 2 4 3x x− + −  ii) 29 6 1x x− + −  iii) 2 2 2x x− + −  
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5. Να λύσετε τις ανισώσεις:  

i) 25 20x x≤  ii) 2 3 4x x+ ≤ . 

 

6. Να λύσετε τις ανισώσεις: 

i) 2 2 0x x− − >  ii) 22 3 5 0x x− − <  

 

7. Να λύσετε τις ανισώσεις: 

i) 2 4 4x x+ >  ii) 2 9 6x x+ ≤  

 

8. Να λύσετε τις ανισώσεις: 

i) 2 3 5 0x x+ + ≤  ii) 22 3 20 0x x− + >  

 

9. Να λύσετε την ανίσωση ( )21
4 3 0

4
x x− − + >  

 

10. Να βρείτε τις τιµές του x∈ℝ  για τις οποίες ισχύει: 22 1 4 12x x− < − < . 

 

11. Να βρείτε τις τιµές του x∈ℝ  για τις οποίες συναληθεύουν οι ανισώσεις 
2 6 5 0x x− + <  και 2 5 6 0x x− + > . 

 

Β΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. i) Να µετατρέψετε σε γινόµενα παραγόντων τις παραστάσεις: 

2 22α αβ β+ −  και 2 26α αβ β− − . 

ii) Να απλοποιήσετε την παράσταση  
2 2

2 2

2

6

α αβ β

α αβ β

+ −

− −
. 

 

2. Να παραγοντοποιήσετε το τριώνυµο ( )22 2+ − −x β α x αβ . 

 

3. Να απλοποιήσετε την παράσταση 
2

2 23 2

x αx βx αβ

x αx α

− + −
− +

. 
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4. ∆ίνεται η εξίσωση 2
λ 3λ λ 5 0,  λx x+ + + = ∈ℝ . Να βρείτε τις τιµές του λ  

για τις οποίες η εξίσωση: 

i) έχει ρίζες ίσες ii) έχει ρίζες άνισες iii) είναι αδύνατη. 

 

5. Να βρείτε τις τιµές του λ∈ℝ  για τις οποίες η ανίσωση 2 3 0+ + >x λx λ  
αληθεύει για κάθε x∈ℝ . 

 

6. ∆ίνεται το τριώνυµο ( ) 22 2 3 ,  2λ x λx λ λ+ − + ≠ − . 

i) Να βρείτε τη διακρίνουσα ∆  του τριωνύµου και να λύσετε την ανίσω-
ση ∆ 0< . 

ii) Να βρείτε τις τιµές του λ  για τις οποίες η ανίσωση 

( ) 22 2 3 0,  2λ x λx λ λ+ − + < ≠ −  αληθεύει για κάθε x∈ℝ . 

 

7. Στο διπλανό σχήµα το ΑΒΓ∆  είναι τετράγωνο 
πλευράς 3ΑΒ =  και το Μ  είναι ένα σηµείο 
της διαγωνίου ΑΓ . Να βρείτε τις θέσεις του 
σηµείου Μ  πάνω στη διαγώνιο ΑΓ  για τις 
οποίες το άθροισµα των εµβαδών των σκια-
σµένων τετραγώνων είναι µικρότερο από 5 . 

 

8. i)  Να αποδείξετε ότι 2 2 0α αβ β− + >  για όλα τα ,  α β∈ℝ  µε ,  0α β ≠ . 

ii) Να καθορίσετε το πρόσηµο της παράστασης Α 1
α β

β α
= + −  για τις 

διάφορες τιµές των ,  0α β ≠ . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 



3.3  ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ ΓΙΝΟΜΕΝΟ & ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ ΠΗΛΙΚΟ 

 
 

Πρόσηµο Γινοµένου 

Έστω ότι θέλουµε να µελετήσουµε ένα γινόµενο ( ) ( ) ( ) ( )...P x Α x Β x Φ x= ⋅ ⋅ ⋅  

ως προς το πρόσηµό του, όπου οι παράγοντες ( )Α x , ( )Β x ,…, ( )Φ x  είναι 

της µορφής +αx β  (πρωτοβάθµιοι) ή της µορφής 2αx βx γ+ +  (τριώνυµα).  

Βρίσκουµε το πρόσηµο κάθε παράγοντα χωριστά και στη συνέχεια το πρό-

σηµο του ( )P x , όπως φαίνεται στο παράδειγµα που ακολουθεί. 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
Να βρεθεί για τις διάφορες τιµές του x∈ℝ  το πρόσηµο του γινοµένου 

( ) ( )( )( )2 21 6 2 1= − + − + +P x x x x x x . 
 

ΛΥΣΗ 
Αρχικά βρίσκουµε το πρόσηµο του κάθε παράγοντα χωριστά ως εξής: 

� Επειδή  
1 0 1x x− ≥ ⇔ ≥ , 

το 1−x  είναι θετικό για 1>x , µηδέν για 1x =  και αρνητικό για 1x < . 
� Επειδή  

( )( )2 6 0 3 2 0 3 ή 2x x x x x x+ − ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ ≤ − ≥ , 

το 2 6x x+ − είναι θετικό για 3x < −  και για 2x > , µηδέν για 3x = −  και 
για 2x = και αρνητικό για 3 2x− < < . 

� Επειδή το 22 1x x+ +  έχει διακρίνουσα ∆ 1 8 7 0= − = − < , το τριώνυµο 
αυτό είναι θετικό για κάθε x∈ℝ . 

Ο προσδιορισµός, τώρα, του προσήµου του γινοµένου ( )P x  γίνεται µε τη 

βοήθεια του παρακάτω πίνακα, εφαρµόζοντας τον κανόνα των προσήµων. 

x  −∞   3−   1  2   +∞  
1x −   −  | −  0  +  | +   

2 6x x+ −   +  0  −  | −  0  +   
22 1x x+ +   +  | +  | +  | +   

( )P x   −  0  +  0  −  0  +   

Ώστε το γινόµενο ( )P x  είναι θετικό για 3 1x− < <  και για 2x > , ενώ είναι 

αρνητικό για 3x < −  και για 1 2x< < . Τέλος είναι µηδέν για 3x = − , για 
1x =   και για 2x = . 
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Ανισώσεις της Μορφής (((( )))) (((( )))) (((( ))))Α x Β x ... Φ x 0 ( 0 )⋅ ⋅ ⋅ > <⋅ ⋅ ⋅ > <⋅ ⋅ ⋅ > <⋅ ⋅ ⋅ > <  

Άµεση εφαρµογή των παραπάνω έχουµε στην επίλυση ανισώσεων της µορ-

φής ( ) ( ) ( )... 0 ( 0)Α x Β x Φ x⋅ ⋅ ⋅ > < , όπως είναι για παράδειγµα  η ανίσωση 

( )( )( )2 21 6 2 1 0x x x x x− + − + + <  

Προκειµένου να λύσουµε την ανίσωση αυτή αρκεί να βρούµε τις τιµές του 

x∈ℝ  για τις οποίες το γινόµενο ( ) ( )( )( )2 21 6 2 1P x x x x x x= − + − + +  είναι 

αρνητικό. 

Από την πρώτη και την τελευταία γραµµή του πίνακα προσήµου του ( )P x  

διαπιστώνουµε ότι η ανίσωση αληθεύει όταν ( ) ( ), 3 1,2x∈ −∞ − ∪ . 
 

Ανισώσεις της Μορφής 
(((( ))))
(((( ))))

Α x
0 ( 0 )

Β x
> <> <> <> <  

Όπως γνωρίζουµε το πηλίκο και το γινόµενο δύο αριθµών είναι οµόσηµα. 
Εποµένως:  

( )

( )
( ) ( )

Α
0 Α Β 0

Β

x
x x

x
> ⇔ ⋅ >      και     

( )

( )
( ) ( )

Α
0 Α Β 0

Β

x
x x

x
< ⇔ ⋅ < , 

αφού, καµία από τις λύσεις της ( ) ( )Α Β 0x x⋅ >  και της ( ) ( )Α Β 0x x⋅ <  δεν 

µηδενίζει το ( )Β x .  

Για παράδειγµα , έστω ότι θέλουµε να λύσουµε την ανίσωση  

( )( )2

2

1 2 1
0

6

x x x

x x

− + +
>

+ −
. 

Η ανίσωση αυτή είναι ισοδύναµη µε την 

( )( )( )2 21 6 2 1 0x x x x x− + − + + > , 

δηλαδή µε την ( ) 0P x > , η οποία, από τον πίνακα προσήµου του ( )P x  αλη-

θεύει όταν ( ) ( )3,1 2,x∈ − ∪ +∞ . 

ΣΧΟΛΙΟ 

Μία ανίσωση της µορφής  
( )

( )

Α
0

Β

x

x
≥  αληθεύει για εκείνους τους πραγµατι-

κούς αριθµούς x  για τους οποίους ισχύουν συγχρόνως  

( ) ( )Α Β 0x x⋅ ≥       και         ( )Β 0x ≠ . 
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Έστω για παράδειγµα η ανίσωση 
2

2

4 3
0

3 4

x x

x x

− +
≥

+ −
. Έχουµε: 

( )( )
2

2 2
2

4 3
0 4 3 3 4 0

3 4

x x
x x x x

x x

− +
≥ ⇔ − + + − ≥

+ −
 και 2 3 4 0x x+ − ≠ . 

Οι ρίζες του τριωνύµου 2 4 3x x− +  είναι οι 1 και 3 , ενώ του τριωνύµου 
2 3 4x x+ −  είναι οι 1 και 4− .  

Συντάσσουµε τον πίνακα προσήµου του γινοµένου: 

( )( )2 2( ) 4 3 3 4P x x x x x= − + + −  

x  −∞   4−   1  3   +∞  
2 4 3x x− +   +  | +  0  −  0  +   
2 3 4x x+ −   +  0  −  0  +  | +   

( )P x   +  | −  | −  | +   

Άρα η ανίσωση αληθεύει όταν ( ) [ ), 4 3,x∈ −∞ − ∪ +∞ . 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. Να βρείτε το πρόσηµο του γινοµένου  

( ) ( )( )( )2 22 3 2 1P x x x x x x= − − − − + . 
 

2. Να βρείτε το πρόσηµο του γινοµένου  

( ) ( )( )( )2 2 24 3 2 1P x x x x x x= − + − + + +  

 

3. Να λύσετε την ανίσωση ( )( ) ( )2 21 2 9 0x x x− + − >  

 

4. Να λύσετε την ανίσωση ( )( )( )2 23 2 6 3 0x x x x− + + ≤  

 

5. Να λύσετε την ανίσωση ( )( )2 22 2 1 0x x x x− − + + ≤  

 

6. Να λύσετε την ανίσωση ( )( )( )2 23 2 3 1 2 0x x x x x− + − − − >  
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7. Να λύσετε τις ανισώσεις: 

i) 
2

0
1

x

x

−
>

+
 ii) 

2 1
0

3

x

x

+
≤

−
  

 

8. Να λύσετε την ανίσωση 
2

2

2
0

2

x x

x x

− −
≤

+ −
 

 
Β΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. Να λύσετε τις ανισώσεις: 

i) 
2 3

4
1

x

x

+
>

−
 ii) 

2
4

3 5

x

x

−
≤

+
 

 

2. Να λύσετε την ανίσωση 
2 3 10

2 0
1

x x

x

− −
+ ≤

−
 

 
3. Να λύσετε τις ανισώσεις: 

i) 
2

3 5 1

x

x x
≤

− −
 ii) 

3

2 1 2

x

x x
≥

− +
  

 

4. Να λύσετε την ανίσωση 
1

2
x

x

+
>  

 
5. Μία εταιρεία παράγει ηλεκτρικούς λαµπτήρες. Για ένα συγκεκριµένο τύ-

πο λαµπτήρων το τµήµα έρευνας αγοράς της εταιρείας εκτιµά ότι αν η τι-
µή πώλησης των λαµπτήρων είναι x  ευρώ ανά λαµπτήρα, τότε το εβδο-
µαδιαίο κόστος Κ  και τα αντίστοιχα έσοδα Ε  (σε χιλιάδες ευρώ) δίνο-

νται από τους τύπους 7Κ x= −  και 25Ε x x= − . Να βρείτε τις τιµές πώ-
λησης των λαµπτήρων για τις οποίες η εταιρεία έχει κέρδος. 

 

6. Ένα φάρµακο είναι αποτελεσµατικό αν η συγκέντρωσή του στο κυκλοφο-
ρικό σύστηµα υπερβαίνει µία ορισµένη τιµή, που καλείται ελάχιστο θε-
ραπευτικό επίπεδο. Υποθέτουµε ότι η συγκέντρωση σ  ενός φαρµάκου, t  

ώρες ύστερα από τη λήψη του, δίνεται από τον τύπο 
2

20
 /

4

t
σ mgr lt

t
=

+
. 

Αν για το συγκεκριµένο φάρµακο το ελάχιστο θεραπευτικό επίπεδο είναι 

4 /mgr lt , να βρείτε πότε η συγκέντρωσή του θα ξεπεράσει το επίπεδο σ. 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 3ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

 

I. Σε καθεµιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να επιλέξετε τη σωστή απάντη-
ση. 
1. Αν η ανίσωση 2 2 0x x γ− + + ≥  είναι αδύνατη τότε: 

      Α) 1γ > −                 Β) 1γ = −                  Γ) 1γ < −                     ∆) 1γ ≥ − . 
 

2. Αν η ανίσωση 2 2 0x x γ− + >  αληθεύει για κάθε x∈ℝ , τότε: 

      Α) 1γ <                    Β) 1γ =                    Γ) 1γ >                        ∆) 1γ ≤ . 
 

3. Αν η ανίσωση 2 22 3 0x λx λ− + − ≤  αληθεύει για κάθε x∈ℝ , τότε: 
      Α) 0λ >                   Β) 0λ <                    Γ) 1λ =                       ∆) 0λ = . 

 

4. Η εξίσωση 1 5 4x x− + − =  αληθεύει αν και µόνο αν: 

      Α) 1x <                   Β) 5x >                    Γ) 1 5x≤ ≤                  ∆) 1 5x< < . 
 

5. Η εξίσωση 1 1x x− = − : 

      Α) Είναι αδύνατη                                     Β) Έχει µοναδική λύση τη 1x =  

      Γ) Έχει άπειρες λύσεις                             ∆) Είναι ταυτότητα. 

 

II. Σε καθεµιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να κυκλώσετε το γράµµα Α, 
αν ο ισχυρισµός είναι αληθής και το γράµµα Ψ, αν ο ισχυρισµός είναι 
ψευδής. 

1.  Η ανίσωση 2 2 0x λx λ+ + > , µε 0λ ≠ , αληθεύει για όλα 
τα x∈ℝ . Α Ψ  

2.  Η ανίσωση 2 2 4 5 0λ x λx+ + ≤ , µε 0λ ≠ , αληθεύει για όλα 
τα x∈ℝ . Α Ψ  

3.  Οι ανισώσεις 2( 1) 0x x − ≥  και 1 0x − ≥  έχουν τις ίδιες 

λύσεις. 
Α Ψ  

4.  Οι ανισώσεις 2( 1) 0x x − ≤  και 1 0x − ≤  έχουν τις ίδιες 

λύσεις. 
Α Ψ  

5.  Οι ανισώσεις 
2 1

1
1

x

x

−
>

+
 και 2 1 1x x− > +  έχουν τις ίδιες 

λύσεις. 
Α Ψ  

6.  Οι ανισώσεις 
( )

2

1
0

2

x

x

−
≥

−
 και 1 0x − ≥  έχουν τις ίδιες 

λύσεις. 

Α Ψ  

7.  Οι ανισώσεις 
( )

2

1
0

2

x

x

−
≥

−
 και ( ) ( )

2
1 2 0x x− − ≥  έχουν 

τις ίδιες λύσεις. 
Α Ψ  
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8.  Οι ανισώσεις 
2

0
1

x

x

−
≥

−
 και ( 2)( 1) 0x x− − ≥  έχουν τις 

ίδιες. λύσεις 
Α Ψ  

9.  Οι ανισώσεις 
2

0
1

x

x

−
<

−
 και ( 2)( 1) 0x x− − <  έχουν τις 

ίδιες λύσεις 
Α Ψ  

10. Οι ανισώσεις 
1 2

1 1

x x

x x

+ +
<

− +
 και ( ) ( )( )

2
1 1 1x x x+ < − +  

έχουν τις ίδιες. λύσεις 
Α Ψ  

 

III. Να αντιστοιχίσετε καθένα από τα τριώνυµα της  Α΄ οµάδας  µε την 
ισοδύναµη µορφή του από τη  Β΄ οµάδα. 

Α΄  ΟΜΑ∆Α 
 

Β΄  ΟΜΑ∆Α 

1 22 6 4x x− + −  Α ( )( )1 2x x− −  

2 2 3 2x x− +  Β ( )( )1 2x x− − −  

3 2 3 2x x− + −  Γ ( )( )2 1 2x x− −  

4 22 6 4x x− +  ∆ ( )( )2 1 2x x− − −  

IV. Να εντοπίσετε το λάθος στους παρακάτω συλλογισµούς: 

1. Η ανίσωση ( )( )2 6 1 0x x− − >  γράφεται ισοδύναµα: 

( )( )2 6 1 0 2 6 0και  1 0 3και  1 3x x x x x x x− − > ⇔ − > − > ⇔ > > ⇔ > . 

Όµως ο αριθµός 0 , αν και είναι µικρότερος του 3, επαληθεύει τη δοθείσα 
ανίσωση. 
 

2. Η ανίσωση 
4

x
x

<  γράφεται ισοδύναµα: 

2 24
4 4 0 2 2x x x x

x
< ⇔ < ⇔ − < ⇔ − < < . 

Όµως ο αριθµός 1− , αν και είναι µεταξύ του 2−  και του 2, δεν επαληθεύει 
τη δοθείσα ανίσωση. 
 

3. Η ανίσωση 2( 2) ( 1) 0x x+ − ≥  γράφεται ισοδύναµα: 
2( 2) ( 1) 0 1 0 1x x x x+ − ≥ ⇔ − ≥ ⇔ ≥ . 

Όµως ο αριθµός 2− , αν και είναι µικρότερος του 1, επαληθεύει τη δοθείσα 
ανίσωση. 

 


