
 

 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 
ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ  

 
 
 

4.1  Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 
 

Εισαγωγή 

Σε πολλά καθηµερινά φαινόµενα εµφανίζονται δύο µεγέθη, τα οποία µετα-
βάλλονται έτσι, ώστε η τιµή του ενός να καθορίζει την τιµή του άλλου. Η 
διαδικασία µε την οποία κάθε τιµή του ενός µεγέθους αντιστοιχίζεται σε µια 
ακριβώς τιµή του άλλου µεγέθους, πολλές φορές περιγράφεται από ένα µα-
θηµατικό τύπο, όπως φαίνεται στα παρακάτω παραδείγµατα.  

1. Ο τόκος Τ σε ευρώ που αποδίδει κεφάλαιο 5000 ευρώ σε ένα έτος µε 

ετήσιο επιτόκιο ε%, δίνεται κατά τα γνωστά από τον τύπο 5000
100

ε
Τ = . 

Ο τύπος αυτός περιγράφει µια διαδικασία, µε την οποία κάθε τιµή του ε 
αντιστοιχίζεται σε µια ακριβώς τιµή του Τ. Για παράδειγµα, αν 3ε = , 
τότε 150Τ = , ενώ αν 5ε = , τότε 250Τ = κτλ.  

2. Το διάστηµα S σε km που διανύθηκε από ποδηλάτη σε χρονικό διάστη-
µα 2h, µε µέση ταχύτητα υ σε km/h, δίνεται από τον τύπο 2S υ= . Ο τύ-
πος αυτός περιγράφει µια διαδικασία, µε την οποία κάθε τιµή του υ α-
ντιστοιχίζεται σε µια ακριβώς τιµή του S. Για παράδειγµα, αν 60υ = , 
τότε 120S= , ενώ αν 70υ = , τότε 140S= , κτλ.  

3. Το εµβαδό Ε ενός κύκλου ακτίνας ρ δίνεται από τον τύπο 2Ε πρ= . Ο-

µοίως και ο τύπος αυτός περιγράφει µια διαδικασία, µε την οποία κάθε 
τιµή του ρ αντιστοιχίζεται σε µια ακριβώς τιµή του Ε. Για παράδειγµα 
αν 1ρ = , τότε Ε π= , ενώ αν 2ρ = , τότε 4Ε π=   κτλ.  

Υπάρχουν όµως και περιπτώσεις όπου η διαδικασία αντιστοίχισης ανάµεσα 
στις τιµές δύο µεγεθών δεν περιγράφεται ή έστω δεν γνωρίζουµε αν περι-
γράφεται από κάποιο τύπο. Για παράδειγµα:  
� Οι ώρες της ηµέρας και οι αντίστοιχες θερµοκρασίες τους.  

4 
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� Οι µέρες του έτους και οι τιµές ενός ξένου νοµίσµατος (π.χ. του δολα-
ρίου).  

Παρατηρούµε ότι σε όλα τα παραπάνω παραδείγµατα υπάρχει κάποια διαδι-
κασία, µε την οποία κάθε στοιχείο ενός συνόλου Α αντιστοιχίζεται σε ένα 
ακριβώς στοιχείο κάποιου άλλου συνόλου Β. Μια τέτοια διαδικασία λέγεται 
συνάρτηση από το Α στο Β. ∆ηλαδή:  

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Συνάρτηση από ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β λέγεται µια διαδικασία 
(κανόνας) µε την οποία κάθε στοιχείο του συνόλου Α αντιστοιχίζεται 
σε ένα ακριβώς στοιχείο του συνόλου Β. 

Το σύνολο Α λέγεται πεδίο ορισµού ή σύνολο ορισµού της f. 

Οι συναρτήσεις παριστάνονται συνήθως µε τα µικρά γράµµατα f, g, h κτλ. 
του Λατινικού αλφαβήτου.  

Αν µε µια συνάρτηση f από το Α στο Β, το Αx∈  αντιστοιχίζεται στο Βy∈ , 

τότε γράφουµε:  

(((( ))))y f x====   

και διαβάζουµε “y ίσον f του x”. Το (((( ))))f x  λέγεται τότε τιµή της f στο x. Τo 

γράµµα x, που παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του πεδίου ορισµού της f, 
ονοµάζεται ανεξάρτητη µεταβλητή, ενώ το y, που παριστάνει την τιµή της 
συνάρτησης στο x, ονοµάζεται εξαρτηµένη µεταβλητή.  

Το σύνολο, που έχει για στοιχεία του τις τιµές ( )f x  για όλα τα Αx∈ , λέγε-

ται σύνολο τιµών της f και το συµβολίζουµε µε (((( ))))Αf .  

Η παραπάνω συνάρτηση συµβολίζεται ως εξής:  
:Α Β

( )

f

x f x

→

→
 

Έτσι π.χ. η συνάρτηση f, µε την οποία κάθε µη αρνητικός αριθµός αντιστοι-
χίζεται στην τετραγωνική του ρίζα, συµβολίζεται ως εξής:  

[ ): 0,f

x x

+∞ →

→

ℝ
 

Για καλύτερη κατανόηση του παραπάνω ορισµού ας δούµε τα παραδείγµατα 
που ακολουθούν:  
  
1ο ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
Έστω f η συνάρτηση µε την οποία κάθε ηµέρα µιας ορισµένης εβδοµάδας 
ενός µήνα αντιστοιχίζεται στην υψηλότερη θερµοκρασία της.  
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Για τη συνάρτηση αυτή, το πεδίο ορισµού είναι το σύνολο 

{Α 1,2,3,4,5,6,7}= , 

ενώ το σύνολο τιµών το σύνολο  

{ }0 0 0 0 0(Α) 9 , 11 , 12 , 13 , 15 Βf = ⊆  

Με αφορµή το παράδειγµα αυτό τονίζουµε τα ακόλουθα χαρακτηριστικά 
µιας συνάρτησης :Α Βf → .  

• Κάθε στοιχείο του Α αντιστοιχίζεται σε ένα ακριβώς στοιχείο του Β.  

• Μερικά στοιχεία του Β µπορεί να µην αποτελούν τιµές της f (π.χ. 180).  

• ∆ύο ή περισσότερα στοιχεία του Α µπορεί να αντιστοιχίζονται στο ίδιο 
στοιχείο του Β (π.χ. τα 3 και 7 αντιστοιχίζονται στο 13°).  

 
2ο ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Θεωρούµε τα σύνολα Α={ α, β, γ} και Β={1, 2, 3, 4, 5}, καθώς επίσης και τα 
παρακάτω σχήµατα (βελοδιαγράµµατα). Παρατηρούµε ότι: 

� Το σχήµα (α) παριστάνει συνάρτηση, αφού κάθε στοιχείο του Α αντι-
στοιχίζεται σε ένα ακριβώς στοιχείο του Β.  

� Το σχήµα (β) δεν παριστάνει συνάρτηση, αφού το Αα∈  αντιστοιχίζεται 
σε δύο στοιχεία του Β.  

� Το σχήµα (γ) δεν παριστάνει συνάρτηση, αφού το Αγ∈  δεν αντιστοιχί-

ζεται σε κανένα στοιχείο του Β.  
� Το σχήµα (δ) δεν παριστάνει συνάρτηση. Πρώτον διότι το  Αγ∈  δεν 

αντιστοιχίζεται σε κανένα στοιχείο του Β και δεύτερον διότι το Αα∈  
αντιστοιχίζεται σε δύο στοιχεία του Β.  
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Σχήµα α΄                                                Σχήµα β΄ 

 

                  
Σχήµα γ΄                                                Σχήµα δ΄ 

 

Συντοµογραφία Συνάρτησης  

Είδαµε παραπάνω ότι, για να οριστεί µια συνάρτηση f, πρέπει να δοθούν 
τρία στοιχεία:  
• Το πεδίο ορισµού της Α  
• Το σύνολο Β και  

• Το ( )f x για κάθε Αx∈  

Οι συναρτήσεις, µε τις οποίες θα ασχοληθούµε στο βιβλίο αυτό, είναι της 
µορφής :Α Βf → , όπου Α ⊆ ℝ και Β⊆ ℝ , είναι δηλαδή, όπως λέµε, πραγ-

µατικές συναρτήσεις µιας πραγµατικής µεταβλητής.  

Πολλές φορές αναφερόµαστε σε µια συνάρτηση  f  δίνοντας µόνον τον τύπο 

µε τον οποίο εκφράζεται το ( )f x . Λέµε π.χ. δίνεται “η συνάρτηση f, µε 

( ) 1 4f x x= − ” ή, πιο σύντοµα, “η συνάρτηση ( ) 1 4f x x= − ”, ή ακόµα, “η 

συνάρτηση 1 4y x= − ”.  

Σε µια τέτοια περίπτωση θα θεωρούµε συµβατικά ότι:  

• Το πεδίο ορισµού Α της f είναι το «ευρύτερο» από τα υποσύνολα του 

ℝ στα οποία το ( )f x έχει νόηµα.  

• Το σύνολο Β είναι ολόκληρο το σύνολο ℝ των πραγµατικών αριθµών.  

Έτσι για τη συνάρτηση ( ) 1 4f x x= −  το πεδίο ορισµού είναι το σύνολο 

1
Α ,

4
 = −∞  

, αφού πρέπει 1 4 0x− ≥ , ενώ το σύνολο Β είναι όλο το ℝ . 
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ΣΗΜΕΙΩΣΗ 
Πολλές φορές µια συνάρτηση περιγράφεται µε έναν τύπο που έχει κλάδους, 
όπως για παράδειγµα η συνάρτηση:  

( )
2 1, αν 0

1, αν 0

x x
f x

x x

 + <
= 

− ≥
 

Για να υπολογίσουµε τις τιµές της f στα σηµεία 1, 0−  και 1 εργαζόµαστε 

ως εξής: 

� Για 1 0x = − < , από τον κλάδο ( ) 2 1f x x= +  έχουµε:  

( ) ( )2
1 1 1 1 1 2f − = − + = + =  

� Για 0x = , από τον κλάδο ( ) 1f x x= −  έχουµε: 

( )0 0 1 1f = − = −  

� Τέλος, για 1 0x = ≥ , από τον κλάδο ( ) 1f x x= − , έχουµε: ( )1 1 1 0f = − =  
 

ΣΧΟΛΙΟ 
Αν και, γενικά, χρησιµοποιούµε το γράµµα f για τα συµβολισµό µιας συνάρ-
τησης και το γράµµα x για το συµβολισµό του τυχαίου στοιχείου του πεδίου 
ορισµού της, ωστόσο µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και άλλα γράµµατα. 
Έτσι για παράδειγµα οι  

( ) ( ) ( )2 2 24 7, 4 7 και 4 7f x x x g t t t h s s s= − + = − + = − +  

ορίζουν την ίδια συνάρτηση.  
Εποµένως το x στον τύπο µιας συνάρτησης θα παίζει το ρόλο µιας “άδειας 
θέσης”. Με αυτό το σκεπτικό, η παραπάνω συνάρτηση θα µπορούσε να έχει 
τη µορφή 

( ) ( ) ( )2
4 7,f = − +  

όπου οι παρενθέσεις έχουν πάρει τη θέση ενός γράµµατος.  

Έτσι για να υπολογίσουµε το ( )2f − απλά τοποθετούµε το 2−  στις θέσεις, 

που ορίζουν οι παρενθέσεις:  

( ) ( ) ( )2
2 2 4 2 7

4 8 7 19

f − = − − − +

= + + =
 

Οµοίως, έχουµε  

( ) ( ) ( )2

2

3 3 4 3 7

9 12 7

f x x x

x x

= − +

= − +
 

Υπάρχει όµως και µια παραπέρα απλοποίηση των εκφράσεών µας που σχετί-
ζονται µε συναρτήσεις. Πολλές φορές αντί να λέµε “η συνάρτη-

ση ( ) 21
2

s t gt= ”, Θα λέµε “η συνάρτηση 21
2

s gt= ”, δηλαδή γράφουµε s υπο-
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νοώντας το s(t). Αυτή η απλοποίηση γίνεται συχνότατα σε διάφορες επιστή-
µες, που χρησιµοποιούν τη µαθηµατική γλώσσα και τα µαθηµατικά εργαλεί-
α, όπως η φυσική, η χηµεία κτλ. Συνήθως στις περιπτώσεις αυτές υπάρχει 
κάποιο πείραµα, όπου το t είναι η τιµή ενός µεγέθους, που υπεισέρχεται στο 
πείραµα, και το s(t) η αντίστοιχη τιµή κάποιου άλλου µεγέθους. 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 
Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της συνάρτησης  

(((( )))) 1
1

2
f x x

x
= + −= + −= + −= + −

−−−−
 

 
ΛΥΣΗ 
Η συνάρτηση f  ορίζεται για εκείνα µόνο τα x για τα οποία ισχύει  

2 0x− ≠   και  1 0x− ≥  

ή, ισοδύναµα, για  
2x ≠   και  1x ≥  

Άρα το πεδίο ορισµού της f  είναι το σύνολο [ ) ( )Α 1,2 2,= +∞∪  (Σχήµα) 

 
 
 
 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Α΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. Να βρείτε το πεδίο ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων: 

i) ( ) 4
5

1
f x

x
= +

−
 ii)   ( )

2

2

16

4

x
f x

x x

−
=

−
 

iii) ( ) 2

1

1
f x

x
=

+
  iv)   ( ) 1

f x
x x

=
+
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2. Οµοίως των συναρτήσεων: 

i)    ( ) 1 2f x x x= − + −   ii)   ( ) 2 4f x x= −  

iii) ( ) 2 4 3f x x x= − + −  iv)   ( ) 1

1
f x

x
=

−
 

 

3. ∆ίνεται η συνάρτηση 

( )
3,  αν 0

2 3,  αν 0

x x
f x

x x

 <
= 

+ ≥  

Να βρείτε τις τιµές ( )5f − , ( )0f  και ( )6f . 

 

4. Μια συνάρτηση f  ορίζεται ως εξής: 

“ Σκέψου έναν φυσικό αριθµό, πρόσθεσε σ’ αυτόν το 1, πολλαπλασίασε το 
άθροισµα µε 4 και στο γινόµενο πρόσθεσε το τετράγωνο του αριθµού”. 

i)  Να βρείτε τον τύπο της f  και στη συνέχεια τις τιµές της για 0x= , 

1x = , 2x =  και 3x = . Τι παρατηρείτε; 

ii)  Να βρείτε τους φυσικούς αριθµούς x για τους οποίους ισχύει 

( ) 36f x = ,  ( ) 49f x = ,  ( ) 100f x =   και  ( ) 144f x = . 

 
5. ∆ίνονται οι συναρτήσεις: 

i)     ( ) 4
5

1
f x

x
= +

−
,      ii)  ( )

2

2

16

4

x
g x

x x

−
=

−
    και     iii)   ( ) 2

1

1
h x

x
=

+
. 

 Να βρείτε τις τιµές του x  για τις οποίες ισχύει: 

           i)     ( ) 7f x =                  ii)   ( ) 2g x =             και      iii)    
1

( )
5

h x =  
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Καρτεσιανές συντεταγµένες  
Η παράσταση ενός σηµείου του επιπέδου µε ένα διατεταγµένο ζεύγος πραγ-
µατικών αριθµών, βοήθησε στην επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων µε αλ-
γεβρικές µεθόδους. Η παράσταση αυτή, όπως µάθαµε σε προηγούµενες τά-
ξεις, γίνεται ως εξής:  

Πάνω σε ένα επίπεδο σχεδιάζουµε δύο  κάθετους άξονες 'x x  και 'y y  µε 

κοινή αρχή ένα σηµείο Ο. Από αυτούς ο οριζόντιος 'x x  λέγεται άξονας των 
τετµηµένων ή άξονας των x, ενώ ο κατακόρυφος 'y y  άξονας των τεταγ-

µένων ή άξονας των y.  

Όπως είναι γνωστό, σε κάθε σηµείο Μ του επιπέδου των αξόνων µπορούµε 
να αντιστοιχίσουµε ένα διατεταγµένο ζεύγος ( , )α β  πραγµατικών αριθµών 

και αντιστρόφως, σε κάθε διατεταγµένο ζεύγος ( , )α β  πραγµατικών αριθ-

µών, µπορούµε να αντιστοιχίσουµε ένα µοναδικό σηµείο Μ του επιπέδου, 
όπως φαίνεται στο σχήµα:  

 

Οι αριθµοί α, β λέγονται συντεταγµένες του Μ.  Ειδικότερα ο α λέγεται τε-
τµηµένη και ο β τεταγµένη του σηµείου Μ. Το σηµείο Μ που έχει συντε-
ταγµένες α και β συµβολίζεται µε ( , )Μ α β  ή, απλά, µε ( , )α β .  

Επειδή η ιδέα της χρησιµοποίησης ζευγών για την παράσταση σηµείων του 
επιπέδου ανήκει στον Καρτέσιο, το παραπάνω ζεύγος των αξόνων το λέµε 
καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων στο επίπεδο και το συµβολίζουµε 
Οxy , ενώ το επίπεδο στο οποίο ορίστηκε το σύστηµα αυτό το λέµε καρτε-
σιανό επίπεδο. Αν επιπλέον οι µονάδες των αξόνων έχουν το ίδιο µήκος, το 
σύστηµα Οxy λέγεται ορθοκανονικό.  

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: 
Στα επόµενα, εκτός αν αναφέρεται διαφορετικά, όταν λέµε καρτεσιανό σύ-
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στηµα συντεταγµένων, θα εννοούµε ορθοκανονικό καρτεσιανό σύστηµα συ-
ντεταγµένων.  

Ας θεωρήσουµε τώρα ένα σύστηµα Oxy  συντεταγµένων στο επίπεδο. Τότε:  

• Τα σηµεία του άξονα 'x x  και µόνο αυτά έχουν τεταγµένη ίση µε το µη-
δέν, ενώ τα σηµεία του άξονα 'y y  και µόνο αυτά έχουν τετµηµένη ίση 

µε το µηδέν  

• Οι άξονες χωρίζουν το επίπεδο σε τέσσερα 
τεταρτηµόρια, που είναι τα εσωτερικά των 

γωνιών �xOy , � 'yOx , �' 'x Oy  και �'y Ox  και ο-

νοµάζεται 1ο, 2ο, 3ο και 4ο, τεταρτηµόριο, α-
ντιστοίχως. Τα πρόσηµα των συντεταγµένων 
των σηµείων τους φαίνονται στο διπλανό 
σχήµα. 

• Αν ( ),Α α β  είναι ένα σηµείο του καρτεσια-

νού επιπέδου, µε τη βοήθεια της συµµετρίας ως προς άξονα και ως προς 
κέντρο, διαπιστώνουµε ότι: 

� Το συµµετρικό του ως προς τον άξονα 'x x  είναι το σηµείο ( ),∆ α β− , 

που έχει ίδια τετµηµένη και αντίθετη τεταγµένη (Σχ. α΄). 

� Το συµµετρικό του ως προς τον άξονα 'y y  είναι το σηµείο ( ),B α β− , 

που έχει ίδια τεταγµένη και αντίθετη τετµηµένη (Σχ. α΄). 

� Το συµµετρικό του ως προς την αρχή των αξόνων είναι το σηµείο 

( ),Γ α β− − , που έχει αντίθετες συντεταγµένες (Σχ. α΄).  

� Το συµµετρικό του ως προς τη διχοτόµο της 1ης και 3ης γωνίας των 

αξόνων είναι το σηµείο ( )' ,Α β α  που έχει τετµηµένη την τεταγµένη 

του Α και τεταγµένη την τετµηµένη του Α (Σχ. β΄). 

       
                           Σχήµα α΄                                           Σχήµα β΄ 
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Απόσταση σηµείων  

Έστω Oxy  ένα σύστηµα συντεταγµένων στο επίπεδο και ( )1 1,Α x y  και 

( )2 2,Β x y  δύο σηµεία αυτού. Θα δείξουµε ότι οι απόστασή τους δίνεται από 

τον τύπο: 

( ) ( ) ( )
2 2

2 1 2 1ΑΒ x x y y= − + −  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΚΑΒ
△

του 
διπλανού σχήµατος έχουµε: 

( ) ( )

2 2 2

2 2

2 1 2 1

2 2

2 1 2 1

( ) ( ) ( )ΑΒ ΚΑ ΚΒ

x x y y

x x y y

= +

= − + −

= − + −

 

οπότε: 

( ) ( ) ( )
2 2

2 1 2 1ΑΒ x x y y= − + − . 

Ο παραπάνω τύπος ισχύει και στην περίπτωση που η ΑΒ είναι παράλληλη µε 
τον άξονα 'x x  (Σχήµα γ΄) ή παράλληλη µε τον άξονα 'y y  (Σχήµα δ΄). 

                
                   Σχήµα γ΄                                                       Σχήµα δ΄ 

Για παράδειγµα, αν (3,1)Α , (3,5)Β  και (-1,1)Γ  είναι οι κορυφές ενός τριγώ-

νου ΑΒΓ, τότε θα είναι: 
2 2 2( ) (3-3) (5 1) 4 4ΑΒ = + − = =  

2 2 2( ) (-1-3) (1 1) 4 4ΑΓ = + − = =  

2 2 2 2( ) (-1- 3) (1 5) 4 4 4 2ΒΓ = + − = + = . 

Αφού, λοιπόν, είναι ( ) ( )ΑΒ ΑΓ= , το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές και επει-

δή επιπλέον ισχύει 2 2 2( ) ( ) 32 ( )ΑΒ ΑΓ ΒΓ+ = = , το τρίγωνο ΑΒΓ είναι και ορ-

θογώνιο. 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ  
 
Έστω C o κύκλος µε κέντρο την αρχή O των αξόνων 
και ακτίνα ρ. Να αποδειχτεί ότι ένα σηµείο 

(((( )))),Μ x y ανήκει στον κύκλο C, αν και µόνο αν ισχύει 
2 2 2x y ρ+ =+ =+ =+ =  

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
Είναι προφανές ότι ένα σηµείο ( ),Μ x y  ανήκει στον 

κύκλο C , αν και µόνο αν ισχύει ( )ΟΜ ρ= . Όµως 

( ) 2 2
ΟΜ x y= + , οπότε έχουµε: 

( ) 2 2 2 2 2
ΟΜ ρ x y ρ x y ρ= ⇔ + = ⇔ + =  

Εποµένως το σηµείο ( ),Μ x y  ανήκει στο κύκλο ( )Ο,C ρ , αν και µόνο αν οι συντε-

ταγµένες του ικανοποιούν την εξίσωση  

                                                  2 2 2x y ρ+ =+ =+ =+ =                                          (1) 

Η εξίσωση (1), που ικανοποιείται από τις συντεταγµένες των σηµείων του κύκλου 

( )Ο,C ρ  και µόνο από αυτές, λέγεται εξίσωση του κύκλου µε κέντρο Ο και ακτί-

να ρ . 

Για παράδειγµα, η εξίσωση του κύκλου µε κέντρο Ο  και ακτίνα 1ρ =  είναι η 
2 2 1x y+ = . Ο κύκλος αυτός λέγεται και µοναδιαίος κύκλος. 

Γραφική παράσταση συνάρτησης 

Έστω  f  µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού Α και Oxy  ένα σύστηµα συντε-

ταγµένων στο επίπεδο. Το σύνολο των σηµείων ( , )M x y  για τα οποία ισχύει 

( )y f x= , δηλαδή το σύνολο των σηµείων ( , ( ))M x f x , Ax∈ , λέγεται γρα-

φική παράσταση της f και συµβολίζεται συνήθως µε fC . Η εξίσωση, λοι-

πόν, ( )y f x=  επαληθεύεται από τα σηµεία της fC  και µόνο από αυτά. Επο-

µένως, η ( )y f x=  είναι η εξίσωση της γραφικής παράστασης της f. Για το 

λόγο αυτό, τη γραφική παράσταση fC  της f τη συµβολίζουµε, πολλές φορές, 

απλά µε την εξίσωσή της, δηλαδή µε ( )y f x= . 

Επειδή κάθε x A∈  αντιστοιχίζεται σε ένα µόνο y∈R , δεν υπάρχουν σηµεία 

της γραφικής παράστασης της f µε την ίδια τετµηµένη. Αυτό σηµαίνει ότι 
κάθε κατακόρυφη ευθεία έχει µε τη γραφική παράσταση της f το πολύ ένα 
κοινό σηµείο (Σχ. α΄). Έτσι, ο κύκλος δεν αποτελεί γραφική παράσταση συ-
νάρτησης (Σχ. β΄). 
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                             Σχήµα α΄                                   Σχήµα β΄               

Όταν δίνεται η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f µπορούµε, επίσης, να 
σχεδιάσουµε και τη γραφική παράσταση της 
συνάρτησης f− , παίρνοντας τη συµµετρική 

της γραφικής παράστασης της f ως προς τον 
άξονα x x′  και τούτο διότι η γραφική παράστα-
σης της f−  αποτελείται από τα σηµεία 

( , ( ))M x f x′ −  που είναι συµµετρικά των ση-

µείων ( , ( ))M x f x  της γραφικής παράστασης 

της  f  ως προς τον άξονα x x′ .  

ΕΦΑΡΜΟΓΗ  
 
Στο διπλανό σχήµα δίνονται οι γραφικές πα-
ραστάσεις δύο συναρτήσεων f  και g , που 

είναι ορισµένες σε όλο το R .  
i) Να βρείτε τις τιµές της f  στα σηµεία: 

3−−−− , 2−−−− , 1−−−− ,  0,  1  και  2 
ii) Να λύσετε τις εξισώσεις:  

( ) 0f x ==== , ( ) 2f x ====  & ( ) ( )f x g x==== . 

iii) Να λύσετε τις ανισώσεις:  
( ) 0f x >>>>   και  ( ) ( )f x g x>>>> . 

 
ΛΥΣΗ 
i)  Είναι:  

( )3 2f − = , ( )2 0f − = , ( )1 1f − = − , ( )0 1f = − , ( )1 0f =  και ( )2 2f = . 

ii)  Οι ρίζες της εξίσωσης ( ) 0f x =  είναι οι τετµηµένες των κοινών σηµείων της 

γραφικής παράστασης της f  και του άξονα 'x x , δηλαδή οι αριθµοί 1 2x = −  

και 2 1x = . 
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Οι ρίζες της εξίσωσης ( ) 2f x =  είναι οι τετµηµένες των σηµείων της γραφικής 

παράστασης της f  που έχουν τεταγµένη 2, δηλαδή οι αριθµοί 1 3x = −  και 

2 2x = . 

Οι ρίζες της εξίσωσης ( ) ( )f x g x=  είναι οι τετµηµένες των κοινών σηµείων 

των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f  και g , δηλαδή οι αριθµοί 

1 1x = − , 2 0x = και 3 2x = . 

iii)  Οι λύσεις της ανίσωσης ( ) 0f x >  είναι οι τετµηµένες των σηµείων της γραφι-

κής παράστασης της f  που βρίσκονται πάνω από τον άξονα 'x x , δηλαδή όλα 

τα ( , 2) (1, )x∈ −∞ − ∪ +∞ . 

Οι λύσεις της ανίσωσης ( ) ( )f x g x>  είναι οι τετµηµένες των σηµείων της 

γραφικής παράστασης της f  που βρίσκονται πάνω από τη γραφική παράστα-

ση της g , δηλαδή όλα τα ( , 1) (0,2)x∈ −∞ − ∪ . 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. Να σηµειώσετε σε ένα καρτεσιανό επίπεδο τα σηµεία: 

( )1,2Α − , ( )3,4Β , ( )0,0Ο , ( )3,0Γ , ( )0, 5∆ −  και ( )2, 3Ε − − . 

2. Ένα σηµείο ( ),Μ x y  κινείται µέσα στο ορθογώνιο 

ΑΒΓ∆  του διπλανού σχήµατος. Ποιοι περιορισµοί 
ισχύουν για τα ,  x y ; 

3. Να βρείτε το συµµετρικό του σηµείου ( )1,3Α − , 

i) ως προς τον άξονα 'x x  
ii) ως προς τον άξονα 'y y  

iii) ως προς τη διχοτόµο της γωνίας �Οx y  

iv) ως προς την αρχή O  των αξόνων. 

4. Να βρείτε τις αποστάσεις των σηµείων: 

i) ( )0,0Ο  και ( )4, 2Α − , ii) ( )1,1Α −  και ( )3,4Β , 

iii) ( )3, 1Α − −  και ( )1, 1Β − , iv) ( )1, 1Α −  και ( )1,4Β . 
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5. Να αποδείξετε ότι: 

i) Τα σηµεία ( )1,2Α , ( )4,-2Β  και ( )3,5Γ −  είναι κορυφές ισοσκελούς 

τριγώνου. 

ii) Τα σηµεία ( )1, 1Α − , ( )1,1Β −  και ( )4,2Γ  είναι κορυφές ορθογωνίου 

τριγώνου. 

 
6. Να σχεδιάσετε το πολύγωνο µε κορυφές τα σηµεία: 

( )2,5Α , ( )5,1Β , ( )2, 3Γ − , ( )1,1∆ −  

και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι αυτό είναι ρόµβος. 

 
7. Σε καθεµιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να βρείτε την τιµή του k  για 

την οποία το σηµείο Μ ανήκει στη γραφική παράσταση της συνάρτησης. 

i) ( ) 2f x x k= + ,      ( )2,6Μ  

ii) ( ) 3g x kx= ,          ( )2,8Μ −  

iii) ( ) 1h x k x= + ,    ( )3,8Μ . 

 
8. Σε καθεµιά από τις παρακάτω περιπτώσεις, να βρείτε τις συντεταγµένες 

των κοινών σηµείων της γραφικής παράστασης της συνάρτησης µε τους 
άξονες. 
i) ( ) 4f x x= −  ii) ( ) ( ) ( )2 3g x x x= − −  

iii) ( ) 2( 1)h x x= −   iv) ( ) 2 1q x x x= + +  

v) ( ) 1φ x x x= −  vi) ( ) 2 4ψ x x x= − . 

 
9. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 2 1f x x= − . Να βρείτε: 

i) Τα σηµεία τοµής της fC  µε τους άξονες. 

ii) Τις τετµηµένες των σηµείων της fC  που βρίσκονται πάνω από τον ά-

ξονα 'x x . 

 

10. ∆ίνεται οι συναρτήσεις ( ) 2 5 4f x x x= − +  και ( ) 2 6g x x= − . Να βρείτε: 

i) Τα κοινά σηµεία των fC  και gC . 

ii) Τις τετµηµένες των σηµείων της fC  που βρίσκονται κάτω από την gC . 
 
 
 
 

 
 



4.3  Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ:  ( )f x αx β= += += += +  

 
 

Συντελεστής ∆ιεύθυνσης Ευθείας 
Έστω Oxy  ένα σύστηµα συντεταγµένων στο επίπεδο και ε µια ευθεία που 

τέµνει τον άξονα x x′  στο σηµείο Α. 

        

Τη γωνία ω που διαγράφει η ηµιευθεία Αx , όταν στραφεί γύρω από το Α 
κατά τη θετική φορά(1) µέχρι να πέσει πάνω στην ευθεία ε, τη λέµε γωνία 
που σχηµατίζει η ε µε τον άξονα xx ′′′′ . Αν η ευθεία ε είναι παράλληλη προς 
τον άξονα ′x x  ή συµπίπτει µε αυτόν, τότε λέµε ότι η ευθεία ε σχηµατίζει µε 

τον άξονα ′x x  γωνία 0ω = � . Σε κάθε περίπτωση για τη γωνία ω ισχύει  

0 180ω≤ <� � . 
Ως συντελεστή διεύθυνσης ή ως κλίση µιας ευθείας ε ορίζουµε την εφα-
πτοµένη της γωνίας ω που σχηµατίζει η ε µε τον άξονα xx′ . Ο συντελεστής 
διεύθυνσης µιας ευθείας ε συµβολίζεται συνήθως µε ελ ή απλά µε λ. Είναι 

φανερό ότι ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ε είναι θετικός, αν η γω-
νία ω είναι οξεία, αρνητικός, αν η γωνία ω είναι αµβλεία και µηδέν, αν η 

γωνία ω είναι µηδέν. Στην περίπτωση που η γωνία ω είναι ίση µε 90� , δηλα-
δή όταν η ευθεία ε είναι κάθετη στον άξονα xx′ , δεν ορίζουµε συντελεστή 
διεύθυνσης για την ε. 
 

Γραφική παράσταση της συνάρτησης ( )f x αx β= += += += +  
Ας θεωρήσουµε τη συνάρτηση ( ) 0,5 1f x x= + . Όπως πρακτικά διαπιστώσα-

µε στο Γυµνάσιο, η γραφική παράσταση της f είναι ευθεία γραµµή µε εξίσω-
ση 0,5 1y x= +  (Σχήµα).  

                                                 
(1)  Ως θετική φορά περιστροφής εννοούµε τη φορά κατά την οποία πρέπει να περιστραφεί 

ο ηµιάξονας Οx για να συµπέσει µε τον ηµιάξονα Οy, αφού προηγουµένως διαγράψει 
γωνία 900. 
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Η ευθεία αυτή: 
� Τέµνει τον άξονα 'x x  στο σηµείο Α(-2,0), αφού για 0y =  βρίσκουµε 

2x = − , και τον άξονα 'y y  στο σηµείο Β(0,1), αφού για 0x =  βρίσκου-

µε 1y =  και 

� Έχει κλίση: 
(ΟΒ) 1

0,5
(ΟΑ) 2

λ εφω= = = =  

Παρατηρούµε, δηλαδή, ότι η κλίση λ της ευθείας 0,5 1y x= +  είναι ίση µε το 

συντελεστή του x.  

Γενικά, όπως θα αποδείξουµε στην Β΄ Λυκείου, η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης ( )f x αx β= +  είναι µία ευθεία, µε εξίσωση y αx β= + , η οποία 

τέµνει τον άξονα των y στο σηµείο Β(0,β) και έχει κλίση λ α= . Είναι φανε-
ρό ότι: 

• αν 0α > , τότε  0 90ω< <� �  

• αν 0α < , τότε  90 180ω< <� �  

• αν 0α = , τότε  0ω = � . 
Στην περίπτωση που είναι 0α = , η συνάρτηση παίρνει την µορφή ( )f x β=  

και λέγεται σταθερή συνάρτηση, διότι η τιµή της είναι η ίδια για κάθε 
x∈R . 
Ας θεωρήσουµε τώρα δύο τυχαία σηµεία 1 1Α( , )x y  και 2 2Β( , )x y  της ευθείας 

y αx β= + .  
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Τότε θα ισχύει: 

1 1y αx β= +   και  2 2y αx β= + , 

οπότε θα έχουµε: 

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )y y αx β αx β α x x− + + −= − = . 

Εποµένως θα είναι: 

2 1

2 1

y y
α

x x

−
=

−
 

Για παράδειγµα, η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία ( 1,3)A −  και (3,6)B  

έχει κλίση 
6 3

0,75
3 ( 1)

α
−

= =
− −

. Εποµένως, η ευθεία αυτή σχηµατίζει µε τον 

άξονα ′x x  γωνία ω µε 0,75εφω = , οπότε θα είναι ω 36,87�≃ . 

 

Η συνάρτηση ( )f x αx=  

Αν 0β = , τότε η f παίρνει τη µορφή ( )f x αx= , οπότε η γραφική της παρά-

σταση είναι η ευθεία y αx=  και περνάει από την αρχή των αξόνων. Ειδικό-

τερα: 

� Για 1α =  έχουµε την ευθεία y x= . Για 

τη γωνία ω, που σχηµατίζει η ευθεία 
αυτή µε τον άξονα x΄x, ισχύει 

1εφω α= = , δηλαδή 45οω = . Εποµένως 

η ευθεία y x=  είναι η διχοτόµος των 

γωνιών ˆxOy  και ˆ ΄x΄O y  των αξόνων . 

 
� Για 1α =−  έχουµε την ευθεία y x=− . 

Για τη γωνία ω, που σχηµατίζει η ευθεία αυτή µε τον άξονα x΄x, ισχύει 

1εφω α= =− , δηλαδή 135οω = . Εποµένως η ευθεία y x=−  είναι η δι-

χοτόµος των γωνιών ˆ  yOx΄  και ˆ΄y O x  των αξόνων. 

 
Σχετικές θέσεις δύο ευθειών 
Ας θεωρήσουµε δύο ευθείες ε1 και ε2 µε εξισώσεις 1 1y α x β= +  και 

2 2y α x β= +  αντιστοίχως και ας υποθέσουµε ότι οι ευθείες αυτές  σχηµατί-

ζουν µε τον άξονα x΄x γωνίες 1ω  και 2ω  αντιστοίχως.  

• Αν 1 2α α= , τότε 1 2εφω εφω= , οπότε 1 2ω ω=  και άρα οι ευθείες ε1 και ε2 

είναι παράλληλες ή συµπίπτουν. Ειδικότερα : 
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� Αν 1 2α α= και 1 2β β≠ , τότε οι ευθείες είναι παράλληλες (Σχ. α΄), 

ενώ 
� Αν 1 2α α=  και 1 2β β= , τότε οι ευθείες ταυτίζονται. 

• Αν 1 2α α≠ , τότε 1 2εφω εφω≠ , οπότε 1 2ω ω≠  και άρα οι ευθείες ε1 και ε2 

τέµνονται. (Σχ. β΄) 

 

    

Σχήµα α΄                                            Σχήµα β΄  

Σύµφωνα µε τα παραπάνω συµπεράσµατα: 

• Οι ευθείες της µορφής 1y αx= + , µε 

α∈ℝ , όπως είναι για παράδειγµα οι 
ευθείες: 1y x= + , 1y x= − + , 

2 1y x= +  κτλ., διέρχονται όλες από 

το ίδιο σηµείο, το σηµείο 1 του άξο-
να 'y y   

Γενικά, οι ευθείες της µορφής 
y αx β= + , όπου β  σταθερό και α  

µεταβλητό διέρχονται όλες από το 

σηµείο β του άξονα 'y y . 

• Οι ευθείες της µορφής 2y x β= + , 

β∈ℝ , όπως είναι για παράδειγµα οι 

ευθείες: 2y x= , 2 1y x= − , 

2 3y x= +  κτλ., είναι παράλληλες 

µεταξύ τους, αφού έχουν όλες κλίση 
α=2  
Γενικά, οι ευθείες της µορφής 
y αx β= + , όπου α  σταθερό και β  

µεταβλητό, είναι όλες παράλληλες 
µεταξύ τους. 
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Η συνάρτηση (((( ))))f x x====  

Σύµφωνα µε τον ορισµό της απόλυτης τιµής έχουµε:  

( )
, αν  0

, αν 0

x x
f x x

x x

− ≤
= = 

≥
 

Εποµένως η γραφική παράσταση της 

συνάρτησης ( )f x x=  αποτελείται από 

τις δύο ηµιευθείες: 
� , µε  0y x x= − ≤  και 

� , µε 0y x x= ≥  

που διχοτοµούν τις γωνίες ˆ'x Oy  και 

ˆxOy  αντιστοίχως. 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
  
Στο διπλανό σχήµα δίνεται η γραφική πα-
ράσταση µιας συνάρτησης f  που είναι 
ορισµένη σε όλο το R .  
i) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας 

που διέρχεται από τα σηµεία Α και Β 
και στη συνέχεια να δείξετε ότι η ευ-
θεία αυτή διέρχεται και από το ση-
µείο Γ.  

ii) Να λύσετε γραφικά την ανίσωση 
( ) 0,5 1f x x ++++> − ⋅> − ⋅> − ⋅> − ⋅ .  

 
ΛΥΣΗ  
i)  Η ευθεία ΑΒ έχει εξίσωση της µορφής 

y αx β= +  και επειδή διέρχεται από τα 

σηµεία ( )Α 2,0  και ( )Β 0,1  θα ισχύει: 

0 2α β= ⋅ +   και  1 0α β= ⋅ + ,  

οπότε θα έχουµε: 
0,5α = −   και  1β =  

Άρα η εξίσωση της ΑΒ είναι: 
0,5 1y x= − ⋅ + . 

Για να δείξουµε τώρα ότι το σηµείο Γ 
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ανήκει στην ευθεία ΑΒ, αρκεί να δείξουµε ότι το ζεύγος ( )2,2−  των συντε-

ταγµένων του επαληθεύει την εξίσωση αυτής, δηλαδή αρκεί να δείξουµε ότι 

( )2 0,5 2 1= − ⋅ − + , που ισχύει. 

ii)  Οι λύσεις της ανίσωσης ( ) 0,5 1f x x> − ⋅ +  είναι οι τετµηµένες των σηµείων 

της γραφικής παράστασης της f  που βρίσκονται πάνω από την ευθεία µε εξί-

σωση 0,5 1y x= − ⋅ + , δηλαδή πάνω από την ευθεία ΑΒ. Εποµένως, η ανίσωση 

αυτή αληθεύει για ( ) ( )2,0 2,x∈ − ∪ +∞ .  

 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. Να βρείτε τη γωνία που σχηµατίζει µε τον άξονα 'x x η ευθεία: 

i) 2y x= +   ii) 3 1y x= −  

iii) 1y x= − +   iv) 3 2y x= − +  

 

2. Να βρείτε την κλίση της ευθείας που διέρχεται από τα σηµεία: 

i) (1,2)A  και (2,3)B  ii) (1,2)A  και (2,1)B  

iii) (2,1)A  και ( 1,1)B −  iv) (1,3)A  και (2,1)B . 

 

3. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία: 

i) Έχει κλίση 1α = −  και τέµνει τον άξονα 'y y  στο σηµείο B(0,2). 

ii) Σχηµατίζει µε τον άξονα 'x x  γωνία 45ω = °  και τέµνει τον άξονα 

'y y  στο σηµείο (0,1)B . 

iii) Είναι παράλληλη µε την ευθεία 2 3y x= −  και διέρχεται από το ση-

µείο (1,1)A . 
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4. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα σηµεία: 

i) (1,2)A  και (2,3)B  ii) (1,2)A  και (2,1)B  

iii) (2,1)A  και ( 1,1)B −  iv) (1,3)A  και (2,1)B . 

5. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας που παριστάνει τη σχέση µεταξύ 
της θερµοκρασίας C σε βαθµούς  Celsius  και της θερµοκρασίας F σε βαθ-
µούς  Fahrenheit  είναι η  

5
( 32)

9
C F= −  

Γνωρίζουµε ότι το νερό παγώνει σε 0oC ή 32οF και βράζει σε 100oC ή 
212οF. 
Υπάρχει θερµοκρασία που να εκφράζεται και στις δύο κλίµακες µε τον ίδιο 
αριθµό; 

6. Να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση: 

2, αν 0

( ) 2, αν 0 1

1, αν 1

x x

f x x

x x

− + <= ≤ <
 + ≤

 

7. Στο διπλανό σχήµα δίνονται η γραφική 

παράσταση µιας συνάρτησης f  που είναι 

ορισµένη σε όλο το R  και η ευθεία 
y x= . 

Να λύσετε γραφικά:  
i) Τις εξισώσεις:  

( ) 1f x =    και   ( )f x x= . 

ii) Τις ανισώσεις:  
( ) 1f x <  και ( )f x x≥ . 

8. i) Στο ίδιο σύστηµα συντεταγµένων να χαράξετε  τις γραφικές παραστά-
σεις των συναρτήσεων  

( )f x x=    και    ( ) 1g x =  

και µε τη βοήθεια αυτών να λύσετε τις ανισώσεις: 

1x ≤     και     1x >  

 ii) Να επιβεβαιώσετε αλγεβρικά τις απαντήσεις σας στο προηγούµενο 
ερώτηµα. 

 



118                                             4. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 

Β΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 
1. Η πολυγωνική γραµµή ΑΒΓ∆Ε του παρακάτω σχήµατος είναι η γραφική 

παράσταση µιας συνάρτησης f  που είναι ορισµένη στο διάστηµα [ ]6,5− .  

 

i) Να βρείτε την τιµή της συνάρτησης f  σε κάθε ακέραιο [ 6,5]x∈ − . 

ii) Να λύσετε τις εξισώσεις: 

( ) 0, ( ) 1 και ( ) 1f x f x f x= = − =  

iii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας Β∆ και στη συνέχεια να λύσετε 
γραφικά την ανίσωση 

( ) 0,5f x x≤ ⋅ . 

2. Μια φωτεινή ακτίνα κινείται κατά µήκος της ευθείας 1y x= −  και ανακλά-

ται στον άξονα 'x x . Να γράψετε την εξίσωση της ευθείας κατά µήκος της 
οποίας κινείται η ανακλώµενη ακτίνα. 

3. Σε µια δεξαµενή υπάρχουν 600 λίτρα βενζίνης. Ένα βυτιοφόρο που περιέ-
χει 2000 λίτρα βενζίνης αρχίζει να γεµίζει τη δεξαµενή. Αν η παροχή του 
βυτιοφόρου είναι 100 λίτρα το λεπτό και η δεξαµενή χωράει όλη τη βενζί-
νη του βυτιοφόρου: 
i) Να βρείτε τις συναρτήσεις που εκφράζουν, συναρτήσει του χρόνου t, 

την ποσότητα της βενζίνης:  
α) στο βυτιοφόρο            και          β) στη δεξαµενή. 

ii) Να παραστήσετε γραφικά τις παραπάνω συναρτήσεις και να βρείτε τη 
χρονική στιγµή κατά την οποία το βυτιοφόρο και η δεξαµενή έχουν 
την ίδια ποσότητα βενζίνης. 

4. Στο διπλανό σχήµα το σηµείο Μ διαγράφει το 
ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ από το Α προς το Β. 
Συµβολίζουµε µε x το µήκος της διαδροµής 

ΑΜ του σηµείου Μ και µε ( )f x  το εµβαδόν 

του τριγώνουΜ Γ ∆
△

. Να βρείτε το πεδίο ορι-

σµού και τον τύπο της συνάρτησης = ( )E f x  

και στη συνέχεια να την παραστήσετε γραφικά. 
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5. ∆ύο κεριά 1Κ  και 2Κ , ύψους 20cm  το καθένα, άρχισαν να καίγονται την 

ίδια χρονική στιγµή και το πρώτο κερί κάηκε σε 3 ώρες, ενώ το δεύτερο 

κάηκε σε 4 ώρες. Τα ύψη των κεριών 1Κ  και 2Κ , συναρτήσει του χρόνου 

t, κατά το χρονικό διάστηµα που καθένα από αυτά καιγόταν, παριστάνο-

νται µε τα ευθύγραµµα τµήµατα 1k  και 2k  του παρακάτω σχήµατος. 

 
i) Να βρείτε τις συναρτήσεις 1( )h h t=  και 2( )h h t=  που εκφράζουν, συ-

ναρτήσει του χρόνου t, τα ύψη των κεριών 1Κ  και 2Κ  αντιστοίχως. 

ii) Να βρείτε πότε το κερί 2Κ  είχε διπλάσιο ύψος από το κερί 1Κ . 

iii) Να λύσετε το ίδιο πρόβληµα και στη γενική περίπτωση που το αρχικό 
ύψος των κεριών ήταν ίσο µε  υ. Τι παρατηρείτε; 
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       ΚΑΜΠΥΛΗΣ 
 
 

Κατακόρυφη Μετατόπιση Καµπύλης 
α) Ας θεωρήσουµε τη συνάρτηση ( ) 1f x x= + . Επειδή  

( )
1, αν  0

1, αν 0

x x
f x

x x

− + <
= 

+ ≥
, 

η γραφική παράσταση της συ-

νάρτησης ( ) 1f x x= + , θα α-

ποτελείται από τις ηµιευθείες 
� 1, µε  0y x x= − + ≤  και  

� 1, µε 0y x x= + ≥ , 

που έχουν αρχή το σηµείο 1 
του άξονα 'y y  και είναι πα-

ράλληλες µε τις διχοτόµους 

των γωνιών ˆ'x Oy  και ˆxOy  

από τις οποίες, όπως είναι γνωστό, αποτελείται η γραφική παράσταση της 

( )φ x x=  (Σχήµα)  

Εποµένως, αν µετατοπίσουµε τη γραφική παράσταση της ( )φ x x=  κατακό-

ρυφα
(1) και προς τα πάνω κατά 1 µονάδα, τότε αυτή θα συµπέσει µε τη γρα-

φική παράσταση της ( ) 1f x x= + . Αυτό, άλλωστε, ήταν αναµενόµενο, αφού 

ισχύει : 

( ) ( ) 1f x φ x= + ,    για κάθε x∈ℝ , 

που σηµαίνει ότι για κάθε x∈ℝ  το ( )f x  είναι κατά 1 µονάδα µεγαλύτερο 

του ( )φ x . 

Γενικά: 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f , µε: 

( ) ( ) , όπου 0f x φ x c c= + > , 

προκύπτει από µια κατακόρυφη µετατόπιση της γραφικής παράστασης 
της φ  κατά c µονάδες προς τα πάνω (Σχήµα α΄) 

                                                 
(1) ∆ηλαδή παράλληλα µε τον άξονα 'y y . 
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Σχήµα α΄ 
 

β) Ας θεωρήσουµε τη συνάρτηση ( ) 1f x x= − . Επειδή  

( )
1, αν  0

1, αν 0

x x
f x

x x

− − <
= 

− ≥
, 

η γραφική παράσταση της 

( ) 1f x x= − , θα αποτελείται 

από τις ηµιευθείες 
� 1, µε  0y x x= − − ≤  και  

� 1, µε 0y x x= − ≥ , 

που έχουν αρχή το σηµείο 1−  
του άξονα 'y y  και είναι πα-

ράλληλες µε τις διχοτόµους 

των γωνιών ˆ'x Oy  και ˆxOy  

από τις οποίες αποτελείται η γραφική παράσταση της ( )φ x x=  (Σχήµα)  

Εποµένως, αν µετατοπίσουµε τη γραφική παράσταση της ( )φ x x=  κατακό-

ρυφα και προς τα κάτω κατά 1 µονάδα, τότε αυτή θα συµπέσει µε τη γραφι-

κή παράσταση της ( ) 1f x x= − . Αυτό, άλλωστε, ήταν αναµενόµενο, αφού 

ισχύει : 

( ) ( ) 1f x φ x= − ,    για κάθε x∈ℝ , 

που σηµαίνει ότι για κάθε x∈ℝ  το ( )f x  είναι κατά 1 µονάδα µικρότερο 

του ( )φ x . 

Γενικά: 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f , µε: 

( ) ( ) , όπου 0f x φ x c c= − > , 

προκύπτει από µια κατακόρυφη µετατόπιση της γραφικής παράστασης 
της φ  κατά c µονάδες προς τα κάτω (Σχήµα β΄) 
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Σχήµα β΄ 

 

Οριζόντια Μετατόπιση Καµπύλης 
α) Ας θεωρήσουµε τη συνάρτηση ( ) 1f x x= − . Επειδή  

( )
1, αν  1

1, αν 1

x x
f x

x x

− + <
= 

− ≥
, 

η γραφική παράσταση της 

( ) 1f x x= − , θα αποτελείται 

από τις ηµιευθείες 
� 1, µε  1y x x= − + ≤  και  

� 1, µε 1y x x= − ≥ , 

που έχουν αρχή το σηµείο 1 
του άξονα 'x x  και είναι πα-
ράλληλες µε τις διχοτόµους 

των γωνιών ˆ'x Oy  και ˆxOy  

από τις οποίες αποτελείται η γραφική παράσταση της ( )φ x x=  (Σχήµα). 

Εποµένως,  αν µετατοπίσουµε τη γραφική παράσταση της ( )φ x x=  οριζό-

ντια
(2) και προς τα δεξιά κατά 1 µονάδα, τότε αυτή θα συµπέσει µε τη γραφι-

κή παράσταση της ( ) 1f x x= − . Αυτό, άλλωστε, ήταν αναµενόµενο, αφού 

ισχύει  

( ) ( )1f x φ x= − ,    για κάθε x∈ℝ , 

που σηµαίνει ότι η τιµή της ( ) 1f x x= −  στη θέση x είναι ίδια µε την τιµή 

της ( )φ x x=  στη θέση 1x −  (Σχήµα).  

 

Γενικά: 

                                                 
(2) ∆ηλαδή παράλληλα µε τον άξονα 'x x . 
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Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f  µε: 

( ) ( ), όπου 0f x φ x c c= − > , 

προκύπτει από µια οριζόντια µετατόπιση της γραφικής παράστασης της 
φ  κατά c µονάδες προς τα δεξιά (Σχήµα γ΄) 

Πράγµατι· επειδή ( ) ( ) ,f x φ x c= −  η τιµή της f  στη θέση x είναι ίδια µε 

την τιµή της φ  στη θέση x c− , που βρίσκεται c µονάδες αριστερότερα της 

θέσης x. Άρα, η γραφική παράσταση της f  θα βρίσκεται c µονάδες δεξιότε-

ρα της γραφικής παράστασης της φ (Σχήµα γ΄). 

 

Σχήµα γ΄ 

β) Ας θεωρήσουµε τη συνάρτηση ( ) 1f x x= + . Επειδή  

( )
1, αν  1

1, αν 1

x x
f x

x x

− − < −
= 

+ ≥ −
, 

η γραφική παράσταση της 

( ) 1f x x= + , θα αποτελείται 

από τις ηµιευθείες 
� 1, µε  1y x x= − − ≤ −  και  

� 1, µε 1y x x= + ≥ − , 

που έχουν αρχή το σηµείο 1−  
του άξονα 'x x  και είναι πα-
ράλληλες µε τις διχοτόµους 

των γωνιών ˆ'x Oy  και ˆxOy  

από τις οποίες αποτελείται η γραφική παράσταση της ( )φ x x=  (Σχήµα). 

Εποµένως, αν µετατοπίσουµε τη γραφική παράσταση της ( )φ x x=  οριζό-

ντια και προς τα αριστερά κατά 1 µονάδα, τότε αυτή θα συµπέσει µε τη γρα-
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φική παράσταση της ( ) 1f x x= + . Αυτό, άλλωστε, ήταν αναµενόµενο, αφού 

ισχύει  

( ) ( )1f x φ x= + ,    για κάθε x∈ℝ , 

που σηµαίνει ότι η τιµή της ( ) 1f x x= +  στη θέση x είναι ίδια µε την τιµή 

της ( )φ x x=  στη θέση 1x + .  

Γενικά: 
Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f , µε: 

( ) ( ) , όπου 0f x φ x c c= + > , 

προκύπτει από µια οριζόντια µετατόπιση της γραφικής παράστασης της 
φ  κατά c µονάδες προς τα αριστερά (Σχήµα δ΄) 

Πράγµατι· επειδή ( ) ( ),f x φ x c= +  η τιµή της f  στη θέση x είναι ίδια µε 

την τιµή της φ  στη θέση x c+ , που βρίσκεται c µονάδες δεξιότερα της θέ-

σης x. Άρα, η γραφική παράσταση της f  θα βρίσκεται c µονάδες αριστερό-

τερα της γραφικής παράστασης της φ (Σχήµα). 

 
Σχήµα δ΄ 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ  
 

Να παρασταθεί γραφικά η συνάρτηση ( ) 3 2f x x= + += + += + += + + . 

ΛΥΣΗ 

Αρχικά χαράσσουµε την 3y x= + , που όπως είδαµε προκύπτει από µια ορι-

ζόντια µετατόπιση της y x=  κατά 3 µονάδες προς τα αριστερά. Στη συνέ-

χεια χαράσσουµε την 3 2y x= + + ,που όπως είδαµε προκύπτει από µια κα-
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τακόρυφη µετατόπιση της γραφικής παράστασης της 3y x= +  κατά 2 µονά-

δες προς τα πάνω.  

Εποµένως, η γραφική παρά-
σταση της  

( ) 3 2f x x= + +  

προκύπτει από δύο διαδοχι-
κές µετατοπίσεις της συνάρ-

τησης y x= , µιας οριζόντιας 

κατά 3 µονάδες προς τα αρι-
στερά και µιας κατακόρυφης 
κατά 2 µονάδες προς τα πάνω 
(Σχήµα). 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: 
Με ανάλογο τρόπο, δουλεύουµε για να παραστήσουµε γραφικά τις συναρτή-
σεις της µορφής: 

( ) ( )f x φ x c d= ± ± ,          µε , 0c d >  

∆ηλαδή, αξιοποιούµε τόσο την οριζόντια όσο και την κατακόρυφη µετατό-
πιση καµπύλης. 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

A΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 
1. Στο ίδιο σύστηµα συντεταγµένων να παραστήσετε γραφικά τις συναρτή-

σεις: 

( )φ x x= ,    ( ) 2f x x= +     και        ( ) 2g x x= −  

2. Οµοίως για τις συναρτήσεις: 

( )φ x x= ,    ( ) 2h x x= +     και        ( ) 2q x x= −  

3. Οµοίως για τις συναρτήσεις: 

( )φ x x= ,       ( ) 2 1F x x= + +      και     ( ) 2 1G x x= − − . 
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4. Στο παρακάτω σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης φ 
που αποτελείται από την διχοτόµο της δεύτερης γωνίας των αξόνων και 
από το ηµικύκλιο που ανήκει στο 1ο τεταρτηµόριο και έχει διάµετρο που 

ορίζουν τα σηµεία (0,0)O  και (2,0)A . 

 

Στο ίδιο σύστηµα συντεταγµένων να παραστήσετε γραφικά τις συναρτή-
σεις: 

i) ( ) ( ) 2f x φ x= +  και ( ) ( ) 2g x φ x= −  

ii) ( ) ( 3)h x φ x= +   και  ( ) ( 3)q x φ x= −   

iii) ( ) ( 3) 2F x φ x= + +  και ( ) ( 3) 2G x φ x= − −  

5. ∆ίνεται η συνάρτηση 2( ) 2 1φ x x= − . Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης 

f  της οποίας η γραφική παράσταση προκύπτει από δύο διαδοχικές µετα-

τοπίσεις της γραφικής παράστασης της φ: 

i) κατά 2 µονάδες προς τα δεξιά και κατά 1 µονάδα προς τα πάνω. 

ii) κατά 3 µονάδες προς τα δεξιά και κατά 2 µονάδες προς τα κάτω. 

iii) κατά 2 µονάδες προς τα αριστερά και κατά 1 µονάδες προς τα πάνω. 

iv) κατά 3 µονάδες προς τα αριστερά και κατά 2 µονάδες προς τα κάτω. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



4.5  ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ-ΑΚΡΟΤΑΤΑ-ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ 
       ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 
 
Μονοτονία συνάρτησης  

Στο παρακάτω σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

( )T f t=  που εκφράζει τη θερµοκρασία Τ ενός τόπου συναρτήσει του χρό-

νου t κατά το χρονικό διάστηµα από τα µεσάνυχτα µιας ηµέρας ( )0t =  µέ-

χρι τα µεσάνυχτα της επόµενης µέρας ( )24t = . 

 

α) Παρατηρούµε ότι στο διάστηµα [ ]4,16  η γραφική παράσταση της θερµο-

κρασίας ανέρχεται.  
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Αυτό σηµαίνει ότι στο διάστηµα αυτό, µε την πάροδο του χρόνου, η θερµο-

κρασία αυξάνεται, δηλαδή για οποιαδήποτε [ ]1 2, 4,16t t ∈  µε 1 2t t<  ισχύει: 

( ) ( )1 2f t f t<  

Για το λόγο αυτό λέµε ότι η συνάρτηση ( )T f t=  είναι γνησίως αύξουσα στο 

διάστηµα [ ]4,16 . Γενικά: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου 

ορισµού της, όταν για οποιαδήποτε 1 2, ∆x x ∈  µε 1 2x x<  ισχύει: 

( ) ( )1 2f fx x<  

Για να δηλώσουµε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα 
∆ γράφουµε f ∆ .  

Για παράδειγµα, η συνάρτηση ( ) 2 3f x x= −  είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ . 

Πράγµατι· έστω 1 2 1 2, , µεx x x x∈ <ℝ . Τότε έχουµε: 

( ) ( )

1 2 1 2

1 2

1 2

2 2

2 3 2 3

x x x x

x x

f x f x

< ⇒ <

⇒ − < −

⇒ <

 

Γενικά: 

Η συνάρτηση (((( ))))f x αx β= += += += + , µε 0α >>>>  είναι γνησίως αύξουσα στο ℝℝℝℝ . 

β) Στο ίδιο σχήµα, παρατηρούµε επιπλέον ότι στο διάστηµα [ ]16,24  η γρα-

φική παράσταση της θερµοκρασίας κατέρχεται.  

 



4.5  Μονοτονία – Ακρότατα – Συµµετρίες συνάρτησης                                   129 

Αυτό σηµαίνει ότι στο διάστηµα αυτό, µε την πάροδο του χρόνου, η θερµο-

κρασία µειώνεται, δηλαδή για οποιαδήποτε [ ]1 2, 16,24t t ∈  µε 1 2t t< ισχύει: 

( ) ( )1 2f t f t>  

Για το λόγο αυτό λέµε ότι η συνάρτηση ( )T f t=  είναι γνησίως φθίνουσα 

στο διάστηµα [ ]16,24 . Γενικά:  

ΟΡΙΣΜΟΣ 
Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστηµα ∆ του πε-
δίου ορισµού της, όταν για οποιαδήποτε 1 2, ∆x x ∈  µε 1 2x x< ισχύει: 

( ) ( )1 2f x f x>  

Για να δηλώσουµε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα 
∆ γράφουµε f ∆ 

Για παράδειγµα, η συνάρτηση ( ) 2 5f x x= − +  είναι γνησίως φθίνουσα στο 

ℝ . Πράγµατι· έστω 1 2 1 2, , µεx x x x∈ <ℝ . Τότε έχουµε: 

( ) ( )

1 2 1 2

1 2

1 2

2 2

2 5 2 5

x x x x

x x

f x f x

< ⇒ − > −

⇒ − + > − +

⇒ >

 

Γενικά: 

Η συνάρτηση (((( ))))f x αx β= += += += + , µε 0α <<<<  είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝℝℝℝ . 

Μια συνάρτηση που είναι είτε γνησίως αύξουσα είτε γνησίως φθίνουσα σε 
ένα διάστηµα ∆ λέγεται γνησίως µονότονη στο ∆. 

Ελάχιστο και Μέγιστο συνάρτησης 
Ας θεωρήσουµε και πάλι τη γραφική παράσταση της συνάρτησης ( )T f t= .  
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Παρατηρούµε ότι: 
α) Τη χρονική στιγµή 1 4t =  η θερµοκρασία του τόπου παίρνει την ελάχιστη 

τιµή της, που είναι η ( )4 3f =  βαθµοί Κελσίου. ∆ηλαδή ισχύει:  

( ) ( )4 3f t f≥ = ,      για κάθε [ ]0,24t∈  

Για το λόγο αυτό λέµε ότι η συνάρτηση ( )T f t=  παρουσιάζει στο 4t =  ε-

λάχιστο, το ( )4 3f = . Γενικά: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση f, µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α, λέµε ότι παρουσιάζει 
στο 0 Αx ∈  (ολικό) ελάχιστο όταν:  

( ) ( )0f x f x≥ ,    για κάθε Αx∈  

Το 0 Αx ∈  λέγεται θέση ελαχίστου, ενώ το ( )0f x  ολικό ελάχιστο ή απλώς 

ελάχιστο της συνάρτησης f  και το συµβολίζουµε µε (((( ))))min f x .  

Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε τη συνάρτηση ( ) 43 1f x x= + . Επειδή  

                                          4 0x ≥ ,   για κάθε x∈ℝ , 
θα είναι 

                                        43 0x ≥ ,   για κάθε x∈ℝ , 
οπότε θα έχουµε 

                                    43 1 1x + ≥ ,  για κάθε x∈ℝ . 
Εποµένως:  

                               ( ) ( )0f x f≥ ,   για κάθε x∈ℝ  

Άρα, η f παρουσιάζει ελάχιστο στο 0 0x = , το ( )0 1f =  

 

β) Τη χρονική στιγµή  2 16t =  η θερµοκρασία του τόπου παίρνει τη µέγιστη 

τιµή της, που είναι η ( )16 11T =  βαθµοί Κελσίου. ∆ηλαδή ισχύει: 

( ) ( )16 11f t f≤ = ,    για κάθε  [ ]0,24t∈  

Για το λόγο αυτό λέµε ότι η συνάρτηση ( )T f t=  παρουσιάζει στο 16t =  

µέγιστο, το ( )16 11f = . Γενικά: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση f, µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α, λέµε ότι παρουσιάζει 
στο 0 Αx ∈  (ολικό) µέγιστο όταν  

( ) ( )0f x f x≤ ,    για κάθε Αx∈  
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Το 0 Αx ∈  λέγεται θέση µεγίστου, ενώ το ( )0f x  ολικό µέγιστο ή απλώς µέ-

γιστο της f  και το συµβολίζουµε µε (((( ))))max f x . 

Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε τη συνάρτηση ( ) 43 1f x x= − + . Επειδή  

                                          4 0x ≥ ,   για κάθε x∈ℝ , 
θα είναι 

                                        43 0x− ≤ ,   για κάθε x∈ℝ , 
οπότε θα έχουµε 

                                    43 1 1x− + ≤ ,  για κάθε x∈ℝ . 
Εποµένως:  

                               ( ) ( )0f x f≤ ,   για κάθε x∈ℝ  

Άρα, η f παρουσιάζει µέγιστο στο 0 0x = , το ( )0 1f = . 

Το (ολικό) µέγιστο και το (ολικό) ελάχιστο µιας συνάρτησης λέγονται ολικά 
ακρότατα αυτής. 

ΣΧΟΛΙΟ: 
Μια συνάρτηση ενδέχεται να έχει και µέγιστο και ελάχιστο (Σχ. α) ή µόνο 
ελάχιστο (Σχ. β΄) ή µόνο µέγιστο (Σχ. γ΄) ή να µην έχει ούτε µέγιστο ούτε 
ελάχιστο (Σχ. δ΄).  

          

                               Σχήµα α΄                         Σχήµα β΄                       
 

           

                                Σχήµα γ΄                              Σχήµα δ΄                
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Άρτια συνάρτηση 
α) Στο διπλανό σχήµα δίνεται η γραφική παρά-
σταση fC  µιας συνάρτησης f που έχει πεδίο 

ορισµού όλο το ℝ . Παρατηρούµε ότι η fC  έχει 

άξονα συµµετρίας τον άξονα 'y y , αφού το 

συµµετρικό κάθε σηµείου της fC  ως προς τον 

άξονα 'y y  ανήκει στην fC . 

Επειδή, όµως, το συµµετρικό του τυχαίου σηµείου ( , )M x y  της fC  ως προς 

τον άξονα 'y y  είναι το σηµείο '( , )M x y−  και επειδή τα σηµεία ( , )M x y  και 

'( , )M x y−  ανήκουν στην fC , θα ισχύει ( )y f x=  και ( )y f x= − , οπότε θα 

έχουµε: 

( ) ( )f x f x− =  

Η συνάρτηση f µε την παραπάνω ιδιότητα λέµε λέγεται άρτια. Γενικά: 

ΟΡΙΣΜΟΣ: 
Μια συνάρτηση f, µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α, θα λέγεται άρτια, όταν 
για κάθε Αx∈  ισχύει: 

Αx− ∈    και   ( ) ( )f x f x− =  

Η γραφική παράσταση µιας άρτιας συνάρτησης έχει άξονα συµµετρίας τον 
άξονα y΄y  

Για παράδειγµα, η συνάρτηση ( ) 4 22 1f x x x= − +  είναι άρτια συνάρτηση, 

αφού έχει πεδίο ορισµού όλο το ℝ  και για κάθε x∈ℝ  ισχύει: 

( ) ( ) ( ) ( )
4 2 4 22 1 2 1f x x x x x f x− = − − − + = − + =  

Συνεπώς, η γραφική της παράσταση έχει άξονα συµµετρίας τον άξονα 'y y . 

 

Περιττή συνάρτηση 

β) Στο διπλανό σχήµα δίνεται η γραφική παρά-
σταση fC  µιας συνάρτησης f που έχει πεδίο 

ορισµού όλο το ℝ .  

Παρατηρούµε ότι η fC  έχει κέντρο συµµετρίας 

την αρχή των αξόνων, αφού το συµµετρικό κά-
θε σηµείου της fC  ως προς την αρχή των αξό-

νων ανήκει στην fC . 
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Επειδή, όµως, το συµµετρικό του τυχαίου σηµείου ( , )M x y  της fC  ως προς 

την αρχή των αξόνων είναι το σηµείο '( , )M x y− −  και επειδή τα σηµεία 

( , )M x y  και '( , )M x y− −  ανήκουν στην fC , θα ισχύει ( )y f x=  και 

( )y f x− = − , οπότε θα έχουµε: 

( ) ( )f x f x− = −  

Η συνάρτηση f µε την παραπάνω ιδιότητα λέγεται περιττή. Γενικά: 

ΟΡΙΣΜΟΣ: 
Μια συνάρτηση f, µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α, θα λέγεται περιττή, 
όταν για κάθε Αx∈ ισχύει: 

Αx− ∈    και   ( ) ( )f x f x− = −  

Η γραφική παράσταση µιας περιττής συνάρτησης έχει κέντρο συµµετρίας 
την αρχή των αξόνων. 

Για παράδειγµα, η συνάρτηση ( ) 32f x x x= −  είναι περιττή συνάρτηση, διό-

τι έχει πεδίο ορισµού όλο το ℝ  και για κάθε x∈ℝ  ισχύει: 

( ) ( ) ( ) ( )
3 32 2f x x x x x f x− = − − − = − + = −  

Συνεπώς, η γραφική της παράσταση έχει κέντρο συµµετρίας την αρχή των 
αξόνων. 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: 
Ο όρος “άρτια” προέκυψε αρχικά από το γεγονός ότι οι συναρτήσεις 2y x= , 

4y x= , 6y x=  κτλ., που έχουν άρτιο εκθέτη, έχουν άξονα συµµετρίας τον 

άξονα 'y y , είναι δηλαδή άρτιες συναρτήσεις, ενώ ο όρος “περιττή” προέρ-

χεται από το γεγονός ότι οι συναρτήσεις y x= , 3y x= , 5y x=  κτλ., που έ-

χουν περιττό εκθέτη, έχουν κέντρο συµµετρίας την αρχή των αξόνων, είναι 
δηλαδή περιττές συναρτήσεις. 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
  
Στο παρακάτω σχήµα δίνονται ορισµένα τµήµατα της γραφικής παρά-
στασης µιας άρτιας συνάρτησης f  που έχει πεδίο ορισµού το διάστηµα 

[ 6,6]−−−− .  

α) Να χαραχθούν και τα υπόλοιπα τµήµατα της γραφικής παράστασης 
της συνάρτησης f . 
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α) Να βρεθούν τα διαστήµατα στα οποία η συνάρτηση f : 

i) είναι γνησίως αύξουσα,  
ii) είναι γνησίως φθίνουσα  
iii) είναι σταθερή. 

β) Να βρεθεί η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή της f , καθώς επίσης οι θέ-

σεις των ακροτάτων αυτών. 

 
 

ΛΥΣΗ 
Επειδή η συνάρτηση f  είναι άρτια, η γραφική της παράσταση θα έχει άξονα 

συµµετρίας τον άξονα 'y y . Εποµένως, αν πάρουµε τα συµµετρικά ως προς 

τον άξονα 'y y  των δοθέντων τµηµάτων της γραφικής παράστασης της f , 

θα έχουµε ολόκληρη τη γραφική παράσταση της f , που είναι η πολυγωνική 

γραµµή Α΄Β΄Γ΄ΟΓΒΑ (Σχήµα).  

 

Από την παραπάνω γραφική παράσταση προκύπτει ότι:  
α) Η συνάρτηση f : 

i) είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήµατα [0,2]  και [5,6] , 

ii)  είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα διαστήµατα [ 2,0]−  και 

[ 6, 5]− − , τα οποία είναι συµµετρικά ως προς το Ο των διαστηµάτων 

[0,2]  και [5,6]αντιστοίχως στα οποία η f  είναι γνησίως αύξουσα. 

iii)  είναι σταθερή σε καθένα από τα διαστήµατα [ 5, 2]− −  και [2,5]  τα 

οποία είναι συµµετρικά µεταξύ τους ως προς το Ο. 
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β) Η µέγιστη τιµή της f  είναι ίση µε 4 και παρουσιάζεται όταν το x πάρει 

τις τιµές 6−  και 6. ∆ηλαδή ισχύει: 
max ( ) ( 6) (6) 4f x f f= − = =  

Η ελάχιστη τιµή της f  είναι ίση µε 0 και παρουσιάζεται όταν το x πάρει 

την τιµή 0. ∆ηλαδή ισχύει: 
min ( ) (0) 0f x f= = . 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1) Να βρείτε τα διαστήµατα στα οποία καθεµιά από τις παρακάτω συναρτή-
σεις είναι: 
α) γνησίως αύξουσα           και           β) γνησίως φθίνουσα. 

      

2) Να προσδιορίσετε τα ολικά ακρότατα των συναρτήσεων της προηγούµενης 
άσκησης, καθώς και τις θέσεις των ακροτάτων αυτών. 

3) Να δείξετε ότι: 

i) Η συνάρτηση 2( ) 6 10f x x x= − +  παρουσιάζει ελάχιστο για 3x = . 

ii) Η συνάρτηση 
2

2
( )

1

x
g x

x
=

+
 παρουσιάζει µέγιστο για 1x = . 

4) Να βρείτε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες και ποιες είναι 
περιττές: 

i) ( ) 2 4
1 3 5f x x x= +  ii) ( )2 3 1f x x= +  iii) ( )3 1f x x= +   

iv) ( ) 3 5
4 3f x x x= −  v) ( )

2

5 1

x
f x

x
=

+
 vi) ( )6 2

2

1

x
f x

x
=

+
. 
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5) Οµοίως για τις συναρτήσεις: 

i) ( )1

1
f x

x
=  ii) ( )2 2f x x= −  iii) ( )3 1 1f x x x= − − +  

iv) ( )4 2

1

1

x
xf x

x

+

=
+

 v) ( )5f x x=  vi) 2
6( ) 1f x x= − . 

6) Να βρείτε ποιες από τις παρακάτω γραµµές είναι γραφικές παραστάσεις 
άρτιας και ποιες περιττής συνάρτησης. 

 

     

7) Οµοίως για τις παρακάτω γραµµές  

     

8) Να συµπληρώσετε τις παρακάτω γραµµές ώστε να παριστάνουν γραφικές 
παραστάσεις  
α) Άρτιας συνάρτησης    και   β) Περιττής συνάρτησης. 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 4ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 
 

I) Σε καθεµιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να κυκλώσετε το γράµµα Α, 
αν ο ισχυρισµός είναι αληθής και το γράµµα Ψ, αν ο ισχυρισµός είναι 
ψευδής. 

1.  Υπάρχει συνάρτηση της οποίας η γραφική παράσταση 

διέρχεται από τα σηµεία ( )1,2Α  και ( )1,3Β . 
Α Ψ  

2.  Οι ευθείες 2 2y α x= −  και 1y x= − +  τέµνονται. Α Ψ  

3.  Αν µία συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα, τότε η f−  

είναι γνησίως φθίνουσα. 
Α Ψ  

4.  Μία γνησίως µονότονη συνάρτηση έχει το πολύ µία ρίζα. Α Ψ  

5.  Υπάρχει γνησίως µονότονη συνάρτηση που διέρχεται από 

τα σηµεία ( )1,2Α , ( )2,1Β  και ( )3,3Γ . 
Α Ψ  

6.  Αν µια συνάρτηση f  είναι γνησίως φθίνουσα και έχει ρίζα 

τον αριθµό 1, τότε θα ισχύει (0) 0f < . 
Α Ψ  

7.  Αν µια συνάρτηση f  είναι γνησίως µονότονη και η γρα-

φική της παράσταση διέρχεται από τα σηµεία ( )1,2Α  και 

( )2,5Β , τότε η f  είναι γνησίως αύξουσα. 

Α Ψ  

8.  Αν η µέγιστη τιµή µιας συνάρτησης f  είναι ίση µε 1, τότε 

η εξίσωση ( ) 2f x =  είναι αδύνατη.  
Α Ψ  

9.  Η συνάρτηση [ ]: -1,2f → ℝ  µε ( ) 23f x x=  είναι άρτια. Α Ψ  

10. Αν µια συνάρτηση είναι άρτια ή περιττή και έχει ρίζα τον 
αριθµό ρ, τότε θα έχει ρίζα και τον αριθµό –ρ. 

Α Ψ  

11. Αν µία συνάρτηση f  είναι άρτια, τότε η f  δεν είναι γνη-

σίως µονότονη. 
Α Ψ  

12. Αν µία συνάρτηση f  είναι άρτια, τότε η f− είναι περιττή. Α Ψ  
 

II) Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση για την παρακάτω συνάρτηση f. 
Η συνάρτηση f, της οποίας η γραφική παράσταση προκύπτει από δύο διαδο-

χικές µετατοπίσεις της γραφικής παράστασης της συνάρτησης ( ) 43φ x x= , 

µιας οριζόντιας κατά 1 µονάδα προς τα αριστερά και µιας κατακόρυφης κα-
τά 2 µονάδες προς τα πάνω, έχει τύπο: 

Α)  ( ) 43( 1) 2f x x= − +                  Β)  ( ) 43( 1) 2f x x= − − , 

Γ)  ( ) 43( 1) 2f x x= + +                  ∆)  ( ) 43( 1) 2f x x= + −   
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 

Η ιδέα της χρησιµοποίησης διατεταγµένων ζευγών για τα σηµεία ενός επι-
πέδου και της περιγραφής καµπύλων µε εξισώσεις, ανήκει στον Rene Des-
cartes (1596-1650) και στον Pierre de Fermat (1601-1665). 

Ο Descartes (Καρτέσιος) γεννήθηκε στη La Haye  (σηµερινή Ντερκατ) της 
Touraine και πέθανε στη Στοκχόλµη. Σε ηλικία 10 χρόνων εγγράφηκε στο 
Βασιλικό Κολλέγιο της La Fleche, όπου δίδασκαν Ιησουίτες. Από εκείνη 
τη στιγµή αρχίζει και το ενδιαφέρον του για τα µαθηµατικά. Στη ζωή του 
υπήρξε φιλόσοφος, αλλά ένα µεγάλο µέρος του χρόνου του το διέθετε για 
τα µαθηµατικά. 

Τα αποτελέσµατα και οι µέθοδοί του, που δηµοσίευσε το 1637 στο βιβλίο 
του Le Geometrie, δηµιούργησαν ένα νέο κλάδο των µαθηµατικών που αρ-
γότερα ονοµάστηκε Αναλυτική Γεωµετρία.  

Ο Καρτέσιος διείδε τη δύναµη της Άλγεβρας για τη λύση γεωµετρικών 
προβληµάτων και η σκέψη του αντιπροσώπευε µια ριζική απόκλιση από 
την µέχρι τότε επικρατούσα άποψη για τη Γεωµετρία. Ο όρος «Καρτεσια-
νές συντεταγµένες», οφείλεται στο όνοµά του. 

Ο Fermat, που έζησε στην Toulouse της νότιας Γαλλίας, αν και ήταν νοµι-
κός στο επάγγελµα, υπήρξε ένας από τους µεγαλύτερους µαθηµατικούς του 
17ου αιώνα. 

Τις ιδέες του για συντεταγµένες στη Γεωµετρία, τυποποίησε στις αρχές του 
1629 και τις κυκλοφόρησε µε αλληλογραφία, αλλά δεν δηµοσιεύτηκαν πριν 
από το 1679. Ο Fermat συνέδεσε το όνοµά του µε τον ισχυρισµό:  

«Για κάθε 2ν > είναι αδύνατο να βρούµε θετικούς ακέραιους α, β, γ που 

να ικανοποιούν την σχέση ν ν νa β γ= + »  

που είναι γνωστός ως το «τελευταίο θεώρηµα του Fermat». Τον ισχυρισµό 
του αυτόν έγραψε ο Fermat στο περιθώριο ενός βιβλίου του προσθέτοντας 
και τα εξής:  

«Έχω βρει µια πραγµατικά θαυµάσια απόδειξη την οποία το περιθώριο 
αυτό είναι πολύ στενό για να χωρέσει».  

Ο ισχυρισµός αυτός του Fermat αποδείχτηκε αληθής το 1994 από τον Άγ-
γλο µαθηµατικό Α. Wiles, αφού υπήρξε για 350 χρόνια ένα από τα διαση-
µότερα άλυτα προβλήµατα της Θεωρίας Αριθµών. 


