
 

 

 

 

 

 

 
 

4.26.   

     


       f 2 120 180 120

   60 3    f 2 3

      
1

AK AK AK
60 3

BK 3 3
 AK 3 3

  f 2 3 3 .  

 

4.27.   

 
     



2 1
f 1 1

1 0
 

 

4.28.    f 3 1   f 4 4 .  

  
 


      

 2

2 0 2
f 3 1

0 2 2
   

   
1

f 4 0 .  

       
   

 
 
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4.29.    f 2 2 ,   g 2 4  
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    
 

4 2 1
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8f 2 g 2 g 2 f 2 8 4 2 2 2
2 2

  

 

4.30.  
 

       


f 53
f 5 30 f 5 3

3 5 2
 

 

4.31.      f 3 120 3 , 
 

 


 
  
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f 3 h 2
lim f 3 3

h
 

 

4.32.  
       
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   
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
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   

  


   

x 0 x 0 x 0

x 1 1
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4.33.  
     

    

 
 

 

2
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x 1x 1f x f 1
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x 1 x 1

 



x 1

x 1
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     
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 

 

2
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x 1x 1f x f 1
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 


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 
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x
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 
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x 0 x 0 x 0

f x f 0 x x
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x 0 x 0 x 0
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   

 

 


x 1 x 1

f x f 1 x 1
lim lim

x 1  
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   

  
 

 

x u

x 4 x 4 u 2 u 2

1 5
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x 4 x 4

 

 
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

2u 1

2u u 2  
  
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4.34.   



x 2

lim f x 4 ,  



x 2
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lim f x

2
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   

  

 
 

x 0 x 0

f x f 0 2 x
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x x
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   
  



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f x f 0 x
lim lim

x

 x 2

x
 2  

  f 0 2  

 
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 
x 1

lim f x 2 ,  

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x 1

1
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     
    

 
 

 

2

x 1 x 1 x 1
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 
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x 1
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     
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 

 x 1 x 1 x 1

6 x 1f x f 1 6x 6
lim lim lim

x 1 x 1 x 1
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4.35.  x 0       2
f 0 0 0 0 0 . 

x 0  
   

    


  

x 0 x 0 x 0

x
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 
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x 0  
   

    

    
     

 

2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 x x x x
lim lim lim x 1 0

x x x
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       
  

 
 

x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim 0

x x
f  


0

x 0     f 0 0 . 

 
   

 


 

x 0 x 0

f x f 0 1
lim limx

x 0 x
 

         
1 1 1

x x x x x x
x x x

 

   
 

  
x 0 x 0
lim x 0 lim x

 
   

 


  

x 0 x 0

f x f 01
limx 0 lim

x x 0
  f 0 0  

 

4.36. 
   

    


  




1

x

1
x 0 x 0 x 0

x

x
0

f x f 0 11 elim lim lim
x 0 x

1 e

.  


1

u
x

 
x 0  u   x 0 . 

   
 


 

  ux 0 u

f x f 0 1
lim lim 0

x 0 1 e
. f 

0
x 0

  f 0 0 . 

 

4.37.  
   

 

 




3

x 1 x 1

f x f 1 x 1
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x 1  
3

3 x 1
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 
      

  
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   
 
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3 2 3
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x 4 x x 4 4
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 
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 
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
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 




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   
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  f 2 11. 

     
    

       
 

 
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4.39. 
       

 
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
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 
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   
        

   

14x u

x 0 x 0 u 0

f 4x f 4x f u
lim lim 4 lim 4 4 0 0

x 4x u
,  

   
 

 
   

 
 

x 0 x 0

f 4x f 4x
lim lim 0

x x
  

 






x 0

4
f 4x

xlim 0
x

h 
0

x 0    h 0 0 . 
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4.46. 
     

 

 
   

 
3x 0 x 0

f x f 0 g x 2
lim lim

x x x
 

 
           

        
3 3 3

g x g x g x g x g x g x2 2 2

x x x x x xx x x
. 

  
 

 


 
x 0

g x
lim g 0 0

x
 

 


 
   

 
3x 0

g x 2
lim 0

x x

  f 0 0 . 

4.47. x 3        10 f 3 10 f 3 10  

                  2 2 2 2
6x x 1 f x x 6x 19 6x x 9 f x f 3 x 6x 9  

x 3  

      
  

  

2 2f x f 36x x 9 x 6x 9

x 3 x 3 x 3

  
2

x 3

x 3

      
 



2
f x f 3 x 3

x 3 x 3
 

 


 
2

x 3
lim x 3 0  

   





x 3

f x f 3
lim 0

x 3
.  

   





x 3

f x f 3
lim 0

x 3
  f 3 0 . 

 

 

4.48. x 0                   3 2
0 2 0 f 0 0 2 0 0 f 0 0 f 0 0 . 

x 0   
    

          3 2 2
f x f 0x x

x 2x f x x 2x 2x 2x
x x x

. 

 

 
  

 

2

x 0

x
lim 2x 1

x
 

 

 
  

 x 0

x
lim 2x 1

x
 

   
 




x 0

f x f 0
lim 1

x
 

 1 . 

x 0   
    

          3 2 2
f x f 0x x

x 2x f x x 2x 2x 2x
x x x

. 

 


 
  

 

2

x 0

x
lim 2x 1

x
 



 
  

 x 0

x
lim 2x 1

x

   





x 0

f x f 0
lim 1

x
 

 2 . 

 1 ,  2  
       

  

 
 

x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim 1

x x
 f 

 
0

x 0   
   




  

x 0

f x f 0
f 0 lim 1

x
. 

 

4.49.   x e              f e g e f e g e f e . 

 x e                      
3

f x f e g x g e f x f e x e  

 
           

 
  

   
  

2f x f e g x g e f x f e
x e

x e x e x e
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   

 



 

x e

f x f e
lim f e 3

x e
 

   
   



 
      

2

x e

f x f e
lim x e f e 3

x e
 

 
   






x e

g x g e
lim 3

x e
 (1) 

 x e  
   






x e

g x g e
lim 3

x e
(2). 

   g e 3 . 

 

4.50. x 1             2
f x f 1 g x g 1 x x  

 
          

 
 

x x 1f x f 1 g x g 1

x 1 x 1 x 1
 

 
       

   
  

  
         

x 1 x 1

f x f 1 g x g 1
lim lim x f 1 g 1 1

x 1 x 1
 (1). 

 x 1             2
f x f 1 g x g 1 x x  

 
          

 
 

x x 1f x f 1 g x g 1

x 1 x 1 x 1
 

 
       

   
  

  
         

x 1 x 1

f x f 1 g x g 1
lim lim x f 1 g 1 1

x 1 x 1
 (2). 

 )       f 1 g 1 1 

 

4.51.    1   x 0                    2
f 0 g 0 0 f 0 g 0 0 f 0 g 0  

   1         2 2
x f x g x x          2 2

g x x f x x g x  

                 2 2
g x g 0 x f x f 0 x g x g 0   2  

A x 0   
             

   
g x g 0 f x f 0 g x g 0

x x
x x x

 

   
 



 
    

 
x 0

g x g 0
lim x g 0 2

x
  

   
 



 
    

 
x 0

g x g 0
lim x g 0 2

x
  

  
   






x 0

f x f 0
lim 2

x
  3 . 

x 0    2  
             

    
g x g 0 f x f 0 g x g 0

x x
x x x

 

             
   

g x g 0 f x f 0 g x g 0
x x

x x x
 

   
 



 
    

 
x 0

g x g 0
lim x g 0 2

x
  

   
 



 
    

 
x 0

g x g 0
lim x g 0 2

x
  

  
   






x 0

f x f 0
lim 2

x
  4 . 

    3 ,  4  : 
       

  

 
 

x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim 2

x x
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  f    
0

x 0    f 0 2 . 

 

4.52.    
  

    
  2 2 2

x x x
f x f x

1 x 1 x 1 x
.  






 2x 0

x
lim 0

1 x
    


 

x 0
limf x 0 f 0  

   
 

 


x 0 x 0

x 0 x
lim lim

x

 f x

x
 0   0 0 . 

 

4.53.                         f x g x h x f x f 0 g x g 0 h x h 0  

x 0
             

 
f x f 0 g x g 0 h x h 0

x x x
 

   
 




 

x 0

f x f 0
lim f 0 2014

x
 

   
 




 

x 0

h x h 0
lim h 0 2014

x
, 

   





x 0

g x g 0
lim 2014

x
x 0  

   





x 0

g x g 0
lim 2014

x
, 

  g 0 2014 . 

 

4.54. x 2  
 

 




 

2

2

f x x x

x 2 x 2  


 



2

2x 2

x x
lim

x 2
 

 


 
x 2

f x
lim

x 2
 

f  

 

4.55.  x 0   



3

2x x
f x

x
x  

 
   

 
    

     


3
32 x x 2x x

f x f x
x x

 



3

2x x
f x

x
.  

  



3

2x x
f x

x
, x 0      f x f x  x 0   

            f 0 f 0 2f 0 0 f 0 0 . 

 
   

  

    
         

3

2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 2x x 1 x
lim lim lim 2x

x x x x x
f  

 

 

4.56. f,g  
0

x 0  

 
   




 

x 0

f x f 0
f 0 lim

x
  

   



 

x 0

g x g 0
g 0 lim

x
. 



 

 

 

 

 

 

295 

 

   
               

  

    
     

x 0 x 0 x 0

f x f 0 g x g 0 f x f 0 g x g 0
f 0 g 0 lim lim lim

x x x
 

            
 

    
 

x 0 x 0

f x g x f 0 g 0 f x g x 1
lim lim

x x
. 

             f x g x x 1 f x g x 1 x . 

x 0
     


f x g x 1 x

x x
 

   
  

  


x 0 x 0

f x g x 1 x
lim lim

x x
,  

      f 0 g 0 1  1 . 

x 0
     


f x g x 1 x

x x
 

   
  

  


x 0 x 0

f x g x 1 x
lim lim

x x
,  

      f 0 g 0 1  2 .  

 1 ,  2       f 0 g 0 1. 

 

4.57. x 0       f 0 0 f 0 0  

 
 

 


          
x 0

4 8 3 7 3 7 3 7
f x

f x x x x x x x g x x x
x

 

 


 3 7

x 0
lim x x 0 .    


 

x 0
limg x 0 g 0 . 

 
   

           
x 0

4 8 2 6 2 6 2 6

2 2

f x f x
f x x x x x x x x x

x x

 
    2 6 2 6

g x
x x x x

x
 


 2 6

x 0
lim x x 0  

 



x 0

g x
lim 0

x
  g 0 0 . 

 

4.58.  x 0       f 0 0 f 0 0 . 

               2 2 2 2 2
f x 3x x x f x 3x x 3x x f x 3x x  

x 0  
  

   
f xx x

3 x 3 x
x x x

. 

  

    
      

   x 0 x 0

x x
lim 3 x lim 3 x 3

x x

 



x 0

f x
lim 3

x
. 

 



x 0

f x
lim 3

x
  f 0 3  

 
   

 

   

  

 
  

x 0 x 0

f 9x f x
9f 9x f x 27 39x xlim lim 4

f 2xf 2x 6
2

2x

 
   

  
 

kx u

x 0 u 0 u 0

f kx f u
lim lim 3

kx u
 

 

4.59.   f x x  x 0    f 0 0

 



 

 

 

 

 296 

  f 0 0 .   f 0 0 . 

 x 0   
 

  
f x

f x x 1
x

 
   




f x f 0
1

x 0
 

   





x 0

f x f 0
lim 1

x
 

  f 0 1  1  

x 0   
 

    
:x 0 f x

f x x 1
x

 
   

 
f x f 0

1
x

 

   



 

x 0

f x f 0
lim 1

x
   f 0 1  2  

 1   2    f 0 0 . 

 

4.60.  1  x 1 :  

       3
f 1 2f 1 1 3 2       2

f 1 f 1 2 0   f 1 0     2
f 1 2  . 

f  
0

x 1   

   


 
x 1
lim f x f 1 0 . 

x 1 :        3 2
f x 2f x x 3x 2  

           2
f x f x 2 x 1 x 2

 
    



2
f x

f x 2 x 2
x 1

,  

 
    

 

 
    

 

2

x 1 x 1

f x
lim f x 2 lim x 2

x 1
         

1
f 1 2 1 f 1

2
. 

 

4.61.      3 2
g x g x 4 x   1  x 2  

      3
g 2 g 2 4 4           

2
g 2 g 2 1 0 g 2 0   2

g 2 1 0 . 


0

x 2   

   


 
x 2
limg x g 2 0   

     
 


  

 x 2 x 2

g x g 2 g x
g 2 lim lim

x 2 x 2
. 

 1        3 2
g x g x x 4            

2
g x g x 1 x 2 x 2 .  

x 2
 

       

2
g x

g x 1 x 2
x 2

 
 



 2

g x x 2

x 2 g x 1
, 

 
    

 
  

  2 2x 2 x 2

g x x 2 2 2
lim lim 4

x 2 g x 1 g 2 1
.   g 2 4 .  

 

4.62. h 0    f 3 2  

   
  

       
 

2 3

h 0 h 0 h 0

hf 3 h f 3 2 2h 3h 4h 2
lim lim lim

h h

    2
2 3h 4h

h
 2 ,  

     f 3 2 . 

 

4.63.  x 1                 3 2
f 1 2f 1 0 f 1 f 1 2 0 f 1 0     2

f 1 2   
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    
 

  
  

     


x 1
2 2 2

x 1f x
f x f x 2 x 1 f x 2

x 1

 



x 1

x 1

 
 


 
 2

f x x 1

x 1 f x 2
,  

 
 

  


  

 2x 1 x 1

f x x 1 2
lim lim 1

x 1 2f x 2
  f 1 1. 

 

4.64. x 2                  3 2
f 2 f 2 0 f 2 f 2 1 0 f 2 0     2

f 2 1 

 

       
 

 

 
     

 

x 2
2

2

f x x 1
f x f x 1 x 2 x 1

x 2 f x 1
  

 
  


 

 2x 2 x 2

f x x 1
lim lim 3

x 2 f x 1
,  

  f 2 3 . 

 

4.65. x 1                 3 2
f 1 4f 1 0 f 1 f 1 4 0 f 1 0     2

f 1 4   

x 3                  3 2
f 3 4f 3 0 f 3 f 3 4 0 f 3 0      2

f 3 4  

 

       
 

 

 
     

 

x 1
2

2

f x x 3
f x f x 4 x 1 x 3

x 1 f x 4
  

 
  


  

 2x 1 x 1

f x x 3 1
lim lim

x 1 2f x 4
   

1
f 1

2
. 

       
 

 

 
     

 

x 3
2

2

f x x 1
f x f x 4 x 1 x 3

x 3 f x 4
  

 
  


 

 2x 3 x 3

f x x 1 1
lim lim

x 3 2f x 4
      

1
f 3 f 1

2
. 

 

4.66. x 0    f 0 0 . 

x 0  
      

   

3 2 2

3 2 2

f x f x f xx x
2 2 2

x xx x x
  

     
 

    
        

  

3 2 2

3 2 2x 0 x 0

f x f x f xx x
lim 2 2 lim 2

x xx x x
 

            
3 2

2 f 0 2 f 0 f 0 1              
3 2

2 f 0 2 f 0 f 0 1 0  

                              
2 2

2 f 0 f 0 1 f 0 1 0 f 0 1 2 f 0 1 0 f 0 1  

    
2

2 f 0 1  

 

4.67.  x 0              
2 2

f 0 2 g 0 3 0 f 0 2    g 0 3  

f,g   

 



x 0
lim f x 2   




x 0
limg x 3 . 

 x 0  
        

  

22 2

2 2 2

x 9 3f x 2 g x 3

x x x
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       
       

   

2 2
2f x 2 g x 3 x

x x 2
x   2

x 9 3

  

   
 

     
                

2 2

2x 0 x 0

f x 2 g x 3 1
lim lim

x x x 9 3
           

2 2 1
f 0 g 0

6
 

 

4.68. x 1                 2
f 1 2f 1 0 f 1 f 1 2 0 f 1 0     f 1 2   

x 1  
     

 
 

x 1f x f x
f x 2x

x 1 x 1

 



x 1

x 1
  

 
   

 
 

 
       

x 1 x 1

f x f x
lim f x 2x lim x 1

x 1 x 1
            f 1 f 1 2f 1 2 f 1 1 

 

4.69. x 0  
    

 


f x f xx x
4

x x x x
  

   
     



  
           

x 0

f x f xx x
lim 4 f 0 f 0 4 f 0 2

x x x x
 

   
 

 

  


 



x u

x 0 u 0 u 0

f x f u
lim lim f 0

x u
 

 

4.70.  x                3 3
f x f g x g x  

            
 

 

xf x f g x g

x x

  



2 2
x x

x
  

       
     

 

    
              

  

2 2 2

x x

f x f g x g
lim lim x x f g 3 g

x x
 

4.71. )       
  

   2

x 1 x 1

lim f x lim x 2 3 f 1      
  

  
x 1 x 1

lim f x lim 2x 1 3 ,   f 

   
0

x 1.     
0

x 1 :  

 x 1, 
   

  

  
 

 

2

x 1 x 1

f x f 1 x 2 3
lim lim

x 1 x 1

  


 


x 1

x 1 x 1
lim 2

x 1
 

x 1,
 

  

 
 

 x 1 x 1

2 x 12x 1 3
lim lim 2

x 1 x 1
.  

  f 
0

x 1.  

 x 2     
  

   3

x 2 x 2

lim f x lim x x 1 7  

x 2     
  

  
x 2 x 2

lim f x lim 4x 1 7       3
f 2 2 2 1 7  

     
  

 
x 2 x 2

lim f x lim f x f 2  f 
0

x 2 . 

 x 2  : 
   

    

     
  

  

3 3

x 2 x 2 x 2

f x f 2 x x 1 7 x x 6
lim lim lim

x 2 x 2 x 2
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  
 

  

  
    



2

2

x 1 x 1

x 2 x 2x 3
lim lim x 2x 3 11

x 2
 

 x 2 : 
     

    

  
  

  x 2 x 2 x 2

f x f 2 4 x 24x 1 7
lim lim lim 4

x 2 x 2 x 2
 

 
       

  

 


 x 2 x 2

f x f 2 f x f 2
lim lim

x 2 x 2
,   f    


0

x 2 . 

  
  

  
x 1 x 1

1
lim f x lim

x 1
f  

 

 f  

     
  

 


x 2 x 2

x 2f x f 2
lim lim

x 2

 



x 2

x 2
 4   

     
  




x 2 x 2

x 2f x f 2
lim lim

x 2

 



x 2

x 2
 4 f  

 


        
x 0

2 2 21 1
1 1 x x x

x x
,  

 
  2 2

x 0 x 0
lim x limx 0

   


 
x 0
limf x 0 f 0 f  

   
 


  

x 0 x 0

f x f 0 1
lim limx 0

x x
      

1 1
x x x x x

x x
 


 

x 0

1
limx 0

x
. 

    
  

 
     

 x 0 x 0

1
lim f x lim x 1 1 f 0

2
,  

  

 
   

 x 0 x 0

1 x
lim f x lim 1 1

x
,  

 f  

 
   

  

  
    

 x 0 x 0

f x f 0 1 x 1
lim lim

x 2 x x
, f  

 

4.72. f 
0

x 1

  

     
  

 
x 1 x 1

lim f x lim f x f 1     
  

  2

x 1 x 1

lim f x lim 3x 1 2 , 

   
  

    
x 1 x 1

lim f x lim x    f 1 2    2   1  

x 1 
   

  

  
 

 

2

x 1 x 1

f x f 1 3x 1 2
lim lim

x 1 x 1

  


 


x 1

3 x 1 x 1
lim 6

x 1
 

x 1 

     
      

     
    

   x 1 x 1 x 1 x 1

f x f 1 x 1x 2 x
lim lim lim lim

x 1 x 1 x 1 x 1
 

f 
0

x 1 
       

  

 


 x 1 x 1

f x f 1 f x f 1
lim lim

x 1 x 1
 

  6   1     4 . 
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4.73. 
0

x 1  

     
  

  
x 1 x 1

lim f x lim f x f 1


     
1 1

1 1 2
2

  1 .  

x 1 

   
  

   
 

 

2

x 1 x 1

f x f 1 x x 1
lim lim

x 1 x 1

    


   


x 1

x 1 x 1 x 1
lim

x 1
 

 


      
x 1

lim x 1 2   

x 1 
   

  

 
  

 

2

x 1 x 1

x x 1
1f x f 1 x 1lim lim

x 1 x 1
  

  

 

    

        
  

   

2 21

x 1 x 1

x x x x x 2 x x x
lim lim

x 1 x 1 x 1 x 1

  

   
    

    
  

  x 1 x 1

x x 1 x 1 x 1
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x 1 x 1 x 1 2
. 


0

x 1


    
1

2 3
2

 

 1    6 . 

 

4.74. 
0

x 0
  

     
  

  
x 0 x 0

lim f x lim f x f 0 6 . 
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   
    

       
    
 
 

2 2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 2 x 3 4 x 6 4 x 2
lim lim lim 2 3

x x x
 


 

2

x 0

x
lim 2 3

x  

 
 

  
  

 

2

2
4 x 2

  

 
   

    

   
  

x 0 x 0 x 0

f x f 0 2 x 6 x
lim lim lim 2 2

x x x
  2 2 1. 

 

4.75. 
0

x 2  

     
  

  
x 2 x 2

lim f x lim f x f 2        
1

4 3 4 2 4
4

   2  

     
    

   
 

 

2
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1
x 2x 1 4 x 2f x f 2 4lim lim lim

x 2 x 2

 

 





x 10

4 x 2
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 

 

2

x 2 x 2 x 2

x 2f x f 2 x x 2 4
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x 2 x 2

  



x 2

x 2
 4   

  4 3 1   2 . 

 

4.76. 
0

x 0  

       
      

  
       

2

x 0 x 0 x 0 x 0

x x
lim f x lim f x f 0 lim lim x x 0

x
  



  
   
 x 0

x 1 x
lim x 0

x x
  

 
0

x  
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      
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 x x x x

x
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2
  

   
    

  
   

  

2

2

2
x 0 x 0 x 0

x x
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   

       
               

2 2 2 2

2 2 2 2
x 0 x 0

x 1 x x x 1
lim lim

1 x 2x x 1 x x x

 

   
    

    
    

 x 0 x 0 x 0

f x f 0 x x x
lim lim lim 1 2

x x x

 
   

4
2

2 2
  1  

     
     

      
         

x x x

f x f xx x
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   
    

  
            
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 

 
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
   1 0 2

2
  1    0  

4.77. g 
0

x 0  

           
      

       2 2

x 0 x 0 x 0 x 0

lim g x lim g x g 0 lim f x lim x f 0  1. 

       
  

    

   
       

 

2

x 0 x 0 x 0

g x g 0 f x 1 f x 1
lim lim lim f x 1 1 2 2

x x x
  

   
    

   
   

x 0 x 0 x 0

g x g 0 x 1 x
lim lim lim

x x x
  2  

 

4.78. 
           

      

    
   

2 2

x 0 x 0 x 0 x 0

x x x xf x f 0 f x f 0
lim lim lim lim

x x x x
 





x 0

x
lim

 x 1

x





x 0

x
lim

 x 1

x
      2 0 0   f x . 

 

4.79.  
   

  

  
   

 

3

2

x 0 x 0 x 0

1
xf x f 0 1xlim lim lim x

x x x
.  

        2 2 2 2 21 1 1
x x x x x

x x x
,     2 2 21

x x x
x

  

 


 2

x 0
lim x 0 , 


2

x 0
limx 0 ,         



 
  

 

2

x 0

1
lim x 0

x
,   

 


 
x 0

f x
f

x
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  f    
0

x 0 ,    .  

 

4.80. 
           

 
  

    
       

 
x 0 x 0 x 0

g x g 0 2f x x 2f 0 f x f 0
lim lim lim 2 1 2f 0 1 9

x x x
 

 

4.81.   f    
0

x 0  : 

 
   




 

x 0

f x f 0
f

x 0

 





x 0

f x 2
lim 2

x
.  


0

x 0     


 
x 0
limf x f 0 2 . 

      
 

 
 

 
 

  
       

x 2 2 x 2
g x g 0 f x f 0 f x 1

f x f 0 f x
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 

     
   


 

   
  



2

x 0 x 0 x 0

x 2
f x 1

g x g 0 f x f x x 2 f x
lim lim lim
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   
   

     
    

    
      

     
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f x 2 f x 1f x f x 2 x 1
lim lim

xf x xf x xf x f x
 



 

 

 

 

 

 

303 

   
   

  
    

  
x 0

f x 2 f x 1 1
lim

x f x f x

 
   

 
     
f 0 1 1 2 1 1 7

2 2
f 0 f 0 2 2 2
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4.82. 
   





x 0
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x

 
 

 
 

 

   

  
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 
 

 
 

 
     

  
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4.83. 
       

  

    
   x 2 x 2 x 2
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           
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        

g x g x g x g x g x g x3x 3x 3x

x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2
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 
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 

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4.84. g 
0

x 0  

 

:    

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 
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 


 
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4.87.   f x 0
       
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 
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4.88.  
     
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4.89. f  
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   

 


   

x 0 x 0

f(x) f 0 f x
f 0 lim lim 2

x 0 x
. 

 
     

  

    
 

 x 0 x 0 x 0

f x f x x f x x
lim lim lim

x x x x x
. 

  x u ,  
   

 


 

x 0 u 0

f x f u
lim lim 2

x u
  

 



  

x 0

f x
lim 2 1 2

x
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        
1 1

2f 1 f 1 10 f 1
2 2

 

 

4.108. 
     

    
 

   
          

2

2x 3 x 3

f x 25 f x 5 f x 5
lim lim f 3 f 3 5 50

x 3 x 2x x 6
 

 

4.109. 
       

 
  

       
     

      
x 1 x 1 x 1

f x 2x x 3 2f x 2x f x 2 2 2x
lim lim lim x 3 2

x 3 4 x 3 4x 3 2
 

 


 
 

x 1

f x 2 x 1
lim 2

x 1 x 1
    

  
       

   

x 3 2 f 1 2 4 8  

 

4.110. 
           

 

   
 

 x h x h

f x x f h h f x x f h x f h x f h h
lim lim

x h x h
 

   
 



  
      

x h

f x f h x h
lim x f h

x h x h
 

   
 



 
 

x h

f x f h x h
lim x f h

x h  x h  

 
  
 
 

x h
 

 
      

  
f h 2hf h f h

xf h
2 h 2 h

 

 

4.111.  
             

 

        
    

 

0 0 0 0 0 0 0

h 0 h 0

f x h f x h 2f x f x h f x f x h f x
lim lim

h h h
 

      
0 0

f x f x 0  

 

           
 



   

     
  

kh u
0 0 0 0 0 0

0
h 0 u 0 u 0 u 0

f x kh f x f x u f x f x u f x
lim lim limk kf x

uh u

k

 

 
             

 

        
    

 

0 0 0 0 0 0 0

h 0 h 0

f x 2h 2f x h f x f x 2h f x f x h f x
lim lim 2

h h h
 

      
0 0

2f x 2f x 0  

 
   



  


2 2

0 0

h 0

f x 2h f x h
lim

h
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   
    



   
     

 

0 0

0 0
h 0

f x 2h f x h
lim f x 2h f x h

h
 

       
    



     
        

   

0 0 0 0

0 0
h 0

f x 2h f x f x h f x
lim f x 2h f x h

h h
 

                  
0 0 0 0 0 0

2f x f x f x f x 2f x f x  

 
           

 

 
        

        
 

0 0 0 0 0 0

h 0 h 0

f x h f x h f x h f x f x h f x1
lim lim

hh h h

h

 

         
0 0 0

f x f x 2f x  

 

4.112.   
u

kh u h
k

h 0  u 0 . 

           
 

  

     
  

0 0 0 0 0 0

0
h 0 u 0 u 0

f x kh f x f x u f x f x u f x
lim lim limk kf x

uh u

k

 

 f 
0

x  

   
 



 


0 0

0
h 0

f x h f x
lim f x

h
. 

 
   

 
       

  

       
 

 

0 0 0 0 0 0

h 0 h 0

f x h f x h f x h f x f x f x h
lim lim

h h
 

   
 

   
 

    
     

0 0 0 0

h 0

f x h f x f x h f x
lim

h h
 

    


u
h u h .  h 0   u 0 .  

   
 

   

 

   
 

  

      
  

 


 

0 0 0 0 0 0

0
h 0 u 0 u 0

f x h f x f x u f x f x u f x1
lim lim lim f x

uh u

 

     


t
h t h .  h 0   t 0 .  

   
 

   

 

   
 

  

      
    

 
 

 

0 0 0 0 0 0

0
h 0 t 0 t 0

f x h f x f x t f x f x t f x1
lim lim lim f x

th t

  
   

 
   

 
   



      
          

0 0 0 0

0 0
h 0

f x h f x f x h f x
lim f x f x

h h
 

         


 


0 0
f x f x  
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4.113.   
   




   

x 0

f x f 0
f 0 lim

x
. 

                   
  

      
    

 
x 0 x 0 x 0

f 3x f x f 3x f 0 f 0 f x f 3x f 0 f x f 0
lim lim lim

6x 6x 6x 6x
. 

  
u

3x u x
3

x 0  u 0  

       
 

 
  

x 0 u 0

f 3x f 0 f u f 0 1
lim lim

6x 2u 2
 

       
 

 
  

x 0 x 0

f x f 0 f x f 01 1
lim lim

6x 6 x 6
. 

   


 
   

x 0

f 3x f x 1 1
lim

6x 2 6 3
. 

 

4.114.   
 

 

 
       

     
    

0 0

0 0
y y

1
f x f x

y1
lim y f x f x lim

1y

y

. 


1

h
y

y  h 0 . 

 
   

 
 

     
      

    

0 0

0 0 0
y h 0

f x h f x1
lim y f x f x lim f x

y h
. 

 

4.115. 


        


1 2x 1 1 1
u 2 u u 2 x

x x x u 2
 

x u 2 .  

       
 

     
               

x u 2

1 2x 1
lim x f f 2 lim f u f 2

x u 2
 

   
 



 
    

u 2

f u f 2
lim f 2

u 2
 

 

4.116.   f    
0

x 1 :  

 
         

   

 
      

  

3 33
x u x u

3x 1 x 1 u 1 u 1

f x 3f x f 1 f u 3
f 1 lim lim lim

x 1 x 1 u 1

   
  

  


  

3 2 3

u 1 3 23 3

f u 3 u u 1
lim

u 1 u u 1
 

     


 
      

 

3 2 3

u 1

f u 3
f 1 lim u u 1 3f 1

u 1

      2f 1 0 f 1 0 . 

   

   

   
 

   
3 2x 1 x 1

xf x 3 xf x 3x 3x 3
lim lim

x 1 x 1 x x 1

  
 

 


 
    

      
2 2x 1

x f x 3 1 3 1
lim f 1 1 1

x 1 3x x 1 x x 1
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4.117. 
   

        


    


x 1f x f x 1
2 g x f x f x g x x 1

x 1 2
 

          
 

 
       

 x 1 x 1

1
f 1 limf x lim f x g x x 1 f 1 2

2
 

        

 

   
 

 x 1 x 1

1
f x g x x 1 2f x f 1 2lim lim

x 1 x 1
 

 
   



 
          

x 1

f x 2 1 5 5 1
lim g x f 1 2

x 1 2 2 2 2
 

 

4.118.        f x y f x f y   1 .   x y 0  :           f 0 f 0 f 0 f 0 0 . 

  f     
0

x 0  : 

 
   




  

x 0

f x f 0
f 0 lim

x
 

 


 
x 0

f x
f 0 lim

x
  2 . 

   f    ,         

   






0

00x x

f x f x
lim

x x
, 

0
x . 

: 

       
 

  




0 0 0

00x x h 0

f x f x f x h f x
lim lim

x x h

 


1

         

 
 

 
  

2
0 0

h 0 h 0

f x f h f x f h
lim lim f 0

h h
  

  f            f x f 0 . 

 

4.119.  x y 0            f 0 f 0 f 0 f 0 0  

         
  

  
 



00 0 0

00x x h 0 h 0

f xf x f x f x h f x
lim lim lim

x x h

     
0 0

f h x h f x


h
 

 
 



 
     

 
0 0

h 0

f h
lim x f 0 x

h
     

0 0
f x f 0 x  

4.120.  x y 0            f 0 f 0 f 0 f 0 0  

             
  

     
  



0 0 0 0 0 0

00x x h 0 h 0

f x f x f x h f x f x h x f h f x
lim lim lim

x x h h
 

 
 

 


  
         

 
0 0 0 0 0

h 0

f hh 1
lim f x x f x 0 x 5 5 x

h h
  

   
0 0

f x 5 x  

 

4.121.    0                     2 2
f 0 f 0 f 0 f 0 0 f 0 f 0 1 0  

  f 0 0    f 0 1 

    
 

  
x 0 x 0
limf x lim 1 xg x 1 f   f 0 1. 
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     
 

  

  
  

x 0 x 0 x 0

f x f 0 1 xg x 1
lim lim limg x 1

x x
  f 0 1 

             
  

   
  



0 0 0 0 0

00x x h 0 h 0

f x f x f x h f x f x f h f x
lim lim lim

x x h h
 

 
 

     



  

0 0 0
h 0

f h 1
lim f x f x f 0 f x

h
,  

     
0 0

f x f x  
0

x     f x f x  x . 

 

4.122.  x y 0              f 0 f 0 f 0 1 f 0 1 

       
 

  
 



0 0 0

00x x h 0

f x f x f x h f x
lim lim

x x h

 


0

h 0

f x
lim

         
0 0 0

f h 2x h x h 1 f x


h
 

 
 



 
      

 

2

0 0 0
h 0

f h 1
lim 2x x h 1 2x

h

. 

 

4.123.   x y 0  :  
 
 

         


3

2

2f 0
f 0 2f 0 f 0 f 0

1 f 0
  

                 
3 2

f 0 f 0 0 f 0 f 0 1 0 f 0 0   2
f 0 1 0 . 

 
     

 


   

x 0 x 0

f x f 0 f x
f 0 lim lim

x x
 f 

   


 
x 0
limf x f 0 0 . 

0
x  

     

   
   

 

 




  
 

0

01
0 0 0

h 0 h 0

f x f h
f x

f x h f x 1 f x f h
lim lim

h h

         

    

  




2

0 0 0

h 0
0

f x f h f x f x f h
lim

h 1 f x f h
 

   

    

  
 



2

0

h 0
0

f h 1 f x
lim

h 1 f x f h

   
   

 
  
  

2

0

h 0
0

f h 1 f x
lim

h 1 f x f h

 
 

   


 



2

0

0

1 f x
f 0

1 f x f 0
 

 
 

 


 

 

2

0

0

1 f x
f 0

1 f x 0
      

2

0
f 0 1 f x .  

f . 

4.124.  x y 1           f 1 f 1 f 1 f 1 0 . 

             
   

   
  

  

0 0 0 0 0 0

0 0 0 00x x h 1 h 1

f x f x f x h f x hf x x f h f x
lim lim lim

x x x h x x h 1
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 





0
h 1

h 1
lim f x

 
0

x h 1

   
 

 
   
 
 

0

0 0

0

f h f x
x x f 1

h 1 x
 

f 

,  

 

4.125. )      x y 1 f 1 0 . 

 
         

 

  
 

 
   

    
      

        

22 2 2

h 1 h 1 h 1

f x h 1f xh f x x f h h f x f x x f h
lim lim lim ...

xh x x h 1 x h 1 x h 1
 

 
 

 
   

2f x 2f x
xf 1 x

x x
. 

 x 0  
         

  

 
   

 0 0 0

0 0 0 0

0
x x x x h x x

0 0 0 0

f x f x f x h f x 2f x
lim lim ... x

x x x h x x
 

  
 

       
 

         
x 0

2 2 3
2f x

f x x xf x 2f x x x f x 2xf x x
x

. 

 

4.126. )       
 

 


      
f 0 0

2
0 f 0 f 0 f 0 1. 

  
 




 

x 0

f x 1
f 0 lim

x
 

 
          

 

  
   



0

0

ix x h
0 0 0

0
x x h 0

0

f x f x f x h f x
f x lim lim

x x h
  

       


    
 

0 0 0 0

h 0

f x x f h h x h f x
lim

h
 

         


      
 

0 0 0 0 0 0

h 0

f x f h hf x x f h x h x h f x
lim

h
 

           


     
 

0 0 0 0

h 0

f x f h 1 x f h 1 h x 1 f x h
lim

h
 

             
0 0 0 0

f x f 0 x f 0 x 1 f x            
0 0 0 0

f 0 f x x f x x 1  

        
0 0

f x x f 0 1 1. 

 

4.127. )     



0

0
x x
lim f x f x      


 

0 0
h 0
limf x h f x , 

0
x . 

 
0

x x   y h  :          2 2

0 0 0
f x 3h f x h f x 2h   1 . 

     


 2

0 0
h 0
lim f x 3h f x       


 2

0 0
h 0
lim f x 2h f x ,   

   


 
0 0

h 0
limf x h f x ,   f    . 

 h 0   1  

   
    

        
0 02 2

0 0

f x h f x
3h f x h f x 2h 3h 2h

h
. 

  

 

h 0

lim 3h 0    



h 0

lim 2h 0 ,   
   



 


0 0

h 0

f x h f x
lim 0

h
.  2 . 
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 h 0    1  : 

          
      

0 0 0 0
f x h f x f x h f x

3h 2h 2h 3h
h h

. 

  



h 0

lim 2h 0    

 

h 0

lim 3h 0 ,   
   



 


0 0

h 0

f x h f x
lim 0

h
  3 .  

   2 ,  3     f    
0

x     
0

f x 0 , 

  f    . 

 

4.128. )  x 0   



x

lim e 0    
     

 


2

2
4x x 3 0

f x 2x
0 2

. 

 x 0    
  



     
  



2 0

0

4 0 0 3 e 3
f 0 lim

3e 2
. 

 x 0   



 x

lim e   

 






  
   

     




2

x

x

x
4 x 3

4 0 x 3ef x lim x 3
2 1 0

1
e

. 

 f 
0

x 0  

     
  

  
x 0 x 0

lim f x lim f x f 0  
  

    2

x 0 x 0

lim 2x lim x 3   0 3  

  0 . 

 
   

    


  



2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 2x
lim lim lim 2x 0

x 0 x
  

   
  

 
  

x 0 x 0

f x f 0 x
lim lim

x 0 x
. 

 
       

  

 
  

 x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim 0

x 0 x 0
. 

 

4.129. )  x 1               
2

f x x 1 x 1 x 1   1 ,   

           f 1 0 0 0 f 1 0 f 1 0 . 

  1            
2

f x x 1 x 1 x 1  x 1

x 1

                   
    

  

2
f x x 1 x 1 x 1 f x x 1 x 1

x 1
x 1 x 1 x 1

 

 
     



f x
x 1 x 1

x 1

 
       



f x
x 1 x 1 x 1

x 1
   

 
 

          


f x
x 1 x 1 x 1 x 1

x 1
. 

,  

        x 1

lim x 1 x 1 0 1   

        x 1

lim x 1 x 1 0 1, 

      

     
 

 


    

 x 1 x 1

f x f x f 1
lim 1 lim 1 f 1 1

x 1 x 1
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   

 

   

  


    




x 1 x 1

f 3x 2 f x

f 3x 2 f x x 1 x 1L lim lim
f 2x 1f 2x 1

x 1


   

u 2
u 3x 2 x

3
, x 1 u 1 

     
  


 

 


x 1 u 1 u 1

f 3x 2 f u f u
lim lim lim

u 2 u 1x 1
1

3 3

 
 


  

u 1

f u
3lim 3f 1 3

u 1
. 

 


   
1

2x 1 x
2

.  x 1,  u 1  

   
 

 
 




x 1 1

f 2x 1 f
lim lim

1x 1
1

2

   
 

 

 
  

 1 1

f f
lim 2lim 2f 1 2

1 1

2

.  

, 


 
3 1

L 1
2

. 

 

4.130. )         3 2 4 2
f x 2x f x x x 1  1    x 1  

:                 3 2
f 1 2f 1 3 f 1 f 1 f 1 3 0  

   f 1 1       2
f 1 f 1 3 0 . 

 f . 
1 2

x ,x  


1 2

x x      
1 2

f x f x 0 f   1 2
x ,x  

Bolzano    
1 2

x ,x : f 0 .  1    x  

           3 2 4 2
f 2 f 1    4 2

1 0     4 2
1 0 . 

f .    f 1 1 0    f x 0  

x . 

 f 
0

x 1 

 
     

 

 
   

 x 1 x 1

f x f 1 f x 1
f 1 lim lim

x 1 x 1
. 

  f    
0

x 1,     


 
x 1
limf x f 1 1. 

   1           3 2 2 4 2
f x 1 2x f x 2x x x  

                    2 2 2
f x 1 f x f x 1 2x f x 1 x x 1 x 1  

 x 1 : 
 

    
 

 
 

     
 

2 2 2
f x 1 f x 1

f x f x 1 2x x x 1
x 1 x 1

  

 
    

 
 

 

  
            

2 2 2

x 1 x 1

f x 1 f x 1
lim f x f x 1 2x lim x x 1

x 1 x 1
 

      3f 1 2f 1 2   
2

f 1
5

. 

 

4.130.     x y 0 f 0 0 . 
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0

x  
   

 
 


 

0 0

0
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x x x x

0

f x f x
lim g x lim g x

x x
 

     
0 0

f x g x  

  
       

 

   
   

0 0 0 0

0
h 0 h 0

f x h f x f h x f x
f x lim lim

h h
 

  
   




0

h 0

f h f x
lim

   
0 0

2hx h f x  
 



 
        

 
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h 0
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lim 2x 1 f 0 2x 1
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       
0 0 0

2x 3 f x 2x 3 0  

 
0

x x           
0 0 0 0

g x 2x 3 0 f x 2x 3 0   

 

4.132. )   x y 0     f 0 1. 

          
  

     
0

0 0 0
x x h 0 h 0
lim f x lim f x h lim f x f h f x . 

 
         
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  
 
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f x h f x f x f h f x
lim lim
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    

     



 

0
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h 0

f x f h 1
lim f x f 0 f x

h
 

     f x f x   x . 

 

4.133. )   
     

 


     

 x 2 x 2

f x f 2 f x
f 2 0 lim 0 lim 0

x 2 x 2
   

 




f x
0

x 2
  

 2,     f x x 2 0 . 

    f x x 2 0    0,2  
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   




 

x 1

f x f 1
f 1 lim

x 1
  

   



  

x 1

g x g 1
g 1 lim 0

x 1
.  

   1 0
   



 
 

x 1

x 1
lim 0

x 1
 

 
 

 
 





 
x 1

f x f 1

g x g 1
lim 0

x 1

       
   





 
x 1

f x g 1 f 1 g x

g x g 1
lim 0

x 1

       
    


 

x 1

f x g 1 f 1 g x
lim 0

g x g 1 x 1
 

               
    

  
 

x 1

f x g 1 f 1 g 1 f 1 g 1 f 1 g x
lim 0

g x g 1 x 1

      
    

      
    

  
   

   
x 1

g 1 f x f 1 f 1 g x g 1
lim 0

g x g 1 x 1 g x g 1 x 1
 

 
   

 
 
 

   


  
     

   
x 1

f x f 1 f 1 g x g 11 1
lim 0

g x x 1 g x g 1 x 1
  1 .  
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
0

x 1  1 : 

 
 

 
 
 

     
f 11 1

f 1 g 1 0
g 1 g 1 g 1

 
 

   
 

 
  

f 1 1 g 1
0

g 1 g 1
 

       
 
 


    



f 1
f 1 1 g 1 0 1

g 1
 

 

4.177.    
 

3xg
f x e 0  x .             

3xg
f x 3e g 3x 3f x g 3x .  

x 0       
 
 

 


    
f 0

f 0 3f 0 g 0 3g 0
f 0

 

 

4.178. 
   

 
x

1 1 1

f x g x e
  1  

   
 
 

 
 

      
              

x 2 2 x

f x g x1 1 1 1

f x g x e f x g x e
 

 
 

 
     

 
   

 
   

   
        

2 2 x 2 2

f x g x f x g x1 1 1 1 1

f x g x f x g xf x g x e f x g x
 

   
 

   
 

  


2 2

f x f x g x g x

f x g x
 

 

4.179.  
       

 

 
 

2

f x g x f x g x
x

g x
 

 
       

 
       

     
              

2

f g f g
0 0 f g f g 0

g
 

       
 
 

 
 

 
  

          
  

f f
f g f g

g g
 

 

4.180.  
  

  


       

 
      

 

x x , x

f x

x x , x

. 

     
 

 
 

 

 
        







x x

f x f
x x

lim lim

x
  x

 
      

 



, 

     
 

 
 

 

 
       







x x

f x f
x x

lim lim

x
  x

 
      

 


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

 


x  f  f 


 


0

x  

 
      

 
 

 

4.181.      2
P x x x ,   0      P 0 2 2  

       P 1 0 2 0 2  

           2
P x x x 2 x         P 1 1 2 1 

           
    

          

2 2 3

2 1 2 2 1 1
    2

P x x 3x 2 . 

 

4.182.       3 2
P x x x x . 

       2
P x 3 x 2 x ,      P x 6 x 2 , 

     
3

P x 6  

                     
2 3 2 3

3x x x x
P 0 xP 0 P 0 P 0 x 2 6 P x

2 6 2 6
 

 

4.183.   
1 2 3
, ,   P x     

1 2 3
x , x , x   

        
1 2 3

P x x x x .  

                   
2 3 1 3 1 2

P x x x x x x x   

          
1 1 2 1 3

P ,           
2 2 1 2 3

P             
3 3 1 3 2

P  

              
    

     
                

3 31 2 1 2

1 2 3 1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2
P P P

 

              
    

     
                

3 31 2 1 2

1 2 3 1 2 1 3 1 2 2 3 1 3 2 3
P P P

 

     
     

   

         
   

          

1 2 3 2 1 3 3 1 231 2

1 2 3 1 2 1 3 2 3
P P P

 

         
             

   
          

3 1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 21 2

1 2 3 1 2 1 3 2 3

0
P P P

 

 

4.184.          
   

       
1 1

1 2 1 2
f x x x x x  

 
 

 


 


1

1
xf x

f x

 



2

x

 



1

x  



2

x

 


 


1
x  




1

2
x

 



1

x  



2

x


 
 

  
 

 
1 2

f x

f x x x
 

 

4.185.  P x   -  P x   1  

  
2

P x   

 2 1    
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       
2

P x 8P x 1 x    
2

P x  

 8P x 1        2 1 2 2 2 .  

 P x    

     2
P x x x ,   0     P x 2 x .         

2

P x 8P x 1  

           
2 2

2 x 8 x x 1           2 2 2 2
4 x 4 x 8 x 8 x 8 1  1 .  

 1  x


     
 

     
 

        


2

2 2

4 8 2

4 8

8 1 1

8

. 

 
 

  
2

2 1
P x 2x x

8
,  . 

 

4.186.  P x  -  P x   v 1    

   
2

P x   2 2         
2

4P x P x  

    2 2 2   

     2
P x x x ,   0     P x 2 x . 

                 
2 22

4P x P x 4 x 4 x 4 2 x  



          2 2 2 2

4

4 x 4 x 4 4 x 4 x

 4 2


   
   


2

4 4

4


  

  




  


2

1

4 4

4

.  

 


  
2

2
P x x x

4
,  . 

 

4.187.     x
f x e

   
 

 


  



x

x 0 x 0

f x f 0e 1
lim lim f 0 1

x x 0
. 

     2x
f x e

   
 

 


  

 

2x 2

2

x 1 x 1

f x f 1e e
lim lim f 1 2e

x 1 x 1
     2x

f x 2e ,    2
f 1 2e  

   
x

e
g x e

   
 

 


 



x
e

x 0 x 0

g x g 0e e
lim lim g 0

x x 0
.  

  
x

e x
g x e e     g 0 e . 

      
1

f x lnx, f x , x 0
x

 
   

 
 


  

 x e x e

f x f elnx 1 1
lim lim f e

x e x e e
 

 
   

 
  

  
   

  

4 4 4

x e x e x e

x eln x 1 ln x ln e
lim lim lim e

x e x e x e
.  

   4
x ln x   

3
4ln x

x
x

   
4

e
e

. 
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   f x lnx ,   
1

f x
x

, x 0 ,    x
g x e ,    x

g x e  

     
 

   
       

   

x x

x 1 x 1

e lnx e e e lnx
lim lim g 1 f 1 e 1

x 1 x 1 x 1
 

    f x x ,    f x x   




 


    


x
4

2
x

22lim f x
4 2

x
4

 

 

 

  
  

   
     

            
           

   

2

2

x x x
3 3 3

3
4 h x h4 x

34 x 3 44
lim lim lim h

3x 3 3
3 x 3 x

3 3

.  

   2
h x x     h x 2 x x  

   
     
 

3
h 2

3 3 3 2
,  

 




 
 



2

x
3

4 x 3 4 3 2 3
lim

3x 3 2 3
. 

 

4.188.      3 2
f x x x x 4 ,      2

f x 3x 2 x  

                P 1 0 f 2 f 1 0 12 4 2 3 2 0   2 5   1 :  

                      Q 1 0 f 2 f 1 0 4 4 2 3 2 0 6 3 7   2  

 1 ,  2    
2

3
   

11

3
. 

 

4.189.                        3 2
f x g x x 2 x f x g x f x g x 3x 2 x . 

x 0              f 0 g 0 f 0 g 0 2 0 2   

 

4.190.                    f 2 x f x 2 f 2 x f x 2  x 2  

               f 0 f 0 2f 0 0 f 0 0  

 

4.191.                       
2

2 2 4 2 2 3 5 2 3 2
f x 3 x 2 x 6 x x 2 x 6 x 12 x 6 x . 

    
 
        
      

3

2

2

6 6 1

12 24 2

6 1 4 246 24

 

 

4.192.          


              f 1 135 180 45 45 1 f 1 1.  

        
1

AK AK AK
45 1 AK 3

BK 3 3
  f 1 3 . 
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      2
g x 3x 2x 5     g x 6x 2             g f x g f x f x  

     6f x 2 f x .                       g f 1 6f 1 2 f 1 6 3 2 1 20 . 

  

4.193.   f 3 3 ,     f 3 45 1,                   f f 3 f f 3 f 3 f 3 f 3 1 

       g f 3 g 3 9 3 6 ,                g f 3 g f 3 f 3 g 3 7  

               g f 3 g 3 f 3 7 1 8  

                   gf 3 g 3 f 3 g 3 f 3 7 3 6 1 27  

 
       

 

      
   

 
2

g 3 f 3 g 3 f 3g 7 3 6 1 5
3

f 9 3f 3
 

 

4.194.   f 3 3     g 3 5       
A

f 3 AK
K

  

           
2

g 3 . 

           f g x f x g x ,               fg x f x g x f x g x   

 
       

 

   
 

 
2

f x g x f x g xf
x

g g x
.                  f g 3 f 3 g 3 3 1 4 , 

                f g 3 f 3 g 3 f 3 g 3           3 5 3 1 15 3 18  

 
       

 
   

 

       
   

 
2 2

f 3 g 3 f 3 g 3 3 5 3 1f 12
3

g 25g 3 5
 

 

4.195.           f 1 g 1 60 3  

       : y 3 x 1 y 3x 3  

             f 1 3 1 3 2 3 g 1  

                          gf 1 g 1 f 1 g 1 f 1 2 3 2 3 12  

    
       

 

       
   

 
2

f 1 g 1 f 1 g 1f
1 0

g g 1
 

 

4.196.      x
f xlnx lnx 1 e x 1   f 0 e  

       
2 x1

f xlnx lnx 1 f xlnx e
x

 x 1            f 0 f 0 e f 0 0  

 

4.197.    
2

x
f x 2xe ,        

2 2 2
x 2 x x 2

f x 2e 4x e 2e 1 2x  

              
2 2 2

x 2 2 x x
f x 2xf x 2f x 2e 1 2x 4x e 2e 0  
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      


           

2
x

2 2
e 0

x 2 x 2
2f x 9f x 0 4e 1 2x 18xe 0 2 4x 9x 0  

 
       

 

2 1
4x 9x 2 0 x 2,

4
 

 

4.198.   
 

   

        
 

2
222

22

x
1x 1 x f1 x x1 x

f x
2f x 2f x 1 x2 x 1 x

 

 

x

2 f x


 2
1 x

 

     2
2f x 1 x f x  

                          


2 2 2

2

x
2f x 1 x 2f x f x 2f x 1 x 2f x f x 1 x

1 x
 

              2 2
4f x 1 x 4f x 2f x 1 x f x . 

 

4.199.        x x
f x e e   

         x 2 x
f x e e          f x 2f x 3f x

       2 x x x
e 2 e 3e  

      x 2 x
e 2 3e         2 2

2 3 2 3 0   3    1. 

 

4.200.        2x 2 2x 2x 2
f x 2xe 2x e e 2x 2x , 

              2x 2 2x 2x 2
f x 2e 2x 2x e 2 4x e 6x 2x 2  

            f x f x 1 f x  2x
e    2 2x

6x 2x 2 e      2 2 2x
2x 2x 1 x e   

      
 

       
     

2 2 1 1

2 6 0 0

2 0 0

. 

  

4.201.     f x 2 x x ,          2 2 2 2
f x 2 x 2 x . 

                    2 2 2 2 2 2 2 2
f x 4 f x 2 2 x 2 x 4 x 2  

                    2 2 2 2 2 2 2 2
2 x 2 x 2 2 x x 2 1 1 

 

4.202.      f 0 4 4   1  

     f x x 2 2x ,      f 0 4 2 4 2  

     f x x 4 2x ,         f 0 4 4 4 ,  1      4 4 8  

 

4.203.        x 2 x 2 x
f x 2xe x e 2x x e ,               x 2 x x 2

f x 2 2x e 2x x e e x 4x 2  



 

 

 

 

 333 

           x
f x f x f x 2e  x

e       2 2 x
x 4x 2 2x x e   2 x

x e  x
2e 

           2
x 4 2 x 2 2 0

     
 

      
     

0 1

4 2 0 2

2 2 0 1

 

 

4.204.      f x 2 x x ,      2 2
f x 2 x 2 x , 

              
3

f x 4 x x 4 x x 8 x x  

      g x 4 2x 2x ,      2 2
g x 8 2x 8 2x , 

            
3

g x 32 2x 2x 32 2x 2x 64 2x 2x  

 

4.205.           x x x
f x e x e x e x x , 

             x x x
f x e x x e x x 2e x  

           
3 x x x

f x 2e x 2e x 2e x x , 

         x x x
g x e x e x f x e x ,          x

g x f x e x x , 

      x
g x 2e x x , 

     
3 x

g x 4e x  

      
3 x

g x 1 x 4e x
 



x x

x

   
3

2f x  

 

4.206.           f x g x f x g x ,                     f x g x f x g x f x g x  

                f x g x f x g x f x g x                      f x g x 2f x g x f x g x f x g x  

   f x g x

   f x g x

   
   

  
 

f xf x g x
2

f x g x

 

 

g x

f x  

 
 

   
   

 
 

   
    

f x f x g x g x
1 2 1

f x f x g x g xg x
 

 

4.207.         2
g x f 3x 2x 3 6x 2 ,               

22 2
g x f 3x 2x 3 6x 2 6f 3x 2x 3 ,  

         g 1 16f 4 6f 4 44  

 

4.208.    g x lnx , x 0    
       

  

 
    

 x e x e

g x g e g x g e1 1
g x , g e lim lim

x e x e x e
. 

 
   

 



 

x e

f x f e 1
lim g e

x e e
.  

 



x

1
eh x e , x  



 
x

1
e

1
h x e

e
,   

1
h e

e
 

   
 




 

x e

f x f e 1
lim h e

x e e
  

1
f e

e
   






  




x
2

e

1
, x e

xf x

e , x e
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  
1

x
x

,    
2

1
x

x
,    

2

1
e

e
, 

   
 



 
   

 2
x e

f x f e 1
lim e

x e e
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   

 
 

 
 

 
             

2 2

f x
x xf 1 2 f x

xxf x f x
f x f 1 2 f 1 2

x x
 

   
     

   
 

 
   

          

2

2 2 2

x f 1 2f x f x 2f x 2f x
f x f 1 2 f 1 2f 1 3f 1

x x x
. 

        f x f y 3f 1
 

  
2

2f x
3f 1

x

     
  

2 2 2

2f y 2f x 2f y

y x y
 

 

4.225.             f x y f x y 2f x f y    

            f x y f x y 2f x f y   1  

y             f x y f x y 2f x f y   

            f x y f x y 2f x f y   2  

 1 ,  2          f x f y f x f y  

 

4.226.  1      x
f x e 1 x    

  k
       
k k 1 x

f x e k x .  

  k 1
        
k 1 k x

f x e k 1 x . 

              
   

k 1 k k 1 x
f x f x e k x          k 1 x k 1 x

e k x e    k x
e k 1 x  

 

4.227.  

 

      
                

 
f x x x x x

2
. 

     
 

                
 

2 2 2
f x x x 2 x

2
. 

     
 

          
 

3 3 3
f x x 3 x

2
. 

      
      

 
f x x

2
  

 1    
 

         
 

f x x x
2

  

  
      

      
 

f x x
2

. 

  1
        

      
 

1 1
f x 1 x

2
. 



 

 

 

 

 339 

          
   

         
  

1
f x f x x

2

  
      

 
x

2
  

   
       

 

1
x

2 2
   

     
 

1
1 x

2
. 

      
      

 
f x x

2
. 

 

4.228.                   
1 1

f x 2x 5 2x 5 2 2x 5 2x 5
2 2

. 

              f x 2x 5 2x 5 2 2x 5 . 

                
3

f x 2 2x 5 2x 5 4 2x 5 . 

 
       

   
2 1 2

f x 1 2 f x . 

 1 
              

13 2
f x 1 2 f x 4 2x 5   

  
       

   
2 1 2

f x 1 2 f x . 

  1
         

   
12 3 2 1

f x 1 2 f x . 

              
      

 

2 3 2 2 2 1
f x f x f x      

 
  

 

2
1 2 f x   

          
  

   
32 2

1 2 f x 1 2 f x          
        

12 2 2
1 2 1 4 2x 5 1 2 f x . 

 

 1,                    
1 2 1

f x 1 2 f x 4 2x 5 2 2x 5
2

 

  
       

  
2 2

f x 1 2 f x .  

  1
       

  
12 2 2 2

f x 1 2 f x . 

                    

            
   

2 2 2 1 2 2
f x f x f x 1 2 f x       

 2
1 2 f x  

         
        2 2

1 2 f x 1 2 1 2 2x 5        
      

1 12 2 21
1 2 4 2x 5 1 2 f x

2
. 

 

4.229.    
    2 3

1
S x x x ... x .  

x 1 
 

  
     

 

1

2 3 x 1 x x
x x x ... x x

x 1 x 1
 

 

 

        
  

  

11

1 2

x 1 x 1x x
S

x 1 x 1
. 

x 1 
  

     
1

1
S 1 2 3 ...

2
. 
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2

S  
1

S  x 2

 

 
 

 


   

   


1

2 2

2 1 2 1
S 1 2 1

2 1
. 

 

4.230.         
2

f x x x  x ,           
2

f 0 .  

               
2

f x 2 x x x x  x  

                   
2

f 2 0 . 

  f 0   

      f x x Q x ,  1           f x Q x x Q x . 

                    f 0 Q Q 0 Q 0        Q x x x   2 . 

 1 ,  2         
2

f x x x .  

       g 1 g 1 0 .  

     


        
2 2

g 1 1 1 1 1 1 0 . 

      2 1
g x 2 x 2 x       


            

2 1
g 1 2 1 2 1 2 2 0 .  

  
2

x 1       2 1
h x x x 4     h 1 h 1 0 .  

        2 1 2
h x 2 x 1 x .  

 

      

        
 

          

h 1 4 0 4

2 1 4 0h 1 2 1 0


 



4 4

1
 

 
 

 

8

1
. 

 

4.231.  x 1            3
f 1 1 2f 1 1 2 f 2 2 . 

   

         3
f x x 2f x 1 2x            3 2

f x x 3x 1 2f x 1 2   

x 1                 f 2 4 2f 2 2 2f 2 2 f 2 1. 

    h x xf x , x      h 2 2f 2 4   

 
     

 
 

 
 

 x 2 x 2

xf x 4 h x h 2
lim lim h 2

x 2 x 2
.            h x xf x f x xf x ,  

           h 2 f 2 2f 2 2 2 0  

 f  

      3 2 3
f x 1 3f x 1 16x , x         

     3 2 3
f x 1 3f x 1 16x  

                  2 2 2 2 2
3f x 1 f x 1 x 1 9f x 1 f x 1 x 1 16   

             2 2 2 2
6xf x 1 f x 1 9f x 1 f x 1 16 . 

 x 1           2 2
6f 2 f 2 9f 2 f 2 16  

             
2 2

6 2 1 9 2 1 16 24 36 16   
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4.232.       
  

-1 x
f x e f x  ,  

 

 1            0
f 1 x 1 e f x f x f x     

     
  

1 x
f x e f x ,  1   1

         
x

f 1 x 1 e f x

       
 

         

1
x x

f 1 x f x x e f x e f x         
1 xx x

e f x e e f x  

      x x x x
e f x e f x            x x x

e f x e f x 1 e f x .  

        x y
f x y e f y e f x ,  2 ,  x y 0   

          0 0
f 0 e f 0 e f 0 f 0 0 . 

  2   

           x y
f x y x y e f y e f x         x y

f x y e f y e f x ,  3 .  

  2   

        x y
f x y e f y e f x ,  4 .  

 3 ,  4            x y x y
e f y e f x e f y e f x . y 0  

                  x 0 x 0 x
e f 0 e f x e f 0 e f x f x 2e f x . 

 

4.233. 
    

 
  

    
    

   

2

2

x x

x xf x
lim lim

x x
 

    
 

  

   
   

   

2

2

x x

x xf x
lim lim

x x
 

f       2 2 2
  

  , ,   

 

4.234.       2
f x x x    0 f 

     2
0 4 0   1 . 

    f x 2 x     f x 2  

                        
2 2 2

f x 2f x f x 2 x 2 2 x x

 

             
1

2 2 2 2 2 2
4 x 4 x 4 x 4 x 4 4 0 . 

  f x  f  

       f x x x   x   

 

           
2

x 2 x x 0 . 

       f x x x             f x x x x   

                             f x x x x x 2 x x x . 
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         
2

A 2 f x 3f x f x   

          
2

2A 4 f x 6f x f x   

                                  4 x x x 6 x x 2 x x x  

                              
222

4 x 4 x x 8 x x x 12 x x x   

         
2

6 x x x           
222

4 x x x  

                            
22 2

3 x x 4 x x x 6 x x x   

                               

222
3 x x 2 x x 2 x x x 0 . 

     3
f x x x   

        
2

2 f x 3f x f x 0 .    2
f x 3x 1   f x 6x  

          
2

2 3
2 3x 1 3 6x x x 0          4 2 3

2 9x 6x 1 18x x x 0   

       4 2 4 2
18x 12x 2 18x 18x 18 x          2 2

6x 18 x 2 0 3x 9 x 1 0 . 

   2
3x 9 x 1 0  x  

                   2 2 4 2 2 3 2 3 2 3
0 81 12 0

27 9 9 93 3
. 

 

4.235.        
1 2

P x x x ,           
1 2

P x x x  

 
 

   
  

 
  

 
  

        
    

          

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

P x x x x x 1 1

P x x x x x x x x x
 

    
1

P 0  ...  
1 2

  

                       
2 22

P x P x P x 2 x x 2 x ...  

      2 2 2
2 x 2 x 2 0          2 2

4 4 0  

 
         
     

    
               

1 2 1 2 1 2

1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

1
 

  
    

     
    



2 1 2 1

1 2

1 2 2 1

1 1
 

 

4.236.    
1 2

x ,x 0,     
1 2

f x f x  

         4 4

1 2 1 2 1 2
f f x f f x x x x x 1 1. 

    4
f f x x  f x            4 4 4

f f f x f x f x f x  (1). 

 f x 0      f x f 0 0   

 

      
 

   


      
f x 0x 1

4 3
1 f 1 f 1 f 1 1 f 1 1 

                
4 3

f f x x f f x f x 4x  x 1     
2

f 1 4  

   f x x                    4 4 3
f f x f x x f x x x x 0 x x 1 0 x 0  
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x 1  

4.237.  x 0   
       

 

2 2 2

2

2 x x x
f x

x


0
x 0   

     
 

 
  

2

2x 0 x 0

xf x f 0
lim lim

x x
 

        
    


  

2 2 2

2

2 x x x
, x 0

f x x

, x 0

 

 i.  
 

 
 

    

2
x 0x 1 1 1

f x f x
x x x x

    



x
lim f x 0 . 

ii.    
  

    

2

2

2

x
f x 2 x

x
, 

        
 

2 2

3

2 x xf x

x x x
 

        
    

2 2
2 x 2 x2 2 2

x x x x x
, 

 

  
   

 x x

2 2
lim lim 0

x x
  

 


 


2

x

2 x
lim 0

x
.  

 


 


2

3x

x
lim 0

x

 





x

f x
lim 0

x
 

    


   
x 0
limf x f 0 f  

0
x 0 . 

 

4.238.  
 

 
 

     
 

2

x 0 x 0

1
x x

1xlim lim x
x x

       
1 1

x x x x x
x x

 


 

x 0

1
limx 0

x
   f 0   


   

  
  

1 1
2x ,x 0

f x x x

,x 0

 

 
     

 

1
f 1 0

2
, 

 
    
 

1
f 1 0 f  

 
 

  

1 1
,

2
 

 

4.239.   
   



      
   

1 2

x 0

f x x 2x x
f 0 lim

x x
 

 
 

  
         


1 2 1 2

xx 2x
2 2 ...

x 2x x
 

  
   

 

 
      

x 0 x 0

f x f xx x
f x x lim lim

x x x x


       
1 2 3

2 3 ... 1 

 

4.240.       
1 2

g x x x            
2 1

g x x x ,  

 
 


 

 
1 2

g x 1 1

g x x x
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  
 
 

 



g x

h x f x
g x

 
   

 
 

1 2

f x f x
h x

x x
   

 
    

 

    

 

    
   

 

1 2

2 2

1 2

f x x f x f x x f x
h x

x x

     

 

     

 

      
  

 

1 2

2 2

1 2

xf x f x f x xf x f x f x
0

x x
         

i
xf x f x f x .  

 
 
 

 
            

 

    
        

 
2

g x f x g x g x f x g xg x
h x 0 f x 0 0

g x g x
 

                       g x f x g x f x g x g x f x g x 0  

                       g x f x g x g x f x g x g x f x g x  

                    f x g x g x g x f x g x f x g x  
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4.253.   

  
1 3 4
, ,   

x x    f 1 0 ,   f 8 0    f 10 0 . 


2
 x x ,   f 5 0 . 

 A 0 .  

 

4.254.       
AK 2

f 4 ABK
BK 5

f
C  


0

x 4  
2

5
  f 4 2

h
C  

0
x 4  

 h x   h 4

 
       

 

   
  

3 3

2

f x x 5x 5x f x x
h x

5x

        


2 3

2

f x 3x 5x 5 f x x

25x
 

     
 

3

2

5xf x 10x 5f x

25x

     3

2

xf x 2x f x

5x
.  

 
      

   


3

2

4f 4 2 4 f 4 321
h 4

2005 4
. 

 
f

C  
0

x 4   

             
2

y f 4 f 4 x 4 y 2 x 4
5

   2x 5y 2 0 . 

  
  

   


3
f 4 4 2 64 31

h 4
5 4 20 10


0

x 4   

                 
31 321

y h 4 h 4 x 4 y x 4 321x 200y 664 0
10 200

.  

 

4.255.    
2

1
f x 2x

x
,   f 1 1,     f 1 1 1 2  

              : y f 1 f 1 x 1 y 2 x 1 y x 1 

 

4.256.  
    

   
   

2

2

2

6 2x , 3 x 3
f x 6 2x

2x 6, x 3
.  

x 3     f x 4x ,   f 2 8 ,      2
f 2 2 2 6 2  

                : y f 2 f 2 x 2 y 2 8 x 2 y 8x 14  
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4.257. 
   

    

      
    

 x 0 x 0 x 0

f x f 0 x 2x 1 x 1
lim lim lim 2 2

x x x
 

   
    

 
 

2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 xx 2x
lim lim lim

x x

 x 2

x
 2    f 2 2  

           : y f 0 f 0 x y 3 2x y 2x 3  

 

4.258.        
x

x lnx xlnx
f x x 2 e 2 e 2 ,      xlnx

f x e lnx 1  

       0
f 1 e 0 1 1 

               : y f 1 f 1 x 1 y 3 x 1 y x 2  

      f 1 1 1 45 .  

  

  45 , 

 x 0    y 0 2 2

 A 0,2  y 0   x 2  B 2,0  

        
1 1

OAB OA OB 2 2 2
2 2

 

 

4.259.     

2

x

2 2lnx

lnxx xf x x e e ,  
  

   
 

2lnx 2lnx

x x

2

2lnx 1 lnx
f x e 2e

x x
,   f 1 2  

                : y f 1 f 1 x 1 y 1 2 x 1 y 2x 1 

   A 0, 1  
 
 
 

1
B ,0

2
. 

        
1 1 1 1

OAB OA OB 1
2 2 2 4

 

 

4.260.       x 2x
f x x 1 x e 2e  x 0      f 1 1 2 3 ,     f 1 1 1 2  

                : y f 1 f 1 x 1 y 2 3 x 1 y 3x 1 

   A 0, 1  
 
 
 

1
B ,0

3
. 

        
1 1 1 1

OAB OA OB 1
2 2 3 6

 

 

4.261.   f 0 0  
f

C    

   
  


  

3

2

x 0 x 0 x 0

1
xf x f 0 1xlim lim limx

x x x
. 



       
x 0

2 2 21 1
1 1 x x x

x x
 

 
  2 2

x 0 x 0
lim x limx 0  


 2

x 0

1
limx 0

x
  f 0 0

f
C  x x . 
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4.262.      3 2
f x g x x x    2

5x 1 x       3
2x 3 x 3x 2 0  

       2
x 1 x x 2 0 x 1      2

x x 2 0 x 1  x 2  

    2
f x 3x 2x 5 ,   f 1 0 ,    f 2 3  

   g x 2x 2 ,   g 1 0 ,     g 2 6 ,  

x 1             y f 1 f 1 x 1 y 4 0 y 4   

            y g 1 g 1 x 1 y 4 0 y 4  

 x 2                   y f 2 f 2 x 2 y 21 3 x 2 y 3x 27   

                   y g 2 g 2 x 2 y 5 6 x 2 y 6x 7  

 

4.263.  x 1                 3 2 3
f 1 f 1 1 5 1 2 f 1 f 1 2 0  

               2
f 1 1 f 1 f 1 2 0 f 1 1 

                         3 2 2
f x xf x x 5x 2 3f x f x f x xf x 2x 5   

x 1                             2 1
3f 1 f 1 f 1 f 1 2 5 3f 1 1 f 1 3 f 1

2
 

                  
1 1 1

y f 1 f 1 x 1 y 1 x 1 y x
2 2 2

 

 

4.264.           3 2 3 4
x x f x f x 3              2 3 2 2 3

3x 2xf x 3x f x f x 4f x f x 0   

x 1               3 2 3
3 2f 1 3f 1 f 1 4f 1 f 1 0  

             
5

3 2 3f 1 4f 1 0 f 1
7

 

                  
5 5 12

: y f 1 f 1 x 1 y 1 x 1 y x
7 7 7

 

 

4.265.                            f x f x f x f x f x f x  

      f 1 f 1 2  

 

4.266.  x 0           
5

f 1 2f 1 5 f 1
3

 

       
      2 3 2

f x 1 2f x 1 x 2x 5         2 2
f x 1 2f x 1 2x 3x 4x   

x 0   f 1 0  

 x 1           f 2 2f 2 6 f 2 2               
1

f 2 4f 2 3 4 f 2
5

 

                  
1 1 8

: y f 2 f 2 x 2 y 2 x 2 y x
5 5 5

 

 

4.267.                       x x
f 2 x f 2 x e x f 2 x f 2 x e x  
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                       x x
f 2 x f 2 x e x f 2 x f 2 x e x  

x 0      f 0 1 1 45  

 

4.268.   
 

    
 

     


f x x 1
g x f x g x x 2 x 1

x 2
,     x 1,2 2,  

       
 

     
x 2 x 2

f 2 limf x lim g x x 2 x 1 1 

      
 

  

       
        

x 2 x 2 x 2

f x f 2 g x x 2 x 1 1 x 1 1
lim lim lim g x

x 2 x 2 x 2
 

 





x 2

x 2
lim g x

 x 2  
 

 
      
  
 

1 7 7
3 f 2

2 2 2x 1 1
 

                 
7 7

: y f 2 f 2 x 2 y 1 x 2 y x 6
2 2

 

 

4.269.   
 

    
 

     


2

2
f x x 3

g x f x g x x 1 x 3
x 1

, x 1 

       
 

      2

x 1 x 1
f 1 limf x lim g x x 1 x 3 2  

        
  

   
 

 

2

x 1 x 1 x 1

x 1f x f 1 g x x 1 x 1
lim lim lim

x 1 x 1

   g x x 1

x
   4 f 1 4  

                y f 1 f 1 x 1 y 2 4 x 1 y 4x 6  

 

4.270.   
   



5

7

1
xf x x

xg x
x

, x 0 .  

 
      

 


7 5 6 41 1
x g x x x g x x

x xf x
xx

x

. 


 4

x 0

1
limx 0

x
 




x 0
lim f x 0   f 0 0 . 

       

  

   
  

 

6 4 5 3

x 0 x 0 x 0

1 1
x g x x x g x xf x f 0 x xlim lim lim 0

xx 0 x

x

  f 0 0 . 

 

4.271.  f x 3   A 3 . 

y 0   


       


x 6
f x 0 0 x 6 0 x 6

x 3
  x 0   


 



0 6
f 0 2

0 3
. 

f
C   A 6,0    B 0,2 . 

 f x 3   
   

  
  

 
2 2

x 3 x 6 3
f x

x 3 x 3
. 
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 
 

  


2

3 1
f 6

36 3
  

 
  


2

3 1
f 0

30 3
, 

        
1

1
: y f 0 f 0 x y x 2

3
  

          
2

1
: y f 6 f 6 x 6 y x 2

3
 

      f 0 f 6   
f

C   

 

4.272.  f     f x f x  x .  

:        f x f x                  f x f x f x f x f    

 x          f f 3  x 0   

               f 0 f 0 2f 0 0 f 0 0 . 

 f       f f 2 .  

f
C  x            

1
: y f f x  

         y 2 3 x y 3x 3 2   1 . 

f
C   x            

2
: y f f x  

       y 2 3 x y 3x 3 2   2 . 

 1 ,  2      2y 6 4 y 3 2 .  

      3 2 3x 3 2 x 0 .  
1 2
,   0,3 2 . 

 

4.273. 
f

C          f 2 4 4 2 4 2  

f
C  A( 2,4)    x x  

o
45 , 

             f 2 45 1 2 2 1 5     2 5 10  

 

4.274. 
f

C          f 1 2 3 2 5   1   

  2   2     f x 2 x 3 . 
f

C  

     f 1 2 3   3  

 1 ,  3     
8

2 3 5
3

    
16 7

3 3
3 3

  

        
7 1

2 2
3 3

 

 

4.275.        f 2 5 4 2 5   1   5 2   2     f x 2 x   

       f 2 4 3       2 5 2 3 5   

     3 5 15 .          1 20 30 5 5  
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4.276.        2
g x 3 x 2 x .  

 

 

 

 

 





 


     


  


      

1

2

g 1 0

g 1 8

g 2 12

g 2 7

 

 

 

 

 

    

   

      

    

0 1

3 2 8 2

8 4 2 12 3

12 4 7 4

 

  1   5  3   5   

     8 4 2 12      9 3 3 12          3 4 3 4 6 . 

 4   6    

               4 3 7 4 4 7          16 4 7 3 . 

 2   6  
   


   

3 2 11

3 1

 

  

1

4
  5  2 .  

 1,   4 ,   3 ,   2 . 

 

4.277.      
  

    
x 0 x 0

lim f x lim f x f 0  

   
    

 
 

2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 xx x
lim lim lim

x x

 x

x
  , 

   
    

    
 

x 0 x 0 x 0

f x f 0 x x
lim lim lim

x x x  


   

1

2x
 

f 
0

x 0  x x   45 , 

    f 0 45 1     


1
1 1

2
  

1

4
  

1 1

4 2
 

 

4.278.      
  

           
x 2 x 2

lim f x lim f x f 2 2 1 3 2 4 2 3  

     
  

   
  

 x 2 x 2

f x f 2 x 2
lim lim

x 2 x 2
, 

     
  

      
   

 

2

x 2 x 2

f x f 2 x x 4 2
lim lim 4

x 2 x 2
 

 y x 1  f 


0

x 2   
   f 2 1   1       4 1 3 .  

  2 4 2     4 6 3 5  

 

4.279.      
  

      
x 1 x 1

lim f x lim f x f 1 2 1 3 2   1  

 
 

  
 

2 x , x 1
f x

2x , x 1
.    

  
          

 

1
1

f 2 f 1 4 1
2

 

                
22

4 2 1 6 9 0 3 0 3  

   1 1 
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4.280.  0 0
M x ,y       0x

0 0 0
y x f x . 

  
           


0x

0 0 0

1
f x 1 ln 1 x ln 1 x

ln
. 

           
 

1 1

ln ln
1 1

ln ln ln ln 1
ln ln

         
1

1 eln ln 1 ln e e  

 

4.281.   3,f 3       f 3 3 1 2 . 

  
f

C    3,f 3   f 3 1. 

    g 1 f 3 2         x 2 x
g x f 2 x 2 ln2 2x ,         g 1 f 3 2ln2 2 2ln2 2  

             : y g 1 g 1 x 1 y 2 ln2 1 x 2ln2  

 

4.282.      
1

f lnx lnx 1 1
x

 x 1   f 0 0  

           y f 0 f 0 x y 1 0 y 1 

 x e        f lne elne e f 1 0        
1

f lne lne f 1 e
e

 

          : y f 1 f 1 x e1 y ex e  

x 0   y e  A 0, e  y 0  x 1  B 1,0  

       
1 1 e

OAB OA OB e 1
2 2 2

 

 

4.283.     3 221
f x 4x x 8x

2
        3 2

0 0 0 0

21
f x 0 4x x 8x 0

2
 

 
    

 

2

0 0 0

21
x 4x x 8 0

2


0
x 0    2

0 0

21
4x x 8 0

2
   0 ). 

     M 0,f 0 0,  

     y 0 x 0 y .  

  1 1
M x ,f x

f
C  

1
M         

1 1 1 1
: y f x f x x x

1
  M 0,  

       
1 1 1

f x f x x
   

           
   

4 3 2 3 2

1 1 1 1 1 1 1

7 21
x x 4x x 4x x 8x

2 2

        4 3 2 4 3 2

1 1 1 1 1 1

7 21
x x 4x 4x x 8x

2 2
   4 3 2

1 1 1
3x 7x 4x 0    2 2

1 1 1
x 3x 7x 4 0  

1
M  

1
x 0   

    2

1 1 1

4
3x 7x 4 0 x

3
 

1
x 1.  

f
C

  
  

  
1

4 4
M ,f

3 3
   2

M 1,f 1

 y

f
C . 
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4.284. x k        f k k 0 f k k  k,k  
f

C  

x k       
 

          


22 f x k
f x k x k f x k x k x k

x k
 

   
    



f x f k
x k x k

x k
.  

 
 

    
x k x k
lim x k lim x k 0  

   
 




  

x k

f x f k
lim 0 f k 0

x k
.  

f
C    k,k         y f k f k x k y k . 

 

4.285.     
0 0 0

g x f x x      
0 0

g x f x 1. 
f

C  
0

x x   

                    
1 0 0 0 0 0 0 0
: y f x f x x x y xf x f x x f x  x 0   

    
0 0 0

y f x x f x 
1
 y y      

0 0 0
A 0,f x x f x .  

g
C  

0
x x    

        
2 0 0 0
: y g x g x x x         

0 0 0 0
y xg x g x x g x  x 0   

                 
0 0 0 0 0 0 0 0 0

y g x x g x f x x x f x 1 f x x   
0 0 0

x f x x .  


2
 y y      

0 0 0
A 0,f x x f x . 

 

4.286.  
 
 

     


0

0 0

0

f x
g x 0 0 f x 0

f x
 

 
     

 

2

0 0

0

f x f x
g x

 

  

  

  

 
 

 

0 2

0 0

2 2

0 0

f x f x
1

f x f x
 


  1   

   
0

g x 1 

 

4.287.   
f

C   M   

        
1 0 0 0
: y f x f x x x             

2 0 0 0
: y f x f x x x . 

f     f x f x      x ,  

      f x f x                  f x f x f x f x . 
2
 

        
0 0 0

y f x f x x x          
0 0 0 0

y f x x f x x f x . 

 
1 2
,   

    

     

   


    

0 0 0

0 0 0 0

y f x f x x x

y f x x f x x f x
 

           

     

        


    

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

f x x f x x f x f x f x x f x x

y f x x f x x f x

 

     

 


    

0

0 0 0 0

2f x x 0

y f x x f x x f x    




   0 0 0

x 0

y f x x f x
 

 
1 2
,       

0 0 0
0, f x x f x  y y . 
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 f      f x f x      x ,        f x f x  

                f x f x f x f x .      
0 0

f x f x   
1 2
,   

 

4.288.  x 1    f f 1 1  x f 1  

          
 
        
 
 1

f f f 1 9f 1 8 f 1 9f 1 8 f 1 1 

                f f x 9x 8 f f x f x 9  x 1  

           
 

 
 

           
f 1 0

2

f f 1 f 1 9 f 1 f 1 9 f 1 9 f 1 3  

                : y f 1 f 1 x 1 y 1 3 x 1 y 3x 2  

 

4.289.   
               2 2

f x 1 3x 12x 8 1 x 4x 3 0 x 1 x 3  

  f 1 3 ,    f 3 3  

                  
1
: y f 1 f 1 x 1 y 3 x 1 y x 4   

                 
2
: y f 3 f 3 x 3 y 3 x 3 y x  

                  
23 2 3 2

f x x x 6x 8x x x 6x 9x 0 x x 3 0 x 0  x 3  

 y x  
f

C x 0 . 

 

4.290.     2
f x 2x 3x           2 3

M , f ,  
f

C  

          : y f f x            2 3 2
y 2 3 x  

      2 3 2
y 2 3 x 2 .  

 

 
 

 

     
 

             

2 3 2 3

2 3 2 3 2 2 3 2

f x x x f x x x

y 2 3 x 2 x x 2 3 x 2 0
 

 

   

    
 

       

2 3

2 2 3

f x x x x

yx x 1 2 0
 

 

  


   
2

x 1 2

y 2 1 2
 

f
C         

2
M 1 2 , 2 1 2 . 

 

4.291.            2 2
f x 45 1 3x 2 1 x 1 x 1  

              
1
: y f 1 f 1 x 1 y 3 x 1 y x 2   

                
2
: y f 1 f 1 x 1 y 5 x 1 y x 6  

 

4.292.    0 0
M x ,f x        

         2
f x x 5x 5 2x 5     

0
f x 45 1     

0 0
2x 5 1 x 3  

   f 3 1        

       y f 3 f 3 x 3      y 1 x 3 y x 4 . 
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4.293.   
    

6 2
f x 2

5

x

2



      


2x 0
2 2

22

6 x 9
25x 9x 81

5 25x 9x 9
   2 9

16x 81 x
4

,  

   
        

   

9 81 225 15 9
f 2 9 2 f

4 16 16 2 4
.  

    

      
               

      

9 9 9 15 6 9 6 24
y f f x y x y x

4 4 4 2 5 4 5 5
 

 

4.294.   

  
                 

  

3 1 3 3
f x 1 1 1 1 2 1 x 3

x 2 x x
 

                : y f 1 f 1 x 1 y 1 2 x 1 y 2x 3  

 

4.295.         2
f x 0 3x 12x 9 0 x 1 x 3 .    f 1 1,    f 3 5 . 

 1, 1   3, 5 . 

 

4.296.            f x 0 2xlnx x 0 x 2lnx 1 0 x 0   



       
1

2
1 1

2lnx 1 0 lnx x e
2 e

 

 

4.297.   

   
             
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lim 0

x
.  

 f x   

     2
f x x x

 
 


  

 

2

2 2x x

f x x
lim lim

x x 3 x
  4 .  

f
C   M 1,4     f 1 4    4  

    4 4 0   1 . 


  
1

2
 


  

 
    1

 

 
        

 

1
1 2

2
   f 1 2     f x 2 x , 

   2 2    8 2 10     1 10     2
f x 4x 10x 10 .  

 

4.327.  x 0          f 1 3f 1 4 f 1 2  

     
      x

f x e 3f x 1 3x 4          x x
f x e 1 e 3f x 1 3  

x 0             2f 1 3f 1 3 f 1 3 .            : y f 1 f 1 x 1 y 3x 5  

 
           

 

       
 

 

10 10 10 10

x 1 x 1

x 2 f x 6 x 2 f x 2 x 2 2 x 2 6
lim lim

x 1 x 1
 

 
 

 
   

 

  
     

   

10

10 10

x 1 x 1

x 1f x 2 f x 2x 1
lim x 2 2 lim x 2 2

x 1 x 1 x 1

   



9 8
x x ... 1

x 1

 
  
 
 

    2f 1 2 10 14  

 

4.328.   f  0,   

  x 0,1         
1

f x lnx
x

 x 1       
1

f x lnx
x

. 

x 1  

   g x lnx , x 0   
1

g x
x

  
  

    
 x 1 x 1

lnx lnx
g 1 1 lim lim 1

x 1 x 1
 

   
  

 
  

 x 1 x 1

f x f 1 lnx
lim lim 1

x 1 x 1
 

   
  


 

 x 1 x 1

f x f 1 lnx
lim lim 1

x 1 x 1
f  

x 1. 

   0 0
A x ,f x 

0
x 1          

1 0 0 0
: y f x f x x x  

     
0 0 0

0 f x x f x    
0 0 0

0

1
lnx x 0 x e

x
 A e,1 .  

 
0

x 0,1  
0

x e    

 

4.329.    x    1 2
x ,x 2,4  


1 2

x x       
1 2

x x      
1 2

x x

  x               1 2
x , x 2,4 . 
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    
1 2

x , x  

  x    3 1 

  x 1   x 2,4        4
g x x 4 f x x   1 . 

 x      f x f x

                 f x x f x f x f x  x 0            f 0 f 0 f 0 0 . 

 1            3 4
g x 4x f x x 4 f x 1.  

x 0                 3 4
g 0 4 0 f 0 0 4 f 0 1 1. 

1    : x y 4 0

 

 

4.330.  
 

      


    


f x x
g x f x g x x 1 x

x 1
, x 0 , x 1 

       
 

    
x 1 x 1

f 1 limf x lim g x x 1 x 1 

      
 

  

     
    

   x 1 x 1 x 1

f x f 1 g x x 1 x 1 1
lim lim lim g x 3

x 1 x 1 x 1
  f 1 3 . 

           : y f 1 f 1 x 1 y 3x 2  

 x 1     f x f x 3      f 4 f 1 1. 

        

   

   
    

  

x 3 u

x 1 x 1 u 4 x 1

f x f 1 f x 3 1 f u 1
lim lim lim

x 1 x 1 u 4
     f 4 f 1 3  

                 h x f x 3 2xf 1 f x 20 f x 6xf x 20  

          h 1 f 1 6f 1 20 13 0 ,          h 4 f 4 24f 4 20 5 0  olzano...  

           g x f 1 3 2x 1 3 x 2 ,    g 2 2  
g

C  

x 2  
1
:        y g 2 g 2 x 2   y 3x 4 .  

1
,  

     4 2 2 . 

 

4.331.      f x g x 1   g x 0  
 


1

f x
g x

g  

 f  
 
 


  

2

g x
f x

g x
. 

i.  
 
 

 
   

 
     

2 2

g k g k 1
f k

g kg k g k
   

 
       

1
f k g k g k 1

g k
 

ii. 
f

C    A k,f k 
1
:       y f k f k x k   y 0   

   
 

 




kf k f k
x

f k

   
 

 
   

kf k f k
M ,0

f k
.  
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g
C    B k,g k       y g k g k x k  y 0  

   
 

 




kg k g k
x

g k

   
 

 
   

kg k g k
N ,0

g k
 

 
   
 

   
 

 
 

 
 

 

 

 
 

  
        

    


1

kf k f k kg k g k f k g k g k g k
MN k k 2

1f k g k f k g k g k

g k

 

4.332.        x 1,3 3,   

 
     

 
         

  
 

22 g x x 1 2 x 9x 3 f x x 9
g x f x

x 3x 1 2
  

 
   

 




x 3 x 3

g x x 3
lim f x lim

     x 1 2 x 3
 

  
  

 
         

  
 

x 3 x 3
x 3 1 6 7

x 3 x 3
. 

  
   

   
 

 x 3 u 0

x 3 x 3 u
lim lim 1

x 3 x 3 u
 

f     f 3 7 . 

 f   f x 0 f    f 3 7  

  f x 0  x .  

                  h x x 3 f x x 1 f x 2 x 3 x 1 ,   x 1,3 .       h 1 2f 1 0 , 

      h 3 2f 3 14 0     h 1 h 3 0  h   1,3 , 

Bolzano   1,3    h 0 .  

           2
f 1 3f 1 4 0 f 1 4    f 1 1  

       
   2 2

f x 3f x 4        2
2f x f x 6xf x 0  x 1   f 1 0   

 y 4 . 

 

4.333.            2
y x 2kx 2k 3 2k 1 x x y 3 0  

k  
   

 
    

2

1 x 0 x 1

x y 3 0 y 4
.  

 A 1,4 . 

   0 0
M x ,f x       2

f x x 2kx 2k 3 .  

        
0 0 0

f x 0 2x 2k 0 x k .  

             2 2 2

0 0 0
f x x 2kx 2k 3 0 k 2k 2k 3 0 k 3   k 1 

 

4.334.      2
f x 2 x 3x 2     x 2 u x u 2  

              
2 2

f u u 2 3 u 2 2 f u u u    2
f x x x , x   1  

             2 2
x 3x 2 f x 3 2x 4 f x 3 x 5x 6     x 3 y x y 3 , 

              
2 2

f y y 3 5 y 3 6 f y y y    2
f x x x , x   2  
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 1 ,  2    2
f x x x , x  

  :       
1 1

y x y x
2 2

 
f

C  

               2 21 1
f x x x x x 2x 2 1 x 0

2 2
  3    f x 2x 1. 

                     
A B A B A B A B

f x f x 1 2x 1 2x 1 1 4x x 2 x x 2 0  

 3    
A B

x x 1 


 
A B

x x
2

 

   
 

         
 

A B A B
4x x 2 x x 2 4 2 1 2 0

2
. 

  
 

 
 

1
M 0,

2
 

1
y

2
. 

 

4.335.   x y 0         2
f 0 f 0 f 0 0    f 0 1. 

 y x              2 2 2
f 0 f x f x x 1 x f x    2 2

f x x  

 x 0               f y f 0 f y f y f y , y f  

  y x                       2
f 2x f x f x x x f 2x f x f x x  

    2 2
f 2x f x x . 

     2 2
f x x 0  

  
  
 

x ,
2 2

   f x 0  f  

  
 
 

,
2 2

.  

  f 0 1   f x 0     f x x , 
  

  
 

x ,
2 2

 

    f x x
  

     
 

1
f

6 6 2
 

 

4.336.        2
f x x x 0  


  


1 2

x x  





1 2
x x . 

    
1 1

f x 2 x      
2 2

f x 2 x . 

                 
1 2 1 2

f x f x 1 2 x 2 x 1  

        2 2

1 2 1 2
4 x x 2 x 2 x 1  2

4



       2

1 2
2 x x 1  

 
               

 

2 2 2
4 2 1 4 2 1

  2
 

 
     

     
    

2 1

2 1
x x

2 2 2
 

    
 

             
 

2 2 1 1 1

1
f x 2 x 2 x 2 x 2 f x 2   

           
2 1 2 1 2 1

f x f x 2 2 2 (1) 
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               


1 2 1 2 1

2

1
f x f x 1 1  

   


2

2

1
2       2

2 2
2 1 0  

    
2

2
1 0    

2 2
1 45  

  

       
2 2 2

A  

         
 

2 2 2

2 1 2 2

1 1
2 A

2
 

    


2

2

1 1
AB

2 4
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4.344.      


500
P 0 1000 500

0 1
 

     
500

P 9 1000 950
10

 

  
 

 


2

500
P t

t 1
,  

 
  


2

500
P 9 5

9 1
  

 

4.345. g   0,             
 

x x

0
g x M M 1 e M e .  

      x

0
g x M M 1 e       x

0
M 1 e g x M  

 


  
0x

g x M
1 e

M

   
  

  
0 0x

g x M M g x M
e 1

M M
 

 
 

  
 

      
0

0

M M g x
g x M M M g x

M
.  

   0
g 0 M

0
M  

 

 

4.346. f  

                3 2 2 3 2
f x x 100x 2500x 150 5x 500x 100 x 105x 3000x 250  

             2 2
f x 3x 210x 3000 0 x 70x 1000 0 20 x 50  

 

4.347. f  

             3 2 2 3 2
f x x 2x 3x 4 7x 27x 8 x 9x 24x 4  

            2 2
f x 3x 18x 24 0 x 6x 8 0 x 3 17   x 3 17  

 

 x 3 17  
min

x 8 . 

 

4.348.           2
f x 3x 12x, f x 6x 12 0 x 2 ,  

   0 0
x ,f x  

0
x 2 . 

 

4.349.      y t x t lnx t ,          y t x t lnx t x t
 

 

x t

x t
     x t lnx t 1  

        y t 2x t x t      lnx t 1 2 x t         lnx t 1 2 lnx t 1   x t e .  

   y t elne e  e,e . 

 

4.350.   M x,y      2
y t 25 x t ,    x t 0,5 .  
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        2 2

0 0
OM x t y t       

2
2 2

0 0
x t 25 x t 97 . 

      4 2

0 0
x t 49x t 528 0   2

0
x t 16   0

x t 4    0
y t 9 . 

            2
y t 25 x t 2x t x t  

              
0 0 0

y t 2x t x t 2 4 2 16 . /sec . 

  
 
 

 
y t

t
x t  

 
       

 

 
  

 2 2

y t x t y t x t1
t

t x t
  

   
        

 

   
   

2 2

2

2

2x t x t 25 x t x t
t t

x t
.  

 
 

 
  

0
x t 4

t
OM 97

 
 



    
   

2 16 2 25 16 216 82
t rad sec

97 16 97
. 

 

4.351.     M x t ,y t ,     2 2
9x t 16y t 144 ,   x t 4 .    x t y t   

                2 2 2 2 144 12
9x t 16x t 144 25x t 144 x t x t

25 5
 

                      2 2
9x t 16y t 144 18x t x t 32y t y t 0    

9
y t

4
 

 

4.352.     2
E t x t ,          2

0 0 0
E t 16 x t 16 x t 4           2

0 0 0
E t 2x t x t 16cm /s  

 

4.353.    x t ,y t      x t y t 50 ,    x t 1,      
0 0

50
x t 5, y t 10

5
 

        x t y t 50               
0 0 0 0 0

x t y t x t y t 0 y t 2cm sec  

             t 2x t 2y t 2 4 2 cm sec . 

 

4.354.     2
E t x t ,                 2

E 3 2x 3 x 3 2 3 2 3 3 2 3 2 48  

       2
t 4x t 4t 8t 12 ,    t 8t 8 ,   3 16 . 

 

4.355.      x t y t t 2  t 3 ,       x t 2t 2,y t 3  

            E t x t y t x t y t ,              E 3 x 3 y 3 x 3 y 3 70 , 

             E 2 x 2 y 2 x 2 y 2 35  

 

4.356.    V 0 12000  

  
   

      
  

2
2

t t
V t 4500 2

10 5
,    V 1 3249 It h . 

    V t 0 t 2 5 h 

 

4.357.     2
E t t                       



2
E t 2 t t 40 2 10 t t cm sec  
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     t 2 t           


2
t 2 t 2 4 cm sec . 

4.358.    OA x t ,    OB y t  

               
2 2 22

AB s t OA OB 2 OA OB 120            2 2
s t x t y t x t y t  

 
               

       

     
 

 2 2

2x t x t 2y t y t x t y t x t y t
s t

2 x t y t x t y t
 

 
        

   
  2 2

2 8 20 2 6 30 20 6 8 30 1040 260 37
s t

371482 8 6 8 6
Km/h 

 

4.359.    t 15 ,  
 

 
80

t
x t  

 
 
 


   

 2 2

80x t1
t

t x t
 

   
 


  

 

2

2

t x t
x t

80 t
 

  x t 100  y t   

     y t 6400 10.000 16.400 20 41   
100

t
20 41

. 

 


  



2

2

15 100
x t 3075

100
80

400 41

 m/h 

  

 

4.360.  x t    x t 2 ,   0
x t 10 ,     2

E t 6x t  

       
0 0 0

E t 12x t x t 240
2

cm sec  

             
0

E t 2E t 480 24x t 480 x t 20 cm 

 

4.361.        21
V t R t h t

3
,   V t 5 .  

 

   
       

h t R tAB B
R t h t

AO O
   


 3

V t h t
12

 

         
 

        


2 4
V t h t h t 5 25h t h t m sec

4 4 5
 

 

 

4.362.  h t   

       21
V t R t h t

3
,    

1
R t h t

2
,     

1
R t h t

2
 

           
 

     22
V t R t R t h t R t h t 10

3 3
  



8
h t

5
 

           
      2 2 2 2

E R t h t R t R t 5R t 5R t ,  

   
    2

E 2 5R t R t 4 5 m min  

 
  2

E R t     
    2

E 2 R t R t 4m min  
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4.363.  h t   

       V t 3 15h t 45h t            
2

V t 45h t h t m min
45

 

 

4.364.  A x .   

      2 2 2 2 2
B  

 x 2 . 

    
 

  
2 2

x 4 x1
E AB

2 2
  

 
  

  
2 2

4 x x 2
E x

2 2

x

2

   
 

     

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 2x 2 x

4 x 2 4 x 4 x
 

 ,  

  

           2 2 2 2 2 2 2
x x 4 2x 4 x 2 x 2  

     
   

  

2 2

2 2

2 2
E 2 0

4 2
 

  

4.365.   
3

AB ,  
3

2
 

             


 
3

2

 
    

2
1 3 3 3

3
2 2 4

 

    2
E 4 2  cm 

  
 



2
3 t 3

E t
4

   
    

 
6 t t 3

E t
4

. 


0

t t    
0

t 2   
 

   2

0

6 2 3 3
E t 9 cm / sec

4
 

 

 

4.366.  V t  (t)   

   3
V t 100 cm sec . 

         2
V t 2 t 4 t . 

     
 

        
 

V t 100
V t 4 t t

4 4
  



25
t cm sec . 

  



25
  

 

4.367.          
2

2 2
E t 4 r t 4 3t t ,         2

E t 8 3t t 6t 1 ,    E 2 1456  

         
3

3 24 4
V t r t 3t t

3 3
,          

2
2

V t 4 3t t 6t 1 , 

           
2

2
V 2 4 3t t 6t 1 10192  

 



 

 

 

 

 368 

4.368.      2
E t 4 R t  ,        E t 8 R t R t  

0
t   

         


0 0

2
64 8 4 R t R t cm sec  

     34
V t R t

3
                



2 3

0

2
V t 4 R t R t V t 4 16 128 cm s  

 

4.369.        21
V t R t h t

3
,            

 
    22

V t R t R t h t R t h t
3 3

 

 

   
       

h t R tAB B
R t h t

AO O
     

3
R t h t

5
 

0
t    0

h t 2      
0 0

3 6
R t h t

5 5
 

           
 

    2

0 0 0 0 0 0

2
V t R t R t h t R t h t

3 3
 

     
 

         


0 0 0

2 6 3 36 5
0,6 h t 2 h t h t m h

3 5 5 3 25 12
 

 

4.370. t 0  (0) 4cm ,  (0) 2cm .      

2 cm   2 cm .  

   t 4 2t     t 2 2t .  

 E t   

                       o1 1 1
E t t t A t t 150 t t

2 2 4
. 

     3 4 2 3 10 ,      3 2 2 3 8   3 2    3 2 . 

                
1

E t t t t t
4

                    21
E 3 3 3 3 3 9cm s

4
. 

 

4.371. 
 

 


 

t 4

2 u t  
 




2

t1

t 2

2

 
 




2

4u t

u t
  t

 
 

 


 



2

2

t
8u t

2

u t
. 

0
t    0

u t 3        
2 2 2

AB 3 4 25 AB 5 .  

 
 

0
t 3

2 5
  

 
   

    

2

0 2

3
8 0,5

5
t 0,16 rad sec

3
. 

 

4.372.    x t 40t    

  y t 30t , t  s

           2 2 2 2
s t x t y t 2500t s t 50t   s t 50 h 

 

4.373.                   
2 2

2 2 2 2 2 4 3 2
s t x t y t t t 4 t 2t 2t 7t 16 ,  
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      4 3 2
s t 2t 2t 7t 16 ,  

 
 

  

3 2

4 3 2

8t 6t 14t
s t

2 2t 2t 7t 16
,    s 1 2  

 

4.374.     M x t ,y t ,     y t 2x t 4  

      
2
0t4 4

0 0
x t e e e t 2  

        
1

E t 8 y t 4y t
2

,            
2

t
E t 4y t 4 2x t 8 2te  

   4
E 2 32e  

 

4.375.       2
u t x (t) t 6t 5 ,       t u t 2t 6  

     u t 0 t 1  5 

           
      

46
s x 1 x 0 x 5 x 1 x 6 x 5

3
 

  


s 23
u

t 9
 

     t 0,1 5,6  

 

4.376.     2 2
s t h t 900 ,            2 2 2

s 2 h 2 900 40 900 2500 s 2 50 m 

      
  2 2

s t h t 900 2     s t s t 2    h t h t  

                   s 2 s 2 h 2 h 2 50s 2 40 20 s 2 16 m min  

 

4.377.  x t   

 s t   

    2 2
s t x t 90000  

  0
s t 500       2 2

0 0
500 x t 90000 x t 400  

      
  2 2

s t x t 90000 2     s t s t 2    x t x t  

               
0 0 0 0 0

1
s t s t x t x t s t 0,4 80

2
 

   
0

s t 64Km/h  

 

 

 

4.378.  OA x t ,  OB y t .  

   x t 8 ,   y t 9 ,     
0 0

x t 4, y t 3  

      2 2 2
s t x t y t  

0
t   

       2 2 2

0 0
s t 4 3 25 s t 5  

2     
0 0

s t s t 2     
0 0

x t x t 2     
0 0

y t y t  

             
0 0

5s t 4 8 3 9 s t 1,  
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4.379. :   2m s      s t t    s t 2t .  

 y t           
22 2 2

y t 2t 10 y t 100 4t .  

  E t  : 

             2 21 1
E t s t y t 2t 100 4t t 100 4t

2 2
. 

             2 2
OA 6m y t 6m 100 4t 6 100 4t 36   2 2

4t 64 t 16   

 t 4 sec. 

:             
 

2

2 2 2

2 2

1 4t
E t 100 4t t 100 4t 100 4t

2 100 4t 100 4t
. 

 


        
 

2

2 2

2

4 4 64 14
E 4 100 4 4 6 m sec

6 3100 4 4
.  

 

4.380.     
2

1
f x

xln x
, x 1. 

 :     


      
2 2

1 lnk 1
y f k f k x k y x

kln k ln k
 

y 0   x klnk k  A klnk k,0 . 

   k t 2kcm s  

i.   0
k t e ,      

0
k t 2k t 2e cm s ,         

A
x t k t lnk t k t   

         
A

x t k t lnk t k t
 

 

k t

k t
            k t k t lnk t 2k t 6e  

ii.  
   

    
2

1
t

k t ln k t
   

   

      
 

2

1
t

k t ln k t
 

 
 

   
        

 

2

2 2 4

1 1
t k t ln k t k t

t k t ln k t

 

 

2lnk t

k t
 

 
  
 
 

k t

      2
0 0

6
t t

e
. 

 

4.381. A)     M x t ,y t ,     2
y t 2x t    x t 3cm/s ,  

                      2 2 2 4 4 2

0 0 0 0 0
OM t x t y t x t 4x t 68 4x t x t 68 0  

  2

0
x t 0    2

4 68 0 4   
17

4
   

  2

0
x t 4    0

x t 2   0
y t 8 . 

           2
y t 2x t 4x t x t  

0
t t  

                        
0 0 0

y t 4x t x t 24  

                        3
E t x t y t 2x t ,         2

0 0
E t 6x t x t 72  
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              
 
 

 
y t

t
x t

   
 
   

 
       

 

               
2 2

y t y t x t y t x t1
t t

x t t x t
 

                
0

t t   
 
 

  
0

0

0

y t
t 4

x t
  

                     
       

 

 
     

0 0 0 02

0 0 2

0

y t x t y t x t
1 t t

x t
 

            
  

         
0 0 0

24 2 8 3 6
1 16 t 17 t 6 t

4 17
 

           B)     
0 0

y t x t  

                
0 0

4x t x t  
0

x t   
0

1
x t

4
  0

1
y t

8
 

 
 
 

1 1
M ,

4 8
. 

 

4.382.     0 0
M x t ,y t       2

0 0
y t 1 x t . 

        
0 0 0

y f x f x x x    2

0 0
y 2x x x 1 

y 0  
 
   

 
  

2

0 0

A

0 0

1 x t x t1
x t

2x t 2x t 2
, 

  
A

x t 3 m s
 

   
 

    
       

 

0 0 0

2

0 0

x t x t x t1
3 3

2x t 2 22x t
 (1) 

  0 0

1
x t

2
   

 
 


       

0 0

0 0 0 0

x t
1 2x t 3 x t 2

2
 

             
B 0 0 0 0 0

1
y t 2x t x t 2 2 2m / s

2
 

               
1

OAB OA OB
2

    

                
 
 

  
  
 


    

2
22
00 2

A B 0

0 0

1 x t1 x t1 1
E t x t y t 1 x t

2 2 2x t 4x t
  

            
   

 
   

 

 
   

4 2

0 0 3

0 0

0 0

x t 2x t 1 1 1 1
E t x t x t

4x t 4 2 4x t
  

                  
 
 


    

02

0 0 0 2

0

x t3 1
E t x t x t x t

4 2 4x t
  

                  
 
 


     

0 02 2

0 0 0 0 0 0 0 2

0 0

x t3 1 5
E t x t x t x t m / s

4 2 84x t
 

                  
 

 

 


 
     

0 1

0 1

x t 0

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
x t 0

1
x t 2 y t 4 x t x t x t

4
 

                
 

   3

1 0 1 0 1

0 1

1 1 1 289
E t x t x t

4 2 4x t 256
 

 

4.383.     M x t ,y t   K x t ,0    x t 3cm s  

  0
x t 2       2

0 0
y t x t 1 5 . 
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   KM y t        y t 2x t x t         
0

y t 2x t x t 12cm s  

        2 2
OM t x t y t   

   
       

   

   


0 0 0 0

0
2 2

0 0

x t x t y t y t 66 29
OM t

29x t y t
 

  
 
 

 
y t

t
x t

 
 
 

       
 

   
 

 

0 0 0 0 0

2 2

0 0

t y t x t x t y t

t x t
  

0

9
t rad s

29
 

   0 0
M x ,f x  

                   2 2

0 0 0 o 0 0 0 0
y f x f x x x y x 1 2x x x y 2x x x 1 

y 0  



2

0

0

x 1
x

2x

 
 
 

2

0

0

x 1
E ,0

2x
.  

 
 
 




2

0

E

0

x t 1
x t

2x t
  

        
 

  
  

2 2

0 0 0 0 0 0

E 0 2

0 0

4x t x t 2x t x t 1 15
x t cm s

84x t
 

 

4.384.  i.  
 

    
 

       


f 3x 5 1
x f 3x 5 x x 2 1

x 2
, x 2  

      
 

 
         

3x 5 u

x 2 u 1u 1
lim f 3x 5 lim x x 2 1 1 lim f u 1 

   


 
x 1

f 1 limf x 1 

ii. 
         

   
  

   
      

 


x 2 u 1 x 1

f 3x 5 1 f u f 1 f u f 1
lim lim 3lim 3f 1 12 f 1 4

u 5x 2 u 1
2

3

 

                 : y f 1 f 1 x 1 y 1 4 x 1 y 4x 3   

       x t ,y t , x t 1,   
3

x t
4

     y t 4x t 3  

i.       
3

y t 4x t 4 3 cm sec
4

. 

ii.       
                  

1 1
det OA,O y t x t 4x t 3 x t 3x t 3 0

x t y t
  

             
1 3

E t OA 3x t 3 x t 1
2 2

 

        23 3 3 9
E t x t cm sec

2 2 4 8
. 

 

4.385.  
           
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   

  
   

   

33
3 x u

3x 1 x 1 u 2 u 2

f 3 x f 2h x h 1 f u f 2
lim lim lim

x 1 x 1 3 u 1
 

   
 

   


                 

2
3 3

u 2

f u f 2
lim 3 u 3 u 1 3f 2

u 2
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   
 



 
     

u 2

f u f 2
lim 3 3f 2

u 2
     h 1 3f 2  

     
1

h 1 f 2
3

       h 1 3f 2 1      
1 4

y x 1 y x
3 3

 

 
 
 
 

4
A ,0

3
 

 
 
 

4
0,

3
. 

      AM h t    h t 2cm/ sec . 

   

            
 

       
 

2

2 2 2 2 24
AK MK AM x t y t h t
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             
     

             
     

2 2

2 2 24 4 8 16
x t x t h t 2 x t x t h t

3 3 3 9
  

           2 216 32
2x t x t h t

3 9
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                             
16 8

4x t x t x t 2h t h t 2x t x t x t h t h t
3 3

 (2) 

  
0

t    0
y t 1         

0 0 0

4 7
y t x t x t

3 3
  

              2 2

0 0 0 0

16 32
2x t x t h t h t 2

3 9
 

  
0

t t               
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             
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7 8
2 x t x t 2 2 x t 2 cm / sec
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                 
 

         
 

2

2 2 2 24 8 16
OM s t x t y t x t x t 2x t x t

3 3 9
   

 
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   

 
 

 2

4
2x t x t x t

3s t
8 16

2x t x t
3 9

. 
0

t t  

 
     

   

  
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0

2
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7 44 2 22x t x t x t
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