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ΘΕΜΑΤΑ  ΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ  ΑΠΟ  ΤΙΣ  ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ   ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ
(1)    (ΘΕΩΡΙΑ ): Ερωτήσεις  ‘Σωστό-Λάθος’
        α) Έστω 
[image: image1.wmf]f

μια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστημα 
[image: image2.wmf][,].

ab

Αν 
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είναι μια παράγουσα της 
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        β) Αν 
[image: image7.wmf],
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είναι δύο συναρτήσεις με συνεχή πρώτη παράγωγο τότε ισχύει :
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        γ) Για κάθε συνάρτηση 
[image: image9.wmf]f

, παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα 
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, ισχύει 
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        δ) Αν 
[image: image12.wmf]()0

fdx

b

a

c

³

ò

,τότε κατ’ ανάγκη θα είναι 
[image: image13.wmf]()0

f

c

³

για κάθε 
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        ε) Αν η συνάρτηση 
[image: image15.wmf]f

είναι παραγωγίσιμη στο 
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, τότε : 
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       στ) Αν η 
[image: image18.wmf]f

είναι μία συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα 
[image: image19.wmf]D

και  α είναι ένα σημείο του 
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,τότε ισχύει:
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        ζ) Αν η συνάρτηση
[image: image23.wmf]f

έχει παράγουσα σε ένα διάστημα
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,τότε ισχύει : 
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        η) Ισχύει η σχέση 
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]

ò

ò

¢

-

=

¢

b

a

b

a

b

a

dx

x

g

x

f

x

g

x

f

dx

x

g

x

f

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

, όπου 
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 είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [α, β]. 

        θ) Έστω f μία συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα [α, β]. Αν G είναι μία παράγουσα της f στο [α, β], τότε 
[image: image29.wmf]β
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(2) Α. Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x)=
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            α) Να υπολογίσετε την τιμή του λ αν είναι γνωστό ότι 
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 EMBED Equation.3  [image: image33.wmf]x
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            β) Για την τιμή του λ που βρήκατε παραπάνω να υπολογίσετε το  Ι =
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       Β. Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται  από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων g(x)=
[image: image35.wmf]x

 και f(x)=2x-1 και την ευθεία x=0 .
       Γ. Δίνεται η συνάρτηση g συνεχής στο 
[image: image36.wmf]Â

 και f(x)=
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 .Να αποδείξετε ότι η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και να μελετήσετε την f ως προς τα κοίλα όταν g(x)
[image: image38.wmf]¹

0 για κάθε x
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       Δ. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα  [α,β] και ισχύει ότι f(x)+f(α+β-x)=c , για κάθε x
[image: image40.wmf]Î

[α , β] , όπου c πραγματικός αριθμός . Να αποδείξετε ότι : 
              
[image: image41.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(

= (β-α)f(
[image: image42.wmf]2
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       Ε. Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f για την οποία ισχύει η σχέση : 
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 .             (Από Θέματα Δεσμών του 1996) 
(3)  Έστω f πραγματική συνάρτηση συνεχής στο
[image: image46.wmf]Â

,τέτοια ώστε f(x)
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    Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = x2 - 5x + 1 -
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      α) Να αποδείξετε ότι g(-3)g(0) < 0 .
      β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση g(x)=0 έχει μία μόνο ρίζα στο διάστημα (-3 , 0) .  
                                                                                            (ΘΕΜΑ 1ης Δέσμης 1997)
(4) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : (0 , +
[image: image51.wmf]¥
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για την οποία για κάθε x>0
    ισχύουν  f(x) > 0 ,  f ΄(x)+2xf(x) = 0   και η γραφική της παράσταση διέρχεται από 
    το σημείο Α(1 , 1) .  
      α) Να δείξετε ότι η παράγωγος της f είναι συνεχής στο ανοικτό διάστημα  (0 , +
[image: image53.wmf]¥
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    και να βρείτε τη συνάρτηση f .
      β) Να δείξετε ότι 
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      γ) Να βρείτε τη συνάρτηση F(x) = 
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      δ) Να αποδείξετε ότι 2e(
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                                                                                            (ΘΕΜΑ 1ης Δέσμης 1998)
(5)  Δίνεται η συνάρτηση 
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         α) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
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        β) Έστω η συνάρτηση 
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             i) Να αποδείξετε ότι : 
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             ii) Να υπολογίσετε το 
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(6)  Έστω 
[image: image66.wmf]:[1.]
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συνεχής συνάρτηση που ικανοποιεί τη σχέση : 
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          α) 
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          β) Η  
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 είναι γνησίως αύξουσα στο  
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(7) Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = x3 - 6x2+9x+1 , x
[image: image72.wmf]Â
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      α) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση f  και να αποδείξετε ότι 
    f(x) > 0 για κάθε x
[image: image73.wmf]Î

[1 , 3] .
      β) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f , τον άξονα x΄x και τις ευθείες x=1 και x=3 .        (Θέμα 4ης Δέσμης 1999)
(8)  Α. Θεωρούμε συνεχή συνάρτηση f : 
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που ικανοποιεί την ισότητα :   
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                 α) Να αποδείξετε ότι f(x) = 
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                 β)Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  γραφικής παράστασης της f  στο σημείο της  Α(0 , f(0) ) .
        Β. Θεωρούμε συνάρτηση f συνεχή στο 
[image: image79.wmf]Â
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                 α) Να αποδείξετε ότι 
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 EMBED Equation.3  [image: image82.wmf]ò
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                 β) Έστω ότι  4
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 +2004 . Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα   τουλάχιστον ξ 
[image: image85.wmf]Î
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        Γ. Έστω f : 
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[image: image88.wmf]Â

®

Â

η συνάρτηση με 
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. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση Ι(χ)  παρουσιάζει ελάχιστο στο σημείο xo = 5
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(9)   Α. Η συνάρτηση f : R(R έχει  συνεχή παράγωγο και ικανοποιεί την ισότητα :    

            
[image: image92.wmf]f(x)
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όπου α, β(R με α(β.   Να αποδείξετε ότι:      
               α. f(α) = f(β)

               β. Η εξίσωση f΄(x)=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (α, β).

       B.  Έστω η συνάρτηση     f (x) = 2x + 
[image: image93.wmf]4
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           α. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε(λ) του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f, τον άξονα x΄x και τις ευθείες x=λ, x=λ+1, όπου λ(0, είναι 
[image: image94.wmf]1
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          β. Να προσδιορίσετε την τιμή του λ για την οποία το εμβαδόν Ε(λ) γίνεται ελάχιστο
     Γ. Δίνεται η συνάρτηση 
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         α. Να αποδείξετε ότι     g΄΄ (x) = 2συνx - xημx  ,  x(R.

         β. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  g  στο σημείο Α 
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(10) α) Έστω συνάρτηση
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[image: image98.wmf]¡

με
[image: image99.wmf](0)1

f

¢

=

και 
[image: image100.wmf]0

()

x

x

ftdtxe

-

³

ò

, για κάθε 
[image: image101.wmf]x

Î

¡

.Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 
[image: image102.wmf]f

στο σημείο Α(0,f(0)).                                                                                  
         β) Υπολογίστε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης
[image: image103.wmf]2

()43

fxxx

=-+

και τον άξονα 
[image: image104.wmf]xx

¢

.  (Από Θέμα 1ης Δέσμης του 2001)
(11)  Έστω συνάρτηση 
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συνεχής στο 
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.Έστω ακόμη 
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      β) Η 
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     γ) Ο τύπος της συνάρτησης 
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     δ) Βρείτε το 
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(12)  Να υπολογίσετε τα παρακάτω ολοκληρώματα:
         α) 
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(13) Έστω μια πραγματική συνάρτηση f, συνεχής στο (0,+() για την οποία ισχύει :             
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        α. Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο (0,+().
        β. Να δείξετε ότι ο τύπος της συνάρτησης f είναι : 
[image: image123.wmf]+
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        γ. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f .

        δ. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f .

        ε. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f , τον άξονα χ΄χ και τις ευθείες χ=1 και χ=e. 
(14) α) Έστω δύο συναρτήσεις 
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         β) Αν
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   i) Εκφράστε την 
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 iii) Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τη 
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(15) Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image139.wmf]2
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    α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image140.wmf]()0

lim

x

fx

®+¥

=

.

    β) Να βρείτε την πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της 
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   γ) Να αποδείξετε ότι 
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(16)  Α. Θεωρούμε συνάρτηση 
[image: image146.wmf]f

 συνεχή στο 
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              α) Να αποδείξετε ότι 
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             β) Αν ισχύει : 
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                 i) Να αποδείξετε ότι 
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                 ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της 
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  Β. Έστω η συνάρτηση 
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 με συνεχή δεύτερη παράγωγο , που ικανοποιεί τις σχέσεις:
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   α) Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση 
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 έχει μοναδική λύση στο διάστημα [0,1].                                        (Θέματα του 2003 )
(17) Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [0, +∞) → IR τέτοια, ώστε :
[image: image160.wmf]1
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        α. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞).                              
        β. Να αποδείξετε ότι f(x) = ex – (x + 1).                           
        γ. Να αποδείξετε ότι η f(x) έχει μοναδική ρίζα στο [0, +∞).                  
        δ. Να βρείτε τα όρια 
[image: image161.wmf]f(x)
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[image: image162.wmf]f(x)
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 .                      (Θέμα του 2004)
(18)  Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image163.wmf]()()
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[image: image164.wmf]f

συνάρτηση παραγωγίσιμη στο 
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    α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 
[image: image167.wmf]3
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    β) Εάν 
[image: image169.wmf]2
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    γ) Να βρείτε το όριο 
[image: image171.wmf]()
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.                                                        (Θέμα του 2004) 
(19)   Έστω η συνεχής συνάρτηση 
[image: image172.wmf]:
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για κάθε 
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     α) Δείξτε ότι η συνάρτηση 
[image: image178.wmf]g

είναι παραγωγίσιμη στο 
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και να βρείτε την 
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     β) Να αποδείξετε ότι 
[image: image181.wmf]1
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    γ) Με δεδομένη τη σχέση του ερωτήματος β , δείξτε ότι 
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    δ) Αν επιπλέον 
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.                                                                   (Θέμα του 2004)
(20)  Έστω μια συνάρτηση
[image: image187.wmf]f

παραγωγίσιμη στο
[image: image188.wmf]¡

με 
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                      β) Βρείτε το 
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                γ) Δίνονται οι συναρτήσεις : 
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            δ) Δείξτε ότι η εξίσωση 
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                                                                                                         (Θέμα του 2005 )
(21) Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image199.wmf]f
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          α) Δείξτε ότι η 
[image: image201.wmf]f

είναι γνησίως αύξουσα.

         β) Δείξτε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της 
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             των αξόνων είναι η 
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         γ) Δείξτε ότι το εμβαδόν 
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         δ) Υπολογίστε το
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.                                               (Θέμα του 2005 )  
(22) Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 
[image: image211.wmf]:
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          α) Να δείξετε ότι : (i) 
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          β) Να βρείτε το 
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         γ) Αν επιπλέον η 
[image: image217.wmf]f

είναι παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο στο 
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[image: image219.wmf]()()

fxfx

¢

>

για κάθε 
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            (i) 
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.                  (Θέμα του 2005)
(23) Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) =2+(x-2)2 με x≥2. 

  α. Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1. 

  β.Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση f-1 της f και να βρείτε τον τύπο της
  γ.    i. Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και f-1 με την ευθεία y=x. 

        ii. Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και f-1.                                                        (Θέμα του 2006)
(24) Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image224.wmf]1
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, x∈IR . 
        α. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία της στο IR . 

        β. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image225.wmf]ò
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        γ. Για κάθε x<0 να αποδείξετε ότι: f(5x)+f(7x)<f(6x)+f(8x) .          (Θέμα του 2006)
(25) Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί z, που ικανοποιούν την ισότητα  (4–z)10 = z10 και η συνάρτηση f με τύπο f(x) = x2+x+α, α∈IR . 

      α. Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών z ανήκουν στην ευθεία x=2. 

      β. Αν η εφαπτομένη (ε) της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο τομής της με την ευθεία x=2 τέμνει τον άξονα y΄y στο yο=–3, τότε 

          i. να βρείτε το α και την εξίσωση της εφαπτομένης (ε). 

         ii. να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f, της εφαπτομένης (ε), του άξονα x΄x και της ευθείας 
[image: image226.wmf]5
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.
                                                                                                     (Θέμα του 2006)                                                

(26)  Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image227.wmf]1)lnx
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         α.  (i) Να αποδείξετε ότι: 
[image: image228.wmf]0
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             (ii) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0,+∞).  

         β. Να υπολογίσετε το 
[image: image229.wmf])
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        γ. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικός αριθμός α∈(0,+∞) τέτοιος ώστε (α+1)α = αα+1 

                                                                                                     ( Θέμα του 2006)
(27)   Έστω f μια συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο διάστημα [0, 1] για την οποία ισχύει f(0) > 0. Δίνεται επίσης συνάρτηση g συνεχής στο διάστημα [0, 1] για την οποία ισχύει g(x) > 0 για κάθε x ε [0, 1]. 

Ορίζουμε τις συναρτήσεις:  

F(x) =
[image: image230.wmf]x
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f(t)g(t)dt

ò

,      x ε [0, 1], 

G(x) =
[image: image231.wmf]x
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g(t)dt

ò

,          x ε  [0, 1]. 

    α. Να δειχθεί ότι F(x) > 0 για κάθε x στο διάστημα (0, 1]. 

    β. Να αποδειχθεί ότι: f(x)⋅G(x) > F(x) για κάθε x στο διάστημα (0, 1]. 

    γ. Να αποδειχθεί ότι ισχύει: 
[image: image232.wmf]F(x)F(1)

G(x)G(1)
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 για κάθε x στο διάστημα (0, 1].  
    δ. Να βρεθεί το όριο:     
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                                                                                                     ( Θέμα του 2007)
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