ΣΥΝΘΕΤΗ & ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣH
Οδηγίες – Τι να προσέχουμε
1. Προσέχουμε πάντα τα χ για τα οποία ορίζεται μία συνάρτηση ή μία συναρτησιακή σχέση. Αν δεν μας δίνονται πρέπει να τα βρίσκουμε. Είναι το Πεδίο Ορισμού της συνάρτησης.
2. Η μονοτονία μιας συνάρτησης αναφέρεται σε κάποιο διάστημα ή σύνολο. Αν γράψουμε ότι η συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη, χωρίς να αναφέρουμε το σύνολο στο οποίο αυτό συμβαίνει, τότε θεωρούμε ότι η συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη στο πεδίο ορισμού της.
3. Για το πεδίο ορισμού της 
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 λαμβάνουμε υπόψη ότι 
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 ώστε 
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4. Αν το σύνολο τιμών της 
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 περιέχεται στο πεδίο ορισμού της 
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 τότε το πεδίο ορισμού της 
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 συμπίπτει με το πεδίο ορισμού της 
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5. Αν μας δίνεται ο τύπος  
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 και γνωρίζουμε την 
[image: image9.wmf])

(

x

g

 τότε κάνουμε αντικατάσταση…
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 και βρίσκουμε τον τύπο της 
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6. Αν μας δίνεται ο τύπος 
[image: image13.wmf]....

))

(

(

=

x

g

f

 και γνωρίζουμε την 
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 τότε στην 
[image: image15.wmf])

(

x

f

 βάζουμε όπου χ το 
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 και εξισώνουμε τις δύο ισότητες 
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 οι οποίες προκύπτουν ….. κατόπιν βρίσκουμε εύκολα την 
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7. Αν οι 
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 έχουν το ίδιο είδος μονοτονίας τότε η σύνθεση της 
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με την 
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 , δηλαδή η 
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, είναι γνησίως αύξουσα. (Απόδειξη εύκολη με βάση τον ορισμό).
8. Αν οι 
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 έχουν διαφορετικό  είδος μονοτονίας τότε η σύνθεση της 
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με την 
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 , δηλαδή η 
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, είναι γνησίως φθίνουσα. (Απόδειξη εύκολη με βάση τον ορισμό).
9. Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη στο πεδίο ορισμού της τότε θα είναι και «1 – 1»  οπότε θα ορίζεται η αντίστροφή της και επίσης : κάθε εξίσωση της μορφής 
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  θα έχει το πολύ μια ρίζα στο πεδίο ορισμού της 
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10. Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη σε ένα διάστημα Δ και σε κάποιο χο του Δ μηδενίζεται ( f(x0)=0 ) τότε στο σημείο αυτό θα αλλάζει πρόσημο. Βρίσκουμε το πρόσημό της χρησιμοποιώντας τον ορισμό της μονοτονίας.

11. Η αντίστροφη συνάρτηση
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 της συνάρτησης 
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 ορίζεται μόνο αν η 
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 είναι «1-1» και έχει πεδίο ορισμού το σύνολο τιμών της 
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.  Είναι γνησίως μονότονη, η 
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,  στο σύνολο τιμών της 
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 αν η 
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 είναι γνησίως μονότονη στο πεδίο ορισμού της και έχει το ίδιο είδος μονοτονίας.

Για κάθε y που ανήκει στο σύνολο τιμών της 
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 υπάρχει μοναδικό x που ανήκει στο πεδίο ορισμού   της 
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 ώστε:   
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 , εφόσον ορίζεται η 
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 Για κάθε x που ανήκει στο σύνολο τιμών της 
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, εφόσον ορίζεται η 
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 Για κάθε x που ανήκει στο πεδίο ορισμού της 
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, εφόσον ορίζεται η 
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Οι γραφικές παραστάσεις των 
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, εφόσον ορίζεται η 
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, είναι συμμετρικές ως προς την διχοτόμο 1ου και 3ου τεταρτημόριου δηλαδή την ευθεία ψ=χ. Το (χο , ψο) ανήκει στην γραφική παράσταση της 
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[image: image49.wmf]Û

 
[image: image50.wmf]f

(χο)=ψο και εφόσον η 
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 αντιστρέψιμη , 
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(ψο)=χο 
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 το (ψο , χο) ανήκει στην γραφική παράσταση της 
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.  Βέβαια απαιτείται και χο στοιχείο του πεδίου ορισμού της 
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.Αν η γραφική παράσταση της 
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 τέμνει την ψ=χ σε ένα σημείο τότε και η γραφική παράσταση της 
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 θα τέμνει την ψ=χ στο ίδιο σημείο.Οι γραφικές παραστάσεις των 
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θα τέμνονται μόνο πάνω στην ψ=χ αν η 
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 είναι γνησίως αύξουσα  κάτι που δεν ισχύει αν η 
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 δεν είναι γνησίως αύξουσα.

12. Από την ισότητα 
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 μπορούμε να συμπεράνουμε α = β , εφόσον γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση 
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 είναι «1-1» ή γνησίως μονότονη στο σύνολο όπου υπάρχουν τα α, β.

13.  Όταν μια συνάρτηση δεν είναι «1-1» τότε υπάρχουν α, β στο πεδίο ορισμού της για τα οποία ισχύει 
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14. Ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:

      α) Αν χ1=χ2 τότε f(χ1)=f(χ2)  πάντα , για κάθε συνάρτηση f  
      β) Αν χ1≠χ2  τότε f(χ1) ≠f(χ2)  μόνο αν η συνάρτηση f είναι 1-1

      γ) Αν χ1<χ2 τότε f(χ1)<f(χ2)  μόνο αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα

      δ) Αν χ1<χ2 τότε f(χ1)>f(χ2)  μόνο αν η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα
      ε) Αν f(χ1)=f(χ2) τότε χ1=χ2    μόνο αν η συνάρτηση f είναι 1-1
     στ) Αν f(χ1)<f(χ2) τότε  χ1<χ2   μόνο αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα (άρα και 1-1 )
      ζ) Αν f(χ1)<f(χ2) τότε  χ1>χ2    μόνο αν η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα (άρα και 1-1 )
      η) Αν f(χ1)=f(χ2)  τότε 
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(f(χ1))= 
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 χ1=χ2   εφόσον υπάρχει η 
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      θ) Αν 
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(χ1)= 
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(χ2) τότε f(
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(χ1))= f(
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(χ2)) 
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 χ1=χ2   εφόσον υπάρχει η 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1)Δίνονται οι συναρτήσεις f(χ)=χ2+4 και g(χ)= 
[image: image75.wmf]4
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.Να βρεθούν οι συνθέσεις :fof,fog,gof,gog 

2) Αν g(χ)=2χ-1 και (fog)(χ)=χ2+4 , να βρείτε τη συνάρτηση f .

3) Αν g(χ)=1+lnx  και  (gof)(χ)= 
[image: image76.wmf]1

1

x

x

-

+

 , να προσδιορίσετε τη συνάρτηση f .
4) Αν η συνάρτηση f : 
[image: image77.wmf]®
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 είναι άρτια και παρουσιάζει μέγιστο για χ=χο , να αποδείξετε ότι παρουσιάζει μέγιστο  για χ=-χο .
5)Αν η συνάρτηση f : 
[image: image78.wmf]®
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 είναι περιττή και παρουσιάζει μέγιστο για χ=χο , να αποδείξετε ότι παρουσιάζει ελάχιστο  για χ=-χο .
6) Αν η συνάρτηση f : 
[image: image79.wmf]®
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 είναι περιττή και γνησίως αύξουσα στο διάστημα [α,β] με ο<α<β . Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα και στο διάστημα [-β,-α].
7) Δίνονται οι  συναρτήσεις f , g : 
[image: image80.wmf]®

¡¡

 .Αποδείξτε ότι :

    α) Αν f γνησίως αύξουσα και g γνησίως φθίνουσα τότε fog γνησίως φθίνουσα

    β) Αν f , g γνησίως μονότονες τότε fog γνησίως μονότονη

    γ) Αν f γνησίως φθίνουσα και g γνησίως αύξουσα τότε gof γνησίως φθίνουσα

    δ) Αν οι f , g είναι 1-1 τότε και η fog  είναι1-1
    ε) Αν οι f , g είναι 1-1 τότε και η gof είναι1-1

    στ) Αν η gof είναι 1-1 τότε και η f είναι 1-1

     ζ) Αν η gof είναι 1-1 τότε και η g είναι 1-1

8) Δίνεται η συνάρτηση 
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   α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της
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.                                                      

   β) Να δείξετε ότι ορίζετε η
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  την οποία να ορίσετε.                                 

   γ) Να δείξετε ότι οι συναρτήσεις 
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 και 
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 είναι περιττές.                        

   δ) Να δείξετε ότι γενικά ισχύει : Αν η 
[image: image86.wmf]f

είναι περιττή και 1-1 τότε και η 
[image: image87.wmf]1
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 είναι περιττή.    
9)  Έστω οι συναρτήσεις f, g με πεδίο ορισμού το ΙR .  Δίνεται ότι η συνάρτηση της σύνθεσης    

     fog είναι 1-1.

   α) Να δείξετε ότι η g είναι 1-1.               

   β) Αν για κάθε θετικό πραγματικό αριθμό x ισχύει: g(f(lnx)+1) = g(χ+2) να δείξετε 

       ότι f(x) = ex+1 , 
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      (Από θέμα 2002)   

10) Δίνεται η συνάρτηση ((χ) =χ3+χ-1

     α) Δείξτε ότι η  ( αντιστρέφεται.

     β) Να βρείτε τις τετμημένες των σημείων στα οποία η γραφική  παράσταση της (  τέμνει την      

          ευθεία ψ=χ .

     γ) Να βρείτε τα χ για τα οποία  ((χ)= (-1(χ) .

     δ) Να μελετήσετε την μονοτονία της  (
     ε)  Να λύσετε την ανίσωση (-1(3χ+2)>1

11) )Έστω η συνάρτηση ( (χ)=ln(x+2)-2.

  α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της .

  β) Να εξετάσετε την συνάρτηση ως προς την μονοτονία.

  γ) Αν ορίζεται η αντίστροφη της ( , να την ορίσετε  .

  δ) Να κάνετε την γραφική παράσταση της (-1  

12) Η γραφική παράσταση μιας γνησίως μονότονης συνάρτησης f : 
[image: image89.wmf]®

¡¡

 διέρχεται από τα   

      σημεία Α(3,2) και Β(5,9).
     α) Βρείτε το είδος της μονοτονίας της f 

     β) Εξετάστε αν ορίζεται η συνάρτηση (-1  
     γ) Να λύσετε την εξίσωση f(2+(-1(χ2+χ))=9

     δ) Να λύσετε την ανίσωση f((-1(x2-8x)-2)<2

13) Δίνεται η συνάρτηση f(χ)=-χ5-χ+3

      α) Αποδείξτε ότι η f αντιστρέφεται

      β)Λύστε την εξίσωση f(χ2+χ)-f(2χ+2)=0

      γ) Να λύσετε την ανίσωση (-1(χ2+χ-3)-1<0

14) Δίνονται οι  συναρτήσεις f , g : 
[image: image90.wmf]®

¡¡

 με (gof)(χ)=eχ-1 για κάθε 
[image: image91.wmf]c
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 .
      α) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f είναι 1-1

      β) Λύστε την εξίσωση f(lnx)=f(ln2x-2) 

15) Έστω f(x)=ex+e-x  , x>0 .Δείξτε ότι η f αντιστρέφεται, βρείτε την αντίστροφη και δείξτε ότι η  

      εξίσωση f(χ)=4 έχει 1 τουλάχιστον λύση.
16) Δίνεται συνάρτηση f με πεδίο ορισμού και σύνολο τιμών το 
[image: image92.wmf]¡

, για την οποία ισχύει :  

      f(f(x))+x=1821 , 
[image: image93.wmf]c
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 . Να αποδείξετε ότι :
        α) η f είναι συνάρτηση 1-1

        β) η f αντιστρέφεται

        γ) (-1(χ)=-f(χ)+1821 , 
[image: image94.wmf]c
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        δ) η f δεν είναι γνησίως μονότονη

        ε) f(0)+f(1821)=1821

17) Έστω η συνάρτηση f(x) = x5+x3+x .

    α)
Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα κοίλα και να αποδείξετε ότι η f έχει αντίστροφη συνάρτηση.

    β)
Να αποδείξετε ότι f(ex)≥f(1+x) για κάθε x(IR.

    γ)
Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο    

       (0,0) είναι ο άξονας συμμετρίας των γραφικών παραστάσεων της f και της f–1.
    δ)
Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f–1, τον άξονα των x και την ευθεία με εξίσωση  x=3.

                                                                                                                          (Θέμα 2003)
18)Δίνεται η συνάρτηση f, η οποία είναι παραγωγίσιμη στο IR με f΄(x)≠0 για κάθε x(IR.. 

       α) Να δείξετε ότι η f είναι “1-1”. 

       β) Αν η γραφική παράσταση Cf της f διέρχεται από τα σημεία Α(1,2005) και Β(-2,1), να     

           λύσετε την εξίσωση
[image: image95.wmf]12
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       γ) Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο Μ της Cf, στο οποίο η εφαπτομένη της  

      Cf    είναι κάθετη στην ευθεία (ε): 
[image: image96.wmf]1
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.                                      (Θέμα 2005)

19) Θεωρούμε τη συνάρτηση f(χ)=2+(χ-2)2 με χ≥2 
      α) Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1

      β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση (-1 της f και να βρείτε τον τύπο της

      γ) i) Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και (-1 με      

               την ευθεία ψ=χ

         ii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 

             παραστάσεις των συναρτήσεων f και (-1                                                    (θέμα 2006)

20) Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image97.wmf]2
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.Να αποδείξετε ότι αντιστρέφεται και να βρείτε    

      την αντίστροφή της.
21) Έστω συνάρτηση 
[image: image98.wmf]f

με πεδίο ορισμού και σύνολο τιμών το 
[image: image99.wmf]¡

 ,για την οποία ισχύει :    
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     α) Να αποδείξετε ότι :   (ι) η 
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 αντιστρέφεται                    (ιι) 
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     β) Να λύσετε τις εξισώσεις  : (ι) 
[image: image105.wmf]3
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